1. prednaska 1. ¥ijna 2007
Kapitola 1. Metrické prostory.

Definice MP, izometrie. Metricky prostor je struktura formalizujici jev vzda-
lenosti. Je to dvojice (M, d) slozend z mnoziny M a funkce dvou proménnych

d: M xM—R,
tak zvané metriky, spliujici t¥i axiomy:

a) d(x,y) > 0 (nezépornost) a d(z,y) = d(y,x) (symetrie),
b) d(z,y) =0 < xz=ya
c) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (trojihelnikova nerovnost).

Nezapornost metriky v a) se nemusi pozadovat, plyne z axiomu b) a c).

Izometrie metrickych prostort (M, d) a (N, e) je bijekce f: M — N zacho-
véavajici vzdalenosti: d(z,y) = e(f(x), f(y)) pro vSechny z,y € M. Existuje-li
takové bijekce, jsou prostory (M,d) a (N,e) izometrické, prakticky nerozlisi-
telné, izomorfni.

Priklady metrickych prostora. V nésledujicich ptikladech se axiomy a) a b)
ovéfi obvykle snadno (nicméné viz tlohu 7). Dokdzat trojihelnikovou nerovnost
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Priklad 1. M = R™ a p > 1 je redlné éislo. Na M definujeme metriky
dy(z,y) vztahem

n 1/p
dp(z,y) = (Z |z — yi|p>

i=1

(x = (x1,22,...,20), ¥y = (Y1,Y2, - - -, Yn)). Pro n = 1 dostavame klasickou met-
riku |z — y| na R a pro p = 2,n > 2 euklidovskou metriku

da(,y) = |z =yl = V(21 = y1)? + (@2 = 92)* + - + (20 — yn)*.

Euklidovskgmi prostory rozumime metrické prostory (R", dz) s euklidovskou me-
trikou. Pro p = 1,n > 2 dostavame postdckou metriku

di(z,y) = Z |z — yil
i=1

a pro p — oo marimovou metriku

doo<x7y) = 113?2{” |x2 - yz|

Piiklad 2. Za M vezmeme mnozinu vSech omezenych funkci f : X — R
definovanych na mnoziné X. Na M pak mame supremovou metriku

d(f,g9) = Sup |f(z) — g(z)|.



Pokud M = Ca,b] (mnozina redlnych funkei definovanych a spojitych na inter-
valu [a, b]), supremum se nabyva a mame mazimovou metriku

d(f,9) = max [f(z) — g(z)].
z€la,b]
Piiklad 3. Vezmeme M = Cla,b] a realné ¢islo p > 1. Podobné jako v
prvnim piikladu méme na M metriky

b 1/p
dp(f,9) = (/ |f(z) = g(x)P dx) )

Hodnota p = 1 dava integrdlni metriku a p — oo davd maximovou metriku
z druhého piikladu. DulezZity je opét pfipad p = 2. Co je na exponentu p =
2 zvlastniho? Ukazuje se, Ze metrika da(-,-), v prvnim i ve tfetim piikladu,
je odvozena ze skaldrniho soucinu na vektorovém prostoru, a proto ma radu
péknych a dulezitych vlastnosti. Vratime se k tomu v zavéru prvni kapitoly.

Vezmeme-li 8irsi t¥idu funkci M = R]a, b] (funce majici na [a, b] Riemanniv
integral), je d,(f, g) definovan4, ale nespliiuje axiom b) a nedostdvame metriku.
Zménime-li napiiklad hodnotu funkce f € R[a,b] v jediném bodé, dostaneme
odlisnou funkei fo € Rla,b], ale d,(f, fo) = 0. (Tato potiz se odstrani tak, Ze
misto s R[a, b] se pracuje s R[a, b]/~ pro vhodnou relaci ekvivalence ~.)

Priklad 4. Na souvislém grafu G = (M, E) s mnozinou vrcholt M méame
metriku

d(u,v) = pocet hran na nejkratsi cesté v G spojujici u a v.

Priklad 5. Je-li A koneénd mnozina (abeceda), médme na mnoziné M =
A™ slov délky m nad abecedou A tak zvanou Hammingovu metriku (u =
alag...am,v:blbg...bm)

d(u,v) = pocet soufadnic i, pro néz a; # b;.
Méfi miru odlisnosti obou slov—jaky nejmensi pocet zmén v pismenech staci k
premeéné u ve v.
Piiklad 6. Na dvourozmérné sféie
M =Sy = {(21,22,23) € R® | 22 + 22 + 22 =1}
muzeme zavést metriku
d(x,y) = délka nejkratsi kiivky lezici v Sy a spojujici z a y.

Konkrétné je d(x,y) rovna délce krat§iho z obou oblouki, na néz body = a y
déli hlavni kruznici K (z,y) jimi prochazejici. K(x,y) je prinik Ss s rovinou

urc¢enou pocatkem soufadnic a body z a y. Lezi-li tyto t¥i body na piimce (x
a y jsou antipodalni), neni K(z,y) urfena jednoznaéné, ale to nic neméni na



tom, Ze pak d(z,y) = . Tuto metriku nazveme sférickou metrikou. MizZeme ji
uvazovat i na podmnozinach S5, naptiklad na horni polosfére

Sy ={(v1,22,73) € R® | 2} + a3 + 23 = 1,23 > 0}.

D4 se dokézat (tiloha 9), ze Sy se sférickou metrikou neni izometricka zadné
mnoziné X C R"™ s euklidovskou metrikou. Totéz tedy plati i pro celou sféru.
Sféra ani polosféra tak nejsou ,ploché“, nedaji se ,splicnout” do roviny ani
zédného jiného euklidovského prostotu se zachovanim vzdalenosti.

Priklad 7. Polozme M = Z (mnoZina celych éisel) a vezméme néjaké pr-
vodislo p, naptiklad p = 29. Pro z € Z jako m,(z) ozna¢ime nejvétsi celé éislo
e > 0 takové, ze p® déli z; m,(0) := co. Na M definujeme tzv. p-adickou metriku
(27 =0)

dp(ayy) = 27,

D4 se ukazat, ze p-adickad metrika splnuje toto zesileni trojuhelnikové nerovnosti:

dp(2,y) < max(dy(z, 2), dp(2,y))-

Metrikam splnujicim tuto silnéjsi verzi trojihelnikové nerovnosti se ¥ika wultra-
metriky (nebo nearchimedovské metriky). Pro zajimavé vlastnosti ultrametrik
viz ulohu 12.

Koule, oteviené a uzaviené mnoziny. (M,d) bud metricky prostor. Pro
bod a € M a realné ¢islo r > 0 nazveme mnozinu

B(a,r) ={z € M | d(a,x) < r}, resp. B(a,r) ={z € M | d(a,x) <1},

(otevienou) kouli se stiedem a a polomérem r, resp. uzavienou kouli se stiedem
a a polomeérem r. Podmnozina X C M je otevrend, pokud

VYa € X Ir > 0: B(a,r) C X,

jinak feceno, X s kazdym bodem obsahuje i néjakou kouli kolem néj. X C M je
uzaviend, pokud je M\ X oteviend mnozina. Kazda koule je oteviend mnoZina
a kazda uzavrena koule je uzaviend mnozina.

Tvrzeni 1.1. V metrickém prostoru (M,d) jsou mnoZiny ) a M oteviené i
uzaviené. Sjednocent libovolné mnoha otevienych mnoZin je oteviend mnoZina
a prunik konecné mnoha otevienych mnoZin je oteviend mnozina. Sjednocent ko-
necné mnoha uzavienych mnozin je uzaviend mnozina a prunik libovolné mnoha
uzavrenygch mnozin je uzaviend mnozina.

Diikaz. Mnoziny () a M jsou zjevné oteviené a protoZe jedna je doplitkem druhé,
jsou i uzaviené. Necht {G; | i € I} je systém otevienych mnozin a a € G =
Uiesr Gi- Pak a lezi v néjaké G; a tedy, pro né&jaké r > 0, B(a,r) C G; C G
a G je oteviend. Nechf je indexovd mnozina I konecnéd a a € G = (),c; G;. To
znamend, ze a € G; pro kazdé i € I, a tak B(a,r;) C G; pro néjaka cisla r; > 0.
Protoze jich je jen kone¢né mnoho, mizeme vzit r > 0, Ze r < min(r; : i € I),



a mame B(a,r) C B(a,r;) C G; pro viechna i € I. Tedy B(a,7) C G a G
je oteviena. Tvrzeni o uzavienych mnozinach vyplyva z tvrzeni o otevienych
mnozinach pomoci de Morganovych identit prfechodem k doplikam. m]

Oteviené mnoziny jsou ,robustni“ mnoziny—Ilezi-li bod a v oteviené mnoziné X,
pak pro dostate¢né malé € > 0 zadna porucha ¢i posunuti mensi nez £ nedostane
a ven z X. Uzaviené mnoziny si zase muzeme predstavovat jako mnoziny s
ostrymi obrysy—zanedlouho dokazeme, ze X je uzaviena, pravé kdyz s kazdou
konvergentni posloupnosti bod® obsahuje i jeji limitu.

Okoli bodu, vnit¥ni, vnéjsi a dalsi body. (M, d) bud metricky prostor a
a € M jeho bod. Kazdou otevienou mnozinu U C M spliujici a € U nazveme
okolim bodu a. Naptiklad kazda koule B(a,r) je okolim a a ovSem kazdé okoli
bodu a obsahuje néjakou takovou kouli.

Necht a € M je bod a X C M je mnozina. V nésledujicich definicich sym-
bolem U rozumime okoli bodu a. Rekneme, ze

e a je vnitrnim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C X;

e a je vnéjsim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C M\ X

e a je hrani¢nim bodem X, kdyz kazdé U protind X i M\ X;

e a je limitnim bodem X, kdyz je pro kazdé U prinik U N X nekoneény;
e a je izolovangm bodem X, kdyz existuje U tak, ze U N X = {a}.

Vnitini a izolované body X nutné lezi v X a vnéjsi body lezi mimo X . Hrani¢ni
a limitni body X mohou lezet v X i mimo X.
Jako piiklad vezmeme v euklidovské roviné R? mnozinu

X={zeR?|0<|z|] <1}U{(0,2)},

jednotkovy kruh se stfedem v pocatku, z né€hoz jsme pocatek odstranili a k
némuz jsme ptidali bod (0, 2). Pak vnitini body X tvoif mnozinu {z € R? | 0 <
lz|| < 1}, vn&jsi body mnozinu {z € R? | |lz| > 1,z # (0,2)}, hrani¢ni
body mnozinu {z € R? | |lz|| = 1} U {(0,0),(0,2)}, limitni body mnoZinu
{z € R?| ||z|| < 1} a izolované body mnozinu {(0,2)}.

Podprostory a souciny metrickych prostoru. Popiseme dvé jednoduché
konstrukce vyrabéjici nové metrické prostory ze starych. Metricky prostor (M, d;)
je podprostorem metrického prostoru (Ma, ds2), pokud My C M a pro kazdé dva
body z,y z M; méme d;(z,y) = da(x,y). Metricky prostor (M,d) a podmno-
zina X C M dévaji novy metricky prostor (X,d'), kde d’ je metrika d ztZena
na X x X; je jasné, ze (X, d') je podprostorem (M, d). Rik4 se také, ze (X,d’)
je podprostor s indukovanou metrikou.

(M,d) je soucinem metrickych prostort (Mi,di) a (Ma,ds), kdyz M =
My x Ms a d je metrika (z = (z1,22) a y = (y1,y2) jsouz M):

d(z,y) = \/di(z1,y1)2 + da(22,y2)2.




Vsimnéte si, ze soucin euklidovskych prostori R™ a R" je euklidovsky prostor
R™T" (pfesné fefeno, R™ x R"™ je izometricky R™ 1™ prostfednictvim zobrazeni

((xla e a'rnb)a (3117 e ayn)) = (xla ey Tmy Y1, - - 7yn))
Vzorec pro souc¢inovou metriku jsme zafixovali ponékud libovolné, hlavnim

dtivodem bylo, aby pro euklidovské prostory platilo R™ x R"® = R™T". Ale
napiiklad vzorce

d(I,y) = dl(xlvyl) + d2($2,y2) nebo d(SC,y) = ma’X{dl(I17y1)ad2(I25y2)}

by poslouzily dobre také. Neni totiz tézké vidét, ze vsechny t¥i definuji stejné
oteviené (a tedy i uzaviené) mnoziny v M; X My, a proto se vysledné soucinové
prostory velmi podobaji. Pro tivahy a pojmy, které vystaci jen s otevienymi
mnoZinami (coz zahrnuje vétSinu Gvah v této prednasce, s vyjimkou izometrie
a cauchyovskosti posloupnosti), jsou tyto t¥i soucinové metriky nerozlisitelné.

Ulohy
1. Ukazte, ze nezapornost metriky plyne z axiomi b) a c).

2. Co se stane, kdyz v definici metriky zapomeneme na symetrii? Plyne z
ostatnich axioma?

3. Dokazte vzorec pro maximovou metriku: lim,_. 4 d,(z,y) = doo(z, y).

4. Odvodte z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti ((a1by + ... + anb,)? <
(a? + ...+ a2)(b? + ... + b?2)) trojuhelnikovou nerovnost pro euklidov-
skou metriku.

5. Ovéfte trojihelnikovou nerovnost pro supremovou metriku.
6. Dokazte vzorec pro maximovou metriku pro funkce: je-li f spojita na [a, ],

pak )
b L/p
lim (/ |f(x)|P da:) = max |f(x)].

p—+00 z€[a,b]

7. Ovéite v ptikladu 3 pro M = C|a, b] axiom b) metrického prostoru.
8. Ovéftte trojihelnikové nerovnosti v diskrétnich prikladech 4 a 5.

9. Dokazte, ze horni polosféra S; se sférickou metrikou neni izometricka
zadné podmnoziné euklidovského prostoru s euklidovskou metrikou. Na-
vod: uvazte éty¥i body (0,0,1), (1,0,0), (0,1,0) a (1/v/2,1/+/2,0).

10. Jak by se totéz dokdzalo pro sféricky vrchlik S§ = {(x1, 22, 23) € So | x5 >
v} kde 0 <wv <17

11. Ovéfte, ze metrika v piikladu 7 je ultrametrika.



12.

13.

14.

15.

16.

Dokazte tyto neintuitivni vlastnosti ultrametrického prostoru: kazdy troj-
thelnik je rovnoramenny a v kazdé kouli je libovolny bod jejim stfedem.

UkazZte, Ze v metrickém prostoru jsou koule B(a,r) oteviené mnoziny a
uzaviené koule B(a,r) a jednobodovky {a} jsou uzaviené mnoziny.

Je konecna podmnozina metrického prostoru vzdy uzaviena?

Co lze Fici o otevienych mnoZindch metrického prostoru (M,d), jehoz
kazdy bod je izolovany (jako bod mnoziny M)?

Ukazte, ze bod mnoziny X v metrickém prostoru je limitnim bodem X,
pravé kdyz neni izolovanym bodem X. A ukaZte, Ze bod mimo mnozinu
X je limitnim bodem X, pravé kdyz je hrani¢énim bodem X.



