Prednaska 13, 8. ledna 2020

Dva Cauchyovy vzorce. Dikazy vét 1-3. Reziduova véta. Rada
Z n—2k

Dikaz. 1. Linearita | plyne hned z linearity [, .. 2. Vezméme néjaké ob-
délniky R,, obsahujici bod a ve svych vnitfcich a smrstujici se k nému. ML
odhady integralt fBRn f ukazuji, vzhledem k obv(R,) — 0 pro n — oo a
omezenosti |f| na prstencovém okoli bodu a, ze tyto integraly jdou k 0 a
[ f=0.3. Kdyz je S ¢tverec s vrcholy +1 +7 a a + S je jeho posun, pak
podle definice [,, méme fa(a+5) — = [,¢+ = p. 4 ML odhady integrali
Jor(f = fu) = [5pf — Jor fn ukazuji, Ze pro n — oo jdou k 0: obv(R) je
konstantni, ale nyni max,car | f(2) — fu(2)| = 0 pro n — co. O

Budeme potiebovat dodatek k tvrzeni o konstanté p.

Tvrzeni (dalsi zdporné mocniny). Necht R je obdélnik, a € int(R) je bod

a k > 2 je celé cislo. Pak
1
— =0.
/8R (z —a)*

Diikaz. Nebudeme délat, ale mizete o ném premyslet v tloze 1 . O

Cauchyovy vzorce jsou dalsi dulezity vysledek v komplexni analyze. Vy-
jadiuji hodnotu holomorfni funkce a jejich derivaci v daném bodé pomoci
hodnot ve vzdéalenych bodech, v ¢emz se projevuje zvlastni a fascinujici ne-
lokalnost komplexni analyzy. Pro jednoduchost tyto vzorce uvedeme a doka-
zeme jen pro celé funkce (a jen prvni derivaci).

Véta (dva Cauchyovy vzorce). Necht f: C — C je celd funkce. Pak, je-li
p = 2mi horejsi konstanta, pro kazdé a € C je

fay =2 [LE 0 =2 [ LE

pl z—a p) (z—a)*’

f(Z)=f(a)

zZ—a

Diikaz. Existence f’(a) implikuje omezenost funkce na prstencovém

okoli bodu a. Podle vlastnosti 1-3 funkcionalu [ pak mame

O:/f(zzii(a): f(z)—f(a)/ 1 _ f(Z) —f(a)p

Z—a Z—a Z—a

1



Protoze p # 0 podle tvrzeni v minulé prednasce, dostavame prvni Cauchytv
VZorec.

Abychom dokézali druhy, dany bod a € C umistime do vnitiku obdélnika
R.! Pro kazdé b € int(R) \ {a} podle prvniho Cauchyova vzorce a diky
linearité [, , mame

f@- o) 1 e 1 SR
a—b péR@—mv—w> péR@—av+

b—a £(2)
T AR@—aV@—w'

ML odhad posledniho integralu ukazuje, ze pro kazdé b dosti blizké a je v |- |
omezeny konstantou nezavisejici na b. Kdyz b — a, b # a, jde leva strana k
f'(a) a posledni vyraz k 0, coz dava druhy Cauchyiv vzorec. O

Dukazy vét 1-3. Nejprve dokdzeme Liouvilleovu vétu 2. Necht f: C — C
je celd a omezena funkce, |f(2)| < ¢ pro kazdé z € C a redlnou konstantu
¢ > 0. Necht a,b € C jsou dva (rtzné) body. Podle tlohy 2 pro kazdé n € N
najdeme ¢tverec S se stranou s > n, ze a,b € int(S) a pro kazdé z € 9S je

obv(S ’ . . .
%. Podle prvniho C. vzorce a linearity |, oR J€

fa)— s =2 [ /2)

|z —al, |z—b|>§:

p Jos(z—a)(z—b)
ML odhad tohoto integralu dava, ze v absolutni hodnoté je nanejvys
c 36¢
—————— -obv(5) < —.
obv(Syziaa V) =

To pro n — oo jde k 0, tedy f(a) = f(b) a f je konstantni funkce.

Pro dtkaz spojitosti [’ pro celou funkci f: C — C ve vété 3 pouZijeme
druhy Cauchytv vzorec. Pro pevné a € C a libovolné b € C tento vzorec a
linearita [, , davaji, ze

U (e 1 fQ)
‘”@‘f“)"péRu—MQ pARu—MZ
a—b f(z)(2—a—0)

T éR@—maz—MW

!Odted minimalizuji pouzivani funkciondlu [, jehoz zavedeni asi nebylo tplné nutné.
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kde R je libovolny obdélnik obsahujici uvnitt a a b. ML odhad ukazuje, ze
pro kazdé b dosti blizké a je posledni integral v absolutni hodnoté omezeny
konstantou nezavislou na b. Tedy b — a dava f'(b) — f’'(a) a derivace f’ je
spojita v a.

Kone¢né dokazeme vétu 1, ze kazda celd funkce f: C — C mé rozvoj
do mocninné fady se stfedem v 0. Cislo a € C bud libovolné a R bud tak
velky obdélnik, Ze 0,a € int(R) a pro kazdé z € IR je |a/z| = |a|/|z| < 3
a |z —a| > 1 (tloha 3). Necht m € N. Pomoc1 prvniho Cauchyova vzorce a

identity ﬁ —1+z+22+ - +a2™+ 2 dostavame, Ze
_ 1 f(z) Iz | (/2™
fla) = 2mi 8Rﬂ T omi /8R z (nzo(a/ 2"+ 1—a/z >
_ (2 CAYIE| f)(a/z)"*
a ;(Tm/azzﬁ)a +ﬁ OR c—a

. n Im—l—l
=: cpa’ + ——
Z * 271
n=0
ML odhad ukazuje, Ze jsme hotovi: pro m — oo

(1/2)!

< . . .
L] < max|£(2) obv(R) = 0

Pro kazdé a € C tedy

f(@)zicna", kde o, = - [ 1)

e 2mi Jgg 271
pro libovolny obdélnik S obsahujici uvnitt 0.

Meromorfni funkce, rezidua. Podstatné zobecnime tvrzeni o konstanté
p v minulé prednasce. Mnozina A C C je diskrétni, pokud v kazdé kouli
B(z,r) C C lezi jen konetné mnoho jejich prvki. Holomorfni funkci

f:U\A—=C,

kde A C U je diskrétni mnozina, nazveme funkci meromorfni a A nazveme
mnozinou jejich poli, kdyz kazdy bod a € A méa okoli U, C U s U,NA = {a},



Ze pro néjakou holomorfni funkci ¢,: U, — C a néjaka cisla k, € Ny a
cia €C,7=1,2,... k,, pro kazdé z € U, \ {a} je

O =)+ Y

z—a)l

Pro k, = 0 se suma definuje jako 0 (f = ¢, pak je holomorfni na U,).
Koeficient ¢, je takzvané reziduum funkce f v bodé a, oznacované jako
res(f,a) := c1,4. Z prvniho Cauchyova vzorce plyne, ze res(f,a) je jedno-
znacéné urcené funkei f (aloha 4).

Véta (reziduova). f: U\ A — C bud meromorfni funkce s mnoZinou poli
A a R C U bud obdélnik splriujici ORN A = (). Suma niZe pak je konecnd a

ZLm‘ f= Z res(f, a) = Z res(f, a) .

oR a€ANint(R) a€ANR

Integrdl funkce f pres hranici obdélnika R, déleny 2mi, se tedy rovnd souctu
jejich rezidui v pdlech uvnity R.?

Diikaz. Nekoneéné mnoho prvkia A v int(R) by znamenalo limitni bod mno-
ziny A v R, ve sporu s diskrétnosti A (tloha 5). Pro kazdy bod a € RN A
vezmeme takovy ¢tverec S, C int(R) N U, se stfedem v a, Ze tyto ¢tverce

jsou disjunktni. Obdélnik R pak rozdélime na obdélniky zahrnujici vSechny
¢tverce {S, | a € RN A}. Pak

f= 2] =2 /asa(g“(zwiﬁ)

OR acANR Y 95 a€ANR j=1
= E 27i - res(f, a)
a€ANR

a jsme hotovi. Prvni rovnost plyne pomoci ¢asti 3 véty o vlastnostech fu jiz
dvakrat pouzitym argumentem (loha 6). Druha rovnost pouziva definici me-
romorfni funkce. TTeti rovnost plyne z linearity integralu, C.-G. véty, tvrzeni
o konstanté p a prvniho tvrzeni této prednasky. O

vvvvv

mulovat anglicky. Do you know that the contour integral of that function around the
boundary of France is zero? 777 All Poles are in the eastern Europe!
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Zobecnéni Basilejského problému. Jako aplikaci reziduové véty a kom-
plexni analyzy viibec nalezneme soucet rady

=1
C(2K) ::Zﬁ, keN.
n=1

2

V prednésce 10 jsme Fourierovou fadou spocitali, Ze ((2) = %-.

Véta (> n=2 =7). Pro kazdé k € N existuje kladny zlomek oy, € Q, Ze

_ 1 1 1
C(Qk)zzn 2k:1+ﬁ+ﬁ+4ﬁ+"':akﬁ2k.
Diikaz. Existuji zlomky By, By, ..., tak zvana Bernoulliova cisla, Ze
T =, B,x"
er —1 ; 7!

(dloha 7). Vememe meromorfni funkci H: C\ Z — C danou vzorcem

2me

H —_
(Z) e2miz _ 1"’

kterd ma pdly Z a reziduum res(H,n) = 1 pro kazdé n € Z (tloha 8). Kdyz

je f(z) holomorfni na okoli bodu n € Z, pak zfejmé res(fH,n) = f(n) (dloha

12). Polozime f(z) = 1/2?* a pro N € N jako Sy oznad¢ime ¢tverec s vrcholy

(N + 3)(£1 £ ). Podle reziduové véty

N N
1

_ —2k o 2k

= E res(H(2)z7"", n) =res(H(z)z~*", 0) + 2 g:l 5

n=—N

1 H(z)
2 dSN Z2k

Podle tlohy 9 existuje konstanta ¢ > 0, Zze pro kazdé N € N je z € 0Sy =

|H(z)| < c. ML odhad integralu vlevo dava, ze v | - | je nanejvys
H(z) c
Inax |\ — -obv(Sy) < N (8N +4),

coz pro N — oo jde k 0. Tedy

o0

1 1
P —§res(H(z)z_2k, 0) .
n

n=1



Podle definice Bernoulliovych ¢isel mame

omi - 27 A B (2mi) 2k
—2k r
H = — =
: (2) eriz — TZ:; 7!
Takze . o
—1)" B (2
res(H (z)z" 2", 0) = (1) (2]2;“)$ )
a
> 1 (_1)k+122k71 ok
D= @R AT
n=1
je racionalni nasobek é&isla w2 O

Je pravda, Ze By,_1 = 0 pro k > 2 (tloha 10). Dale By = 1, By = —3,
By = ¢, By = —35, Bs = 75 a tak dél (tloha 11). Predchozi ditkaz jsme
prevzali z knihy P.D. Laxe a L. Zalcmana Complex Proofs of Real Theorems
vydané AMS (The American Mathematical Society) se sidlem v Providence
na RI (Rhodes Island) v roce 2012. O komplexni analyze se lze dale poucit
ve skriptech J. Veselého Komplexni analyjza pro ucitele, Karolinum, Praha,

2000.

Ulohy

1. Dokazte, ze pro kazdé celé ¢islo k > 2 a komplexni ¢islo a je

‘/@—a)k:o.

2. Sestrojte pro kazdé n € N a a,b € C ¢tverec S C Cs s > n, kde s je
délka jeho strany, ze a,b € int(S) a pro kazdé z € 95 jsou vzdalenosti

|z —al, |z — b| vétsi nez 3.

3. Ukazte, ze pro kazdé a € C existuje takovy obdélnik R, Ze 0,a € int(R)
a pro kazdé z € OR je |a/z| < 5 a |z —a| > 1.

4. Pro¢ je hodnota rezidua f v a jednoznacné urcena funkci f?

5. Dokazte, ze kazda nekonec¢né podmnozina obdélniku R ma v R limitni

bod.



10.
11.

12.

Ukazte, jak rozdélit dany obdélnik R s predepsanymi disjunktnimi ob-
délniky Ry, Ry, ..., Ry C int(R) vhodnymi pfimkami na podobdélniky
zahrnujici vSechny R; tak, Ze plati prvni rovnost v diikazu reziduové
vety.

Dokazte, ze Bernoulliova ¢isla jsou zlomky.

271
e2miz ]

Dokazte, ze funkce
vsechna rezidua 1.

ma poly presné v mnoziné celych ¢isel a ma

Ukazte, ze tato funkce je stejnomérné (vzhledem k N) omezena na
hranicich ¢tvercu Sy.

Dokazte, ze Bernoulliova ¢isla s lichymi indexy > 1 jsou nulova.
Je pravda, ze Bernoulliova ¢isla splnuji lim B,, = 07

Pro¢ pro funkci f holomorfni na okoli n € Z je res(fH,n) = f(n)?



