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FSR linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty. Je to
rovnice
R(y) = any™ + - + a1y + aoy =0,

kde a; € R jsou konstanty, a,, # 0 a y = y(z) je nezndmé funkce s definiénim
intervalem I = R. Charakteristicky polynom této rovnice je

p(x> =anx" + -+ a1z + ao.

Jako K(p) = {\ € C | p(\) = 0} ozna¢ime mnozinu jeho kofeni a pro kofen A
symbolem n(A) € N oznac¢ime jeho ndsobnost. Definujeme dvé mnoziny funkei:

F(R,C) = {z"e* | A € K(p),0 <k < n(\)}

F(R,R) = {2 | A e K(p) NR,0 <k <n(\)}
U {z*e* sin(uz) | A+ pi € K(p),\,p € R,y > 0,0 < k < n(\+ i)}
U {z"e* cos(uz) | dtto}.
Funkce v F(R, C) obsahuji komplexni exponencidlu a jsou to obecné komplexni

funkce redlné proménné. Funkce v F(R, R) jsou redlné. Seznam F(R, R) vznikl
z F(R, C) ndhradou dvojic komplexnich funkci

Ike(A+ui)x , xke()\—ui)x

(nerealné kofeny p se vyskytuji ve dvojicich A+ pi, A — i komplexné sdruzenych
kofenti se stejnymi nasobnostmi—uloha 1) dvojicemi realnych funkei

kA

P sin(px), aFel”

cos(px).

V obou mnozinach je n riznych funkci, |F(R,C)| = |F(R,R)| = n (tloha 2).
Dokézeme, 7ze funkce v obou mnozindch jsou feSeni rovnice R(y) = 0 a tvoii
linedrné nezavislé n-tice, F(R,C) a F(R,R) jsou tedy jeji FSR.

Tvrzeni 3.7. Funkce v F(R,C) a v F(R,R) jsou fesent rovnice R(y) = 0.

Dukaz. Protoze (e**)("™) = A™e** pro kazdy koten A € K (p) (p je charakteris-
ticky polynom rovnice R(y) = 0) mame R(e®) = e*p(\) = 0 a e’ je fesenim.
Abychom vyrobili dalsi feSeni, uvazme “derivovanou” rovnici fadu n — 1

R'(y) = nan,y" ™V + - + 2a2¢/ + a1y = 0.

Jeji charakteristicky polynom je p’(z), derivace charakteristického polynomu
ptivodni rovnice. Podobné definujeme rovnici R”(y) = 0 atd. Necht f = f(z) je
funkce a R(f) = R'(f) = 0. Diky ()™ = mfm=D 4+ z£0™) mame

R(xzf) = R'(f) + zR(f) = 0.



Takze
R(f)=FR(f)=0= R(zf) = 0.

Mé-li kofen A\ € K (p) nasobnost m = n()), je e’ fesenim vsech rovnic R(y) =
0,R(y) = 0,...,R"™ 1 (y) = 0, protoze \ je kofenem vsech jejich charakte-
ristickych polynomt p,p/,...,p" 1. Opakovanym uzitim pravé dokdzané im-
plikace dostavame, ze R(e*) = R(xe*®) = --- = R(z™ 'e**) = 0. Tim jsme
dokézali, ze kazda funkce v F(R, C) je feSenim rovnice R(y) = 0.

Pro dvojici komplexné sdruzenych kofent A + pi, A\ — pi v K(p), p > 0, si
oznaéime funkce v odpovidajicich dvojicich v F(R,C) a v F(R,R) jako

f1 = aFeXtrdr = gheQpiz 5 g — ghele sin(pz), go = x¥e® cos(uzx).
Diky e¥ = cos ¢ + i sin ¢ mame
Ji+ fo J1— fo
g2 = a g1 = -
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Protoze je mnozina FeSeni rovnice R(y) = 0 uzavfend na linedrni kombinace, z
R(f1) = R(f2) = 0 plyne i R(g1) = R(g2) = 0. Pro realny kofen A € K(p) je
odpovidajici funkce v F(R,C) a v F(R,R) stejnd. Dokazali jsme, Ze i kazda
funkce v F(R,R) je feSeni rovnice R(y) = 0. m|

Véta 3.8. Mnoziny funkei F(R,C) a F(R,R) jsou FSR rovnice R(y) = 0.
Dukaz. Vime, Ze to jsou feSeni—zbyva ukazat, ze obé n-tice funkci jsou line-
arné nezavislé. Dokazeme to jen pro F (R, C). Linearni nezavislost F(R, R) pak
plyne z toho, ze F(R,R) vznikla z F(R, C) linearnimi upravami zachovévaji-
cimi linedrni nezévislost (loha 3). Ukdzeme obecnéji, ze kazda r-tice riznych
funkei fi,..., fr z mnoziny

F = {zFe’ | k € No, A € C}

je lineadrné nezavisla nad R.
V linearni kombinaci

ayfi +...+arfr,

kde f; € F jsou vzajemné rizné funkce (tj. odpovidajici rliznym dvojicim pa-
rametrd k, A) a a; jsou nenulové realné (¢i komplexni, to je jedno) koeficienty,
dame k sobé stejné exponencidly a upravime ji tak na tvar

T(z) =p1 (:c)e)‘lx +...+ jvs(ac)e)‘sz7

kde s > 1 (zfejmé s < 1), A; jsou vzdjemné riiznd komplexni ¢isla a p;(x) jsou
nenulové polynomy. Dokazeme, Ze zadn4 funkce T'(x) tohoto typu neni identicky
nulova. Je to jasné pro s = 1, protoze p;(z)e*® = 0 jen kdyz = € C je koien
polynomu p; (z). Pfedpoklddejme pro spor, ze T(x) = 0 pro kazdé = € C pro



néjakou funkei T'(x). Vezmeme takovou funkci Ty(z) s nejmensi délkou s, nutné
s > 2, a jako d ozna¢ime stupefi polynomu p;(x) v Typ(z). Pak

o = (3)"

- (p1(x) + pa(a)ePe T g —&—ps(:c)e(’\s_h)x)

= g(2)e® T g gy ()P

(d+1)

pro néjaké nenulové polynomy ¢;(x). To vyplyva z rovnosti

(p(x)e*) = (0 () + Ap(@))e* = q(x)e?,

kde pro A # 0 polynomy p(z) a q(x) maji stejny stupeti. Takze T} (x) je kratsi
funkce daného typu. Ale také T (z) = 0 pro kazdé z € C. Mdme spor s mini-
malitou s. o

Ulohy

1. Pro¢ se neredlné koteny charakteristického polynomu vyskytuji v kom-
plexné sdruzenych dvojicich se stejnymi nasobnostmi?

2. Ukaite, ze opravdu |F(R,C)| = |F(R,R)| = n, to jest nestane se, aby
dvé rtzné dvojice resp. trojice parametrti davaly stejnou funkci.

3. Ukazte podrobné, jak z linedrni nezavislosti F(R, C) plyne lineérni neza-
vislost F(R,R).

4. Popiste komplexni a realny FSR rovnice y® + 2y — 4/ +2y' +y = 0.



