Prednaska 12, 18. prosince 2019
Konstanta p = 27i. Cauchyova—Goursatova véta. Funkcional [

Neékolik integrala. Pokracujeme v dikazu vét 1, 2 a 3 z minulé prednasky.
Pro k € N a tsecku u jejim k-ekvidélenim rozumime déleni u na k podusecek
stejné délky %]u|, které je dané obrazy déleni 0 < % < % < e < k—;l <1
jednotkového intervalu.

Tvrzeni ([, ,, z lin. funkce). Necht a,b,0, 3 € Csa#b, f(z) =az+
a R je obdélnik.

1. Plati, Ze

2

/bfz/b<az+ﬁ>=g<b>—g<a>, ke g(z) = a’ + Bz |

2
/8Rf:/8R(az+ﬁ):0.

Diikaz. 1. Toto neni tézké spocitat jako lim C'(f, p,), kde p, jsou n-ekvidéleni
usecky ab, a ponechavame to jako tlohu 1.

2. Kanonické vrcholy R oznacme a, b, ¢, d. Podle definice | or & vysledku
v Casti 1 mame

2. Tez

. f=g() —g(a) +g(c) — g(b) + g(d) — g(c) + g(a) — g(d) =0 .
O

Dikaz nésledujiciho pfevodu fu f na Riemanntv integral ponechavame
jako ulohu 2.

Tvrzeni ([, a (R) fab) Necht a,b € C sa#b, f: ab— C je spojitd funkce

ap =1tb-—a)+a:[0,1] — C je parametrizace definujici isecku u = ab.
Potom

/uf=(R)

= G- (@) [ relsteon dri @) [ misen) )

S~

re (f(e(1)) - ¢ (t)) dt+i-(R)/0 im (f(e(t)) - /(1)) dt

1



Pro tplnost zminime standardni definici kiivkového integralu fso f, na némz
je komplexni analyza zalozena. Kdyz
f:U—=C a p:la, b >U

je po castech hladka a spojita funkce, pak

[ 1= [ re(re®) - #0) at+i-(®) [ ) ¢ ) dt

pokud tyto Riemannovy integraly existuji.

Nésledujici vysledek je nedocenény pilit komplexni analyzy: kdyby v ném
konstanta p vysla 0, zadné Cauchyovy vzorce, které uvedeme ptisté, by nee-
xistovaly a komplexni analyza by se zhroutila.

Tvrzeni (konstanta p = 27i). Necht S je ctverec s vrcholy £1 £+ 1i. Pak

1
pi= — #0, dokonce im(p) >4 .
as ~

Diikaz. Kanonické vrcholy S jsoua = —-1—i,b=1—i,c=14+7ad = —1+1.
Necht p, = (ag, a1, . . ., ay) je n-ekvidéleni tisecky ab. ProtoZe nésobeni ¢islem
i geometricky znamené otoceni kolem pocatku kladnym smérem (proti sméru
hodinovych rucicek) o tihel 7, je g, := ip, = (iag,ias,. .., ia,) n-ekvidéleni
usecky be. Podobné jsou 7, := iq, = —p, a s, = ir, = —ip, po radé
n-ekvidéleni tsecek cd a da. Piekvapivé pro f(z) =

C(f, pn) = CO(f, @) = C(f, ra) = C(f, 50) -

Skutecné, rozsireni zlomku cislem ¢ dava

C(fpn) =) b-a)/n _ > (¢ — ia)/n T = C(f, an) ,

Je

j:1a+j(b—a)/n o ia + j(ib —ia)
nebot ib = c a ia = b. Podobné odvodime zbylé dvé rovnosti. Déle vzhledem
kb—a=2aa=—1—1rozsifenim zlomku ¢islem %j — 1+ ¢ dostavame
. . = 2/n (2 2j/n—1+i
im (C(f, pn)) = im - | =im | — :

jzl—l—@+2j/n njzl(2j/n—1)2+1
2 « 1 2 -1
- Ez(z'/n—1)2+1 252521'
=1 =1



Tedy

(o) =im ([ 2) =i ([ 1) =4 im(C/5 ) 2 4

(dloha 3) a skutecné p # 0. O

V tloze 5 lze spocitat, ze p = 2mi. Tato konstanta se v komplexni analyze
casto vyskytuje.

Cauchyova—Goursatova véta je vysledek komplexni analyzy ¢islo 1: inte-
gral f@ f holomorfni funkce f pies jednoduchou uzavienou kfivku ¢ (tedy ¢
je prostd, az na ¢(a) = ¢(b)), kterd lezi v definiénim oboru funkce f spolu
se svym vnitikem, je 0. My ale umime integrovat jen pres hranice obdélnikt
a se slozitymi kifivkami se nemusime trapit.

Pro ditkaz véty budeme potiebovat pojem diametru (primeéru) diam(X)
mnoziny X C C a vzpomenout si na pomocny vysledek z dikazu Baireovy
véty. Definujeme

diam(X) :=sup({|lx —y| | z, y € X}) .

Priimér mnoziny mutze byt +oo. Dikaz nasledujiciho tvrzeni ponechavame
jako ulohu 6, viz téz ulohy 7 a 8.

Tvrzeni (vnofené uzaviené mnoziny). Kdyz
CoOA DA D ...
jsou neprazdné a uzaviené mnoZiny s limdiam(A,) =0, pak ("~ A, # 0.

Jesté budeme potiebovat konstrukei ctvrtek obdélnika R s kanonickymi

vrcholy a,b,c,d. Kdyz e = <2 f = te g = <bd 5 h = &2 jsou stredy
stran R a j = %< je stfed R, jeho ¢tyfi ¢tvrtky jsou obdélniky A, B,C a D

s kanonickymi vrcholy po radé

(a7 67 j? h)’ (67 b7 f7 j)? (]’ f? C? g) a (h7 j? g7 d)7

na néz se R rozpadne roziiznutim podle tsecek eg a hf. Pro kazdou z téchto

tvrtek E patrné plati: obv(E) = fobv(R) a diam(F) = diam(R).



Véta (Cauchyova—Goursatova). Necht f: U — C je holomorfni funkce a
R C U je obdélnik. Pak

f=0.
OR

Diikaz. Necht f, U a R jsou jak je uvedeno. Sestrojime takové vnorené ob-
délniky
R:RoDRlDRQD... ,

ze pro kazdé n € Ny je R, 41 ¢tvrtka obdélnika R, a

VAR VA

Necht uz jsou takové Ry, Ry,..., R, definované a A, B,C a D jsou ¢tvrtky
obdélnika R,,. Tvrdime, ze

AT RAYREY WA NG

Tato identita plyne pouzitim casti 3 véty o vlastnostech integralu. Po roze-
psani kazdého [, , f,..., [, f jako souctu étyi integrali pres strany dosté-
vame vpravo 16 ¢lentt. Osm z nich odpovidajicich stranam ¢tvrtek uvniti R,
se vzajemné zrusi, protoze tvori 4 dvojice opacnych orientaci stejné tisecky.
Zbylych osm ¢lenti odpovidajicich stranam ¢tvrtek lezicich na OR,, se seCte na
integral vlevo. Z identity podle trojuhelnikové nerovnosti plyne, Ze existuje
ctvrtka B € {A, B,C, D} s | [,5 f1 > 1| [yp, f|- Polozime R, 1 = E.
Podle posledniho tvrzeni existuje bod zy, ze

00
20 € ﬂ Rn .
n=0

Protoze Ry = R C U, je i zp € U. Nyni pouzijeme existenci derivace f'(zp).
Pro dané ¢ > 0 existuje 6 > 0, ze B(z9,0) C U a pro néjakou funkci
A: B(zy,0) — C pro kazdé z € B(z,0) je |A(z)| < € (tloha 9) a

f(2) = f(20) + f'(20)(2 = 20) + A(2) (2 — ) -

9(2) h(z)




Uvéazime oznacené funkce g(z) a h(z). Je jasné, ze g(z) je linearni a h(z) =
f(2) —g(2) spojita. Necht je n € Ny tak velké, ze R,, C B(z9,0). Podle druhé
¢asti prvniho tvrzeni (a linearity integralu) mame

[ A P P
ORn, ORn, ORn, OR,

Diky ML odhadu (¢ast 2 véty o vlastnostech integralu) je

\ /h! < max [A()(z — 20)| - obv(R,)

2€E0R,
diam(R) obv(R)
2n 2n

< e-diam(R,)-obv(R,) =¢-
. obv(R)?
4n
Zde jsme pouzili vySe zminéné zmenseni priiméru a obvodu na polovinu po

¢tvreceni a to, ze primeér obdélnika je mensi nez jeho obvod. Podle pfedchozich
odhadti a vysledkt tak

1 bv(R)?
— / fl < f‘ ‘ <5.m
4| Jor ORy, OR,, 4n
a| [, f| <e-obv(R)? Protoze to plati pro kazdé e > 0, [, f =0. O

Pozoruhodny dukaz, ze? Autorem véty je francouzsky matematik Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857), ktery béhem své politické emigrace pobyval roku
1833 i v Praze. Cauchy vsak ve svych argumentech vzdy predpokladal spo-
jitost derivace f a teprve az dalsi francouzsky matematik Edouard Goursat
(1858-1936) vétu v r. 1900 dokézal jen za predpokladu pouhé existence f’:

E. Goursat, Sur la définition générale des fonctions analytiques,
d’apres Cauchy, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), 14-16.

Funkcional [. Pro kompaktni mnoziny A C C— pFipomerite si, ze kazda ta-
kovad mnozina A je uzaviend a omezena — definujeme mnoziny holomorfnich
funkci

Hy:={f:C\A— C| f je holomorfni} a H := U Hyu .

ACC je kompaktni



Mnozina H tedy obsahuje vSechny funkce holomorfni na doplncich kompakti.

Definice (funkciondl [). Funkciondl [, tedy funkci na mnoZiné H, defi-

nujeme predpisem
[ue [i=] 1.
OR

kde f € Ha a R je libovolny obdélnik s int(R) D A.

Nez si uvedeme a v pristi posledni prednasce dokazeme riizné vlastnosti funk-
cionalu f , zdivodnime, Ze jeho hodnota nezavisi na volbé obdélniku R a
definice tak je korektni.

Pro funkci f € Hy a kazdé dva obdélniky R a S's A C int(R) N int(S)

dokazeme, ze
| =]
OR a8

Necht nejprve i S C int(R). Prodlouzenim stran obdélniku S obdélnik R
rozlozime na devét obdélniki Ry, ..., Rg,S. Stejny geometricky argument
jako v ditkazu posledni véty dava prvni nasledujici rovnost:

8
aRf:;/amij/asf: asf'

Druha, ze vzdy |, or, ] =0, vyplyva z Cauchyovy—Goursatovy véty, protoze
R; € C\ A. Obecnou polohu R a S pfevedeme na tento vyfeseny piipad. Podle
tlohy 10 pro kazdé dva obdélniky R a S a kazdou kompaktni nepréazdnou
mnozinu A s A C int(R) Nint(S) existuje obdélnik 7', ze

ACint(T) a T Cint(R) Nint(S) .

Zde se vyuzije geometrickéa vlastnost, ze prinik jakychkoli dvou obdélniki s
protinajicimi se vnitiky je zase obdélnik. To tfeba pro kruhy ¢i trojuhelniky

neplati. Takze
[i=[i=[1
OR oT 0S

Véta (vlastnosti funkcionalu [). Dilezité vlastnosti jsou ctyri.



. Linearita: pro kazdé o, € C a f,g € H je

Jasssp=afr+s [

Kde ale je linearni kombinace af + Bg definovand? — iloha 11.

. Rozsireni C.—-G. vety: kdyZ pro a € C je funkce f € Hy, omezend na
néjakem prstencovém okoli bodu a, tak

/f:O.
[

kde p (= 2mi) je konstanta z hotejsiho turzend.

. Zase p: pro kazdé a € C je

. Vymeéna limity a [: kdyz f, f, € Hy , n = 1,2,..., A C int(R) pro
nejaky obdélnik R a f, = f na OR, pak

i = [ 1

Ulohy

v v b2 a2
. Dokazte, ze [, (az+ ) = a(% — %)+ B(b—a).
. Dokazte tvrzeni o vztahu [ a (R) fab

. Bud déna konvergentni posloupnost komplexnich ¢isel (z,). Dokazte,
ze im(lim z,) = limim(z,).

. Dokazte, 7Ze re(p) = 0.

. Proa=—1—1ab=1—1ispocitejte, ze

i
/-:%Z. Tedy p = 4(mi/2) = 2ni .



10.
11.

12.

Dokazte tvrzeni o vnofenych uzavienych mnozinach v C.

Dokazte, ze toto tvrzeni plati, i kdyz se pfedpoklad o diametrech na-
hradi pouhou omezenosti A;.

Na druhou stranu ale ukazte, Ze tato verze se slabsim predpokladem v
obecném uplném metrickém prostoru neplati.

Jakou mé hodnotu funkce A(z) v dikazu C.—G. véty v z?
Dokazte lemma o obdélniku 7' v dikazu korektnosti definice f .

Kdyz f,g € H a a, 8 € C, kde je funkce af + $g definovana?
[1/22 ="



