12. prednaska 17. prosince 2007

Soustavy linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu. Jedna dife-
rencialni rovnice n-tého fadu se takto prevede na ekvivalentni soustavu diferen-
cialnich rovnic prvého faddu: funkce y = y(z) je na intervalu I FeSenim rovnice

F(z,y,y,y",...,y"™) =0,

praveé kdyz n-tice funkci y, y1, . . ., Yyn—1 je na intervalu I feSenim soustavy rovnic
prvniho fadu

y/ =Y, yi = Y2, "'7y;7‘72 = Yn—-1, F(x7yay17y27"'7yn717y;7,71) =0.

Za sniZeni fadu rovnice jsme ovSem zaplatili zavedenim dalsich n — 1 funkci.
Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu

y(n) + an_ly(nfl) + -4 agy = b’

kde a; a b jsou zadané funkce, je tedy ekvivalentni specialni soustavé linearnich
rovnic prvniho fadu

Y=y, Y1 =Y2, - Y2 =Yn-1, Yn_1 = —Gn_1Yn—1 — - *- — A1Y1 — Aoy + b.

Budeme se proto zabyvat teorii obecnych soustav linearnich diferencialnich
rovnic prvniho fadu

Yi =aiayr + aigys + -+ ainyn +bi, 1 <0<,

kde a; ; = a; j(z) a b; = bi(x), 1 <i,j < n, je n? +n zadanych funkei, definova-
nych na n&jakém otevieném intervalu I, a y; = y;(x), 1 <14 < n, jsou neznamé
funkce. V maticovém zapisu,

y' = Ay +0b,

kde A: I - R"™ ™ ab: I - R" je dana maticova a dana vektorova funkce a
y: I — R" je neznama vektorova funkce. V dalsim budeme vzdy predpokladat,
ze funkce a; ; a b; jsou na intervalu I spojité.

Véta 3.3. Nechi I C R je otevieny interval, « € I a € R™ jsou poédtecni
podminky a a;;, b; : I — R, 1 < 4,7 < n, jsou spojite funkce. Soustava
linedarnich diferencidlnich rovnic s poédtecnimi podminkams

yla) = 8
y' (@) = Alz)- y(z)+b(z)
md na intervalu I jediné reseni—ezistuge jedind n-tice funkei yy, ..., yn 2 C1(I),

kterd pro kazdé i € {1,2,...,n} a x € I spliiuje rovnosti

yi(a) = Bi a yi(r) = Z ai,j(x)y; () + bi(@).



Dikaz véty 3.3, ktery je opét zaloZeny na vété o kontrahujicim zobrazeni, nebu-
deme na prednasce délat. Na rozdil od vét 3.1 a 3.2 dostavame globalni existenci
a jednoznacnost feSeni na celém intervalu I. Z véty 3.3 plyne, Ze pokud se dvé
feSeni z a u soustavy y' = Ay + b shoduji v jednom bodé& 2y € I (tj. z(zg)
a u(xg) je tatdz n-tice z R™), potom se shoduji na celém I, z(z) = u(z) pro
Ve Il

Uvazme mnoZinu feSeni homogenni soustavy y’ = Ay a mnozinu feSeni ne-
homogenni soustavy y' = Ay + b:

H={ycC' ()" |y =Aynal} a N={yeC' ()" |y =Ay+bnal}.

Obé jsou obsazené v mnoziné n-tic funkei C1(I)", coz je vektorovy prostor nad
R nekonecné dimenze.

Tvrzeni 3.4. H je vektorovy podprostor C*(I)" s dimenzi n. N je afinni pod-
prostor C1(I)™ s dimenzi n. Pro kaZdé veseni y € N plati, ¢ N = y+ H =
{y+2]z€H}.

Dukaz. Diky linearité derivovani a maticového nasobeni je ziejmé, ze H je
vektorovy podprostor: Pokud y, 2 € H a o, 8 € R, pak (ay+62) = ay' + 52’ =
aAy + BAz = Alay + Bz) a ay + Bz € H. Stejné se dokdzou i implikace
y2€E N=>y—ze€ Haye N,z€ H=y+2z € N, které davaji, ze N =y+ H.
Existence alespon jednoho feseni y € N plyne z véty 3.3.

Dokézeme, ze dim H = n. Odtud plyne, ze dim N = n. Necht zo € I je
libovolné éislo, {e! € R™ |1 < i < n} je kanonické baze R™ (i-t4 slozka e’ je 1 a
ostatni jsou 0) a {y* € H |1 <i < n} jsou feseni homogenni soustavy spliiujici
pocateéni podminky yi(xg) = ef, 1 < i < n—tato Teseni existuji podle véty 3.3.
Je jasné (podle hodnot v zg), Ze {y*,...,y"} je linedrné nezavisl4 mnozina v
CY(I)™. Je-li y € H libovolné feseni, které méa v zo hodnoty

an,
potom funkce z(z) = Y., o;y’(z) patii do H a z(zg) = y(zo). Podle véty
3.3 mame 2(z) = y(z) pro kazdé x € I a tedy y = ;" a;y’. Takie H =
Lin({y*,...,y"}) adim H = n. O

Kazd4 baze prostoru H se nazyva fundamentdlni systém veseni (FSR) homo-
genni soustavy vy = Ay.

‘Wronskian. Wronského determinant neboli wronskidn n-tice vektorovych funkei



ft ..., f": I — R" je determinant matice n x n's f1,..., f* ve sloupcich:

f@) ff@) o i)
1(x 2(x) ... fM=x
W(z) =Wy pn(z) = det :fQ() :f() : :f()
fa@) i) - fi()

Piipomenime si, ze f1,...,f" jsou linedrné zdvislé (LZ), existuji-li konstanty
ai, ..., an € R, ne vSechny nulové, ze

n
> ol
i=1

je identicky nulové funkce, to jest pro kazdé x € I méme Y ., a;f*(z) = 0.
Ziejme

f . frisou LZ = Wy pn(x) =0 pro Vo € T
(matice definujici W (z) mé pro kazdé x € I linearné zavislé sloupce). Opacéna
implikace obecné neplati (tiloha 1). Plati vSak v pifpads, ze f1,...,f" jsou
FeSeni homogenni soustavy y' = Ay.

Tvrzeni 3.5. Necht vektorové funkce f1,....f": I — R"™ na I spliuji (f*) =
Af?, pro danou maticovou funkci A: I — R™¥™ se spojitymi polozkami, a W
je jejich wronskidn. Pak

Jrel: W)=0 = f',...,f" jsou LZ.
Mdme tedy ekvivalenci

Jxel: Wx)=0 < Veel: W(x)=0.

Dukaz. Pokud W(zg) = 0 pro zo € I, matice hodnot vektorovych funkci
f*(z0) mé linedrné zavislé sloupce: Y . a;f*(zo) = 0 pro né&jaka a; € R, ne
vSechny nulové. Linearni kombinace

f@) = Y (@)

je pak na I feSenim soustavy f' = Af a splituje poc¢ateéni podminku f(z¢) =
0. Jinym feSenim y = Ay spliujicim y(zg) = 0 je ovSem identicky nulova
vektorova funkce. Podle véty 3.3 se obé Feseni na I rovnaji a funkce f je tedy
identicky nulova. Takze > i | a; f'(z) = 0 pro kazdé = € I a f*,..., f™ jsou
LZ. V ekvivalenci je implikace < trividlni a = plyne spojenim pravé dokazané
implikace a implikace uvedené pred tvrzenim. ]



Wronskian n-tice feseni f!,..., f* homogenni soustavy 3’ = Ay je tedy na I
bud vZdy nenulovy a f1,..., f* tvoii FSR, nebo je na I vzdy nulovy a f1,..., f
jsou LZ a netvoii FSR.

Variace konstant pro soustavy. Nasledujici vzorec ukazuje, jak pomoci FSR
homogenni soustavy y' = Ay dostat jedno (tzv. partikuldrni) feSeni nehomo-
genni soustavy y' = Ay + b.

Véta 3.6. Necht I C R je otevieny interval, o € I a y° € R™ jsou pocdtecni
podminky, A: I — R"™™ ab: I — R" je maticovd a vektorovd funkce se
spojitymi polozkami, y*, ... y" : I — R" je FSR homogenni soustavy y' = Ay

‘ vi@) 2@ ... g
vy | B@ Be o we
@) 2@ ... )

je matice hodnot vektorovyjch funkci y*. Potom je vektorovd funkce z : I — R™
definovand formuli

2(z) =Y (2) (/ Y(£) 7t b(t) dt + Y (zo) " -yo)
Zo
(vektorovou funkci v integrandu integrujeme po slozkdch) feSenim nehomogenni

soustavy 2’ = Az + b a spliuje pocdtecni podminku z(xq) = y°.

Diikaz. Reseni soustavy 2z’ = Az + b budeme hledat ve tvaru kombinace

n
z= E cy' =Ye,
i=1

kde ¢1(x), ..., c,(x) jsou nezndmé funkce a ¢ je jejich sloupcovy vektor. Mame

ZI _ <Zczy‘> :Z(Ciyi)/
i=1

i=1
n n n
- Z ci(y') + Z cy' = Z Ay’ + Z eyt
i=1 i=1 i=1 i=1
n n
= A ey’ )y
i=1 i=1
n
= Az+ Z iyt
i=1

TakZe bude platit z’ = Az + b, pokud

n
/I o0
YC—E gy’ =
i=1



Funkce y',...,y" tvori FSR soustavy v’ = Ay, jejich wronskidn W = detY
je podle Tvrzeni 3.5 v kazdém bodé z intervalu I nenulovy a matice Y (z) je
invertibilni. Tudiz

x
=Y a c(z)= / Y ()"t b(t) dt +d,
o
kde d je sloupcovy vektor integrac¢nich konstant. Celkem

2(x) =Y (x) (/:Y(t)l -b(2) dt+d) .

0

Zvolime-li d = Y ()~ 14°, je splnéna pocate¢ni podminka z(xq) = ¢°. a

Ulohy

1. Uvedte piiklad linedrné nezavislé n-tice vektorovych funkei, jejichz wron-
skian je identicky nulovy.



