Prednaska 11, 15. kvétna 2013

Jako priklad na vétu o implicitnich funkcich ukazeme, Ze soustava rovnic
r4+y—sinz=0a —a*—y +e"—1=0

definuje v okoli bodu = = 0 dvé funkce y = y(z) a z = z(z) tiidy C' s

hodnotami y(0) = z(0) = 0 a spo¢teme hodnoty derivaci y'(0) a 2/(0).
Polozime Fy(z,y,z2) = v +y —sinz, Fy(z,y,2) = —23 —y3 +e* — 1 a

F = (F\, F). Skuteéné F'(0,0,0) = (0,0) a jacobidn soustavy J je nenulovy:

1 —CoS 2

J = det(9,F(0,0,0)",0.F(0,0,0)") = det( 3,2 o )(0,0,0)
1 -1
= det < 0 1 )
= 1.

Predpoklady véty o implicitnich funkcich jsou splnény a uvedené funkce y(x)
a z(x) jsou na né&jakém okoli nuly definovany. Protoze

9.F(0,0,0)" = ( _3; ) (0,0,0) = ( (1) ) ,

podle vztahti uvedenych na konci predeslé prednasky mame

det 1 -1 det 1 1
/(0) = 0 1 _ 0) — 0 0 0
— 7 =—-1a 2'(0) =— 7 =0.

Y

Véazané extrémy. Z véty o implicitnich funkcich lze odvodit (pro dikaz
vSak nemame ¢as) zobecnéni prvni ¢asti véty o lokalnich extrémech — nutna
podminka pro lokalni extrém funkce v bodé oteviené mnoziny je nulovost
vSech parcialnich derivaci — na extrémy na mnoziné zadané soustavou rovnic.
Necht U C R™ je oteviend mnozina a

fF,... F:U—=R
jsou funkce z C*(U), pfi¢emZ n < m. Hleddme lokalni extrémy funkce f na

mnoziné
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Typicky tato mnozina nemé zadny vnitini bod a vétu o lokalni extrémech
nelze pouzit. Prikladem je jednotkova sféra v R™:

{z eR™ |2f+a5+ 422, —1=0}.

Nasledujici tvrzeni udava nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému
funkce f v bodé mnoziny H.

Dusledek (Lagrangeovy multiplikatory). Necht a € H. Jsou-li vektory
VFi(a),...,VF,(a) z R™ linedrné nezdvislé a vektor V f(a) nent jejich li-
nedrni kombinaci, pak f nemd v bodu a vzhledem k mnozZiné H ani neostry
lokdlni extrém.

FEkvivalentné: jsou-li VFi(a),...,VF,(a) linedrné nezavislé a funkce f
ma v bodé a vzhledem k mnoziné H (ostry ¢i neostry) lokdlni extrém, potom
existuji ¢isla M\, ..., A\, € R, tzv. Lagrangeovy multiplikatory, Ze

Vf(a) - Z AiVFi(a) =0,

to jest Oy, f(a) — MOy, Fi(a) — -+ — X0y, Fr(a) =0 pro 1 < j <m.

Pro ilustraci metody si spoc¢teme dva jednoduché piiklady. V prvnim
prikladu nalezneme extrémy funkce f(z,y) = = + y vzhledem k mnoziné
H C R? dané rovnici

H: Flz,y)=2>+y*-1=0,

coz je jednotkova kruznice se stfedem v pocatku. Mame VF = (2x,2y) a
Vf = (1,1). Patrnd VF = 0 pouze v 0 ¢ H, tedy VF # 0 na H a pfed-
poklad lineadrni nezavislosti gradientt rovnicovych funkci je splnén. Podle
Lagrangeovych multiplikatori jsou body, v nichz ma f lokalni extrém vzhle-
dem k H, obsazeny v feSenich soustavy

24y —1=0,1=2\z a 1=2\y.

Odec¢tenim poslednich dvou rovnic dostavame A(x—y) = 0. ProtoZe A nemuze
byt 0, je x+ = y. Dosazenim do prvni rovnice dostaneme, ze x = y = A =
+1//2, coz davé piesné dvé feseni dané soustavy. Podezielé body tak jsou

a=(=1/vV2,-1/v2) a b= (1/v2,1/V?2).
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Mnozina H je kompaktni a f je na ni spojita, a proto f nabyva na H mi-
nimum i maximum. To jsou i lokalni extrémy f. Protoze f(a) = —v2 a
f(b) =+/2, ma f na H v a globalni minimum a v b globalni maximum.
Druhy priklad ukazuje, Ze predpoklad linearni nezévislosti gradienti
rovnicovych funkci nelze pominout. Vezméme si mnozinu H C R? danou
rovnici
H: F(z,y)=y*—2°=0,

coz je sjednoceni grafti fukci y = 2%/ a y = —2%? pro x > 0. Hledejme na

H extrémy funkce f(z,y) = x. Mame VF = (=322 2y) a Vf = (1,0). Pro
podezielé body déavaji Lagrangeovy multiplikdtory soustavu

y* —2* =0, 1=-3 2% a 0=2\y.

Ta nema4 feSeni (z tieti rovnice je A = 0 nebo y = 0 a oboji vede ke sporu
s druhou rovnici). TakZe f nemé na H lokalni extrém. To je vSak chybny
zaveér, protoze f ma zjevné v bodé (0,0) € H na H ostré globalni minimum s
hodnotou f = 0. Udélali jsme tu chybu, Ze jsme neovéfili nenulovost vektoru
VF v bodé (0,0). A pravé v ném se gradient VF' anuluje, tj. pfedpoklad
linearni nezavislosti v ném neni splnén.

Trochu o metrickych prostorech

Metricky prostor je struktura formalizujici jev vzdalenosti. Je to dvojice
(M, d) slozend z mnoziny M # () a funkce dvou proménnych

d: M x M — R,

tak zvané metriky, splnujici tii axiomy:

a) d(z,y) > 0 (nezdpornost) a d(x,y) = d(y, z) (symetrie),
b) d(z,y) =0 <= z=ya
c) d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (trojuhelnikova nerovnost).

Nezapornost metriky v a) se nemusi pozadovat, plyne z axiomu b) a c).
Uvedeme si par prikladi metrickych prostorii. Axiomy a) a b) se ovéii obvykle
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Priklad 1. M = R™ a p > 1 je realné ¢islo. Na M definujeme metriky
dy(z,y) vztahem

n 1/p
dp(x,y) = (Z ’$z - yi‘p>
=1

(x = (z1,29,...,2n),y = (Y1,Y2,---,Yn)). Pro n = 1 dostavame klasickou
metriku |z — y| na R a pro p = 2,n > 2 euklidovskou metriku

dy(z,y) = lz —yll = V(21 — 91)? + (w2 — 12)2 + - + (30 — Y)? .

Pro p = 1,n > 2 dostavame postdackou metriku

di(z,y) = Z |z — vl
i=1

a pro p — oo maximovou metriku

doo(,y) = max [z; —yil .

Priklad 2. Za M vezmeme mnozinu vSech omezenych funkci f: X — R
definovanych na mnoziné X. Na M pak mame supremovou metriku

d(f,g) = sup |f(z) — g(z)] .

zeX

Pokud M = Cla,b] (mnoZina redlnych funkci definovanych a spojitych na
intervalu [a, b]), supremum se nabyva a mame mazimovou metriku

d(f,g9) = max |f(x) —g(x)| .

Priklad 3. Pro souvisly graf G = (M, E) s mnozinou vrchold M mame
metriku

d(u,v) = pocet hran na nejkratsi cesté v G spojujici vrcholy u a v .

Piiklad 4. Je-li A mnozina (abeceda), mame na mnoziné M = A™
slov délky m nad abecedou A tak zvanou Hammingovu metriku (u =
a1G3 . . . Ay, 0 = b1by ... byy)

d(u,v) = pocet soufadnic i, pro néz a; # b; .
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Méfi miru odlisnosti obou slov, tj. jaky nejmensi pocet zmén v pismenech
staci k pfeméné u ve v.

V rychlosti zavedeme par zakladnich pojmt; s mnohymi jsme se jiz setkali
u eukleidovskych prostort. Necht (M, d) je metricky prostor. Pak

o (oteviend) koule v M se sttedem v bodu a € M a polomérem R > r > 0
je mnozina B(a,r) ={x € M | d(a,x) < r};

A C M je oteviend mnoZina, pokud Va € A Ir > 0: B(a,r) C A;

A C M je uzaviend mnoZina, je-li M\ A oteviend mnozina;

A C M je omezend mnozina, pokud existuje bod a € M a polomér
r >0,z AC B(a,r);

A C M je kompaktni mnozina, pokud kazda posloupnost bodi (a,) C
A ma konvergentni podposloupnost, jejiz limita lezi v A.

Konvergence a limita se zobecniuji z realné osy na obecny metricky prostor
ziejmym zpusobem: posloupnost (a,) C M je konvergentni a za limitu ma
bod a € M, psano lim,,_, a,, = a, kdyz

Ve >0dny: n>ng=d(ap,a) <ce.

Jinak feceno, lim,, ., d(a,,a) = 0 (pfevedli jsme to na limitu realné posloup-
nosti).

Jiz jsme dfive zminili vlastnosti otevienych mnozin: () i M jsou oteviené,
sjednoceni libovolného systému otevienych mnozin je oteviend mnozina a
prunik libovolného kone¢ného systému otevienych mnozin je oteviena mno-
zina (dtikazy si rozmyslete jako cvifeni). Pfechodem k doplikiim mame du-
alni vlastnosti uzavienych mnozin: () i M jsou uzaviené, sjednoceni libovol-
ného konec¢ného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina a prinik
libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina. Néasledujici
tvrzeni ukazuje, Ze uzaviené mnoziny jsou uzaviené na limity.

Tvrzeni (charakterizace uzavienych mnozin). A C M je uzaviend
mnozina v metrickém prostoru M, prdve kdyZ limita kazZde jeji konvergentni
podposloupnosti (a,) C A lezi v A.

Dikaz. Necht A C M je uzaviend mnozina a (a,) C A je konvergentni
posloupnost. Kdyby lim, ... a, = a € A, existoval by polomér r > 0, ze



B(a,r) ¢ M\A. Pak ale d(a,,a) > r pro kazdé n, ve sporu s lim, . a, =
a. Tedy a € A. Naopak, neni-li A C M uzaviend mnozina, podle definice
existuje takovy bod a € M\A, ze pro kazdy polomér r > 0 je B(a,r) N

A # (). Polozime r = 1/n, n = 1,2,..., a pro kazdé n zvolime libovolné&
bod a, € B(a,1/n) N A. Pak (a,) C A a je to konvergentni posloupnost s
lim, o a, = a, ale a & A. O



