MATEMATICKA ANALYZA 1
(Ucebni text — pfedbézné verze, leden 2019)

Martin Klazar



Vénovano paméatce
Jiftho Matouska (1963-2015)



Obsah

Predmluva

Obsah prednasek a zkouska

Uvod

1 Od paradoxu k realnym ¢islam

1.1 Paradoxy nekoneéna . . . . .. .. ... ... ...
1.2 Grafy, ekvivalence, uspofadani, suprema a funkce . . . . . . . ..
1.3 Axiom vybéru a jeho dusledky . . . .. ... .. ... ... ...
1.4 Pfirozena cisla, nekoneéné mnoziny . . . . . . . .. ... ... ..
1.5 Dvadikazy . . ... ... ..
1.6 Ciselné obory . . . . . . . . .
1.7 Redlndcisla . . . . .. . .. .
1.8 Pozndmky adalsitilohy . ... ... .. ... ... .. ... ...
2 Limity posloupnosti
2.1 Zékladni vysledky o limitach . . . . .. ... .. ... .. ....
2.2 Sest v&t o posloupnostech . . . . . . ... ... ... ... ...,
2.3 Redlndmocnina . . . . . . . . . . ... ... e
2.4 Pocitani s nekonecny, liminf a limsup . . . . . . .. .. ... ...
2.5 Zobecnéné limity . . . . . . ... o
2.6 Poznadmky a dalsi dlohy . . . ... ... ... .00
3 Rady
3.1 Zakladni vysledky ofadédch . . . ... .. ... ... ... ...
3.2 Absolutni a neabsolutni konvergence . . . . .. .. ... ... ..
3.3 Exponencidla . . . ... .. ... o
3.4 Kosinusasinus . . . .. .. ... L0 e
3.5 Basilejsky problém . . . .. ... oo
3.6 Rady v enumerativni kombinatorice . . . .. ...........
3.7 Fibonacciova ¢isla algebraicky . . . . . .. ... 0oL
3.8 Poznamky a dalsialohy . . . .. ... ... ... L.

iii

11
19
25
30
32
37
55



4 Limity funkci a spojité funkce

4.1 Limita funkce vbodé . . . . . . . . ... Lo
4.2 Funkce spojité namnoziné . . . . . .. ..o

4.3 Paradox bézkyné a paradox véstce

4.4 Stejnomérnd spojitost a (kvazi)stejnomérna konvergence . . . . .
4.5 Kazda vycislitelna redlnd funkce je spojita . . . . . .. .. .. ..
4.6 Poznamky a dalsidlohy . .. ... ... ... ... ...

5 Derivace funkeci

5.1 Zakladni vlastnosti derivaci . . . . ... .. ...
5.2 Lebesgueova véta o seCnéch a te¢nach . . . ... ... ... ...
5.3 Véty o stfedni hodnoté a jejich dasledky . . . . . ... ... ...
5.4 Spojita funkce je derivaci, ale nemusi mit derivaci . . . ... ..

5.5 Tayloriv polynom a Taylorova fada

5.6 Chovéani systému n odpuzujicich se éastic . . . . ... ... ...
5.7 Barvinokovo poCitani . . . . . . .. ..o oo
5.8 Poznamky a dalsidlohy . ... ... ... ... ... 0.

6 Realna d&isla jako nekoneléné desetinné rozvoje
6.1 Uvod . . . . . .

6.2 Korektnost séitdni a nasobeni

6.3 (R,+,-, <) je uspofaddané téleso

6.4 Prvotéleso v R jsou periodické rozvoje . . . . . .. .. ... ..
6.5 Poznamky a dalsidlohy . .. ... .. ... ... .. ...

Navody k FeSeni skoro vsSech uloh
Literatura

Rejstiik

iv

165
165
174
184
188
195
201

203
203
222
227
240
242
248
257
257

260
260
262
264
267
267

268

293

304



Predmluva

Tato udebnice bohaté pokryva predmét Matematickd analyza I (NMAI054),
ktery uéim v Informatické sekci Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Kar-
lovy od gkolniho roku 2004/05. Text je proloZen vice nez 400 tlohami, nékdy
zédbavnymi, a navody k feseni skoro vsSech naleznete na konci od strany 268.
Piedstavu o obsahu a stylu podavaji Obsah, Uvod a zévéreény Rejstitk (od
strany 304). Ucebnice vychézi z konkrétni pfedndsky v zimnim semestru skol-
niho roku 2014/15, viz Obsah pfednasek a zkouska. Nejprve jsem skutecné zacal
psat ,skripta“ k prednasce, Casem se ale mé ambice zvysily a text prerostl do
rozsahlejsi ucebnice matematické analyzy, v niz, doufejme, najde néco zajima-
vého a nového kazdy. Vénuji ji pamatce Jiftho Matouska, mého kolegy z Katedry
aplikované matematiky a kdysi i ucitele, ktery se s velkym zaujetim a nadSenim
pfipravoval na pfednasku z analyzy v zimnim smestru $kolniho roku 2014/15,
ale osud rozhodl jinak. Snazil jsem se proto, aby byla distojnd jeho paméatky
jako jednoho z nasich nejvétsich soudobych matematikt a informatiku, a také
abych se za ni nemusel stydét v silné konkurenci nejriiznéjsich uéebnic analyzy
v Ceském, slovenském, anglickém i jiném jazyce.

prosinec 2018 Martin Klazar



Obsah prednasek a zkouska

Ucebnice obsahuje mnozstvi dopliujiciho materidlu, o némz se neptedpoklada,
ze by kromé zminek byl podrobné prednasen. Pro orientaci a zajimavost proto
uvadim skutec¢ny obsah prednasky v r. 2014, prevzaty z

http://kam.mff.cuni.cz/“klazar/MAI14.html.

Zapisy z prednadsek jsou odkazy na texty, které byly studenttim k dispozici a
tvori zaklad pro tuto ucebnici.

1. prednaska 3. 10. 2014. Organiza¢ni poznamky. Uvod, opakovani. Neko-
ne¢né sumy a paradoxy kolem nich. Co je to funkce? —prostd, na atd.
Dtikazy, dva pfiklady: Bernoulliova nerovnost (dikaz indukeci), iraciona-
lita &isla 21/2 (dtikaz sporem nebo taky vlastné indukei). O redlnych ¢islech
pofadné az pristé. Zapis z 1. prednasky.

2. prednaska 10. 10. 2014. Realna cisla. Redlna ¢isla jako nekonecéné dese-
tinné rozvoje. Supremum a infimum, véta o supremu v R, neplati ve Q.
Existence 2'/2 v R jako diisledek véty o supremu. Zapis z 2. pFednasky.

3. prednaska 17. 10. 2014. Dusledek suprema: Cantorova véta o intervalech.
Nespocetnost R. Velmi stru¢né: Cantorova a Dedekindova konstrukce R.
Limita nekoneéné posloupnosti. Definice vlastni i nevlastni limity,
jednoznaénost limity. Pitklad: lim n'/" = 1. Zapis ze 3. prednasky.

4. prednaska 24. 10. 2014. Véta o monoténni posloupnosti, dikaz. Podpo-
sloupnost, tvrzeni o limité podposloupnosti, dikaz jako tloha. Tvrzeni o
aritmetice limit, dikaz. Piiklad s rekurentni posloupnosti a1 = 2, ap1 =
an/2+ 1/ay,. Tvrzeni o limité a usporadéni, dtikaz. Véta o 2 policajtech,
dikaz. Zapis ze 4. ptrednasky.

5. pfednaska 31. 10. 2014. Dvé zakladni limity, lim n® a lim ¢". Véta o mo-
noténni podposloupnosti, dtikaz. Bolzanova - Weierstrassova véta, dikaz.
Cauchyovské posloupnosti a Cauchyho podminka, dikaz. Aritmetika ne-
konecen, neurcité vyrazy, rozsifend aritmetika limit, bez dikazu. Limes
inferior a limes superior posloupnosti, dvé ekvivalentni definice, na pred-
nasce bez diikazu, ale v zdpisu z 5. pfednasky s dikazem.
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6. prednaska 7. 11. 2014. Nekoneéné rady. Zikladni definice. Pozndmky
o znaceni nekone¢nych fad. Priklady fad. Tvrzeni o podminkéch kon-
vergence fad, diikaz. Geometrickd fada a ((s). Absolutni konvergence,
implikuje oby¢ejnou, dikaz. Leibnizovo kritérium (neabsolutni) konver-
gence, dikaz. Linedrni kombinace fad, nechano jako tloha. Zapis ze 6.
prednasky.

7. prednaska 14. 11. 2014. Abelovo a Dirichletovo kritérium, bez dikazu.
Dtikaz, ze ((s) pro s > 1 konverguje, zobeciiuje ho Cauchyovo konden-
zacni kritérium. Srovnavaci kritérium, dikaz. Srovnani s geometrickou ra-
dou: odmocninové a podilové kritérium, diikazy. Pierovnani fad. Rieman-
nova véta o prerovnani neabsolutné konvergentni fady, naznaceni dikazu.
Véta o prerovnani absolutné konvergentni rady, dtikaz pristé. Zapis ze
7. prednasky.

8. prednaska 21. 11. 2014. Dtikaz véty o prerovnéni absolutné konvergentni
fady. Abs. konvergentni fady s libovolnou (spoéetnou) mnozinou indexa.
Nasobeni abs. konv. fad, bez dikazu. Exponencidlni funkce. Exponen-
cidla jako soucet nekoneéné fady. Tvrzeni: exp(z + y) = exp(z)exp(y),
dtikaz. Tvrzeni: lim (1 + z/n)" = exp(z), dikaz. Pozndmka o logaritmu
jako inverzni funkci k exp(x). Funkce sinz a cosz z exponencidly pomoci
nekonecnych fad. Zapis z 8. pfednasky.

9. prednaska 28. 11. 2014. Limita funkce v bodé a spojitost funkce.
Okoli bodu, prstencové, jednostranné. Limita funkce v bodé a je A, a a A
mohou byt i nekoneéno. Poznamky a priklady k této definici. Jednostranna
limita funkce v bodé. Spojitost funkce v bodé. Tvrzeni o jednoznac¢nosti
limity funkce, diikkaz. Heineho definice limity funkce v bodé, diikkaz. Tvrzeni
o aritmetice limit funkci, bez dikazu. Tvrzeni o limité monoténni funkce,
diikaz. Zapis z 9. pfednasky.

10. pfednaska 5. 12. 2014. Tvrzeni o limité funkce a usporadani, bez du-
kazu. Tvrzeni o limité slozené funkce, diikaz. Funkce spojité na intervalu.
Darbouxova véta o mezihodnotach, dikaz. Princip maxima, dikaz. Tvr-
zeni o spojitosti inverzni funkce, bez dukazu. TFidy spojitych funkci: po-
lynomy, racionélni funce, exponenciala, goniometrické funkce, .... Zapis
z 10. pfednasky.

11. pfednaska 12. 12. 2014. Poznamka o lipschitzovskych funkcich (podtiida
spojitych). Derivace funkce. Definice, poznamky, ptiklady. Geometricky
vyznam derivace: urcuje tecnu. Tvrzeni: vlastni derivace implikuje spo-
jitost, dikaz. Tvrzeni o aritmetice derivaci, dikaz pouze Leibnizovy for-
mule. Tvrzeni o derivaci slozené funkce, bez diikazu. Stejné tak pro tvrzeni
o derivaci inverzni funkce. Prehled derivaci elementarnich funkci: pristé.
Definice extrémt funkce. Tvrzeni: v a s df /dz(a) = 0 neni lokalni extrém,
dikaz. Priklady. Formulace vét o stfedni hodnoté: Rolleova a Lagrangeova,
dikazy pristé. Zapis z 11. ptednasky.
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12. prednaska 19. 12. 2014. Dikazy vét o stfedni hodnoté. L’Hospitalovo
pravidlo pro vypodet limit neuréitych vyrazii, bez dikazu. Tvrzeni (jed-
nostranné derivace jako jednostrannd limita derivace), bez ditkkazu. Véta
(derivace a monotonie), dtikaz. Pfehled derivaci elementérnich funkci. De-
rivace vysSich fadt. Konvexni a konkavni funkce. Tvrzeni (konv., konk.
= 3f.), bez dikazu. Dusledek: konv., konk. funkce je spojitd. Véta
(konv., konk. a f”), bez dikazu. Inflexni bod. Tvrzeni (f” # 0 = neni
inflexe), bez dikazu. Tvrzeni (postacujici podminka inflexe), bez dukazu.
Zapis z 12. prednasky.

13. pfednaska 9. 1. 2015. Taylortiv polynom, Véta (charakterizace T. poly-
nomu), dikaz. Véta (obecny tvar zbytku T. polynomu) a Lagrangeiv a
Cauchuv tvar zbytku, bez dtikazu. Taylorova fada funkce. Taylorovy fady
(se sttedem v 0) nékolika elementdrnich funkei: exp(z), sin(z), cos(x),
log(1 + ), log(1 — z), log(1 — 2)~ %, (1 4+ x)?, arctan x. Pozndmka: koefi-
cienty v T. fadé funkce tan(z) + sec(z) pocitaji stiidavé permutace (coz
jsou ty permutace aj,as,...,a, Cisel 1,2,....n, Ze a1 < ag > az < ...).
Zapis ze 13. prednasky.

Kazda prednéska trvala 90 minut. Pozadavky ke zkousce byly nasledujici, pie-
vzato z

http://kam.mff.cuni.cz/"klazar/zkMAI14.txt.

Informace o zkousce z Matematické analyzy I (NMAI054), ZS 2014/15

Zkousejici: Martin Klazar

Terminy zkousek: 16. 1., 23. 1., 30. 1. 9. 2. a 12. 2. (2015). Eventudlni dalsi
terminy budou vyhlaseny pozdéji. P¥ihlasovani na zkousku v SISu.

Na tyto terminy se mohou zapisovat pouze studenti z mé paralelky 1/1-I1X‘P
(kruhy 31-34). Vyjimky jsou mozné jen po domluveé.

Ziskani zapoctu je nutnou (a prakticky i postacujici) podminkou pfipusténi ke
zkousce. Bez udéleného zapoctu, zapsaného v SISu, nebude student ke zkousce
pripustén. Zapocet udéluje cvicici. Typickou podminkou pro udéleni zadpoctu
miize byt Gcast v zdpoctové pisemce (4 zisk stanoveného minima bodu).

Zkouska se skladd ze dvou pisemek: (i) 90 min. zdpoctova pisemka na cviceni
v poslednim tydnu semestru, popf. pozdéji, na provéreni pocetni techniky, se 4
piiklady (pfiklady okruhii: limita posloupnosti, limita funkce, nekoneéna fada,
uréeni spojitosti/vypocet derivace, pribéh funkce), a (ii) 90 min. pisemka na
zkousce se 4 priklady na provéfeni teorie.

U zadné z pisemek neni dovoleno pouZivat ani pisemné materidly (zdznamy z
prednasek, ucebnice atd.) ani technické pomiticky (laptopy, mobily, kalkulacky
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atd.), pouze tuzku, papir a vlastni hlavu. Vyjimky v pfipadé hendikepovanych
studentd povoluje zkousSejici.

Okruhy prikladta v pisemce na zkousce:

1. Pocetni ptiklad jako v zapoc¢tové pisemce (limita posloupnosti nebo limita
funkce nebo nekoneéné fada nebo uréeni spojitosti/vypocet derivace nebo
pribéh funkce).

2. Jedna az dvé otdzky z okruhii A nize (zakladni pojmy a definice).

3. Jedna otézka z okruhti B niZe (véty a vysledky bez dtkazi).

4. Jedna otazka z okruhti C nize (véty s dikazy).
Priklady 2 a 3 budou obsahovat dopliujici otazky ovéfujici porozuméni danému
pojmu ¢i definici ¢i véte.

Hodnoceni zkousky

Pisemka na cvi¢eni: maximalné 16 bodu (zpravidla 4 body za piiklad).
Pisemka na zkousce: maximalné 24 bodi (zpravidla 6 bodu za piiklad).
Celkem lze tedy ziskat z obou pisemek maximalné 40 bodu.

0-19 bodt = ,neprospél(a)“
20-26 bodt = ,,dobte“
27-33 bodt = ,velmi dobie“
34-40 bodi = ,,vyborné“.

Vysledky budou ozndmeny po opraveni pisemek, zpravidla tyz den. V nerozhod-
nych a spornych pripadech mize zkousejici polozit doplnujici Gistni otazky.

Okruhy otézek pro zkouskovou pisemku

A —zékladni pojmy a definice

1. (shora, zdola) omezend mnozina (posloupnost, funkce), supremum a infi-
mum mnoziny realnych cisel.

2. podposloupnost, (ne)rostouci, (ne)klesajici, monotonni, konstantni posloup-
nost.

3. (vlastni a nevlastni) limita posloupnosti, (prstencové, jednostranné) okoli
bodu, cauchyovska posloupnost.

4. fada, (Casteény) soucet fady, konvergentni a divergentni fady, absolutni
konvergence fad, Cauchyova podminka pro fady.

5. (lokalni, globalni, ostré) maximum a minimum funkce na mnozing.
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10.

11.

12.

13.

(jednostrannd, nevlastni) limita funkce v bodé a (jednostrannd) spojitost
funkce v bodé, spojitost na intervalu.

(jednostrannd) derivace funkce v bodé, derivace vyssich fadu.
(ryze) konvexni a (ryze) konkdvni funkce, inflexni bod.
Taylortiv polynom a Taylorova fada funkce.

— véty, tvrzeni a vysledky bez dikazt

. Z&kladni vlastnosti realnych ¢éisel (nespocetnost, tiplnost — existence

suprema, vlastnost vnofengch intervall).

Zékladni vlastnosti limit posloupnosti (jednoznaé¢nost 1., 1. a monotonie,
podposloupnost a 1., véta o monoténni podp., B.—W. véta, 1. a cauchyov-
skost).

Vztahy mezi usporadanim, resp. aritmetickymi operacemi, a limitou po-
sloupnosti: 1. a uspofadéni, véta o 2 policajtech, 1. a aritmetické operace).

. Kritéria konvergence fad (Leibnizovo kr., srovnévaci kr., Cauchyovo od-

mocninové kr., d’Alembertovo podilové kr.).

1942543 +...).

Kritéria neabsolutni konvergence fad (Abelovo a Dirichletovo kr.).

Véty o prerovnani fad (rozdil mezi pferovnavanim absolutné a neabsolutné

konvergentni fady). Néasobeni abs. konv. fad (nekoneény distributivni za-
kon).

Exponencialni funkce (definice fadou, pfevadi soucet na soucin, def. sinu
a cosinu fadou)

Zakladni vlastnosti limit funkci (Heineho definice limity, 1. funkce a arit-
metické operace, 1. funkce a uspofadani).

Vysledky o limité a sklddani, resp. monotonii, funkei (1. funkce a skladani
funkei, 1. funkce a monotonie funkce).

Vlastnosti funkei spojitych na intervalu (Darbouxova véta o nabyvani me-
zihodnot, princip maxima pro spojité funkce, spojitost inverzni funkce).

Zakladni vysledky o derivacich a jejich poéitani (derivace a spojitost, arit-
metika derivaci, derivace a slozené funkce, derivace a inverzni funkce, téz
prehled derivaci elementarnich funkei).

Vysledky o souvislosti monotonie funkce a jejich extrémi s derivaci (d. a
lokélni extrém funkce, d. a monotonie funkce).



14. Véty o stfedni hodnoté a jejich aplikace (Rolleova a Lagrangeova véta o
stfedni hodnoté, ’Hospitalovo pravidlo).

15. Véty o derivaci a konvexité/konkavité (... ...).

16. Tayloriiv polynom (Véta charakterizujici T. polynom a dva tvary zbytku
Taylorova polynomu, Taylorovy fady zakladnich elementarnich funkci a
jejich konvergence).

C—véty s dikazy

Reélna ¢isla.

1. Cantorova véta o vnofenych intervalech.

2. Nespocetnost mnoziny R.

3. Dokazte, ze odmocnina ze tii je iraciondlni cislo.

Posloupnosti.

4. Vysledky o limité monoténni posloupnosti a o limité podposloupnosti.
5 Véta o monoténni podposloupnosti.

6. Bolzanova—Weierstrassova véta.

7. Konvergence a cauchyovskost.

Rady.

8. Podminka konvergence fady a vztah mezi absolutni konvergenci a konver-
genci.

9. Leibnizovo kritérium konvergence.

10. Konvergence a soucet geometrické rady.

11. Odmocninové kritérium konvergence.

12. Podilové kritérium konvergence.

13. Véta o pferovnani abs. konvergentni fady.

Limita funkce, spojité funkce.

13. Heineho definice limity.

14. Darbouxova véta (Véta 3.7) a
15. Princip maxima.

Derivace funkce.

16. Véty o stfedni hodnoté.

17. Véta o derivaci funkce a monotonii.
18. Charakterizace Taylorova polynomu.

Vzorova pisemka na zkousce

Odpovédi zdivodnéte!

1. Spoctéte limitu lim, 1 o 2%(log(l + 1/x) — sin(1/z)).
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2. Definujte pojmy: nekoneCna rada, ¢asteény soucet fady, soucet fady, kon-
vergentni fada, divergentni fada, absolutné konvergentni fada, Cauchyova pod-
minka pro fady.

Rozhodnéte zda plati ekvivalence: fada a; +as +as+as+. .. konverguje, praveé
kdyz obé fady a; +as +as + ... a ag + a4 + ag + ... konverguji. Pokud ne,

rozhodnéte, kterd z obou implikaci plati (pokud viibec néjaka plati).

3. Uvedte (a nedokazujte) vysledky o souvislost monotonie funkce a jejich ex-
trému s derivaci (Tvrzeni 4.5, Véta 4.11).

Aplikujte tyto vysledky na funkci definovanou jako f(z) = 1 — cosx pro z z
[-7/2,7/2] a x rizné od 0 a f(0) = 1/2 a urcete s jejich pomoci lokédlni a
globalni extrémy f(x) na intervalu [—7/2,7/2].

4. Dokazte, ze mnozina realnych ¢isel je nespocetna.

(Cislovani tvrzeni a vét nesouhlasi s touto uéebnici.)
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Uvod

Jak zopakujeme v pristi kapitole, matematickd analyza analyzuje nekonecéné
procesy a operace.! Je tak tizce propojena s cantorovskou teorii nekoneénych
mnozin a tim i s matematickou (i jinou) logikou. Jako zdkladni pracovni do-
ménou pouziva R, tedy realna éisla. Ale také i C, komplexni ¢isla, ale témi se
tu nebudeme zabyvat, pfijdou na fadu v uéebnici Matematicka analyza III. Co
je vlastné R? Redlna osa, nekoneéné hustad primka? Tato intuitivni predstava
dlouho matematikiim stacila, ale nakonec v posledni tfetiné 19. stoleti béhem
zpresniovani matematickych a logickych konceptd neobstéala. Presna definice R
tak pfestavuje nevyhnutelnou—Ize ji jen ignorovat ¢i preskocit —soucast mate-
matické analyzy, viz J. Stillwell [133]. Algebraicky je R tplné usporadané téleso,
a tak se i v analyze musime naucit pouzivat algebru. Realna ¢isla se buduji ze
zlomkt Q, dvojic § celych cisel a,b s nenulovym jmenovatelem b. Cela ¢isla
Z jsou jen oznaménkovand prirozena c¢isla Ny s nulou. Pro pfesnou definici R
bychom tedy méli umét i pfesné zavést prirozend Cisla a jejich princip indukce.
Navracime se tak k matematické logice, nyni uz k celkem jemnym otazkam o
prvo- ¢i druhotadové definici vlastnosti pfirozeného éisla. Geometrie a analyza?
Presné zavedeni klasickych funkci sinus a kosinus v trigonometrii neni mozné bez
matematické analyzy, jakkoli se nés stfedoskolskd matematika snazi presvédcit o
opaku. Uz jen pfesné definice vzdalenosti dvou bodd v roviné vyzaduje zdavod-
nit existenci druhé odmocniny z nezaporného ¢isla a dostavame se k zakladnimu
problému definice R.

Péar slov o vztahu matematické analyzy a fyziky, jakkoli autor jako cisty
matematik téméf neni kompetentni se k tomu vyjadiovat. Analyza a moderni
fyzika se zrodily soucasné v dile I. Newtona, ktery vytvoril matematické na-
stroje pro presné uchopeni zakont pohybu téles v redlném svété. Druhy z otct
analyzy G. Leibniz byl motivovéan vice filozoficky. Po Newtonovi je fyzika bez di-
ferencialnich rovnic a analyzy nemyslitelné. Proto v paté kapitole uvedeme jako
ukazku pouziti derivaci ve fyzice odvozeni popisu chovani systému vzajemné se
odpuzujicich bodovych naboji.

K informatice se matematickd analyza vztahuje pfinejmensim dvéma zpu-
soby. Je mocnym nastrojem pro odvozovani asymptotickych odhadt diskrétnich
veli¢in, s nimiz informatika pracuje, napfiklad riznych druhu sloZitosti algo-

1Za tuto charakterizaci matematické analyzy vdééim RNDr. Nadézdé Krylové, CSc. Jind
definice matematické analyzy, od R. Penrose, je uvedena v oddilu 1.8.



ritmi. Mlzeme se ale také podivat na vysledky v samotné matematické analyze
o¢ima informatika, tfeba znovu vidét funkce ,po staru“ jako pravidla ¢i postupy
preménujici prvky definiéniho oboru ve funkéni hodnoty, a ptat se, jaké jsou je-
jich vycislitelné ¢i efektivni verze. To vede k takzvané rekurzivni ¢i vydcislitelné
matematické analyze, kterou na nésledujicich strankach také zminime.

Uvedeme strucny piehled obsahu ucebnice a pak se k jednotlivym kapito-
lam a zajimavym vysledkim v nich podrobnéji vratime. V kapitole 1 pozname
zvlastni chovéani nekoneénych soucti, zavedeme funkce jako specidlni pripad
binarnich relaci a pfejdeme od prirozenych ¢isel pres celd ¢isla a zlomky k ¢is-
lim redlnym. Kapitola 2 se zabyva limitami nekoneé¢nych posloupnosti realnych
¢isel. Kapitola 3 je vénovana nekoneénym fadam, které prenaseji s¢itani z ko-
neénych souct na nekonecné mnoziny c¢isel. V kapitole 4 prichdzeji na scénu
realné funkce, jejich limity a spojitost. Derivace funkci nasleduji v kapitole 5.
Posledni kapitola 6 se vraci na zacatek k R a buduje realna ¢isla jako nekonecné
desetinné rozvoje.

Zajimavé a dulezité vysledky a koncepty v kapitole 1: definice suprema a
infima podmnoziny linearniho uspotradani; dobré usporadani libovolné mnoziny
pomoci axiomu vybéru; odvozeni z axiomu vybéru nemoznosti zmérit délku
kazdé podmnoziny kruznice; jednoznacnost druhofadovych Peanovych pfiroze-
nych ¢isel; razné dikazy Cantorovy-Bernsteinovy véty v naivni teorii mnozin;
iracionalita ¢&isla /2; piiklad nearchimédovského uspofadaného télesa; nacrt
konstrukce R desetinnymi rozvoji; jednoznac¢nost, az na izomorfismus, uplného
usporadaného télesa; nastiny Cantorovy i Dedekindovy konstrukce R; tplnost
R, tedy existence suprem a infim; Cantorova véta o vnorenych intervalech; Can-
toridv dikaz nespocetnosti R diagonalni metodou; na nespocetnosti R zalozeny
dikaz existence transcendentnich, coz znamené nealgebraickych, realnych cisel.

Kapitola 2: definice limity lim,,,~ a, nekoneéné posloupnosti (a,) C R;
aritmetika vlastnich limit; vysledky o vztahu limity a uspofdddni (ano, i v
této promrskané partii analyzy si lze povSimnout néceho zajimavého, viz tvr-
zeni 2.1.25); Hardyho véta o limité a uspofadédni (véta 2.1.30); konecéné i neko-
necna véta o existenci monoténni podposloupnosti; Bolzanova—Weierstrassova
véta; Cauchyova podminka; Feketeho lemma; Stolzova—Cesarova véta; zavedeni
realné mocniny a® pro a,b € R s a > 0; limes inferior a limes uperior posloup-
nosti; pojem hromadného bodu a teorie zobecnénych limit — Saldtova—Tomova
véta.

Kapitola 3: definice nekonecné fady > a,, a jejiho sou¢tu; geometrickd fada a
zeta funkce ((s); Leibnizovo kritérium; rozsiteni defini¢niho oboru {(s) pomoci
Leibnizova kritéria (véta 3.1.24); podilové kritérium a odmocninové kritérium;
vysledky o absolutné a neabsolutné konvergentnich fadach: pferovnani, asoci-
ativita, distributivita; Abelovo kritérium a Dirichletovo kritérium neabsolutni
konvergence fad; zavedeni exponencialni funkce e” fadou; geometrické zavedeni
funkei sinus a kosinus a jejich vztah k faddm; problém osamélého bézce (Pro-
blém 3.4.28), véta o tfech mezerach (véta 3.4.30), FeSeni Basilejského problému:

1 71,2

-z = %; rizné priklady pouZiti nekone¢nych fad v enumerativni kombina-

torice v oddilu 3.6, se zavéreénym uz pouze algebraickym odvozenim vzorce pro



Fibonacciova ¢isla.

Kapitola 4: riizné druhy okoli bodu; definice limity lim, ,, f(z) funkce v
(pfipadné nevlastnim) bodé a pro funkei s obecnym definiénim oborem: f: M —
R a a je limitni bod mnoziny M spojitost funkce v bodé; Heineho definice limity
funkce v bodé; limita slozené a limita inverzni funkce, vlastnosti funkci spojitych
na mnoziné (nabyvani mezihodnot a extrémt), spojitd funkce s vSude nespoji-
tym inverzem, véta o spojitosti inverzni funkce, paradox bézkyné (lze bézet
souCasné pomalu i rychle) a paradox véstce (axiom vybéru vylucuje svobodnou
vuli pfi konstrukei redlné funkce), stejnomérnd spojitost a (kvazi)stejnomérnd
konvergence a konecné vycislitelna realné ¢isla a vycislitelné realné funkce: Spec-
kerova véta (existuje posloupnost zlomkt generovani algoritmem, ale s nevy-
Cislitelnou limitou) a Borelova véta (kazd4d vycislitelnd redlnd funkce je nutné
Spojitd).

Kapitola 5: definice derivace f'(a) = %(a) funkce f(x) v bodé a (kde a
mize byt libovolny bilimitni bod defini¢niho oboru), tvrzeni o te¢né, vztah mezi
/' (a) a lokdlnimi extrémy funkce, aritmetika a kalkul derivaci, zejména derivace
slozené a inverzni funkce, derivace mocninné fady, geometrické odvozeni deri-
vaci sinu a kosinu, derivace elementarnich funkci, rizné véty o stfedni hodnoté
(Rolleova, Lagrangeova, Cauchyova, Schwarzova) a jejich diisledky (posloup-
nost (logn) hodnot logaritmu na N neni P-rekurentni, ¢islo 0.11000100. .. neni
algebraické, 'Hospitalovo pravidlo, derivace uréuji tvar grafu funkce),

Kapitola 6:

V Rejstiiku na konci uéebnice jsou zakladni pojmy vyznaceny tuénym
fontem a definice ¢i vysvétleni pojmu c¢islem strany v kurzivé. Rejstiik odkazuje
pred sebe, na sebe ne— sebevztaznymi hofstadterovskymi hrami (viz [68]), kdy
se polozka v rejstiiku nachazi proto, protoze se v ném nachézi, se nezabyvame
(opravdu?). Neuvadime zdaleka vSechny vyskyty kli¢ovych slov, vétSinou jen
defini¢ni a par dalsich. Na druhé strané jsme se snazili zachytit vSechna zminéna
mista a zemépisné celky a pro podtrzeni lidské dimenze matematiky i vSechny
explicitné zminéné osoby, at skuteéné ¢ fiktivni, zivé ¢i z Fise Al ([40]). Podivi-li
se nékdo, ze rejstiik obsahuje jména prinejmensim dvou mytologickych postav,
a i fiktivni mista, staci se zamyslet nad tim, jak moc se to 1lisi od pfitomnosti
pojmi jako je limita, redlné ¢islo a podobné.



Kapitola 1

Od paradoxi k realnym
¢isliim

Opakovdni a oZiveni mnoZinového a logického znacend.

Prvni oddil za¢cneme pfiklady paradoxniho chovani soucti s nekone¢né mnoha
s¢itanci, které je v rozporu s obvyklou komutativitou a asociativitou s¢itani. Pak
zavedeme ruzné binarni relace a v jejich ramci funkce, které predstavuji zakladni
pojem analyzy i celé matematiky. Dale zminime axiom vybéru a pomoci néj se-
strojime neméritelnou mnozinu. Podivame se na pfirozena Cisla a uvedeme dva
piiklady dtikaz matematickych tvrzeni. Pak si zopakujeme ¢iselné obory z alge-
braického pohledu. V pfedposlednim oddilu se zaméfime na zakladni pracovni
doménu analyzy, redlna cisla. Nacrtneme jejich zavedeni pomoci desetinnych
rozvojli, podrobné to provedeme v kapitole 6. Dokézeme jejich dvé zakladni
vlastnosti, tiplnost (existence suprem) a nespocetnost (neexistence bijekce s pfi-
rozenymi ¢isly), a uvedeme dusledky (existence odmocnin a transcendentnich a
jinych éisel).

Nyni pfipomeneme mnozinové a logické znaceni pouzivané v této ucebnici.
Dovolime si predpokladat, ze ho ¢tendtka beztak ovlada, ale par zajimavosti
neuskodi. N = {1,2,3,...} jsou pfirozend c¢isla, Ng = NU {0} = {0,1,2,...},
Z jsou celd ¢isla (piirozend ¢isla, nula a zdporna celd ¢isla), Q oznacuje zlomky
a R redind ¢isla, to jest redlnou osu. Témto mnozinam se blize vénujeme v
oddilech 1.4, 1.6 a 1.7. Pomoci a € A znacime, Ze a je prvkem mnoziny A.
Mnoziny zapisujeme jako

A = {z | £ ma vlastnost P} nebo A= {z € X | z ma vlastnost P}

— A je mnozina v8ech prvkl s vlastnosti P nebo A je mnoZina pravé téch (a
jenom téch) prvkd z mnoZiny X, které maji vlastnost P. V prvnim piipadé
ovSem predpokladame, Ze je implicitné dano odkud, z jakého univerza, prvky x
bereme. Nebo mnoziny zapisujeme vyctem prvki, napriklad

B = {L {bv {b}}v 2, a}



— B je mnozina s prvky 1, mnozina s prvky b a mnozina s jedinym prvkem b,
2 a a. Pfehlednégji: B mé prvky 1, (mnozina s prvky b a (mnoZina s jedinym
prvkem b)), 2 a a.

Uloha 1.0.1. Kolik md mnoZina B vzdjemné rizngjch proki? Pét? Ctyri? Tri?
Dva? Jeden? Zddny?

Ctenafe miize napadnout, zda tento pifklad zadani mnoziny vy ¢tem prvkii neni
zbytecné uméle slozity. Je ale jen realisticky. Naopak, pravé tradi¢né uvadéné
skolské priklady jako B = {1,2,5} a podobné jsou simplicistni, neupozoriu-
jici na moznou komplikovanost pojmu , byt prvkem* v teorii mnozin. Viz téz
ulohu 1.8.1.

Uloha 1.0.2. N. Weaver v prdci [151], jeZ poukazuje na problematicnost mnozin
jako zdkladu matematiky, pise ([151, str. 1 a 2]):

One philosophically important way in which numbers and sets, as
they are naively understood, differ is that numbers are physically
instantiated in a way that sets are not. Five apples are an instance
of the number 5 and a pair of shoes is an instance of the number 2,
but there is nothing obvious that we can analogously point to as an
instance of, say, the set {{(0}}.

Oponujte mu a ukaste na néjakou fyzickou instanci mnoZiny {{0}}.
A C B oznacuje relaci podmnoZiny, kazdy prvek v A je i prvkem v B, a
P(M):={A|Ac M}

je potence (potencni mnoZina) mnoziny M, mnozina skladajici se ze vSech pod-
mnozin mnoziny M.

Uloha 1.0.3. Kolik prvki md P(M) pro konecnou mnoZinu M ?

Pro pocet prvkt koneéné mnoziny X uzivdme symboly | X| a #X. Co je koneéna
mnozina je intuitivné jasné a presnou definici zminime pozdéji.

Uloha 1.0.4. Dokazte co nejjednoduieji, bez pouZiti binomickyjch koeficienti,
ze pro kazdou konecnou mnozZinu M s alespori jednim prvkem plati

[{A e P(M)|+#A je lichy}

— [{A € P(M) | #4 je sudj)

Uloha 1.0.5. A kdy? M nemd ani jeden prvek?

Binomické koeficienty a kone¢nou binomickou vétu si mizete pfipomenout v
tlohach 1.8.3 a 1.8.5.

Symbol A U B oznacuje sjednoceni dvou mnozin A a B, mnozinu prvki
lezicich v A nebo v B. Symbol |J oznacuje sjednoceni vice mnozin. Symbol
AN B oznacuje prunik dvou mnoZin A a B, mnozinu prvki lezicich souc¢asné v



Aiv B (podobné (). Symbol A\B zna¢i mnoZinovy rozdil, coz jsou prvky z A,
které nejsou v B. Konecné (a,b) oznacuje uspoiddanou dvojici s prvni slozkou
a a druhou slozkou b. D4 se zapsat jako mnozina

(a, b) := {{a}, {a, b}} .

Uloha 1.0.6. Owvérite, Ze takové mnoZiny maji vlastnost usporddané dvojice:
(a,b) = (¢,d), pravé kdyZ a = c i b=d. Co se stane, kdyZ a = b?

Podle Wikipedie ([159]) toto mnozinové pojeti usporddanych dvojic vymyslel
v 1. 1921 polsky matematik Kazimierz Kuratowski (1896-1980) (narodil se ve
VarSavé v Ruské Fisi a zemfel ve Varsavé v Polské lidové republice (vSechno
zaniklé statni formace, ,Z PLR do MLR jel jsem ptes CSSR ...“), je dobie
znamy svou vétou z teorie grafii: abstraktni graf G = (V, E) je rovinny, lze ho
znézornit v roviné bez kiizeni hran, pravé kdyz G neobsahuje jako podgraf ani
déleni grafu K5 ani déleni grafu K3 3). Uspofddanou trojici (a,b, ¢) zachytime
jako usporadanou dvojici (a, (b,¢)) a podobné pro dalsi usporddané n-tice s
n> 3.

Pfipomeneme logické znaceni. Implikace P = @ neplati, pravé kdyz vyrok
P plati, ale vyrok @ neplati, ve vSech tfech ostatnich pfipadech implikace plati.
Ekvivalence P < @ neplati, pravé kdyz vyroky P a () maji rizné pravdivostni
hodnoty, maji-li je stejné, pak ekvivalence plati. Konjunkce P & @ plati tehdy
a jen tehdy, plati-li P i Q). Znaceni

a,be A

a podobné zkracuje (a € A) & (b € A). Pomoci PV Q oznacujeme disjunkci dvou
vyrokt — plati, pravé kdyZ plati P nebo @ (nebo oba vyroky zaroven). Negace
=P plati, pravé kdyz P neplati. Ezistencni kvantifikator 3a: P fik, Ze existuje
prvek a, pro néjz tvrzeni P plati. Obecny kvantifikdtor Va: P tika, Ze pro kazdy
prvek a je tvrzeni P pravdivé. Zapis

YVaec A: P

(pro kazdy prvek a z mnoziny A je P pravda) zkracuje Va : ((a € A) = P).
Ale
Ja€e A: P

(v A lezi prvek a, pro néjz P plati) zkracuje Ja: ((a € A) & P). Naptiklad
formule
M=N < Vz: (xeM<ezeN)

vyjadfuje — presnéji psano, postuluje, je to jeden z mnozinovych axiomt — tzv.
extenzionalitu mnoZin: dvé mnoziny se rovnaji, pravé kdyz maji stejné prvky.
Obecny kvantifikitor je casto vynechdvan a rozumi se implicitné, napfiklad ko-
mutativita bindrni operace + na mnoziné A se zapiSe strucné jako a+b = b+a,
pod ¢imZ rozumime, Ze Va,b € A: a+ b= b+ a. Vypustili jsme ho vlastné i v
axiomu extenzionality. Budeme hodné pouzivat zapisy typu

Ve>0:P



zkracujici Ve € (0,+00): P (pro kazdé kladné redlné ¢islo € je P pravda).
Prdzdnd mnozina nemé zadné prvky:

M je prazdna mnozina <= —Jz: z € M .
Uloha 1.0.7. Dokaste, Ze neexistuji dvé rizné prazdné mnoziny.

Existence prazdné mnoziny se nékdy postuluje jako samostatny mnozinovy
axiom, ale vétsinou plyne z ostatnich axiomi. Znacime ji symbolem (). S dal-
$im mnoZinovym axiomem se setkdme v definici 1.4.1. Dvé mnoziny A a B jsou
disjunktni, pokud AN B = @, nemaji zadny spole¢ny prvek. Podobné se o vice
mnozinach fekne, Ze jsou disjunktni, jsou-li po dvou disjunktni. Prvky prazdné
mnoziny maji jakoukoli vlastnost, napfiklad jsou papezem: formule

Vo el: x je papes
je pravdiva. Znamena totiz formuli
Vz: (x €l = x je pape),

jez tvrdi pravdu, nebot implikace s nepravdivym piedpokladem je pravdiva. Ale
zadného papeZe z () nelze ukizat ¢i predvést, protoze

dz €0: z je paped
znamena nepravdivou formuli
dz: (v €0 & x je papes) .

Uloha 1.0.8. Pfipomerite si pravidla negovdni:

1. =(P = Q) je totéz jako P & —Q,
—(P < Q) je totéz jako (P& —Q)V (-P & Q),
—(P & Q) je totéz jako =PV —Q,
(PV Q) je totéz jako —P & —Q,
~(
=(

J

2
3
/
5. =(=P) je totéz jako P,
6

Ja: P) je totéZ jako Va: —P,

7. =(Ya: P) je totéz jako Ja: —P.

K zévorkam v logickych zapisech zde pouze uvedeme, Ze je lze vypoustét tak, aby
se puvodni uzavorkovani dalo jednoznac¢né rekonstruovat, podle tohoto poradi
kvantifikatoru a logickych spojek ve sméru klesajici sily vazby:

-, kvantifikatory, &, V, =, < .

Napriiklad v ¢asti 2 predchozi tlohy lze zavorky na pravé strané pominout beze
zmény smyslu formule. Na levé strané ¢asti 14 je ale neni mozné vypustit. Po-
dobné nelze (beze zmény smyslu formule) vypustit zdvorky ve dvou pfedchozich
kvantifikovanych tvrzenich o papezi.



Uloha 1.0.9. Dobre, ale kdyz je presto vypustime, dostaneme pravdivd nebo
nepravdiva tvrzeni?

Uloha 1.0.10. Negujte formuli vyjadiujici stejnomérnou spojitost funkce f de-
finované na mnoziné M C R:

~(Ve>036>0Va,beM: l[a—-b<d=|f(a)— f(b)|<e) < ?

Matematické znaceni Casto pouziva feckou abecedu, kterou je proto nutné se
naucit. Méné éasto i hebrejskou, napiiklad pismena R (alef) a J (gimel) v te-
orii mnozin. Lze se setkat i s cyrilici: III (S, symbol pro tzv. Safarevi¢ovu
grupu). Nebo i s gotickym pismem, pfesnéji vabachem: ¢ (mohutnost kontinua),
A,B, ¢, ... (napf. idedly v algebraické teorii ¢isel, Gasto ve starsi literatufe).

Uloha 1.0.11. DokdZete pojmenovat a rukou napsat ndsledujici veckd pismena?
a’ B’ F’ FY’ A) 67 5‘7 C7 n7 97 97 L’ H’ A’ A’ /’[/’ V7 E? 67 07 H7 7T7 p? E7 0-7
T7 T? U7 Q? ¢7 X7 q’7 w’ Q? w .

1.1 Paradoxy nekonecna
Scitani nekonecngjch tad. Nekonecné soucty nékdy vedou k paradozim.

Co analyzuje matematicka analyza? Nekonecné procesy a operace. Tieba
nekonecéné soucty, tak zvané nekonecné rady. Naptiklad

1+1+1+1+ +1+ =2
2 4 8 on -
a
1+1+1+1+ + 1 +..=1
2 6 12 20 n2 +n B
nebo
1+1+1+1+ +1+ _
49 16 2 6
a tudiz i
1 1 1 1 (—1)ntt 2
1 — - R e +oo = —
49 16 25 n2 12

vvvvvv

Tteti rovnost dokdzeme pozdéji v oddilu 3.5 rigorézné ve vété 3.5.8 a nerigorézné
(ale kratce) v zavéru onoho oddilu. Budeme se ale zabyvat i nekoneénymi fadami
1 1 1 1

1 — — — — cee =
MR R s +00

1—141—1+4 4 (=) 4. =27,



Uloha 1.1.2. Na kterého matematika nardsime ndzvem oddilu 1.17

Ale jak vlastné téch nekonecné mnoho ¢isel v uvedenych prikladech secteme?
Radu &teme v daném poifadi zleva doprava, spo¢teme posloupnost éasteénych
souctl, coz jsou obycejné koneéné soucty, napriklad ve ¢tvrtém prikladu to je
posloupnost

1 1,1 1,11 _ 3 31 115
1L1-3,1-3+51-3+5—1% ---)=0, 5, 55 @3 )
a kdyz se ¢leny této posloupnosti neomezené priblizuji k néjakému ¢islu «, ve
étvrtém piikladu to nastéava pro a = 7%/12, definujeme soudet dané nekonecné
fady jako toto a. Ctyii uvedené piiklady jsou hezké v tom, Ze v nich vlastné

na poradi ¢lenti fady vibec nezalezi. D4 se totiz dokizat, a dokadzeme to ve
vété 3.2.20, ze

v uvedenych ¢tyfech a jim podobnych nekoneénych radach zadné
zptehézeni s¢itanctl nezméni soucet.

MiuZeme prozradit uz ted Ze tyto ,,podobné fady“ jsou absolutné konvergentni
fady. Znamena to tak, naptiklad, ze kdyz vezmeme jakoukoli nekonecnou po-
sloupnost (ay,as,as,...), jejiz ¢leny aj néjak probihaji pfevracené ¢tverce (tj.
kazdy ¢len je tvaru ag = # pro néjaké n € N a kazdé cislo n—lz se v posloupnosti
objevi pravé jednou), pak se posloupnost ¢asteénych soucti

(a1, a1 + a2, a1 + a2 +as, ...)

neomezend piiblizuje vzdy k jednomu a témuz &islu 72 /6.
Muze ale nékdy zprehazeni sc¢itanci soucet nekonecné fady zménit? Muze,
nastava to treba pro

1 1 1 1 (—1)ntt
[ T e S )
537175 et g
nebo pro
R ST T S S ) s
3 ' 5 79 on —1 T4

Tyto dva soucty odvodime na konci semestru v disledcich 5.5.7 a 5.5.8. Jak uka-
zal némecky matematik Bernhard Riemann (1826-1866) (narodil se ve vesnici
Breselenz v Hannoverském kralovstvi a zemfel na tuberkulézu v Italii u jezera
Lago Maggiore, odhalil souvislost sou¢t nekonecéné fady ((s), definované v tvr-
zeni 3.1.10, s rozlozenim prvocisel mezi pfirozenymi ¢isly), témto dvéma a jim
podobnym fadam lze soucet zpfehazenim scitanct libovolné zménit. Ukazeme
to ale na jednodussim piikladu, kdy fadu

1_1+}_1+1_1+...+1_l+...:0+0+0+...+0+...:0
2 2 3 3 non
zprehazime tak, aby vzdy po dvou kladnych s¢itancich nasledoval jeden zaporny:
T B  TPE S
2 3 4 2 5 6 3 2n—1 2n n
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ettt Tmen "



a soucet uz neni nula, ale jisté néjaké kladné cislo.

Uloha 1.1.3. Vysvétlete, pro¢ a v jakém smyslu plati jednotlivé rovnosti v obou
predchozich vypoctech. Jaky je rozdil mezi pruni rovnosti v prunim vypoctu o
prong rovnosti v

1-14+1—1+41-14+1—1+-=04+0+0+-+0+--=07?
(Hned teknéme, Ze rovnost 1 —1+1—1+1—14--- =0 neplati.)

Riemanniiv vysledek dokédzeme ve vété 3.2.15. Uvodni étyfi fady tedy spliuji
komutativni zdkon, ale sedmad, osmé a devata ho porusuji. Jak to s nim u neko-
ne¢nych fad je se dozvime v oddilu 3.2 ve zminénych vétach.

A distributivni zédkon? Zahrnuje nezavislost sou¢tu na poradi sc¢itancu, a
tak ho pro obecné nekone¢né fady ani nemd smysl uvazovat. Ale pro ,hezké“
nekonecné fady distributivni zédkon plati, viz véta 3.2.23.

Podivejme se, jak nekone¢né fady porusuji asociativitu s¢itani. Kdyz v libo-
volné obdélnikové tabulce Cisel secteme kazdy fadek a vysledky secteme a pak
totéz provedeme se sloupci, dostaneme v obou pripadech stejné ¢islo, vysledek je
prosté soucet vsech polozek v celé tabulce. Napriklad v nasledujici 3 x 3 tabulce
jsou radkové soucty —2, 6 a 2, secteno dava 6, totéz jako soucet sloupcovych
souctu 3, 12 a —9:

1 5| =8 -2
21 4 0 6
0| 3| -1 2

[3]12]-9[6\6]
Uvézime ted nekonecnou tabulku, jejiz fadky i sloupce jsou oéislovany piiroze-
nymi ¢isly 1,2,..., kterd ma na hlavni diagonale ¢islo 1, na diagonéle nad ni
—1 a vsSude jinde nuly:

1[-1] o] o o 0
0 11 o] o0 0
of o] 1[-1] o 0
o] o] o -1 0
o] o] o 1 0
(1] 0] 0] o] O[... [1\0]

— 77 Zde je kazdy fadkovy soucet nula a jejich soucet je rovnéz 0, prvni sloup-
covy soucet ale je 1, a protoze vSechny dalsi jsou nulové, soucet sloupcovych
souctd se rovna 1. S¢itani pres rfadky tak u nekoneénych tabulek muze dat jiny
vysledek neZ s¢itani pres sloupce, 0 # 1. Navic jsou vSechny uvazované soucty
fakticky kone¢né, kromé nul vzdy sc¢itame nejvys dva nenulové séitance, coz ¢ini
tento tabulkovy paradox dosti znepokojivym. Asociativni zdkon proto obecné
pro nekonecné soucty neplati—po preskupeni séitancii se soucet miize zménit,
coz se u konec¢nych souctid nikdy nestane. K tomuto paradoxu se vratime v
kapitole 3 vétou 3.2.26.
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1.2 Grafy, ekvivalence, usporadani, suprema a
funkce

Bindrnt relace. Grafy a multigrafy, ekvivalence, rozklad podle ekvivalence. Uspo-
radani. Supremum. Dvé definice pojmu funkce. Spojitd funkce.

Co je to funkce? Matematicka, nikoli politickd! Zopakujme si to, jde o za-
kladni pojem matematické analyzy a celé matematiky. Je to jisty druh binarni
relace. Jsou-li M a N néjaké konecné nebo nekonecné mnoziny, jejich kartézsky
soucin M x N je dalsi mnozina

M x N:={(a,b)|ac M,be N}

v8ech téch usporfadanych dvojic (a,b), Ze prvni slozka a je z M a druhé slozka b z
N. Privlastek kartézsky odkazuje na francouzského filosofa, matematika a vojaka
Reného Descarta (1596-1650) (s latinskym tvarem piijmeni Cartesius, zalozil
tzv. analytickou geometrii, coz je algebraické pojeti geometrie, viz jeho spis
Geometrie [37]). Bindrni relace R mezi mnoZinami M a N je kazd4 podmnozina
jejich kartézského soucinu,

RCMXxN.

Podobné se definuji kartézské souciny vice mnozin a relace s vyssi aritou, ter-
narni, kvaternrni, ..., mezi vice nez dvéma mnozinami. Misto (a,b) € R se
uziva znaceni aRb. V matematice hraji dilezitou roli ¢tyfi druhy binarnich re-
laci:

e grafy e ekvivalence e uspordadani e funkce.

Grafy (a multigrafy)

Graf
G=(V, E)

na mnoziné V, presnéji obycejny graf, je binarni relace £ C V x V, jez je
symetrickd (kdyZz aEb, pak i bEa) a ireflexivni (pro 7z4dné a € V neni aFa).
Prvkim mnoziny V' se fikd vrcholy grafu G. Graf G se ale Casto chape jako
mnozina F nékterych dvouprvkovych podmnozin V', kterym se fika hrany, tedy
E C {{a,b} | a,b € V,a # b}. Multigraf G je struktura zobectiujici graf, v niz
dva vrcholy mohou byt spojeny nékolika hranami a vrchol mtize byt spojen sdm
se sebou nékolika smyckami. Formalné, G = (V,m), kde V' je mnoZina vrchol
a
m:V xV =Ny

je symetrické zobrazeni (ano, zobrazeni a funkce definujeme az za chvili), tedy
m(z,y) = m(y,z) pro kazdé x,y € V. Hodnota m(z,y) € Ny udévi na-
sobnost hrany {z,y} v multigrafu G, pro z = y jde o smycku. Naptiklad v
G = ({1,2},m), kde m(1,1) = 4, m(2,2) = 0 a m(1,2) = m(2,1) = 3, je vr-
chol 1 spojen sam se sebou ¢tyfmi smyckami, vrchol 2 nem4 zadnou smycku a
vrcholy 1 a 2 jsou spojené tfemi hranami.
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Uloha 1.2.1. Spocitejte, kolik je na konecné mnoziné V grafi a kolik mul-
tigrafi.

Uloha 1.2.2. Spocitejte, kolik je na dané dvouprvkové mnoZiné multigrafi, v
nichZ md kazdd hrana i smycka ndsobnost nejvyse 2.

Ekvivalence

Ekvivalence na mnoziné M je binarni relace R C M x M, jez je reflexivni (pro
kazdé a € M je aRa), symetrickd a tranzitivni (kdyZz aRb a bRc, pak aRc).
Naptiklad

{(a, @), (e, 0), (o, @), (3, 3), (0, 0)} je ekvivalence na mnoziné {«, 3, o} .

Definice 1.2.3 (rozklad mnoZiny). MnoZina P je rozkladem mnoZiny M,
jsou-li prvky mnoZiny P neprdzdné disjunktni podmnoZiny mnoziny M a jejich
sjednocent je mnozina M. Prvkim mnoZiny P rikdme bloky rozkladu.

Napriklad
{{3}, {a, o}} je rozklad mnoziny {a, 3, o} .

Oba priklady spolu souviseji nasledujicim zptsobem.

Uloha 1.2.4. Dokazte, Ze kdyZ R je ekvivalence na mnoziné M, pak existuje
prdvé jeden rozklad P mnoZiny M, ktery znaéime P = M/R, Ze

aRb < a,b € X pro néjakou (jednoznaéné uréenou) mnozinu X € P .

Dokazte, Ze naopak pro kazdy rozklad P mnoZiny M ezistuje prdve jedna ekvi-
valence R na M, Ze P = M/R.

Definice 1.2.5 (rozklad podle ekvivalence). Je-li ~ relace ekvivalence na
mnoziné M, rozklad M/~ mnoziny M popsany v pfedchozi iloze nazveme roz-
kladem M podle ~ a jeho pruky (to jest podmnoziny M ) nazveme bloky ekviva-
lence ~ (popft. rozkladu M/ ~).

Uloha 1.2.6 (komponenta grafu). G bud graf (V,E) ¢ multigraf (V,m).
Pro vrcholy u,v € V' definujeme relaci u ~ v, pravé kdyz existuje takovd konecnd
posloupnost

U= UQ, UL, Uy « -y Up_1, Up =V, N € Np,

vrcholi z V', Ze {u;—1,u;} € E & m(uj—1,u;) > 1 pro kazdé i = 1,2,...,n.
Takové posloupnosti se Tikd sled v grafu. Dokazte, Ze ~ je ekvivalence na V.
Jeji bloky jsou tzv. komponenty souvislosti (multi)grafu G.

Komponenta souvislosti grafu ¢i multigrafu je tedy takovad mnozina M C V jeho
vrcholt, ze kazdé dva vrcholy u,v € M lze v G spojit sledem a M je vzhledem k
inkluzi maximélni s touto vlastnosti, zddny vrchol v € V\M uZ v G nelze spojit
sledem se zadnym vrcholem v M.

12



Uloha 1.2.7. Ukazte, Ze kdyz v piedchozi dloze navic poZadujeme, aby vsechny
vrcholy w; byly rizné (sled nahradi cesta), dostaneme tutéZ ekvivalenci. Jedno-
duseji Teceno: dva vrcholy v grafu ¢ multigrafu lze spojit sledem, prdve kdyz je
lze spojit cestou.

Uloha 1.2.8. Dokazte, %e v grafu ¢i multigrafu lze kaZdé dva vrcholy spojit
cestou (tj. maji jedinou komponentu), prdvé kdyz jeho vrcholy nelze rozlozit na
dva bloky tak, Ze mezi nimi nevede hrana.

Grafim ¢i multigrafim s touto vlastnosti se fika souvislé.

Uloha 1.2.9. Kolik je ekvivalenci na prdzdné, jednoprvkové, dvouprvkové, tii-
prvkove a Ctyrprvkové mnoZiné?

A obecné na n-prvkové mnoziné? Odpovéd tzce souvisi s exponencialni funkei,
jejimz zadanim nekonec¢nou fadou se zabyvame v oddile 3.3, viz tvrzeni 3.6.6.

Usporadani

Uspordddni (na mnoZiné M ), obSirnéji neostré cdstecné uspordddni, je binarni
relace
RCcMxM,

jez je reflexivni, tranzitivni a slabé antisymetrickd (kdyz aRb a bRa, pak b = a).
Pouzivame pro né symboly <, <p, =< a podobné. Ostré (ddstecné) usporaddni
na M je bindrni relace R C M x M, jez je tranzitivni a antisymetrickd (kdyz
aRb, pak neni bRa). Tedy je ireflexivni. Pouzivime pro né symboly <, <g,
< a podobné. Neostré uspofadani se od ostrého odlisuje jen pfidanim vsech
diagondlnich dvojic (a, a). Napiiklad relace podmnoziny je reflexivni, tranzitivni
a slabé antisymetricka, takze

{(A,B)|AcBCM}
predstavuje uspofaddani na potenci P(M) mnoziny M. Usporddani < na M
nazveme linedrnim, kdyz kazdé dva prvky jsou v ném porovnatelné, tedy a,b €

M= (a<bVb<a).V ,ostré verzi to znamena tzv. trichotomii: a,b € M =
(a=bVa<bVb< a)avzidy nastdva pravé jedna z téchto t¥{ moznosti.

Uloha 1.2.10. Necht | je relace délitelnosti na mnoZiné celyjch cisel
zZ={..,-2,-1,0,1,2, ...}, a|lb < Fec€Z: b=ac.

Je to uspordddani? Ostré ¢i neostré? Je linedrni? Zméni se odpovédi, kdyz 7.
nahradi piirozend cisla N ={1,2,...}?

Supremum a infimum
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Supremum a infimum mnoziny realnych ¢isel jsou zékladni pojmy matema-
tické analyzy. Proto je zavedeme uz ted pro obecnd linedrni usporddéni. Necht
(X, <) je linedrni uspofddéni a ¥ C X jeho podmnozina. Prvek a € Y je
nejmensi prvek mnoZiny Y (té€Z minimum Y ), kdyz pro kazdé b € Y je a < b.
Tento nejmensi prvek, kdyz existuje, ozna¢ime jako min(Y'). Prvek a € X je
horni mez mnoziny Y, kdyz pro kazdé b € Y je a > b. Necht

H(Y)={a€ X |ajehorni mez Y} .

Ma4-li mnoZina Y horni mez, H(Y) # 0, je shora omezend. Analogicky definujeme
nejvétsi prvek max(Y) (maximum) mnoziny Y, jeji dolni mez a jejich mnoZinu
D(Y) a omezenost mnoziny Y zdola.

Definice 1.2.11 (supremum a infimum). Supremum a infimum podmnoZiny
Y C X v linedrné uspoiddané mnoziné (X, <) jsou prvky

sup(Y) :=min(H(Y)) € X a inf(Y):=max(D(Y)) € X,
nejmenst horni a nejvétsi dolni mez mnoZiny Y (kdyz existuji).

Supremum mnoziny Y nemusi existovat. Stane se to, kdyz H(Y) = 0, kdy YV
nemd zadnou horni mez— pak fekneme, Ze Y je shora neomezend. Nebo kdyz
sice H(Y) # 0, ale H(Y) nem4 nejmensi prvek. Kdyz sup(Y) existuje, je to
jakysi ,nejvétsi prvek mnoziny Y, ale jen v uvozovkach, protoze nemusi lezet
v Y. Obdobny komentaf plati pro infimum.

Pro ptiklady si vezmeme

(X, 9)=(Q, %),

tedy zlomky s obvyklym linedrnim usporadanim. Pak sup(N) neexistuje, protoze
podmnozina N C Q je shora neomezen4, a ani sup(()) neexistuje, protoze H(()) =
Q a tato mnozina nemd nejmensi prvek. OvSem inf(N) = min(N) = 1. Déle
sup{l—n"'|neN})=1lisup{a€Q|0<a<1})=1,ikdyzv prvnim
pripadé ¢islo 1 v dané mnoziné nelezi. Infimem obou predchozich mnozin je 0,
ale jen pro prvni jde soucasné i o minimum. Jak uvidime pozdéji, ale jak je jasné
uz ted, sup({oa € Q | 0 < @ < v/2}) neexistuje, protoze mnozina hornich mezi

H{aeQ|0<a<V2})={acQ|a>V2}

nemé nejmensi prvek. Oviem inf({a € Q | 0 < a < v/2}) = 0.

Uloha 1.2.12. Je pravda, Ze kaZdd neprdzdnd a shora omezend podmnoZina
celych cisel Z (s obvyklym linedrnim uspordddnim) md supremum?

Tvrzeni 1.2.13 (podobna definice suprema). Prvek a € X je supremem

podmnoziny Y C X v linedrnim uspordddni (X, <), prdvé kdyZ (i) a > b pro
kaZdé b €Y a (i) pro kafdé c€ X sc<a existujed €Y, Zec<d<a.
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Dukaz. Necht a = sup(Y) € X podle definice 1.2.11, takZze a = min(H(Y)).
Pak jisté a € H(Y') a a splituje (i). KdyZz ¢ € X a ¢ < a, pak ¢ ¢ H(Y) a existuje
d €Y, ze ¢c > dneplati. Tedy ¢ < d, a d < a plati vzdy.

Necht naopak ma prvek a € X obé vlastnosti (i) a (ii). Podle (i) jea € H(Y).
Podle (ii) zadny prvek z X mens$i nez a neni horni mezi mnoziny Y. Tedy je
kazda horni mez mnoziny Y vétsi nebo rovna a a proto a = min(H(Y)) a a je
supremem Y podle definice 1.2.11. O

Vlastnosti (ii) se fikd aprozimacni vlastnost suprema— prvky mnoziny Y apro-
ximuji zdola libovolné tésné sup(Y).

Uloha 1.2.14. Vyslovte a dokazte piedchozi turzeni pro infimum.

Supremum a infimum jsme pro jednoduchost zavedli pro linedrné uspora-
dané mnoziny, protoze je v této ucebnici pouzivame vétsinou pro standardni
linedrni uspotfdadani realnych ¢isel (R, <). Obecné se ale zavadéji pro jakékoli
usporadani, i s neporovnatelnymi prvky. Definice se ve srovnani s definici 1.2.11
(a jeji obdobou pro infimum) neméni:

Definice 1.2.15 (obecné supremum a infimum). Supremum podmnoZiny
Y C X v usporddané mnoziné (X, <) je (jednoznacné uréeny, pokud existuje)
prvek a = sup(Y) € X dany konjukcit

(VbeY: b<a)&((ce X&(VbeY: b<c¢))=a<c).

To jest opét nejmensi horni mez mnoziny Y , existuje-li. Infimum je definovdno
obdobné, nahrazenim vsech tri srovndni < srovndnimi >.

Pozor ale na to, Ze pro obecné (nelinedrn{) uspofaddani tvrzeni 1.2.13 neplati.

Uloha 1.2.16. Vysuvétlete, pro¢ pro édstecné usporddanou (X, <) obecné neplati
ekvivalence v tvrzeni 1.2.183.

Uloha 1.2.17. Dokaste, e supremum podmnoZiny cdstecného uspordddni je
urcené jednoznacne.

Funkce

Zmnovu, co je to funkce? Uvedeme dvé definice.

Definice 1.2.18 (funkce jako mnozina). Funkce je mnoZina f, jejiz kaZdy
prvek je usporddand dvojice a kterd splniuje

(a, ), (a,c)e f=b=c.

Definice 1.2.19 (funkce jako relace). Funkce f z mnoziny M do mnoZiny
N je uspotddand trojice (M, N, f), kde f C M x N je takovd bindrni relace, Ze

(VaeM3IbeN: (a,b) € f)&((a, ), (a,c)e f=>b=c)

— pro kazdy prvek a z M existuje prdvé jeden prvek b z N, Ze afb.
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Synonymem terminu funkce je zobrazeni. VétSinou budeme pouzivat relacni
pojeti funkce. V zavéreénych poznamkach ke kapitole 1 pro zajimavost citu-
jeme z literatury dalsi zptusoby zavedeni pojmu funkce. Funkce znac¢ime pismeny
fyg,h,... amisto f C M x N a (a,b) € f ¢ afb pouzivime béZné znadeni

fiM—N a f(a)=b, téZ ar—b.

Prvek a je vzor prvku b v zobrazeni f a naopak b je obraz a ¢i hodnota f na a.
Mnoziné M se fika definicni obor funkce f, N je jeji obor hodnot a mnoZina

f(M) = {yeN|JzeM: f(z)=y}
= {f(@)|zeM}CN

je obraz funkce f ¢i podrobnéji obraz mnoziny M funkci f. Podobné pro libo-
volnou podmnozinu A C M oznacujeme jako f(A) mnozinu

fA) ={f(x) [rc A} C N,

obraz mnoziny A funkci f. Je to trochu dvojznaéné znaceni. Abychom védéli,
co je f(A), potfebujeme z kontextu védét, zda je A podmnozinou nebo prvkem
mnoziny M. A v situacich jako A = {0} a M = {0, {0}} nastava oboji. Proto se
pro obraz mnoziny funkci nékdy pouziva znaceni f[A], odliSujici obé moZnosti,
ale my tak dtsledni nebudeme.

Posloupnost je funkce s definiénim oborem N = {1,2,...}. Pro posloupnost
f misto argumentu piSeme index, f, := f(n), a posloupnost zapisujeme jako

(fn) = (f1, fo, ---) -

Konecnd posloupnost nebo téz slovo je funkce f s definiénim oborem [k] :=
{1,2,...,k}, k € Ny (k =0 dava prdzdné slovo f = (), kterou zapisujeme jako
(f1, f2y---, frx) nebo ijako fifa... fr. Kdyz f; € Aproi=1,2,...,k, mluvime
o slové nad abecedou A. Mnozinu vSech slov nad A oznacujeme A*,

A*={f|f:[k] = A k€ Ny} .
Uloha 1.2.20. Popiste formdiné operaci zietézeni dvou slov f a g, kdy je na-
piseme za sebe jako fg — jak je vysledné slovo fg sloZeno ze slov f a g?
Operace na mnoziné M, obSirnéji bindrni operace, je funkce typu
fiMxM-— M.

Misto f((a,b)) = ¢ je obvyklé znacdeni a f b = ¢, napiiklad 1 + 1 = 2.

Funkce se v mnozinovém pojeti rovna svému grafu: je to mnozina jako kazda
jiné, omezend pouze tim, Ze jeji kazdy prvek je usporddand dvojice. (V rela¢nim
pojeti je funkce uspofadana trojice, coz je vlastné také mnozina jako kazda jina,
jen s jinou strukturou.) Napiiklad funkce kosinus je mnozina

cos = {(z, cosz) [r e R} CR* =R xR.

16



Co je ale presné hodnota cos 7 Geometricky: pomér délky odvésny pravoihlého

trojuhelnika ptilehlé k tthlu velikosti = a délky jeho prepony. Ale co je to velikost
2 4 6

thlu? Viz oddil 3.4. Analyticky: soucet nekonecné fady 1 — %5 + 57 — =55 +- -+

n,.2n
S + -, viz véta 3.4.23.

V analyze se funkce obvykle zadava vzorcem ¢i formuli. Nékdy je tfeba urcit
definiéni obor, nebot nékde vzorec nemusi byt definovan, tf¥eba pro nulu ve

jmenovateli ¢i zdporny argument logaritmu. Naptiklad

f(a:)zmzl_g:R—HR

neni spravny zapis funce, i kdyZ s trochou dobré vile ho lze pfijmout, nebot
hodnoty f(v/3) a f(—+/3) jsou nedefinované kvili déleni nulou. Spravny je zapis

{3:R\{f, -3} > R.

fz) =

2
Funkce f: M — N je prostd neboli injektivni (injekce), kdyz
z1, ¥2 € M, x1 # 22 = f(21) # f(22) .

Jingmi slovy, f(z1) = f(x2) = @1 = x9. Cesky, f nikdy neposila dva rfizné
prvky na tyz prvek. Jesté ¢tvrta formulace: prosté zobrazeni je takovd mno-
zina f, ze kazdy prvek v f je usporddand dvojice a kazdad mnozina a je prvni
nebo druhou slozkou v nejvyse jednom prvku v f. Rekneme, ze f: M — N je
zobrazeni na neboli surjektivni (surjekce), kdyz

Vye NIzeM: f(x)=y,

jinymi slovy, kazdy prvek v N méa v f alespon jeden vzor. Tedy obraz f se
rovnd oboru hodnot f. Bijektivni neboli vzdjemné jednoznacné zobrazeni, kratce
bijekce, je to, jez ma obé vlastnosti, je prosté i na. Bijekce paruje prvky v M s
prvky v N tak, ze kazdy prvek M se vyskytuje v pravé jednom paru v f jako
prvni slozka a kazdy prvek NN se vyskytuje v pravé jednom paru v f jako druhd
slozka.

Uloha 1.2.21 (faktorial). Pro ¢islo n € Ny a libovolnou n-prukovou mnoZinu
A definujeme

nl:=#{f: A— A f je bijekce} (,en faktoridl®) .
Proc¢ tato velicina zavist jen na poctu prvku A a ne na A samotné? Dokazte, Ze
n=1-2-3-...-n

(prdzdny soucin pro n. =0 se definuje jako 1, takZe 0! =1).
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Bijekci (i nekone¢né) mnoziny M na sebe se ¥ikd permutace mnoZiny M. Ko-
ne¢né permutace jsou vlastni kombinatorice a diskrétni matematice (a nakonec
i algebfe a teorii pravdépodobnosti) a o nekoneénych jsme mluvili v souvislosti
se zprehazenim ¢lenti nekonecné fady. Mnozina s n prvky tedy ma 1-2-3-...-n
permutaci.

Podivame se na operace s funkcemi, pozdéji je vyuzijeme. Kdyz

f,g: M —- R

jsou dvé funkce, odvozend souctovd funkce f+g a soucinovd funkce fg se definuji
jednoduse:

(f +9)(a) := f(a) + g(a) a (fg)(a) := f(a)g(a), a € M .

Podobné se definuji dalsi operace s funkcemi, tfeba podil nebo mocnina. Pro
zobrazeni je typickd operace skldddni. Pro dvé zobrazeni

fiM—N a g:N—P
je jejich slozenina (¢i sloZené zobrazens)

h=g(f)=gof: M =P
definovana hodnotami h(a) = g(f(a)), a € M.

Uloha 1.2.22. Nechf f: M — N a g: N — P jsou zobrazeni. Zjistéte, jaky je
vztah mezi injektivitou, resp. surjektivitou, f a g a sloZeného zobrazeni h = g(f).
Kolik tu je moznych iloh?

Injektivni funkce f ma inverzni funkci f~', jez v mnoZinovém pojeti f
vznikne prostou vymeénou slozek v usporadanych dvojicich v f,

f7=A{0,a) [ (a,b) € f}.
A v rela¢nim pojeti funkce? Je-li f: M — N prosté zobrazeni, definujeme
(M) - M

pomoci f1(z) =y & f(y) = x. Patrné f~'o f =idpy a fo f~! =ids, kde
idyr: M — M je identické zobrazend idps(z) = x.

Uloha 1.2.23. Necht f je prostd funkce. Ukazte, Ze pak i f~' je prostd funkce
a Ze v mnoZinovém pojeti je (f~1)1 = f. Ukaste, Ze v relacnim pojeti nékdy

(fH7 £ f alevidy ((F1) ) 7H=f

Uloha 1.2.24. Necht f: M — N je funkce. Ukazte, Ze f je bijekce, prdvé kdyz
existuje zobrazeni g: N — M, %e fog=1idy ago f =idy. Takie g=f~' a

f =g '. Rekneme, Ze f a g jsou vzdjemné inverzni zobrazent.
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Uloha 1.2.25. Ukaste, Ze dvé zobrazeni popsand v loze 1.2.4, z mnoZiny E(M)
vSech ekvivalenci na mnoZiné M do mnoZiny R(M) vsech rozkladd mnoziny M
a opaéné, jsou vzdjemné inverzni a ddvaji tedy bijekci mezi E(M) a R(M).

Zavérem oddilu o funkcich zavedeme spojité realné funkce. Sice tim predbi-
hame, jde vsak o zakladni vlastnost, jiz budeme potiebovat dlouho pfed tim,
nez dospéjeme do kapitoly o spojitych funkcich.

Definice 1.2.26 (spojitost funkce). Fukce f: M — R definovand na ne-
prdzdné mnoziné M C R je spojitd (na mnoziné M), pokud (€,6 € R)

Ve>0VaeM3Io>0: be M&la—bl<d=|f(a)— f(b)] <e.

Zhruba feceno, mald zména argumentu funkce f zptsobi jen malou zménu
funkéni hodnoty.

Uloha 1.2.27. Vezméme M = N, funkce f: N — R pak je posloupnost. Které
posloupnosti jsou spojité?

1.3 Axiom vybéru a jeho dusledky

Axiom vybéru. Véta o dobrém usporaddni. Zminka o Banachové—Tarského pa-
radozu. Existence neméritelné mnoZiny.

Probereme dtlezity mnozinovy axiom, tak zvany aziomu vybéru. Podle ang-
lického ,axiom of choice“ je oznacovany zkratkou AC. Ve vété 1.3.5 jim kazdou
mnozinu linedrné usporddame tak, aby se nedalo nekone¢né dlouho klesat (viz
tloha 1.3.4). Odtud pozdéji ve vété 4.3.6 odvodime nasledujici paradox véstce.

Existuje véstec
Vi{f:(-00,a) > R|aeR} - R,

tedy redlné zobrazeni V definované na mnoziné redlnych funkci s
definiénimi obory rovnymi redlnym intervalim (—oo,a) (viz str. 49
pro znaceni intervald), s tou vlastnosti, Ze pro kaZdou funkci f z R
do R rovnost

V(f](=00, a)) = f(a)

(vlevo je hodnota V na zizeni f na interval (—oo, a)) plati pro kazdé
a € R, kromé nejvyse spocetné mnoha vyjimek a. Véstec tak pro
kaZzdou redlnou funkci f: R — R a skoro kazdy argument a € R z
hodnot f(z) pro z < a spravné uhodne hodnotu f(a), zmyli se jen
pro nejvyse spocetné mnoho a (spoetnost mnoziny je zavedend v
definici 1.7.48).
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Jak uvidime v oddilu 1.7, mnozina R neni spocetné, a tak vyjimecné argumenty
a € R s omyly véstce predstavuji pouhou kapku v ocednu R. Druhy a téz svym
zpusobem paradoxni disledek axiomu vybéru dokazeme zde v dtsledku 1.3.10:
nelze rozumné zmérit velikost uplné kazdé podmnoziny jednotkové kruznice.

MnoZinovgm systémem (A; | i € I), kde I a kazdd A; jsou mnoziny, se
rozumi mnozina uspofddanych dvojic {(, 4;) | i € I}.

Axiom 1.3.1 (axiom vybéru, AC). Pro kaZdy mnoZinovy systém
(Ai [1€1)
neprdzdniyjch mnozin A; existuje takovd funkce

fI=JA .

i€l

Ze pro kazdé i € I je f(i) € A;. Funkci f se Tikd vgbérovd funkce ¢i selektor
(daného mnoZinového sytému,).

Z kazdé mnoziny A; tak f vybird reprezentanta (,pfedsedu f(i) € A; i-tého
spolku A;“). Uz podle nazvu se jedna o axiom, ktery se v teorii mnozin nedoka-
zuje. Naopak bylo dokazano, ze AC nemtzeme ani dokazat ani vyvratit pomoci
ostatnich axiomt. Zkoum4 se tak teorie mnozin s AC (kterd je nejbéznéjsi a
nejvice pouzivand), bez AC a s negaci AC (napiiklad tak zvany axiom determi-
novanosti je v rozporu s AC). Ze se AC ned4 vyvratit pomoci ostatnich axiomt
teorie mnozin dokéazal v r. 1937 sestrojenim modelu teorie mnozin s platnym
AC brnénsky rodak a rakousky logik a matematik Kurt Gddel (1906-1978) (v
r. 1930 pohrbil tzv. Hilbertiv program, kdyz dokazal, ze aritmetika obsahuje
nerozhodnutelnd tvrzeni a neumi dokédzat svou bezespornost). Kdo naopak se-
strojil model teorie mnozin, v némz AC neplati, ¢imz dokazal, ze se AC nedé z
ostatnich axiomi teorie mnozin odvodit, si fekneme pozdéji.

Uloha 1.3.2. Dokaste, Ze s axziomem vyjbéru je ekvivalentni ndsledujici. Pro
kazdé zobrazeni f: A — B existuje takové zobrazeni g: f(A) — A, Ze sloZenina
[ og je identita idy 4y na obrazu f.

Uloha 1.3.3 (vybér z jedné mnoziny). V matematické literature ¢teme ob-
raty jako ,Mnozina X je neprdzdnd, tedy v ni zvolime libovolné prvek a.“ nebo
»Z urny obsahujici n € N mici jeden ndhodné vyjmeme.“ a podobné. Potrebu-
jeme k takovym vybérum AC? Formalizovano, jsou formule jako

VX: (X#0=>Fa: a€eX)) a VX: (X#0=3Y: |[Y|=1&Y C X))

vétami teorie mnozin bez AC? Lze je v ni dokdzat bez pouziti AC? Proni formule
vybird prvek a z X a druhd ho navic ,zabaluje“ jako Y = {a}.

Dobré uspordddni je linedrni uspotradani (X, <), v némz kazd4 neprazdnd
podmnozina A C X mé nejmensi prvek. Podmnozina A C X v usporadani
(X, <) je fetézec (v X ), je-li ztizené usporadani (A, <) linedrni.
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Uloha 1.3.4. Ukazte s pomoci AC, Ze linedrni uspordddini (X,<) je dobré,
pravé kdyz v ném neezistuje nekonecny ostre klesajici Tetézec x1 > x9 > ... .

Véta o dobrém usporadani predstavuje dalsi ekvivalentni formulaci AC.

Véta 1.3.5 (o dobrém usporadani). S aziomem vgbéru je ekvivalentni, Ze
na kazdé mnoziné X existuje dobré uspordddni.

Dukaz. Necht Ize kazdou mnozinu dobfe usporadat a je ddn mnozinovy systém
(A; | i € I) neprazdnych mnozin. Dobfe uspofddame (J,.; A; pomoci < a
vybérovou funkci f z I do tohoto sjednoceni definujeme jako

(i) = min(4;)
indexu ¢ pfifadime nejmensi prvek mnoziny A;.

Ukéazeme, jak naopak pomoci AC dobfe uspotfadat libovolnou, feknéme ne-
prazdnou, mnoZinu. Bud ddna mnoZina X # @ a vybérova funkce f na jejich
neprazdnych podmnozindch. (Vybérové funkce jsme sice vyse formalné defino-
vali jen pro mnoZinové systémy, ale podle tlohy 1.3.6 to nevadi.) Vezmeme
mnozinu

L={R|RcC D(R) x D(R), D(R) C X, R jelin. uspofaddani na D(R)}

vSech linedrnich uspofddani R na podmnozindch D(R) mnoziny X. Pro R € L
definujeme

Dr={ACD(R)|z,ye D(R),yc€ A, xRy = x € A}

— Dp je mnozina vsech tzv. dolnich mnoZin v linedrnim usporddani R. Necht
dale

C={ReL|A€Dr, A# D(R)= f(X\A) = min(D(R)\A)}

jsou ta linearni uspofaddani R na podmnozinidch mnoziny X, pro néz f z do-
plitku (do X) kazdé vlastni dolni mnoziny A v R vybere prvek, jenZ je soucasné
nejmensim prvkem doplitku A do nosné mnoziny usporadani R. Ukazeme, ze C
obsahuje dobré usporadéani celé X. (Je ale C viibec neprazdna? Viz tloha 1.3.7.)

Zaprvé ukazeme, ze kazdé R € C je dobré usporadani mnoziny D(R). Necht
R € C. Pro neprazdnou B C D(R) polozime

A={ye D(R)\B |z € B=yRz}.

Mnozina D(R)\ A obsahuje B a je tedy neprazdna. Patrné A je dolni mnozina
v R. Takze
yi= f(X\4) = min(D(R)\A)

Z faktt, ze D(R)\A D B a y je nejmensi prvek v D(R)\ A, dostdvame, ze yRx

pro kazdé x € B. Kdyby y ¢ B, bylo by y € A podle jeji definice, coz je nemozné.
Tedy y je v B a je to nejmensi prvek B, dokonce nadmnoziny D(R)\ A.
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Zadruhé dokazeme, ze pro kazda dvé linearni usporadani R, S € C jedno z
nich prodluzuje druhé: D(R) € Dg & R C S nebo D(S) € Dr & S C R. Necht

A={xe€ DR)ND(S)| Rz =Sz & RN (Rx x Rx) = SN (Sz x Sz)}

(zde Rx = {y € D(R) | yRz} a podobné Sx). Jsou to pravé prvky urcujici tutéz
dolni mnozinu v R a v .5, kterd je navic v R a v S stejné€ usporddana. Tvrdime,
ze A€ DrN Dg (A je dolni mnozina v R iv S). Necht

zy,r € X s x €A a yRx.

Pak ySx, protoZze Rx = Sz, a kdyZ zRy, tak 2Sy i naopak (v obou pfipadech
Y,z € Rx = Sz a tato mnozina je usporaddana stejné v Riv S). Tedy Ry = Sy.
Tato mnozina je obsazena v Rz = Sz, a tak je stejné uspofadédna v Riv S. Tedy
y € A a A je dolni mnozina v R. Stejné se dokaze, ze A je dolni mnozina v S.
Nyni jsou-li D(R)\A a D(S)\ A neprazdné, je y = f(X\A) nejmensim prvkem
v D(R)\A vzhledem k R a také nejmensim prvkem v D(S)\A vzhledem k S,
a tak Ry = AU {y} = Sy. Je také jasné, ze R a S usporddavaji A U {y}
stejné (pfiddvaji novy prvek y na konec), a tak y € A, coz je spor. Tedy t¥eba
A=D(R), RC S a S prodluzuje R.
Zatteti ukazeme, Ze

T::LJC’EC7

takze C' méa vzhledem k inkluzi (jednozna¢ny) nejvétsi prvek. Podle piedeslého
odstavce je T' linedrni uspofddani na D(T) = Ugco D(R) a pro z,y € D(T)
méme xTy, pravé kdyz xRy pro n&jaké R € C s x,y € D(R). Ovéfime, Ze
T ma vlastnost definujici C. Necht A C D(T') je vlastni dolni mnozina v T' a
prvek b € D(T)\A je libovolny. Tedy b € D(R) pro néjaké R € C. UkaZeme,
ze A C D(R). Je-li a € A libovolny, je a € D(S) pro ngjaké S € C. Kdyz
D(S) € Dg, pak a € D(R). Kdyz D(R) € Dg a aSb, pak opét a € D(R).
P¥ipad bSa nenastava (pak by bylo b € A). Takze A C D(R) a D(R)\A # 0.
Tedy prvek y = f(X\A) je nejmensi prvek v D(R)\A a yRb. Protoze b byl
libovolny, je y nejmensi prvek v D(T)\A a opravdu T' € C.

Zévérem ukdZzeme, ze D(T) = X a T je tedy hledané dobré usporadani
X. Kdyz D(T) # X, pak mizeme pomoci z = f(X\D(T)) rozsifit T na R:
D(R) := D(T) U {z} a polozime yRz pro kazdé y € D(R) (pfiddme tedy k T’
novy nejvétsi prvek). Je jasné, ze R € C (tloha 1.3.8). Protoze R ostfe rozsifuje
T, dostali jsme spor s tim, ze T' je nejvétsi prvek v C vzhledem k inkluzi. O

Uloha 1.3.6. Odivodnéte dalsi ekvivalentni formulaci AC: pro kaZdou mnoZinu
M s & M ezistuje takové zobrazeni f: M — |JM, Ze pro kazdy prvek A € M
je f(A) € A.

Uloha 1.3.7. Dokazte, Ze mnoZina C definovand v dikazu je neprdzdnd.

Uloha 1.3.8. Pro¢ v zdvéru dikazu plati, e R € C'?
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V oddilu 4.3 pomoci véty 1.3.5 dobfe uspordddme mnozinu
X={f|/:R—>R}

vSech vsude definovanych redlnych funkci.
Na axiomu vybéru je zalozeny i znadmy Banachuv—Tarského paradoz:

Koule o poloméru 1 v trojrozmérném prostoru R3 se da rozlozit na

pét mnozin Ay, ..., As, které lze vhodnymi posunutimi a oto¢enimi
beze zmény tvaru premistit do pozic, kde rozkladaji kouli o poloméru
1000000.

Vypada to jako nesmysl, nebot obé& koule maji dosti odlisné objemy a objem se
pri této manipulaci musi zachovat ... nebo ne? Zachové se, pokud maji mnoziny
A; objem vibec definovany a jsou tzv. méfitelné. Vtip paradoxu spociva v tom,
ze ne vSechny Aj, ..., As jsou méfitelné. Z AC existence neméfitelnych mnozin
prévé plyne. Dokazeme to na prikladu.

Jako C' C R? oznaéime jednotkovou kruznici v roviné se stfedem v pocatku,

C={(z,y) eR?|2® +y* =1},

a pro bod a € C na ni a thel ¢ € [0,27) jako a + ¢ € C oznaéime bod, kam se
a premisti po otoceni kolem pocatku proti sméru hodinek o thel ¢. Vsimnéte
si, ze a — a + @ je bijekce C na sebe. Pro podmnozinu A C C polozime

A+p:={a+yplacA}.

Napiiklad pro A = {(1,0),(0,1)} a ¢ = 7/4 je A+ = {(Z,*2), (-, 2)}.

2072 202
Uhel ¢ € [0,27) je raciondlni, kdyz p/7 € Q, je to zlomkovy nasobek ¢&isla pi.

Jinak je ¢ iraciondlni uhel. Uvazme ,obloukovou délku”, funkci
p: P(C) — [0, +00)

pritazujici (libovolné!) podmnozing A C C ,délku” u(A) ,oblouku“ A. Je pii-
rozené pozadovat, aby p méla nasledujici vlastnosti.

1. Délka celé kruznice je 27, takze p(C) = 2.

2. Délky neprotinajicich se mnozin se scitaji: je-li Aj, Ao, ... konecna ¢i ne-
kone¢na posloupnost po dvou disjunktnich podmnozin C', pak

3. Délka mnoziny se otoCenim neméni: pro kazdou A C C' a kazdy thel
¢ €10,2m) je p(A) = p(A+ ¢).

Z AC plyne, ze takova funkce p neexistuje. Nelze pfifadit délku uplné kazdé
podmnoziné C tak, aby byly splnény pozadavky 1-3. Lze je souc¢asné splnit jen
¢astec¢nou funkci p, kterd neni na nékterych podmnozinach C' definovana. Jednu
podmnozinu zpusobujici problémy si ted ,,ukazeme®.
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Tvrzeni 1.3.9 (mnoZina problémista). Z aziomu vgbéru vyplyvd existence
takové podmnoziny jednotkové kruznice A C C, Ze

{A+¢|pe(0,2m)NmQ}

(¢ probihd vsechny raciondlni thly) je rozklad C. MnoZiny A + ¢ se tedy pro
ruzné raciondlni thly ¢ neprotinaji a pokryvaji celou C.

Dukaz. Na C vezmeme relaci ~ definovanou jako a ~ b, pravé kdyz pro néjaky
racionalni thel ¢ je a + ¢ = b. Jde o ekvivalenci: reflexivita a symetrie jsou
jasné a nakonec i tranzitivita, protoze soucet dvou racionélnich hld je racio-
nélni thel (viz tloha 1.3.11). Vezmeme rozklad C/~ a z kaZzdého jeho bloku
pomoci axiomu vybéru vybereme po jednom prvku, které shrneme do mnoziny
A (viz tloha 1.3.6). Podivejme se, pro¢ ma A uvedenou vlastnost. Je-li x € C
libovolny bod, pak € B € C//~ pro néjaky blok B tohoto rozkladu a B je v A
reprezentovany prvkem b, tedy b € AN B. Protoze x,b € B, mame x = b+ 1) pro
racionalni tthel 1) a x € A+7. Sjednoceni vSech A+1) tak je celd C. Kdyz ¢ < ¢’
jsou dva rzné raciondlni thly ab € (A+p)N(A+¢'), pakb=a+p=a' + ¢’
pro dva rtzné prvky a,a’ € A. Tedy a = a’ + (¢’ — ¢) (zde méme dva druhy
s¢itani, dvé riizné operace, viz tloha 1.3.11) a a ~ a’. To nelze, rizné prvky
A jsou z riznych blokt mnoziny C/~ a tedy jsou neekvivalentni. Pro rtzné
racionalni thly ¢ se mnoziny A + ¢ neprotinaji. O

Této mnoziné A nelze bez poruseni pozadavki 1-3 piifadit zddnou délku:

Dausledek 1.3.10 (p neexistuje). Na zdkladé aziomu vybéru existence funkce
p: P(C) = [0,400) spliiujici poZadavky 1-3 vede ke sporu. Ve smyslu logické
moznosti proto | neexistuje.

Dikaz. Pro spor necht u existuje a u(A) = c € R, ¢ > 0, kde A je mnoZina z
predchoziho tvrzeni. Podle pozadavku 3 je i u(A 4 ¢) = ¢ pro kazdy raciondlni
thel ¢. Tyto thly sefadime do nekonec¢né posloupnosti @1, ¢a, ... (viz spocet-
nost Q nize). Podle pozadavku 2, toho, ze mnoziny A + ¢, tvoii rozklad C, a
pozadavku 1 méme vztah

ctet-=pA+ o) +u(A+ @)+ =p(C) =2r .
Aleproc=0je0+4+0+--- =0 27 astejné tak proc >0jec+c+ -+ =
+00 # 27 —spor. O

Uloha 1.3.11. Dokazte podrobné, e ~ je ekvivalence. Jaké dva druhy scitdni
mame na mysli? Jak se presné scéitaji a odecitaji ihly z [0,27) ¢

Céstecné definovanou obloukovou délku zavedeme v oddilu 3.4 pro definice
funkci sinus a kosinus. Fakticky je zapotfebi jiz jen pro samotnou definici thla
® € [0,27) (jako délek jistych obloukt na C'), s kterymi jsme uz bezstarostné a
naivné pracovali.
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1.4 Prirozena c¢isla, nekone¢né mnoziny

Prirozend ¢isla a nekonecné mnoziny. Cantorova—Bernsteinova véta: jok ze dvou
protibéeznych injekct vyrobit bijekci.

Existenci prirozenych Cisel postuluji Peanovy aziomy.

Axiom 1.4.1 (Peanovy axiomy). FEzistuje trojice (Ny,0o,S), v niZ Ny je
mnozina, 0y € Ny je jeji prvek a S: Ng — Ny je zobrazeni, s témito vlastnostmi.

1. Zobrazeni S je prosté a 0g nent v jeho obrazu, 0o & S(Ny).

2. Plati princip indukce: je-li M takova mnozZina, ze 00 € M C Ny a pro
kazdé n € M je i S(n) € M, potom M = Nj.

Prvek 0y nazgvame nulou, mnoziné Ny Tikdme prirozend cisla s nulou a S je
funkce ndslednika.

Giuseppe Peano (1858-1932) byl italsky matematik pusobici vétsi ¢ast kariéry
na Turinské univerzité (kromé axiomatizace piirozenych ¢&isel popsal i kiivku
prochazejici vSemi body ¢tverce a dokazal vétu o existenci feSeni jisté t¥idy di-
ferencilnich rovnic). Kdyz pro m,n € Ny je S(m) = n, nazveme n ndslednikem
m a m predchidcem n. Podmnozina A C Ny je pocatecni usek, kdyz je uzaviend
na predchtidce—pro kazdé n € Ny plati implikace S(n) € A = n € A. Pokud
navic A # Ny, je A vlastni pocdtecni isek.

Uloha 1.4.2. Odvodte z Peanovych aziomii, Ze S(No) = No\{0g}.
Uloha 1.4.3. Odvodte z Peanovyjch aziomi, #e S(n) # n pro kazdé n € Ny.

Uloha 1.4.4. Uvedte priklad mnoziny Ny, prvku 0o € Ny a prostého zobrazent
S: No — Ny, ze S(Ny) = No\{00}, ale trojice (Ny,0g,S) ,nevypadd jako pii-
rozend cisla s nulou”, protoZe nékteré prvky m € Ny jsou nedosaZitelne z Qg
opakovanym uzitim ndslednika,

m & {007 5(00)7 S(S(OO))v S(S<S(00)))7 e } :
Jak se porusuje princip indukce?

Obvyklé linearni uspofadani na mnoziné Ny (z trojice v axiomu 1.4.1) definu-
jeme jako

m <n <= kazdy pocatecni isek A C Ny obsahujici n obsahuje i m .
Uloha 1.4.5. Dokazte, Ze to je linedrni uspordddni na Ny.

Uloha 1.4.6. Dokaste, 3e v tomto linedrnim uspoidddni md kazdd neprdzdnd
podmnozina X C Ny nejmenst prvek.
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Uloha 1.4.7. Dokaste jednoduché vlastnosti tohoto linedrniho uspordddni: (i)
n < S(n), (i) 00 <n, (i) m <n=n # 0.

Tvrzeni 1.4.8 (jedineénost pfirozenych ¢isel). KdyZ trojice (Ny,0g,S) a
(N§, 00, S") vyhovugi aziomu 1.4.1, jsou izomorfni — existuje takovd bijekce

F: Ny — N{
Ze F(0g) = 0p a pro kazdé n € Ny je F(S(n)) = S'(F(n)).

Dukaz. Nejdiiv ukdzeme, ze kazdé zobrazeni F': Ny — N/, popsanym zptisobem
komutujici s S a S’ uz je prosté. Kdyby nebylo, vezmeme (podle tlohy 1.4.6)
a < bz No, a nejmensi, ze F(a) = F(b). Pak a = 0y, jinak pfedchtdci S~!(a)
a S71(b) prvki a a b davaji spor s minimalitou a. Tedy F posild predchiidce
prvku b na pfedchidce prvku F(b) = F(0g) = 0, spor (0j nemé piedchidce).

Uvazme mnozinu M v8ech takovych zobrazeni f: A — N, ze A je poGatecni
tsek Ny, f(0g) =0p aa,S(a) € A= f(S(a)) = S'(f(a)). Naptiklad {(09,0p)} €
M (ted pouzivime mnoZinové pojeti zobrazeni, srovnej definice 1.2.18 a 1.2.19).
Tvrdime, Ze sjednoceni

F=Jf

feM
je hledany izomorfismus. Kdyz f,g € M, f(a) = b a g(a) = ¢, zfejmé b = ¢c—
sta¢l uvazit nejmensi © € Ny s f(x) # g(z). Sjednoceni F je tedy dobie defino-
vané zobrazeni z n&jakého pocéateéniho useku I C Ny do N, které pozadovanym
zpiisobem komutuje s S a S’. Zbyva ukazat, ze I = Ny a F je na N/, prostota
F uz plyne automaticky, jak jsme vidéli. Kdyby I # Ny, vezmeme nejmensi
a € No\I. Pak existuje f € M, e f je definované na piedchiidci b = S~1(a)
(ale ne na a). Pak ale g = f U {(a,S’(f(b)))} € M, ve sporu s nedefinovanosti
F na a. Tedy I = Ny. Podobné se indukci ukéze rovnost F(I) = N|. O

Pfirozena ¢isla s nulou jsou tedy aZ na izomorfismus jednoznac¢né urcena. Je to
diky tomu, zZe jsme princip indukce v axiomu 1.4.1 postulovali pro kazdou pod-
mnoZinu mnoZiny Ny. Situace se zméni (viz zavéreéné poznamky), pozadujeme-li
ho realisti¢téji jen pro podmnoziny popsatelné formuli. Jako kanonicka pfirozend
¢isla s nulou (Ng, 0, S) vezmeme ta z teorie mnoZin:

0=10, S(n) =nU{n}, No={0, 5(0), S(5(0)), S(5(5(0))), .-} -

Ze takova mnozina Nj existuje je jeden z mnozinovych axiomi, axiom neko-
necna.

Uloha 1.4.9. Jakd mnoZina predstavuje ¢islo 3 v mnoZinovém pojeti?

Obvyklé s¢itani a nasobeni prirozenych ¢isel definujeme indukci pomoci funkce
naslednika: pro m,n € Ny polozime

04+0:=0, n+ S(m)=5(n)+m:=Sn+m),
00 :=0, nS(m) :=nm+n, S(n)m:=nm+m.
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Uloha 1.4.10. Dokazte pro tyto operace indukci neutralitu proku 0 pro séitdni,
prvku 1 pro ndsobent, komutativitu a asociativitu séitani a ndsobeni a distribu-
tivitu ndsobeni vzhledem ke scitani.

Konecné zavedeme konecné a nekonecné mnoziny a v tlohach uvedeme jejich
nékteré dilezité vlastnosti.

Definice 1.4.11 ((ne)koneéné mnoziny). Mnozina M je koneénd, existuje-
li prosté zobrazeni z M do vlastniho pocdtecniho useku mnoZiny Ny (nebo ja-
kychkoli jingch prirozengch cisel s nulou Ny ). Kdyz takové zobrazeni neexistuje,
nazyvd se M nekonecnou mnozinou.

Uloha 1.4.12. Podmnozina konecné mnoziny je vZdy koneénd a nadmnozZina
nekonecné vidy nekonecnd. Sjednoceni dvou konecnych mnozin je vidy konecnd
mnozina.

Uloha 1.4.13. Dokaste, e M je konecnd, prdvé kdy? kazdé injektivni zobra-
zeni f: M — M je i surjektivni. Dokazte, Ze M je konecnd, pravé kdyz kaZdé
surjektivni zobrazeni f: M — M je i injektivnd.

Uloha 1.4.14. Naleznéte zobrazeni f: N — N, které je na a kazdé n € N v ném
ma nekonecné mnoho vzori. Umite ho zadat vzorcem?

Uloha 1.4.15. Dokaste, Ze M je nekonecnd, prdvé kdyz existuje injektivni zob-
razent f: N — M. Dokazte, Ze M je nekonecnd, prdvé kdyz existuje surjektiont
zobrazeni f: M — N.

Uloha 1.4.16. Dokaste: kdys existuje surjekce f: M — N, tak existuje injekce
g: N = M, a kdyZ existuje injekce f: M — N, tak existuje surjekce g: f(M) —
M.

Nasledujici véta je klasicky vysledek z pocatkt teorie mnozin. Pro koneéné
mnoziny je trivialni.
Uloha 1.4.17. Proc je Cantorova—Bernsteinova véta v pripadé konecnych mno-
Zin trividlni?
Véta 1.4.18 (Cantorova—Bernsteinova). M a N budte dvé libovolné mno-
ziny. Kdyz existuji prostd zobrazeni

ftM—-N a g:N—>M,

potom existuje bijekce h: M — N.

Diikaz. Pro zjednoduseni lze predpokladat, ze M NN = ) (k tomu se v zavéru
vratime). Injekce f a g bereme jako mnoziny upofddanych dvojic a nélezeni

(a,b)Eng
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oznacime jako Sipku a — b. Mame Sipkovou vlastnost: pro kazdé a € M U N
bud z a vede pravé jedna Sipka a do a zadna (typ 1) nebo do a iz a vede pravé
jedna Sipka, jedna patfici do f a druhd do g (typ 2). Pro uspotfddanou dvojici
(a,b), a # b, polozime -

(a, b) :={a, b}

(zapominani potradi obou prvki). Uvazime komponenty grafu

G=(MUN, E), E={(a,b)|(a,b) € fUg}.

Komponenta K C M U N je typu 1, obsahuje-li alespon jeden vrchol typu 1,
a jinak je typu 2. Necht K je typu 1 a ag € K je libovolny vrchol typu 1
(hned vyplyne, Ze je v K jediny). Pak je pravé jeden ay € K, Ze ag — ay a
jisté a1 # ag. Tedy a; je typu 2 a je pravé jeden ay € K, Ze a; — az a jisté
as # ag,ay (jinak bychom byli ve sporu s Sipkovou vlastnosti nebo tim, ze ag je
typu 1). Takto dostdvame nekoneénou posloupnost vzajemné raznych vrchold
ag, ay,as, ... v K spliujici a; — a;+1. Dokonce K = {ag, a1,as, ...}, protoze
pfipojeni vrcholu v K mimo {ag,a1,as,...} k této mnoziné cestou v G by
porusilo Sipkovou vlastnost ¢i to, Ze ag je typu 1. Necht K je typu 2 a ag € K je
libovolny vrchol (tedy typu 2). Pak mame jednozna¢né vrcholy aj,a_1 € K, Ze
a_1 — ag — aj a jisté a;,a_1 # ag. Nyni se ale muze stat, ze a; = a_;. Stane-li
se to, je K dvojcyklus ag <> a1. Jinak, pro a; # a_1, mame jednozna¢né vrcholy
ag,a_9 € K, %e a_o — a_1, a; — ag a jisté a_s,a9 # ap,a_1,a;. RozliSime
moznosti as = a_s a as # a_s a postupujeme stejné dale. Nakonec dostaneme,
ze bud K = {a_pn,a@—nyt1,...,00,01,...,a,} nebo K = {... a_1,a9,a1,...}
(oboustranné nekoneénéd posloupnost), kde n € N, vSechny a; jsou rizné az
na a_, = a, a vzdy a; — a;4+1 (pro i = n hodnotu ¢ + 1 definujeme jako
—n + 1). Komponenta K nemé jiné vrcholy nez a; z dtvodu, jaky jsme jiz
uvedli. Vezmeme mnozinu neuspotfadanych a disjunktnich dvojic

PZU{(%, ai+1)|i€Zjesudé} ,
K

kde sjednocujeme pres vSechny komponenty K grafu G a vrcholy a; € K jsou
ve vyse definovaném poradi ¢ = 0,1,... nebo ¢ = —n,...,0,...,n nebo i =
...,—1,0,1,... . Protoze kazdy a € M U N lezi v pravé jedné komponenté K
a v kazdé K se vrcholy M a N v potradi podle Sipek stridaji, je P perfektni
parovani mezi M a N: kazda dvojice {a,b} € P obsahuje vrchol z M a vrchol z
N a kazdy vrchol v M UN lezi v pravé jedné dvojici z P. Uspotfadame-li vSechny
dvojice v P tak, ze prvek z M je vzdy prvni, dostaneme bijekci h z M do N.
Ale co pro M NN # (7 Pak M a N nahradime disjunktnimi mnoZinami
M’ = {1} x M a N’ = {2} x N a zbytek nechame ¢tenaice do tlohy 1.4.20. O

Véta je ptipsdna némeckym matematikim Georgu Cantorovi (1845-1918) (na-
rodil se v Petrohradu v Rusku, proslul jako zakladatel teorie mnozin) a Felizi
Bernsteinovi (1878-1956) (zabyval se aplikovanou matematikou a je zndmy vy-
sledky o dédi¢nosti krevnich skupin). Vété se fikd i Schroderova—Bernsteinova,
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podle némeckého matematika a logika Ernsta Schrédera (1841-1902) (zndmého
pracemi o usporadanych mnozinach a v enumerativni kombinatorice vysledky

o poc¢tech riuznych uzavorkovani vyrazu, viz tzv. Schréderova cisla, posloupnost
A006318 v OEIS [160]).

Uloha 1.4.19. Kde jsme v dikazu pouZili, e M NN =0 a %e zobrazeni f a g
jsou prostd?

Uloha 1.4.20. Dokoncete dikaz Cantorovy—Bernsteinovy véty pro protinajici
se M a N prevedenim na disjunkini mnoZiny, jak je naznaceno na konci dikazu.

Nastinime jiny dikaz Cantorovy—Bernsteinovy véty, ktery je zaloZeny na
,»,SCItani* mnozin nekoneénymi fadami. Podrobnosti vsak pfenechame ¢tenari do
ulohy. Pro mnoziny A a B pomoci A ® B ozna¢ime jejich disjunktni sjednoceni

A®B:= ({1} x AU ({2} x B).

Pomoci A =~ B oznacime, Ze mezi mnozinami A a B existuje bijekce. C.—B. véta
se pak dokéze nésledovné (A, B,C, M, N, X,Y jsou mnoZiny).

e Plati lemma:
A=B@oA=3C: Ax(B&®B®B®...)aC
(vyklad nekone¢ného souétu B@® B @ B & ... je soulasti ulohy).
o Kdyz existuji injekce z M do N a z N do M, pak existuji néjaké A a B,
Ze N~A®&M a M~B®N .

e Pak tedy, diky asociativité &, mdme N =~ (A ¢ B) & N a podle lemmatu
existuje C, Ze

N~(AeB)®(AeB)®...)aC.

Tedy
M~Bo(AeB)o(AeB)®...)aC).

e Diky asociativité a nekonec¢né asociativité operace &P,
M=~(B®A)&BaAGBoAG...)aC.
e Operace @ je i komutativni, X Y ~ Y & X, takze
N=(AeoB)®(A®B)®...)oC =~ (BOA)D(BOA)®...)dC~M .
Tedy N ~ M.

Uloha 1.4.21 (trochu pracnéjsi). Dopliite podrobnosti a argumenty v tomto
ndcrtu dikazu Cantorovy—Bernsteinovy véty pomoci operace @.

29



1.5 Dva dikazy

Dokdzeme indukci Bernoulliovu nerovnost a sporem nefesitelnost rovnice x2 = 2
v oboru zlomkii.

Uvedeme dva priklady matematickych dikazt. Prvni je dikaz indukci a
druhy dikaz sporem.

Tvrzeni 1.5.1 (Bernoulliova nerovnost). Pro kaZdé rediné &islo x > —1 a
celé ¢islo n > 0 je pravda, Ze

1+2)">1+nzx.

Dukaz. Indukci podle exponentu n. Zacatek indukce: nerovnost dokdZeme pro
pocate¢ni hodnotu n = 0. To je jasné, LS (leva strana) je (1 +z)° =1 a PS
téz 1 + 0z = 1. Indukeni krok: predpoklddame platnost nerovnosti pro danou
hodnotu n a odvodime, Ze plati pro o 1 zvétsenou hodnotu n + 1. Postupujeme
takto:

14+2)" > 1+nx,
1+2)1+2)" > (1+z)(1+nz),
1+2z)"" > 1+nz+z+n2® =1+ (n+1z+nz?,
(1+2)"™" > 14+ Mm+1)z.

Predpoklad (1. fadek) jsme vynasobili (LS i PS) nezdporngm &islem 1 + x, coz
platnost nerovnosti zachova. Ve vzniklé nerovnosti je LS co potfebujeme (tj.
LS Bernoulliovy nerovnosti pro n + 1), ale PS m4 navic ¢len nz? (viz 2. a
3. tadek). Tento ¢len je ale nastésti vzdy nezdporny, nz? > 0, takze po jeho
vypusténi se PS nezvétsi a dostdvame platnou nerovnost na 4. fadku, coz je
pfesné Bernoulliova nerovnost pro n+ 1. Dtikaz indukci je iplny. Podle za¢atku
indukce totiz Bernoulliova nerovnost plati pro n = 0. Podle indukéniho kroku
tedy plati i pro n = 1. Znovu podle indukéniho kroku tedy plati i pro n = 2.
A tak dél a dal, n probé&hne celé Ng = {0,1,2,...} (kdyby ne, uvazte nejmensi
n € Ny, Ze B. nerovnost neplati) a Bernoulliova nerovnost tak plati pro kazdé
ne€Ngakazdé x e Rsxz > —1. O

Uloha 1.5.2. V dikazu jsme micky presli pripad x = —1 an = 0, kdy jsme na
levé strané vzali hodnotu
0°=1.

Neni ale 0° = 02 KdyZ o, > 0 jsou redlnd ¢&isla jdouci k 0 a o k ni jde
podstatné rychleji nez B, pak o jde k 0, takZe v této situaci 0° = 0. Neni tu
néjaky problém?

Uloha 1.5.3. Dokaste, e Bernoulliova nerovnost plati dokonce pro kazdé cislo
n v Ng a redlné x > —2.
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Nerovnost je nazvéna podle basilejského matematika Jacoba Bernoulliho (1655-
1705) (ve spisu Ars Conjectandi polozil zéklady teorie pravdépodobnosti, mimo
jiné uvedl tzv. zdkon velkych ¢isel). V dikazu jsme obé strany nésobili nezépor-
nym ¢initelem. Castou pfi¢inou chyb v manipulacich s nerovnostmi je vynaso-
beni obou stran veli¢inou, kterd mize byt nékdy zaporna, a neotoceni nerovnosti
v téchto ptipadech. Déle jsme vyuzili toho, ze pro kazdé realné éislo z je 22 > 0.
Bez prehanéni lze Fici, ze celd matematickd analyza s aplikacemi (analyticka te-
orie ¢isel, matematickd fyzika, numerickd matematika a dalsi) spocivd v uméni
zachazet s nerovnostmi a odhady.

Uloha 1.5.4. Dokaste, %e pro kazdd dvé nezdpornd redlnd ¢isla a,b plati nerov-

nost b
“;r > Vab.

Uloha 1.5.5 (trojthelnikova nerovnost). Dokazte, Ze pro kazdou konecnou
posloupnost redlnych cisel ay,as,...,a; € R plati nerovnost

lar +ag + -+ + ag| < |ai| + |ag| + -+ + |ak] -

Uloha 1.5.6. Pro¢ se této nerovnosti 7ikd trojiuhelnikovd?

Ve druhém dtikazu dokézeme iracionalitu v/2. Realna ¢isla jsme vlastné jesté
nezavedli, a tak to musime trochu preformulovat.

Tvrzeni 1.5.7 (iracionalita €isla V2). Pro zddny zlomek % neni pravda, Ze
(%)2 = 2. Rownice
22 =2

tedy v oboru raciondlnich cisel Q nemd reseni.

Dukaz. Povedeme ho sporem. Kdyz (%)2 = 2 pro néjaky zlomek 7 € Q, tak

a? = 2b% pro néjaka ¢isla a,b € N. Ukazeme ale, Ze rovnice

2 =2y

2
nemé v oboru N feSeni. Pro spor bud a,b € N feSeni s nejmensi slozkou a (podle
axiomu 1.4.1 a tlohy 1.4.6 m& kazda neprazdna podmnozina N nejmensi prvek).
Z a? = 2b? plyne sudost &isla a? a nerovnost b < a. Tedy i a je sudé a a = 2¢
pro né&jaké ¢ € N. (Kdyby totiz a = 2¢+ 1 bylo liché, bylo by a? = 4c? +4c+1 =
2(2¢2 + 2¢) + 1 liché, coz by protifecilo sudosti a?.) Takze

a? = 2%,
(2c) = 2%
42 = 22,
22 = b,
¥ o= 22
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Z teseni a,b rovnice 22 = 2y? jsme tak odvodili dalsi feseni b,c. Ale b < a a
mame spor s minimalitou a. o

Také jsme tim dokazali, Ze rovnice 22 = 2y ma v oboru celych &sel Z jen
trividlni feSeni © = y = 0. Nésledujici dikaz je podobny.

Uloha 1.5.8. Ukazte, Ze kdyz a,b € N spliiuje a®> = 2b%, pak rovnici 2% = 2y?
7est v N i dvojice 2b — a,a — b. Opét sporem dokazte, Ze v N TeSeni neexistuje.

Takze V2 € R\Q a V/2 je iracionalni ¢islo (v oddilu 1.7 fekneme pfesné, co je
V2, a dokézeme, 7e existuje). Toto ¢islo nAm umoziuje v R snadno aritmeticky
realizovat kopii kartézského ¢étverce Q% = Q x Q.

Uloha 1.5.9. Ukazte, Ze funkce
[ Q=R (0,8) = a+BV2,

je prostd. Je to tedy bijekce mezi Q% a obrazem f.

1.6 Ciselné obory

Zlomky a archimédovské usporddané teleso. Nearchimédovské usporidané teleso
obsahujici infinitesimdlni proky, kladné prvky nekonecné blizke nule.

Zname ¢iselné obory
NcZcQcRcC.

Pfirozend ¢isla N = {1,2,...} jsme relativné podrobné zavedli v oddilu 1.4.
Z =NuU{0,-1,-2,...} jsou celd ¢isla (symbol pro né pochézi z némeckého die
Zahlen— ¢isla),

Q:{%m,bez,byéo}

jsou racionalni ¢isla ¢ili zlomky, realna ¢isla si pfedstavujeme jako na obé strany
do nekonecna se tahnouci nekoneéné hustou primku

R

C={a+bilabeR}, i*=-1,

jsou ¢isla komplexni, jimiz se nebudeme moc zabyvat. Ze ¢tyt horejsich inkluzi je
zcela presna jen prvni, N C Z, ostatni jsou pouze vnofeni, kdy skutec¢nou inkluzi
dostaneme zménou formatu prvku. Cislo z € Z se stane prvkem Q, napiSeme-li
ho jako %. Zlomek o € Q je prvkem i R po vyjadieni v desetinném zapisu (R
pojimame pomoci desetinnych rozvojt), napiiklad % =0.11111.... Cisloa € R
je 1 komplexni, prvek C, po napsani ve tvaru a + 0i. Rozsifovani ¢iselnych obort

vynutila TeSitelnost rovnic. Rovnice 5 + x = 3 nem4 feseni v N, ale v Z ano:

32



g. Rovnice z2 = 3

x = —2. Rovnice 52 = 3 nemé4 feSeni v Z, ale ve Q ano: x =
je nefesitelna ve Q, ale v R je FeSitelna ¢islem z = /3. Koneéné 22 = —3 v R
nema feseni, ale v C ji fesi x = V3.

Co presné R je si povime pozdéji, nyni zpfesnime definici racionalnich cisel.
Zlomek ¢ s a,b € Z, b # 0, je vlastné usporadana dvojice (a,b) € Z?, jen v
jiném zapisu. Na mnoziné zlomki

Z = 72\(Z x {0})

mame relaci ekvivalence

a C
ENE <— ad =bc.

Uloha 1.6.1. Ovéite, Ze ~ je relace ekvivalence na mnoziné Z.

Definice 1.6.2 (racionalni ¢islo). Raciondlni ¢islo je blok relace ekvivalence
~. MnoZina raciondlnich cisel Q, nepresné teceno zlomki, je tedy rozklad mno-
Ziny zlomkid Z podle ~ (viz definice 1.2.5),

Q=2Z/~={a/beZ?|b#0}/~ .

Napftiklad zlomek % € Z reprezentuje racionalni ¢islo

3a
10a
Kazdé raciondlni ¢islo mé jako reprezentanta zlomek § v zdkladnim tvaru, v
némz b > 0 a Citatel a a jmenovatel b jsou nesoudélna cisla. Pfipomenme si,

ze Cisla a,b € Z jsou nesoudélnd, pokud je spolecné déli pouze —1 a 1. Podle
nasledujici alohy jsou aritmetické operace na Q dobfe definované.

an\{O}} €qQ.

Uloha 1.6.3. Ovéite, Ze aritmetické operace +,—, x,: se zlomky respektuji
ekvivalenci ~. Znamend to, Ze pro «, 3,7,6 € Z plati implikace

a~fy~d= ey~ [fed,
kde e je kterdkoli ze ¢tyr uvedengch operaci.

Dvé racionalni ¢isla a, 8 € Q tedy napriklad vynasobime tak, Ze vynasobime
dva libovolné zlomky 7 € @ a § € 3 a vysledek je to racionélni ¢islo v € Q, ze
7 €N

Na vsSech ¢iselnych oborech mame aritmetické operace obvyklého s¢itani +
a nasobeni - a binarni relaci < ostrého linedrniho usporadani, kromé oboru C,
ktery relaci < nema. Pfipomeneme, jaké algebraické struktury tak vzniknou.

Definice 1.6.4 (okruh). Okruhem R = (R,+,-), podrobnéji veeno komuta-
tivnim okruhem s jednickou, se v algebre rozumi mnoZina R se dvéma bindrnimi
operacemi ,séitani“ + a ,ndsobeni® - (znak - se éasto vypousti a misto a - b se
pise jen ab) s ndsledujicimi vlastnostmi.

33



1. Jsou asociativni, pro kaZdé a,b,c € R je (a+b)+c =a+ (b+c¢) i
(ab)e = a(be).

2. Jsou komutativni, pro kazZdé a,b € R jea+b=0b+a i ab= ba.

3. Obé operace maji dva rizn€ neutrdlni prvky nulu 0 = 0g € R a jednicku
1=1r € R, pro kazdé a € R jea+0=a ial = a.

4. Ndasobent je distributivni vzhledem ke scitani, pro kazde a,b,c € R mdme
a(b+ c¢) = (ab) + (ac) = ab+ ac (zdvorky miZeme vynechat podle dohody,
Ze operace - vdZe silnéji nez + ).

5. Kazdy prvek md aditivni inverz, pro kazdé a € R existuje b € R, znacené
—a, 2ea+b=0.

Zakladnim prikladem jsou celé ¢isla Z s obvyklym s¢itanim a nasobenim.

Uloha 1.6.5. Prokim a € R okruhu, které maji multiplikativni inverz — proek
b € R splriujici ab = 1 — se Fikd jednotky okruhu (anglicky units, nezaménovat
prosim s jednickou). Naleznéte vSechny jednotky okruhu celych &isel a okruhu
Zsy4, coZ je mnozina {1,2,...,24} a séitdni a ndsobeni modulo 24. V kterém
kruhu je 0 jednotkou?

Definice 1.6.6 (téleso). Teéleso T = (T, +,-), podrobnéji feceno komutativni
téleso, je okruh, v némz kazZdy nenulovy prvek je jednotkou.

Zakladnim piikladem jsou zlomky @Q a obvyklé s¢itani a nasobeni.

Uloha 1.6.7. Pro které m € N je okruh Zy, ({1,2,...,m} se s¢itdnim a ndso-
benim modulo m) téleso?

vvvvvv

Definice 1.6.8 (usporadany okruh a uspofddané téleso). Okruh (téleso)
T = (T,+,-) je usporddany(€) ostrym linedrnim uspordddanim <, pokud pro
kaZdé tri proky a,b,c € T plati implikace

a<b=at+c<b+c a a<b&c>0=ac<bc.

Zlomky Q a realna c¢isla R jsou vzhledem ke standardnimu usporadani uspota-
dana télesa.

Co se tyce prirozenych ¢isel, (N, 4) je komutativni pologrupa (séitani je ko-
mutativni a asociativni) a (N, -) je komutativni monoid (je to komutativni polo-
grupa s neutrdlnim prvkem). Dohromady je (N, +,-) tzv. polookruh. P¥ikladem
nekomutativnich operaci je sklddani zobrazeni nebo fetézeni slov z tilohy 1.2.20.

Uloha 1.6.9. Pro které abecedy A je operace Tetézeni slov v A* komutationi?
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Uloha 1.6.10. Volngm pohybem v roviné R? rozumime posunuti o néjaky vek-
tor ¢i otocent kolem néjakeho bodu. V tiirozmérném prostoru R? jim rozumime
posunuti o néjaky vektor ¢i otoceni kolem néjaké primky. Je skdddni volnych
pohybi komutativni, je vysledek sloZeni nekolika z nich nezdvisly na poradi skld-
dani?

Uloha 1.6.11. Uvedte dalsi priklady konecnych okruhi a konecngjch téles. Ukazte,
Ze konecny usporddany okruh neexistuje.

Uloha 1.6.12. Okruh (R,+,-) se nazyjvd oborem integrity, kdyZ
ab=0=a=0Vvb=0.

Napriklad celd éisla tvoii obor integrity a kaZdé téleso je obor integrity (proc?).
Dokazte, ze kazdy konecny obor integrity uz je téleso. Ndpovéda: uloha 1.4.183.

Ptipomenme si, Ze ¢islo p € N je prvocislo, pravé kdyz p > 1 a jediné multipli-
kativni rozklady p = ki, k,l € N, jsou ty trividlni s {k,{} = {1,p}. Mnozina
prvocisel zac¢ina

P=1{23,5 7 11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37, ...} .

Uloha 1.6.13. Dokazte, Ze kazdé konecné téleso T md p* prokd, kde k € N @
p je prvocislo.

Usporadané téleso (T, +, -, <) je archimédovské, kdyz

n séitanci

VaeTdIneN: np=1p+1lp+---+1p>a.

(17 oznacuje jednic¢ku v T'). Kazdy prvek z T tak lze pfesdhnout opakovanym
nacitanim jednicky. Pfivlastek archimédovsky odkazuje na feckého fyzika, as-
tronoma, matematika a konstruktéra Archiméda ze Syrakus (cca —287 — cca
—212) (ve vypoctech ploch a objemt pfedjimal integralni pocet, spocetl pfi-
bliznou hodnotu ¢isla 7). Télesa Q a R jsou archimédovskd. Uspofadané téleso,
které neni archimédovské, je nearchimédovské. Piiklad takového t&lesa ted pred-
vedeme.

Nearchimédovské téleso

Sestrojime usporadané téleso 1" obsahujici prvky a vétsi nez vSechna pfiro-
zend Cisla, presnéji fe¢eno, nez vSechny kopie ny prirozenych cisel n € N v T.
Takovy prvek a v T pak je nekonecné velky. Pak ale pro kazdé n € N je i

1 1
0<-<—
a nr
a é je na druhou stranu nekonecéné maly, infinitesimdlni kladny prvek v T'. Pro
jednoduchost znaceni budeme index v np Casto vypoustét a psat pouze n a
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podobné i N misto Np, i kdyz ptijde ne pfimo o ptirozené ¢isla, ale o jejich kopii
vT.

Nejprve zavedeme na mnoziné slov Z* = {apa ...an | a; € Z} nad neko-
necnou abecedou celych ¢isel relaci <:

agy ...ay, < boby...b, < Ji: ai<bi&(j>i:aj:bj),

kde < je obvyklé uspofadéani celych cisel a hodnoty am+1, @my2,... & bpy1,
bnta,... se doplni jako nuly. Na poslednim misté (¢teme-li zleva), kde se obé
slova lisi, je tedy 4Cko mensi.

Uloha 1.6.14. Dokaste, ze (Z*, <) je ostré linedrni uspordddni.
Linearni uspoiddani < preneseme ze Z* na okruh
Zlz] :={ap +arx+ -+ apa" | a; € Z,n € No}

polynomi s celo¢iselnymi koeficienty a obvyklym sc¢itdnim a nasobenim mnoho-
¢lent. Klademe (a;,b; € Z)

ap+a1r+ -+ amxr™ <bg+bix+---+b,2" <= agai...am <bob1...b, .

Uloha 1.6.15. Necht a,b € Z[x] jsou dva rizné polynomy. Dokaste, %e a(x) <
b(x), pravé kdyz existuje ng € N, Ze pro n € N plati

n>ng = a(n) < b(n).

Relace a(x) < b(x) tak znamend, Ze jako funkce maji a a b hodnoty spliiujici
a(x) < b(x) pro vSechna velkd « € N. Naptiklad

100052 +20000 < z°—2r—1 a 2°+102*—32*—22+5 < 2°+102* - 32> —2+7 .
Uloha 1.6.16. Dokaste, 7e (Z[z],+,-, <) je usporddany okruh.

Zlomky polynomi % a,b € Z[x] a b # 0, séitdme, nasobime a délime obvyklym

zpusobem, stejné jako obycejné zlomky. S pomoci relace ekvivalence % ~

223 <~ a(x)d(z) = b(x)c(x) dostavdme téleso raciondlnich funkei Z(x)s

celociselnymi koeficienty,
Z(z) = {(m) a,b € Zz], b;«éO}/N .

S

oS

(z)

néme si, ze Z(x) obsahuje kopii télesa Q. Uspofadani < rozsifime ze Z[x] na
Z(z): kdyz jsou mnohocleny b(z) a d(x) kladné, to jest maji kladné vedouci
koeficienty (coZ miizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddat), klademe

a(x)  c(z)

o) < ) <= a(r)d(x) < c(x)b(x) .
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Uloha 1.6.17. Dokaste, 7e (Z(x),+,-, <) je uspoiddané téleso.

Téleso T = (Z(x),+,-,<) je vSak nearchimédovské: pro kazdé n € N plati
nerovnosti

1 1

n<zr al<—-—<—,

T n
kde n, 0 a % bereme samoziejmé jako konstantni polynomy n + 0z + 0z2 + . ..
atd. Takze x je nekonecné velky prvek a % je nekonec¢né maly kladny prvek. Nic
mystického v tom neni, identicky polynom p(x) = x prosté pro velké kladné x
hodnotami preroste jakykoli konstantni polynom.

Piiklad nearchimédovského télesa (Z(z), +, -, <) neni v nasi uéebnici samot-
¢elny, protoze matematickd analyza se kromé dobfe znamého archimédovského
télesa R péstuje i v nearchimédovskych télesech s nekonecéné velkymi a neko-
necné malymi prvky. Tomu se ale vénovat nebudeme.

1.7 Realna disla

Definice dplného usporddanéeho télesa. Dukaz, Ze kdyZ takové téleso existuje, je
jediné az na izomorfismus. Nacrt Cantorovy a Dedekindovy konstrukce redlnyjch
¢éisel. Nastin konstrukce redlngch &isel pomoci desetinnijch rozvoji (je podrobné
provedena v posledni kapitole). Dikaz neiplnosti télesa zlomki. Dikaz iplnosti
télesa redlnych cisel a jeji dusledky — Tesitelnost riznych rovnic redlnymi cisly.
Definice spocetné mnoZiny a algebraického c¢isla. Dukaz nespocetnosti redlngch
cisel a existence nealgebraickych cisel.

Pripomerite si definici 1.2.11 suprema podmnoziny linearniho uspofadani.
Je-li (T, +, -, <) libovolné uspotradané téleso, pak ne kazda podmnozina X C T
mé supremum. Prazdnd mnoZina ho nemé, protoze H(()) = T a (T, <) nemd
nejmensi prvek (kdyby m € T byl nejmensi prvek v T', byl by m—1 mensi prvek).
Ani 7z4dné shora neomezend mnozina X, naptiklad X = N v archimédovském
télese, nema supremum, protoze ma prazdnou mnozinu hornich mezi. Pokud uz
kazda jind podmnozina, neprazdna a shora omezend, supremum mé, mluvime o
uplném uspordadaném télese. Té€leso Q tplné neni, jak za chvili ukdZzeme, ale R
je. Vlastné to je jediné uplné uspoiadané téleso.

Definice 1.7.1 (Gplné uspoiadané téleso). Uplngm uspoiddanym télesem
rozumime uspotadané téleso (T, +,-, <), v némZ kaZdd neprdzdnd a shora ome-
zend mnoZina X C T md supremum, coZ je nejmensi prvek mnoziny H(X)
hornich mezi X.

Tvrzeni 1.7.2 (Gplnost dava archimédovskost). KaZdé upiné usporddané
téleso je archimédovske.

Dukaz. Necht (T, 4+, -, <) je Gplné usporddané téleso. Pro spor vezmeme v T
nekonecné velky prvek a € T: pro kazdé n € N je je n < a. Tedy a € H(N) a
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N je v T shora omezend a mé supremum s = sup(N) € T. Podle aproximaéni
vlastnosti suprema existuje n € N, ze s — % <n < s. Tedy

1
n—|—1>s—|—§>s an+l>s,
coz je vzhledem k n + 1 € N spor s tim, Ze s je horni mezi N. ]
Reéalna ¢isla charakterizuje nasledujici véta.

Véta 1.7.3 (o R). Ezistuje uplné uspotddané téleso. KaZdd dvé dplnd uspord-
dané télesa jsou izomorfni, strukturné totoznd. Toto aZ na izomorfismus jediné
uplné usporddané téleso nazyvdme R, redlnd cisla.

Druhou ¢4st véty, o izomorfismu, dokéZeme ted. Podrobny dukaz prvni, exis-
tenc¢ni, ¢asti ponechavame do posledni kapitoly, kde realna ¢isla sestrojime jako
nekonecné desetinné rozvoje. Zde tuto konstrukci pouze nacértneme, stejné jako
dvé klasické konstrukce.

Co rozumime izomorfismem usporadanych téles

T=T,+,-<) alU=(U®, o, <)?

Je to bijekce f: T — U respektujici obé operace a usporadani: pro kazdé dva
prvky a,b € T je pravda, ze

fla+b) = f(a)® f(b), fla-b)=fla)©f(b) a a<b <= fla) < [f(b).

Obé uspotradana télesa tedy maji shodnou strukturu, jen se jejich prvky jinak
»jmenuji“. Jak takovy izomorfismus funguje uvidime nejlépe v dikazu druhé
casti predchozi véty.

Tvrzeni 1.7.4 (jednoznacnost R). KaZdd dvé uplnd uspotddané télesa jsou
izomorfni.

Dukaz. T a U budte Uplnad uspofddana télesa s operacemi a uspofadanimi
oznacenymi jako vySe. Kopie celych ¢isel m € Z v T oznacime jako mp € T,
takze Op je aditivni neutrdlni prvek v T, prom > 0jemp :=1p+1p+---+1p
s m séitanci (17 je multiplikativni neutralni prvek v T') a pro m < 0 je mp =
—(=m)p. Pro m,n € Z, n # 0, pak definujeme

()=
n/rT nr

(leva zlomkové Céra je déleni v Q a pravé je déleni v T'). MnozZinu téchto kopii
zlomki v T oznadime jako Q7. Podobné prvky definujeme v télese U. Zobrazeni
f:Qr — Qu,

f((m/n)r) = (m/n)u ,
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pak je izomorfismus uspofddanych téles Qr a Qp (tloha 1.7.5). Rozsifime ho
na f: T — U. Pro a € T definujeme

f(a):= Sl(}p(Ma), kde M, =f{a€Qr|a<a}).

Definice je korektni, M, je neprazdna a shora omezend (podle achimédovskosti
T pro néjaké n € N je np > a i np > —a, coz implikuje —nr < a, tedy
(—n)y € M, a téz ny je horni mezi M, ). Patrné

sup{a €Qr |a<a})=a
T

(tloha 1.7.6). Pro a € Qr se tak nova hodnota f(a) shoduje se starou. Ovéiime,
ze ziskané rozsireni

fiT U

je bijekce a ze respektuje obé operace a usporadani.
Pro a,b € T s a < b podle archimédovskosti T vezmeme zlomky ¢, d € Qr s

a<c<d<b

(tloha 1.7.7). Pak f(a) < f(c) < f(d) = f(b) podle definice f (f(c) je horni
mezi M,, ¢ < d a f(d) € My). Tedy f(a) < f(b) a zobrazeni f je prosté. Prvek
b € U bud libovolny a uvazme mnozinu

No=f"{aeQula=b}).

Jako pro M, se vidi, Ze je neprazdnéd a shora omezend, takze polozime a :=
supy(Ny). Jak z tlohy 1.7.6 vime, M, = f(Np) a supy (M,) =b. Tedy f(a) =b
a zobrazeni f je na.

Necht a,b € T. Ze f zachovavéa usporddani,

a<b <= f(a) < f(b),
jsme jiz dokézali v ramci dikazu prostoty f. Nyni dokazeme, ze
fla-b) = f(a) ® f(b).
Mizeme piedpokladat, ze a,b > 0p. Mame tak v U dokézat rovnost

sup(Mo.) = sup(M,) © sup(Mp) .
U U U

Diky aproximacni vlastnosti suprema pro dané kladné ¢ € U existuje kladné
v € Qr, ze
y<a-ba f(y)> fla-b)oe.

V rovnici v = a - 1 ¢initel a nahradime trochu mensim zlomkem o a polozime
p = L. Dostaneme tak kladné o, 3 € Qr, ze a < a, f < bay = a-f. Pak
ovsem

fla-b)oe < f(v) = fla)© f(B) < fla) © f(b) .
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Na druhou stranu pro dané kladné € € U stejné vezmeme kladné prvky «, 5 v
QT7 ze

a<a, f<b, fla)oe< fla) a f(b)oe=<f(B).
Pak

fla)ofb)oeo(fla) o f(b) < (fla)oe)o (f(b)oe)
< fla)© f(B) = fla-B) < fla-b),

protoze « - 5 < a - b. Pro kazdé kladné ¢ € U tak mame

fla-b)oe=<fla)© f(b) < fla-b)®eo (fa)® f(V)) -

Tudiz f(a-b) = f(a) © f(b). Podobné se dokaze, Ze f respektuje séiténi. O

Uloha 1.7.5. Ukaste, Ze f: Qr — Qu, (a/b)r — (a/b)y, je izomorfismus
usporddangch téles.

Uloha 1.7.6. Dokazte, %e v archimédovském uspoiddaném télese T pro kazdy
prvek a € T je
sup{a€Qr|a<a})=a.

Uloha 1.7.7. Dokazte, Ze v archimédovském usporddaném télese T pro kaidé
dva prvky a < b existuji zlomky c,d € Qr, Zea < ¢ < d < b.

Zbyva ovsem dokazat prvni ¢ast véty 1.7.3. Jak jsme uz napsali, podrobné
to provedeme v posledni kapitole. Nyni dvé klasické a jednu méné klasickou
konstrukci R nastinime.

Nastin Cantorovy a Dedekindovy konstrukce R

Cantorova konstrukce R. Posloupnost zlomki (a,) C Q nazveme cau-

chyovskou, kdyz pro kazdé k € N existuje index ng € Ny, Ze
1
m,n>n0:|am—an\<g.

Cleny posloupnosti se tak k sobé vzijemné neomezené blizi. Termin odkazuje
na francouzského matematika Augustina Louise Cauchyho (1789-1857) (jeden
z hlavnich tvircd matematické analyzy, zalozil analyzu komplexnich funkci
komplexni proménné, v exilu pobyval v Cechich). Dvé posloupnosti zlomki
(an), (by) C Q jsou ekvivalentni, znaceno (a,) ~ (byn), kdyz pro kazdé k € N
existuje index ng, Ze n > ng = |a, —by| < % Odpovidajici ¢leny obou posloup-
nosti se tak k sobé neomezené piiblizuji.

Uloha 1.7.8. Relace ~ je ekvivalence na mnoZiné posloupnosti zlomkii.
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Definice 1.7.9 (Cantorova definice redlnych ¢&isel). Klademe
R = {cauchyovské posloupnosti zlomki}/~ .

Na takto definovanych realnych ¢islech se s¢itani a nasobeni zavede po slozkach.
Mnozina Q je do R vnofena konstantnimi posloupnostmi,

Qaa~[(0,a,...)] eR,

zlomku « tak odpovidd blok ~ obsahujici konstantni posloupnost (o, c,...).
Spolu s nize popsanym linedrnim uspofadanim pak vznikne uplné uspotfadané
téleso.

Uloha 1.7.10. Pro dvé posloupnosti zlomki a = (a,,) a b = (b,) reprezentujici
dva ruzn€ prvky a,b € R poloZime

a<b <= dng: n>ng=a, <b, .

Dokazte, Ze tak korektné definujeme ostré linedrni usporaddni (R, <). Dokazte,
Ze v ném md kazZdd neprdazdnd a shora omezend podmnozina R supremum.

Dedekindova konstrukce R pochézi od némeckého matematika Richarda
Dedekinda (1831-1916) (jeho dalsi dilezité préce jsou z algebraické teorie Gisel
a z teorie ideall), ktery ji zvefejnil v r. 1872, ale podle vlastnich slov na ni
ptigel jiz o 14 let diive. Rezem na mnoziné zlomkt Q nazveme kazdou takovou
usporadanou dvojici mnozin (A, B), ze (i) AUB = Q, (ii) A, B # 0, (ili) A < B
(pro kazdé a € Aab e B jea<b) a (iv) mnozina A nemé nejvétsi prvek.
Definice 1.7.11 (Dedekindova definice realnych ¢&isel). Klademe

R = {(A,B) | (A, B) je fez na mnoziné raciondlnich cisel} .

Na této mnoziné R lze opét zavést s¢itani, nasobeni a relaci usporadani tak, ze
vznikne Uplné uspotradané téleso.

Uloha 1.7.12. Pro dva rizné vezy a = (A, B) a b= (C, D) na Q odpovidagici
dvéma riznym prvkim a,b € R polozime

a<b << AcCC.

Dokazte, Ze tak definujeme ostré linedrni usporddani (R, <). Dokazte, Ze v ném
md kaZdd neprdzdnd a shora omezend podmnoZzina R supremum.

Nastin konstrukce R nekoneénymi desetinnymi rozvoji

Reéln4 ¢isla zavedeme jako nekoneéné desetinné rozvoje. Jejich pfiklady jsou
tfeba

0=-0.00..., —5089.335..., 40.125 = +40.12500... ¢ —m = —3.14159...

(prvni a tieti vypustka ... znamena samé nuly, ¢tvrtd pokracovani jednoznacné
uréeného rozvoje ¢isla 7 a druhd je blize neurdend). Podrobné je tato konstrukce
realnych Cisel popsana v posledni kapitole 6.
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Definice 1.7.13 (realné ¢&islo). Necht R je mnoZina viech oznaménkovanych
nekonecnijch posloupnosti

R = {:I:aoalag - | ag € Ng,a1,as,--- € {0, 1,2,3,4,5,6, 7,8,9}} R
kterym Tikdme rozvoje. MnoZina redlnych cisel R je rozklad
R=R/~

podle ndsledugjici ekvivalence ~. Pro kazdé r,v' € R je samoziejmé r ~ r a
r ~ 71" = 1" ~ r. Ddle +000--- ~ —000... a pro kaZdé a9 € Ny a k-tici
ai,ag,...,a; € {0,1,...,9} sar >0, k € Ng a k=0 je povoleno, klademe

tapajas...ar000- - ~ tapaias...ap—1(ar —1)999... ,
se stejngm znaménkem na obou strandch.

Ekvivalence ~ tak zachycuje dvoji zapisy jednoho realného ¢isla, jako napiiklad
—40.125000... = —40.124999 ..., +17.000... = +16.999...

a podobné, a dale to, Ze na znaménku nuly nezalezi. Mnozinu R tvofi triviadlni
jednoprvkové bloky rozvoji nekoncicich ani nekoneéné mnoha devitkami ani
nekone¢né mnoha nulami a popsané dvouprvkové bloky.

V praxi zapisy desetinnych rozvoji podle definice 1.7.13 zjednoduSujeme
nasledujicimi konvencemi. Prvni ¢len rozvoje ag je od nasledujicich oddélen de-
setinnou teckou ¢i ¢arkou a samotné ag je obvykle zapsano slovem nad abecedou
{0,1,...,9} v dekadickém zé&pisu. Znaménko + se vynechava, stejné jako neko-
necné useky nul. Nenasleduje-li za desetinnou teckou nic, je vynechana. Elipsa

. znamend, ze pokracovani rozvoje je z kontextu jasné —dokazeme samo-
ziejmé zapsat jen koneéné a to jesté neptilis dlouhé rozvoje, o nekoneénych si
jen vypravime.

Pripomeneme si obvyklé usporadani redlnych cisel.

Definice 1.7.14 (uspofddani R a R). Necht a = +agay ... a b = *bob; ...
jsou dva rozvoje. Bez ujmy na obecnosti jsou obé znaménka +, dalsi pripady se
na tento snadno prevedou. Pak klademe

a<b < JkeNy: aj=0b; pro0<j <k, alea, <by,
kde < a < na pravé strané ekvivalence je obvyklé uspordddni celych cisel. Pro
dvé riuznd redlnd cisla « a B reprezentovand rozvoji a a b, a o4 b, definujeme

a < B, prave kdyz a < b.

Uloha 1.7.15. Jak prevedeme porovndni dvou rozvoji s obecnijmi znaménky na
pripad dvou kladnych?
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Jde vlastné o lezikografické (slovnikové) usporadéni podle cifer a,, a b, v poradi
dilezitosti zleva doprava. Dokazete, ze < je ostré linearni usporadani na R i
na R. Toto usporadani osvétluje, pro¢ se rozvoje jako —1.00... a —0.99... v
~ ztotoznuji. Skokem v linedrnim uspofadani (X, <) rozumime takovou dvojici
{a,b} C X, a#b, 7e pro 74dné c € X neni a < ¢ < b ani b < ¢ < a. Rekneme,
ze (X, <) je husté linedrni uspordaddni, pokud pro kazdé dva prvky a < bz X
existuje ¢ € X, Ze a < ¢ < b. Linearni uspofadani je tedy husté, pravé kdyz
nema zadny skok.

Uloha 1.7.16 (o skoku). Necht (X, <) je linedrni uspoidddni, jehoZ vsechny
skoky jsou disjunktni, a S je relace na X definovand: aSbh, privé kdyz a = b
nebo {a,b} je skok. DokaZte, Ze S je ekvivalence a (X/S, <) (kde < preneseme
na X/S ziejmym zpisobem) je korektné definované husté linedrni uspordddns.

Uloha 1.7.17. Dokazte, Ze (R, <) z definice 1.7.14 je ostré linedrni uspord-
dani. Dokazte, Ze skoky v (R, <) jsou presné dvouprvkové bloky ekvivalence ~ z
definice 1.7.13.

Kombinace obou tloh ukazuje, ze definice uspofddani (R, <) na redlnych ¢&islech
je korektni a ze toto usporadani je husté.

Jak se redlna cisla zadana rozvoji scitaji a nasobi? Definujeme to pomoci
formalni konvergence posloupnosti rozvoji a pomoci zkraceni (rozvoji). Po-
sloupnost o = (a(M,a®, .. .) rozvojt a(™ = :i:aén)agn) ... formdlné konverguje,
kdyZ je znaménko rozvoje a™) od ur¢itého indexu n dale neménné a kdyz pro
kazdé k € Ny existuje ng € N, ze n > ng = a,(cn) = a,(ﬁnﬂ), to jest k-ta cifra
rozvoje a™ je od indexu ng 4+ 1 dale neménna. Formdini limitou posloupnosti
«a pak rozumime rozvoj tvoreny stabilizovanym znaménkem a stabilizovanymi
ciframi rozvoju a). Zkrdcend je rozvoj, ktery ma od jistého indexu dale pouze
nuly. Pro index n € Ny je n-t€ zkrdceni a|n rozvoje a = *apay ... rozvoj se
stejnym znaménkem a ciframi od (n + 1)-té dale nahrazenymi nulami,

a|n:= +apay...a,000... .

Zkraceni chapeme i jako zlomek,

ay a9 (07%
apal a, 000 <a0 + 10 + 102 + + 10n>

Naopak, kazdy zlomek a/b se jmenovatelem rovnym mocniné 10 chdpeme pii-
rozené i jako zkraceni, naptiklad

987 3948

—— = ——— = —39.48 = —39.48000 - - - = —(39)48000... .
25 100 (39)

Mnozinu vSech zkraceni oznac¢ime jako T. VSimnéme si, ze kazdy dvouprvkovy
blok ekvivalence ~, kromé {40.00...,—0.00... }, obsahuje pravé jedno zkraceni
a kazdé zkraceni je prvkem dvouprvkového bloku.
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Uloha 1.7.18. Nechf a = +aga ... je rozvoj. Pak posloupnost zkrdcent
(@0, all, a|2, ...)
formadlné konverguje a jeji formdlni limita je a.

Na zkréacenich branych jako zlomky tak mame definované séitani a nasobeni. Po-
sloupnost zkraceni (a(l), a®, ... ) je cauchyouvskd, kdyz pro kazdé k € N existuje
ng €N, ze m,n > ng = |a™ — a(™| < 1/k. V kontrastu s obvyklymi limitami
posloupnosti (viz budouci véta 2.2.12) cauchyovska posloupnost zkraceni nemusi
mit forméalni limitu. Jednoduché piiklady jsou

+1.00..., —0.100..., +0.0100..., —0.00100..., +0.000100..., ...

~1.00..., —0.900..., —1.00..., —0.9900...,—1.00..., —0.99900..., ... .

Obé posloupnosti jsou cauchyovské, ale v prvni se nestabilizuje znaménko a
ve druhé cifry. Jak ale dokdzeme v kapitole 6, kazda cauchyovska posloupnost
zkraceni (a(l), a?, .. .) mé formdalni limitu v R—d4 se napsat jako sjednoceni
dvou formélné konvergentnich podposloupnosti s formalnimi limitami a,b €
R, jeZz se mohou (ale nemusi) ligit, avSak jsou vzdy ekvivalentni, a ~ b. To
presné ilustruji obé predchozi posloupnosti. Formdlni limitu v R cauchyovské
posloupnosti zkraceni pak definujeme jako realné ¢islo

liﬂléna(") ={ceR|c~a}={ceR|c~b}eR.

Snadno se vidi (viz kapitola 6), Ze posloupnost zkraceni jakéhokoli rozvoje je
cauchyovska a ze cauchyovskost se zachovava soucty i souc¢iny. Tim se otevira
cesta k pfirozené definici aritmetickych operaci s redlnymi ¢isly.

Definice 1.7.19 (aritmetika v R). Necht a = tagay ... a b= tbgob; ... jsou
rozvoje dvou redlnych cisel. Jejich soucet, resp. soucin, definujeme jako formdlni
limitu v R posloupnosti souctu, resp. soucini, zkrdceni a a b:

a—|—b:zli]11§1(a\n+b|n) a ab:= liﬂgn((a|n)(b|n)).

Naptiklad pro realné ¢isla s rozvoji a = +1.00... a b = —0.99... mame po-
sloupnost

(a|n+b|n)=(4+1.00..., +0.100..., +0.0100..., ...),
jez méa dokonce formalni limitu, rovnou rozvoji +0.00.... Definice 1.7.19 tak

dava a + b = 0, jak jsme cekali. (Plati dokonce vice, nez s ¢im se spokojuje
definice 1.7.19, totiz Ze posloupnosti zkrdceni tvaru (a|n+b|n) a ((a|n)(b|n))
maji vzdy formélni limitu v R a ne pouze v R, ale to uz si nechdme do 6.
kapitoly.)
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Véta 1.7.20 (R pomoci rozvoju). Séitdni a ndsobeni redlnijch cisel v defi-
nici 1.7.19 je korekini — posloupnosti soucti a soucinu zkrdceni rozvoji dvou
redlngch cisel maji formdlnt limity v R a ty nezdvisi na volbé rozvoji reprezen-
tugicich obé cisla v ekvivalenci ~ z definice 1.7.13. Obé operace a uspordddni z
definice 1.7.14 vytvdreji uplné uspoiddané téleso (R, +, -, <).

Uplnost (R, <) dokaZeme za chvili. Jak vime, realna &isla v sobé obsahuji kopii
racionélnich ¢isel QQ a tato kopie je prvotéleso télesa R, sklada se pravé ze vSech
prvku télesa R vygenerovanych z 1g pomoci aritmetickych operaci. S koneénym
prvotélesem jsme se setkali v tloze 1.6.13. Periodicky rozvoj a = Zaga ...
spliuje a, = an4+p pro kazdé n > ng a néjaké pevné p € N. Casto se této
vlastnosti fika i eventudlni periodic¢nost. Napiiklad

——— = —0.000769230769230769230 . . .

1300
je periodicky rozvoj s ng = 3 a p = 6. Ma-li @ € R dva rozvoje, pak podle
definice ~ jsou oba periodické.

Tvrzeni 1.7.21 (periodické rozvoje). Prvotéleso télesa redingch éisel, kopie
Q v R, je tvoreno prdavé realnymi cCisly s periodickymi Tozvoji.

Vétu 1.7.20 a tvrzeni 1.7.21 dokazeme v zavérecné kapitole 6.
Uplnost reilnych &isel

Pfipomerite si definici suprema (a infima) v obecném linedrnim uspofadani
z definice 1.2.11, zminili jsme ji i pro obecné castecné usporadani. Budeme ho
ted pouzivat v obvyklych linedrnich uspotradanich (Q, <) a (R, <). PomtZe par
uloh.

Uloha 1.7.22. Supremum i infimum, kdy? existuji, jsou jednoznacné urcené.

Uloha 1.7.23. (X, <) bud linedrné uspoiddand mnozina. Ukazte, Ze sup(()) je
nejmendi prvek X, kdyZ existuje, a podobné inf(0) je nejvétsi prvek X. Co je
sup(X) a inf(X)?

Dvé nésledujici tlohy se tykaji suprem a infim v ¢asteénych usporadanich

Uloha 1.7.24. UvaZme neostré édstecné uspoiddani (N, |) pFirozengch disel
pomoci délitelnosti. Ukazte, Ze kazdd neprdzdnd podmmnozina mnoZiny N v ném
md infimum a kaZdd koneénd podmnoZina supremum.

Uloha 1.7.25. UvaZme neostré cdastecné usporaddani (X = P(M),C) na po-
tenci néjaké mnoziny M relact ,,byt podmnoZinou”. Ukazte, Ze kaZdd podmno-
Zina mnoziny X (to jest kazdy systém podmmnoZin mnoZiny M) md infimum i
supremum.
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Ukazeme, Ze usporadéani zlomkd (Q, <) neni Gplné, obsahuje neprazdné a
shora omezené podmnoziny nemajici supremum. K tomu se bude hodit jedno
lemma.

Lemma 1.7.26 (spojitost funkce étverce). Necht Q¢ jsou kladné zlomky
a Ryq jsou kladnd redind cisla. Pak funkce

f(x) = z?: Q>0 — Q>0
i ,tatdz* funkce z R~ do R je rostouct a spojitd (viz definici 1.2.26), tedy

YaVm3n: (a<b<a+1/n=a®><b’<d®+1/m) &
(a—1/n<b<a=a*—1/m<b*<ad?)

(a,b jsou z Qsg, respektive z Rsg, a m,n jsou z N).

Ditkaz. Kdyz a < b < a + 1/n, tak jisté a®> < b? a b> —a? = (b—a)(b+a) <
(1/n)(2a+1/n) < (2a+1)/n je mensi nez 1/m, je-li n vétsi nez (2a+1)m. V prvni
implikaci tedy pro dané m stac¢i za n vzit tfeba [(2a+1)m]+1 (&islo (2a+1)m
zaokrouhlené nahoru plus jedna). V druhé implikaci podobné a — 1/n < b < a
dava b? < a? a a® —b? = (a — b)(a + b) < (1/n)2a = (2a)/n je mensi nez 1/m,
je-li n vétsi neZ 2am. Pro n = [(2a + 1)m] + 1 tak je splnéna konjukce obou
implikaci. O

Smysl lemmatu je v tom, Ze pro dané a se pro b neomezené blizici k a i b2
neomezené blizi k a2, se zachovanim nerovnosti mezi a a b.

Tvrzeni 1.7.27 (netplnost Q). V usporddini (Q, <) je mnoZina zlomki
A={aeQso|a® <2} #0
a shora omezend, ale nemd supremum.

Dukaz. Jistée 1 € A a a < 2 pro kazdé a € A. Ukazeme, Ze zaddné ¢ € Q neni
supremem mnoziny A. KdyZ ¢ < 0, jisté nen{ horni mezi A, a proto necht ¢ > 0.

1. Necht ¢? < 2. Podle piedchoziho lemmatu existuje n € N, Ze stale (c +
1/n)? < 2. Pak ale c+1/n € Aac+1/n > c, takze c neni horni mezi{ A
a ani supremem.

2. Necht ¢ = 2. Podle tvrzeni 1.5.7 tento p¥ipad nenastava.

3. Necht ¢? > 2. Podle ptedchoziho lemmatu existuje n € N, ze stale (¢ —
1/n)? > 2. Pro kazdé a € A mame a? < 2 < (¢ —1/n)? tedy a < c—1/n
(viz uloha 1.7.28). Takze ¢ — 1/n je horni mezi A. Ale ¢ — 1/n < ¢, takze
¢ neni nejmensi horni mezi mnoziny A a ani jejim supremem.

Tyto tfi pripady vycerpavaji vSechny moznosti a zadné ¢ € Q tak neni supremem
mnoziny A. ]
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Uloha 1.7.28. Pro dva zlomky o, 8 jsme pouZili implikaci o® < % = a < B.
Kdy plati?

Uloha 1.7.29. Ukaste, Ze v linedrnim uspordddni (Z(x), <) (viz uloha 1.6.17 a
definice pied ni) neprdzdnd a shora omezend mnoZina

273 45

nemd supremum.

V kontrastu s (Q, <) ¢ (Z(z), <) linedrni usporadani (R, <) takové diry nema.

Véta 1.7.30 (Gplnost R). KaZdd neprdzdnd a shora omezend mnoZina A C R
redlngjch cisel md supremum. Uspotddani (R, <) je tedy uplné.

Duikaz. A C R bud neprazdné a shora omezena. Zvolime si reprezentace ¢isel v
A pomoci rozvoji. Podle tlohy 1.7.17 usporadani na této volbé nezéavisi a tedy
na ni nezavisi ani existence suprema a jeho hodnota. Zadefinujeme cifry jistého
rozvoje ¢, ktery (reprezentuje redlné éislo, jez) bude supremem A. Bez Gjmy na
obecnosti jsou vSechna ¢isla « = +aga; ... v A kladnd, obecny piipad se na
tento snadno pfevede (dloha 1.7.31). Polozime Ag = A a pron = 0,1,2,...
postupné definujeme cifry ¢, a mnoziny A = Ay D A; D --- D A, D ... takto:

cp = nejvetsi prvek v {a, |a € A} a Apyri={a €l |a,=cn}.
Tvrdime, Ze ¢islo (reprezentované rozvojem)
¢ = +cpcicy . ..

je dobfe definované a je supremem A. ProtoZe je A shora omezend, je shora
omezend (a tedy koneénd) i mnozina cifer {ag | @ € Ag} C Ny a cifra ¢y je dobfe
definovana. Pro n > 0 uz bereme maximum z né&jaké podmnoziny {0,1,...,9}
a jedinym problémem by bylo, kdyby A,, = (0. Z definice A,, ale snadno indukeci
plyne, Ze vidy A, # (. Rozvoj c¢ je tedy korektné definovany.

Ukézeme, Ze ¢ je horni mez A. Necht @ € A = Ay. Z definice ¢y plyne, Ze
ag < ¢g. Kdyz ag < ¢, pak a < ¢. Kdyz agp = ¢g, pak z definice ¢; a A; plyne,
7e o € A1 a a1 < c1. Kdyz a3 < ¢1, pak a < ¢. KdyZz oy = ¢1, pak z definice ¢y
a Ay plyne, ze o € Ay a as < cg. A tak déle. KdyZ pro néjaké n € Ny poprvé
nastane «, < c¢,, pak a < c. Kdyz pro kazdé n € Ny stale o, = ¢, pak a = ¢
(a ¢ = « je nejvétsi prvek A).

Ukézeme, Ze c¢ je nejmensi horni mez A. Necht d je rozvoj a d < c. Lze
predpokladat, ze d > 0. Podle definice usporadani na R existuje takové n € Ny,
ze dj = c; pro kazdé 0 < j < n, ale d,, < ¢,. Vezmeme « € A, Ze ap = ¢, Z
definice mnoziny A,, plyne, Ze a; = ¢; pro kazdé 0 < j < n. To ale znamen4, ze
d < a € A. Takze c je nejmensi horni mez A. o
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Uloha 1.7.31. Jak v dikazu prevedeme obecnou A C R na pfipad, Ze A md jen
kladné proky?

Analogicky se dokéze, ze kazda neprizdnd a zdola omezend mnozina A C R
mé infimum. Je-li A shora resp. zdola neomezend, piSeme sup(A) = +oo resp.
inf(A) = —o0, viz za chvili zavedend rozsifend realné osa R*.

Z tplnosti (R, <) plyne, Ze—na rozdil od Q — je v R rovnice 22 = 2 fesiteln4.

Duisledek 1.7.32 (existence /2). Rovnice
22 =2
md v oboru R resent.
Dukaz. V linedrnim usporadani (R, <) polozime
ci=sup({a€R|a>0&a®<2}).

Cislo ¢ je definované korektné, protoze dand mnozina je neprazdna a shora
omezend (obsahuje ¢islo 1 a jeji kazdy prvek je mensi nez napf. 2). Stejné jako
v diikazu tvrzeni 1.7.27 plyne, Ze piipady ¢ > 2 a ¢? < 2 nenastanou, protoze
pfi nich ¢ neni supremem dané mnozZiny. Zb§va c? = 2 a ¢ je Fefenim 22 = 2. O

Uloha 1.7.33. Dokaste, Ze rovnice 2 —2 =0 md v R prdvé dvé fesent.
Uloha 1.7.34. Dokazte ndsledujici zobecnéni disledku 1.7.32.

Tvrzeni 1.7.35 (odmocnina). Pro kaZdé ¢ € N a redlné a > 0 existuje pravé
jedno redlné b > 0, Ze
b =a.

Hodnotu b, g-tou odmocninu z a, znaéime b = Ya = al/a,

Uloha 1.7.36. Necht a € R a ¢ € N. Kdy md rovnice ¢ = a vice ne# jedno
Teseni © € R? Kdy nemd Zddné?

Uloha 1.7.37. Dokazte, Ze pro kaZdé nezdporné a,b € R a ¢ € N je Vab =
Vav/b.

Uloha 1.7.38. Dokazte, e pro kazdé nezdporné a € R a ¢,s € N je /a =

V kapitole 4 ve vété 4.2.4 dokdZzeme, Ze Sirokd t¥ida rovnic f(z) = 0 zobectiujicich
22 -2 =0, 29 —a = 0 a podobné m4 diky tiplnosti R v oboru realnych ¢isel
feseni. Tyto vysledky budeme ale potfebovat mnohem dfive, a tak nyni jednu
formu této véty uvedeme jako tilohu.

Uloha 1.7.39. Dokazte ndsledujici turzeni.
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Tvrzeni 1.7.40 (feSitelnost rovnic). Necht f: I — R je spojitd funkce (viz
definice 1.2.26) definovand na neprdazdném intervalu I C R a rediné o spliuje
inf(f(I)) < a < sup(f(I)) (infimum miZe byt —oo a supremum +oo). Pak
rovnice

flx) =a

md vZdy Teseni x € I.

Vedle ésla v/2 a podobnych odmocnin jsou i jiné piiklady iraciondlnich ¢isel,
Cisel lezicich v R\Q.

Uloha 1.7.41. Redlnd ¢isla
2015.171771777177771777771 ... o —0.12345678910111213141516171819...
jsou iraciondlny.

Osvézime si znadeni pro intervaly redlnych ¢isel (které se lehce rozsifi na
libovolné ¢4steéné usporddani): pro a,b € R klademe

[a,b) :={z€R|a<z& 2z <b}, (—o0,a] :={z€R|z<a}

a podobné. Hranata zavorka tak vyznacuje naleZeni po ni nasledujiciho prvku
do definované mnoziny a kulata jeho nenaleZeni. Pro a > b jsou tyto intervaly
préazdné a téz [a,a) = (a,a] = (a,a) = 0. V soucasné matematické literatuie
se stale vyskytuje znaceni intervali francouzské, presnéji bourbakistické, pro-
venience pomoci obracenych zévorek, napf. |a, b[ znamena (a,b), ]a, b] znamend
(a,b] a podobné.

Uloha 1.7.42. Jak se vdm libi Bourbakiho znacend intervali?

Pf{jmeni francouzského generdla Charlese-Denise Bourbakiho (1816-1897) pre-
vzala ve t¥icatych letech 20. stoleti skupina francouzskych matematiki jako
kolektivni pseudonym a nazvali se Nicolas Bourbaki. N. Bourbaki je autorem
asi 10 vlivnych matematickych ucebnic (i kdyZ v soucasnosti uz se to vse pro-
padlo do historie): Teorie mnozin, Algebra, Topologie, Funkce redlné proménné,
Topologické vektorové prostory, Integrace, Komutativni algebra, Lieovy grupy
a algebry, Spektralni teorie, Algebraicka topologie.

Dusledek 1.7.43 (Cantorova véta o vnofenych intervalech). Necht a; <
b1, as < bs, ... jsou redlnd cisla a

[alvbl] D [az,bg} D) [a3,b3] D...

jsou do sebe vnotené intervaly redlnych cisel. Pak

D)

[an,bn] # 0

n=1
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— nékteré redlné cislo lezi ve vsech intervalech. Pokud navic délky intervali jdou
k 0, pro kazdé € > 0 existuje ng s vlastnosti n > ng = b, — a, < €, pak

ﬂ [an, bn] = {a}

— existuje prave jedno redlné€ cislo, jeZ lezi ve vsech intervalech.

Dukaz. Podle predpokladu mame dany takové dvé posloupnosti realnych ¢isel
(an) a (bn), ze

a1<a2<a3< ...... Sb3<b2<b1
Polozime
a:=sup({ai,as,...}).
Mnozina {aj, as, ... } je jisté neprazdnd a shora omezend — kazdé b, je jeji horni

mezi— a definice ¢isla « je proto korektni. Protoze « je jeji horni mezi, pro kazdé
n je a, < a. Protoze to je nejmensi horni mez, pro kazdé n je a < b,,. To presné
znamend, ze pro kazdé n je o € [ay, b,] — « lezi v priniku vSech intervala. Je-li
B € R jakékoli jiné ¢islo, pak 8 € [an, by] znamend, ze |5 — «| < b, — a,,. Lezi-li
také B ve v8ech intervalech a jdou-li jejich délky b, — a, k 0, pak |8 —a| < &
pro kazdé € > 0. Tedy 8 = « a prunik je jen jednoprvkovy. o

Nicméné ani prazdna ani zadna shora neomezend mnozina readlnych cisel
supremum nemd. PFi¢inou je skutecnost, ze (R, <) nemd ani nejmensi ani nej-
vétsi prvek. Tak je k R pridame.

Definice 1.7.44 (rozsifena redlnd osa). Rozsitenou redlnou osou rozumime
linedrni uspordaddni

(R*><) = (RU {_OO>+OO}><) )

kde —o0 a 400 jsou dva nové, do R nepatrici, ruzné prvky ,minus nekonecno“ a
»plus nekoneéno®. Klademe —oo < a < +00 pro kaZdé a € R (tedy —oo < +00)
a na R je < obvyklé usporddani redlnyjch cisel (podle definice 1.7.14).

Uloha 1.7.45. Dokazte, Ze plné (ale opravdu tpiné) kazdd podmnoZina A C
R* md v (R*, <) supremum i infimum.

Pozdéji na R* rozsifime v nékterych piipadech i aritmetické operace.

Linearni uspofadani (Q, <) sice neni tplné, ale suprema a infima v ném
existuji priblizné.
Tvrzeni 1.7.46 (priblizné supremum). Pro kaZdou neprdzdnou a shora ome-

zenou mnozinu zlomki A C Q a kaZdé k € N existuje zlomek o € Q, ktery je
horni mezi A, ale 8 > o — 1/k pro néjaké B € A.
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Dukaz. Necht k € N. Zlomek

_min({n € Z|n/k > p proVp € A})
B k

mé patrné tyto vlastnosti. m]

Uloha 1.7.47. V predchozim turzeni zlomek o miiZe zdviset na cisle k. Nedal
by se a vzit pevné, nezdvisle na k?

Nespocetnost realnych cisel

Definice 1.4.11 #ikd, kdy je mnozina konecné a kdy nekoneéna. Ted zave-
deme tfidu ,ne moc velkych®* nekoneénych mnozin a t¥idu ,,opravdu velkych®
nekonec¢nych mnozin.

Definice 1.7.48 (spoéetné a nespocetné mnoziny). Nekonecnou mnoZinu
M nazveme spocetnou, kdyZ exristuje bijekce

fiN—= M.

Kdyz je M nekonecnd a neni spocetnd, takze takovd bijekce neexistuje, nazveme
M nespocetnou. Nejuyse spocetnd je mnozina, kterd je konecnd nebo spocetnd.

Zakladni spocetnd mnozina je mnozina pfirozenych c¢isel N. Spocetnost mno-
ziny tedy znamend, Ze vSechny jeji prvky lze sefadit do prosté posloupnosti
(a1, az,...). Prostotu lze vynechat:

Uloha 1.7.49. Dokaste, Ze M je spocetnd mnoZina, prdvé kdyZ je nekonecnd
a existuje surjekce f: N — M. Dokazte, Ze M je spocetnd mnoZina, pravé kdyz
je nekonecnd a ezistuje injekce f: M — N. Ukazte, Ze N lze nahradit jakoukoli
Jinou spocetnou mnozinou.

Uvedeme péar piiklad@ spocetnych mnozin. Je jasné, ze sama N je spocetni,
diky identické bijekci f(n) = n. MnoZina celych &isel Z je spodetnd: prosta
posloupnost (0,1,—1,2,—2,3,—3,...) probiha celé Z. Kartézsky ¢tverec Z x Z
je spocetny: prosta posloupnost

(0,0), (0,1), (0,-1), (1,0), (-1,0), (0,2), (0,-2), (2,0), (—2,0), (1,1), ...
probihéa celé Z x Z.

Uloha 1.7.50. Jak je presné definovand tato posloupnost dvojic celyjch c¢isel?
Zobecnéte na ZF =L x 7 x --- x 7 s k ciniteli.

Tvrzeni 1.7.51 (spocetnost zlomku). MnoZina raciondlnich éisel Q je spo-
cetnd.
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Dukaz. V predchozi prosté posloupnosti probihajici dvojice (a,b) ze Z x Z se
vyskytuji vSechna racionalni ¢isla a/b, kazdé ovéem zopakovéno nekone¢nékrét,
napiiklad —3/10 jako (3,—10),(—3,10), (6, —20) a tak déle. Stadi si vidy po-
nechat jen jednoho reprezentanta (a vynechat vSechny dvojice (a,0)) a mame
prostou posloupnost prochéazejici Q. O

Uloha 1.7.52. Dokaste, ze

m2+2mn+n®—3m—n+2

(m,n) — 5

je bijekce z N x N do N.

Nasledujici vysledek G. Cantora byl pfelomem v matematice.

Véta 1.7.53 (Cantor, 1873). MnoZina redlngch ¢isel R je nespoletnd.

Dukaz. Ukazeme, Ze mnozina
X ={(a1,a2,...) | an € {0,1}}

vSech 0-1 posloupnosti je nespocetna. Dokazeme, ze neexistuje surjekce f: N —
X. Protoze fakticky X C R (prvkiim X zfejmym zpiisobem odpovidaji redlnd
¢isla s rozvoji 0.cica ..., kde kazda desetinnd cifra ¢, je 0 nebo 1), neexistuje
ani surjekce f: N — R (kazdé surjektivni zobrazeni f: N — R se ,pfesméro-
vanim“ hodnot f(n) € R\X do X lehce zméni na surjekci g: N — X). Zadna
posloupnost tak nedokéze vycerpat ani mnozinu X ani mnozinu R.

Necht tedy

f: N— X, f(ﬂ) = (C’n,h Cn,2; Cn,3, )7 Cn,j € {071} )

je libovolné zobrazeni. Pro € {0,1} oznacime jako T = 1 — x, coZ je prohozeni
jednicky a nuly, a vezmeme posloupnost

p=(Ci1, C22, C33, ---) €EX .
Pro kazdé n € N je ¢, , # cn.n, tedy p # f(n) (posloupnost p se od posloupnosti

f(n) 1isi alespon na n-tém misté). Neexistuje tedy n € N, aby f(n) = p, a f
neni zobrazeni na. a

Posloupnost p jsme dostali z nekoneéné tabulky, v niz se posloupnost f(n) na-
chazi v n-tém radku, jako zménénou diagonalu. Tato dikazova metoda se proto
nazyva (Cantorova) diagondlni metoda.

Uloha 1.7.54. Diagondlni metodou dokazte, Ze pro Zddnou mnozinu M neexis-
tuje surjekce
f: M —PM)

z M na mnoZinu vsech jejich podmmnozin.

92



Zadna mnozina se tedy neda zobrazit na svou potenci. Mnozina vSech podmno-
Zin prirozenych cisel tak je nespocetna stejné jako R.

Uloha 1.7.55. Naleznéte bijekci mezi P(N) a mnoZinou X wvsech 0-1 posloup-
nosti (pouZitou v dikazu véty 1.7.53).

Uloha 1.7.56. Dokazte, Ze existuje bijekce mezi mnoZinami P(N) a R.

Uloha 1.7.57. Dokazte ndsledujici uzdvérové vlastnosti tridy spocetnyjch mno-
Zin.
1. Sjednoceni dvou (tedy i ti, étyf, ... ) spoéetngch mnoZin je spocetnd mno-
zZina.
2. Kartézsky soucin dvou (tedy i tii, étyr, ... ) spocdetniych mnoZin je spocetnd
mnozina.
3. Pro kazdou posloupnost (A1, Aa,...) spocetnych mnoZin je jejich sjedno-
cent

(oo}
U A, spocetné
n=1

— spocetné sjednocenti spocetnych mnozin je spocetnd mnozina.

4. Predchozi vysledky zistdvaji v platnosti i pro tridu mejvyse spocetnyjch

mnozin.
Uloha 1.7.58. Kartézskyj soucin spocetné mnoha mmoZin Ay, As, ... definu-
jeme jako
Ap x Ay x - -- :{fN—>A1UA2U |f(n) EAn} .

Zjistéte, kdy je soucin spocetné mnoha nejvyse spocetniych mnozin nespocetnd
mnozina.

Jak velké mohou byt mnoziny redlnych ¢isel a mnoziny vibec? Nasledujici
problém vyslovil némecky matematik David Hilbert (1862-1943) (ptisobil na
univerzitich v Konigsbergu (Krélovci) a pak v Géttingen (Gotinkach), je po
ném nazvan Hilberttv prostor, zaklad funkcionédlni analyzy a kvantové fyziky,
pred A. Einsteinem odvodil rovnice obecné teorie relativity, ve spisu Zahlbericht
vytvoril moderni algebraickou teorii ¢isel, v r. 1909 vytesil Waringiav problém —
dokézal, ze pro kazdé k € N existuje g € N, ze kazdé n € Ny je souctem nejvyse
g mocnin z* pfirozenych &isel —a takto by se dalo pokracovat jesté dlouho). Je
to prvni problém ve zndmém seznamu 23 Hilbertovych problémi, které uvedl

v

na pfednéasce na Mezindrodnim kongresu matematikt v Pafizi v r. 1900.

Problém 1.7.59 (hypotéza kontinua, CH). Neezistuje mnoZina M s mo-
hutnosti lezici ostre mezi mohutnostmi mnozin N a R. Jinymi slovy, existence
injekci N — M — R implikuje injekci M — N nebo injekci R — M a tedy M
je pak v bijekci s N nebo s R.
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Americky matematik Paul Cohen (1934-2007) (za svou praci o CH dostal v
r. 1966 na ICM v Moskvé Fieldsovu medaili (na témze kongresu ji obdrzel i
jiny americky matematik Stephen Smale (1930), ktery dokdzal obrétit sféru
naruby, viz [12]), v kapitole 5 je zminén Cohentv dikaz jedné véty o Taylorovych
rozvojich) v r. 1963 sestrojil model teorie mnozin, v némz CH neplati (a podobné
ani AC), nelze ji tedy dokdzat (a podle dfivéjsich Godelovych vysledkii ani
Vyvrétit).

Definice 1.7.60 (algebraicka a transcendentni ¢&isla). Cislo a € R je al-
gebraické, existuji-lv ¢isla ag,ay,...,a, € Z, ne vsechna nulovd, Ze

ap+ara+--+a,a”=0.

Algebraickd ¢isla jsou tedy pravé koteny menulovijch celociselngych mmnohodclend
p(x) € Zlz]. KdyZ éislo o € R neni algebraické, nazyjvd se transcendentni.
MnoZinu algebraickiyjch cisel oznacime jako

A={aeR|p(a) =0,p € Zlz],p#0}.

Pro nase Gcely bereme algebraicka ¢isla jako realnd, ale nebudeme ¢tenari zata-
¢islo, kofen celoéiselného polynomu z? + 1. Existuji ale viibec néjaka transcen-
dentni ¢isla? Velkym tspéchem Cantorovy teorie mnozin bylo, Ze v jejim ramci
je odpovéd snadné: podle véty 1.7.53 je mnozina transcendentnich ¢isel neko-
necna, dokonce nespocetna.

Dausledek 1.7.61 (transcendentni ¢isla). Transcendentni ¢isla tvoii nespo-
cetnou mnozZinu.

Dukaz. Staci ukazat, ze mnozina algebraickych ¢isel A C R je nejvyse spocetna.
Sjednoceni s transcendentnimi ¢isly dava rozklad mnoziny redlnych ¢isel, A U
(R\A) = R, jez je podle véty 1.7.53 nespocetna. Podle ¢asti 1 a 4 tlohy 1.7.57
je tedy mnozina transcendentnich ¢isel R\A nespocetna.

MnoZina celoéiselnych polynomt Z[z] je nejvyse spocetna: kdyz je reprezen-
tujeme (n 4 1)-ticemi jejich koeficientd, je

zlx)c |zt
n=0

coz je spocetné sjednoceni spocetnych mnozin. Tedy
A= U {a € R | p(a) =0}
PEZL[x],p#0

je nejvyse spodetnd (fakticky ale spocetnd) mnozZina, protoze je nejvyse spocet-
nym sjednocenim kone¢nych mnozin. Z algebry totiz vime, Zze nenulovy polynom
ma jen kone¢né mnoho kofent, viz tloha 1.8.13. O

Ve vété 5.3.14 a dasledku 5.3.15 sestrojime konkrétni transcendentni ¢isla po-
moci derivaci funkci, jako dusledek Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté.
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1.8 Poznamky a dalsi alohy

Matematickd analyjza podle R. Penrose. Pravdépodobnostni paradoxy — ano ¢i
ne? Jak definuji funkci L. Bukovsky, G.H. Hardy, F. Hausdorff, V. Jarnik a
jini. 'V ulohdch kromé jiného Zdkladni veta aritmetiky, konecnd binomickd véta
a Cauchyova—Schwarzova nerovnost.

R. Penrose ve své monumentalni knize [110] charakterizuje na [110, strana
103] matematickou analyzu nasledovné.

CALCULUS—or, according to its more sophisticated name, mathe-
matical analysis—is built from two basic ingredients: differentiation
and integration. Differentiation is concerned with velocities, acce-
leration, the slopes and curvature of curves and surfaces, and the
like. These are rates at which things change, and they are quanti-
ties defined locally, in terms of structure or behaviour in the tiniest
neighbourhoods of single points. Integration, on the other hand, is
concerned with areas and volumes, with centres of gravity, and with
many other things of that general nature. These are things which
involve measures of totality in one form or another, and they are
not defined merely by what is going on in the local or infinitesimal
neighbourhoods of individual points. The remarkable fact, referred
to as the fundamental theorem of calculus, is that each one of these
ingredients is essentially just the inverse of the other. It is largely
this fact that enables these two important domains of mathemati-
cal study to combine together and to provide a powerful body of
understanding and of calculational technique.

Je to ovSem pohled uzivatele. Souvislost matematické analyzy a teorie mnozin
prostfednictvim reélnych ¢isel hezky vysvétluje J. Stillwell v [133]. Uvody do
teorie mnozin a matematické logiky poskytuji knihy [8] B. Balcara a P. Stépanka
a [138] V. Svejdara. Viz také P. Vopénka [146] a V. Kolman [82, 83]. Déle se lze
o logice a logickém znaceni, jehoz jsme se mohli v ivodu jen zbézné dotknout,
poucit v knihach [84] V. Kolmana a V. Puncochéafe a [112] J. Peregrina a M.
Vlasakové. Historii prazdné mnoziny, singletonu a usporddané dvojice probira
v [75] A. Kanamori. Nové ji definovat navrhuji D. Scott a D. McCarty v [127].
Lze také viele doporucit monografii [117] P. Pudlédka. Zajimavé o vztahu mezi
spojitou a diskrétni matematikou pise L. Lovasz v [93].

0ddil 1.1. Inspirovali jsme se podobnou ale delsi partii [139, 1.2 Why do
analysis, str. 3-13] v ucebnici analyzy australsko-¢insko-(fakticky hongkongsko)-
amerického matematikaTerence Taa (1975) (laureat Fieldsovy medaile z Me-
zindrodniho kongresu matematika v r. 2006 v Madridu, jeho asi nejvyznam-
néjsi vysledek predstavuje Greenova—Taova véta, ze prvocisla obsahuji libovolné
dlouhé aritmetické posloupnosti, tj. konec¢né posloupnosti tvaru a,a + d,a +
2d,...,a+ kd s a,d,k € N), z niz niZe citujeme. Celou knihu o paradoxech v
teorii pravdépodobnosti a v matematické statistice napsal G.J. Székely [136]
a knihu o spiSe klasickjch paradoxech M. Sainsbury [126]. Ovsem J. Haigh ve
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svém vynikajicim avodu do pravdépodobnosti pro laiky [59] pise [59, str. 109]:
»The subject of probability is wholly free from real paradoxes.“ Literatura o
paradoxech je pochopitelné daleko rozsahlejsi (L. Pick [113], ...), ale zminime
uz jen zkoumani smyslu paradoxu lhafe N. Weaverem v [152].

0Oddil 1.2. Pro zajimavost a srovnani riuznych matematickych styli z riz-
nych obdobi nyni ocitujeme dvanact definic pojmu funkce z deseti uc¢ebnic ana-
Iyzy a dvou knih o mnozinach, starsich i novéjsich. P¥ekvapivé ¢asto i v mo-
dernich uéebnicich zaznivad echo archaického (?) pojeti funkce jako pravidla,
vlastnosti ¢i postupu, jimiz je zadédna. Viz diskuse v Bukovského knize [26] pred
nami citovanou pasazi.

Apostol [4, str. 34):

Definition 2.5. A function F is a set of ordered pairs (z,y), no
two of which have the same first member. That is, if (z,y) € F and
(x,z) € F, then y = z.

Bukovsky [26, str. 39-40 a 49]:

Ak mame zobrazenie dané pravidlom y = v/1 — z2, tak vieme, Ze je
definované len pre x z intervalu (—1,1) a vieme nakreslit jeho graf—
pozri obr. 2.1. Graf GG tohoto zobrazenia nam dava ta istd informa-
ciu ako ,zobrazenie“ samo: vieme z neho vycitat, kde je zobrazenie
definované a pre kazdé = z oboru definicie vieme najst y, ktoré je
tymto zobrazenim tomuto x priradené. Graf G je ale mnozina uspo-
riadanych dvojic. VSeobecne, kazd4 mnozina usporiadanych dvojic
s uréitou vlastnostou (vyslovenou dalej v texte) je grafom nejakého
nzobrazenia®*. Neméame dovod rozliSovat mezi ,zobrazenim“ a jeho
grafom. Graf zobrazenia je vSsak mnozina ..., teda ni¢ nové. Disku-
tabilny pojem ,pravidlo“ mizne. Takze mo6zeme pristupit k definicii.

Nech A, B st mnoziny, f je podmnozina A x B. MnozZina f sa nazyva
zobrazenie, ak pre kazdé x € A, y1,y2 € B také, ze [z,y1] € f,

[z,y0] € f plati y1 = yo.
L]

Z historickych doévodov zobrazenie definované na nejakej mnozine
realnych ¢isiel s hodnotami, ktoré s redlne c¢isla, sa nazyva funkcia.
Nebudeme vzdy dosledni v pouzivani tohoto terminu. Z kontextu
vSak musi byt zrejmé, ¢o mame na mysli.

Hardy [61, str. 38-39]:

20. The idea of a function. Suppose that = and y are two
continuous real variables, which we may suppose to be represented
geometrically by distances AgP = x, By} = y measured from fixed
points Ag, By along two straight lines A, M. And let us suppose
that the positions of the points P and () are not independent, but
connected by a relation which we can imagine to be expressed as
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a relation between x and y: so that, when P and z are known, Q
and y are also known. We might, for example, suppose that y = =z,
or y = 2z, or %a:, or 2 + 1. In all of these cases the value of z
determines that of y. Or again, we might suppose that the relation
between x and y is given, not by means of an explicit formula for
y in terms of z, but by means of a geometrical construction which

enables us to determine () when P is known.

In these circumstances y is said to be a function of x. The notion of
functional dependence of one variable upon another is perhaps the
most important in the whole range of higher mathematics. In order
to enable the reader to be certain that he understands it clearly, we
shall, in this chapter, illustrate it by means of a large number of
examples.

But before we proceed to do this, we must point out that the simple
examples of functions mentioned above possess three characteristics
which are by no means involved in the general idea of a function,
viz.:

(1) y is determined for every value of x;

(2) to each value of x for which y is given corresponds one and only
one value of y;

(3) the relation between x and y is expressed by means of an ana-
lytical formula, from which the value of y corresponding to a
given value of x can be calculated by direct substitution of the
latter.

It is indeed the case that these particular characteristics are possessed
by many of the most important functions. But the consideration of
the following examples will make it clear that they are by no means
essential to a function. All that is essential is that there should be
some relation between = and y such that to some values of x at any
rate correspond values of y.

[Nésleduje osm piikladt funkei, z nichZ ocitujeme jen posledni.]

8. Let y be defined as the height in inches of policeman Cz, in the
Metropolitan Police, at 5.30 p.m. on 8 Aug. 1907. Then y is defined
for a certain number of integral values of z, viz. 1,2,..., N, where
N is the total number of policemen in division C' at that particular
moment of time.

Hausdorft [66, str. 33]:

Aus zwei nichtverschwindenden Mengen A, B kénnen wir geordnete
Paare p = (a,b) bilden, deren erstes Element a ein Element von A,
deren zweites Element b ein Element von B ist. Sind beide Mengen
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endlich und besteht A aus m, B aus n Elementen, so gibt es mn sol-
cher Paare!; das legt den Gedanken nahe, in dieser Weise allgemein
die MULTIPLIKATION von Mengen zu definieren (§ 2).

Zuvor betrachten wir eine Menge P solcher Paare, und zwar von der
Beschaffenheit, daf} jedes Element a von A in einem und nur einem
Paare p von P als erstes Element auftritt. Jedes Element a bestimmt
auf diese Weise ein und nur ein Element b, ndmlich dasjenige, mit
dem es zu einem Paare p = (a,b) verbunden auftritt; dieses durch a
bestimmte, von a abhingige, dem a zugeordnete Element bezeichnen
wir mit
b= f(a)

und sagen, daf§ hiermit in A (d.h. fiir alle Elemente von A) eine
EINDEUTIGE FUNKTION von a definiert sei. Zwei solche Funktionen
f(a), f'(a) sehen wir dann und nur dann als gleich an, wenn die
zugehorigen Paarmengen P, P’ gleich sind, wenn also, fiir JEDES a,

fla) = f'(a) ist.
Jarnik [70, str. 145-148]:
§ 1. Pojem funkce. Ctenéii je asi ze §koly bé&zny pojem ,funkce“:

»y je funkei %, |y zavisi na x“ a podobné. Precizovani tohoto pojmu
je vénovan tento paragraf; napred vSak uvedu nékolik prikladu.

[Néasleduje, na vice nez tfech stranach, devét podrobné komentova-
nych piikladt funkei.]

Po téchto prikladech muzeme jiz zajisté pristoupit k definici:
Definice 14. BudiZ M neéjakd mnozina redlnych cisel. Jestlize kaz-
dému c¢islu x mnozZiny M je pritazeno urcité cislo y, Tikame, Ze y je
funkci x; mnoZinu M nazgvame oborem této funkce.

Kopéacek [85, str. 10-11 a 48]:

1.3. Zobrazeni

Zobrazeni je také jednim z pojmi, které se vyskytuji snad ve vSech
partiich matematiky. Vyslovime nyni pfesnou jeho definici a rozebe-
reme ji. Podrobnéjsi vyklad opét nésleduje petitem.

Definice 1.9. Necht M a P jsou dvé mnoziny, A je neprazdnd
podmnozina mnoziny M. Je-li ke kazdému prvku xz € A pfifazen
prdave jeden prvek y, € P, fikdme, Ze je zadano zobrazeni z mnoziny
M do mnoziny P. Oznacime-li je ¢, pak piseme ¢: M — P, nebo
také v: x =y, = p(x), z € A. [...]

[..]

Definice 3.1. Redlnou (komplexni) funkci jedné redlné proménné
rozumime zobrazeni f z R do R (C).

Kriz and Pultr [87, str. 3 a 7]:
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Perhaps it is useful to go over a few basic conventions first. By a
map or mapping from a set S to a set T we mean a rule which
assigns to each element of S precisely one element of T. Two rules
are considered the same if they always produce the same value (in
T) on the same input (of S).

Therefore, technically, a map is a binary relation, i.e. a set R of pairs
(z,y), x € S, y € T, such that for each s € S, there is precisely one
(s;,y) € R.

L]

1.3.2 Comment:

A function is basically the same thing as a map, although in many
texts (including this one), the term function is reserved for a map
whose codomain is a set whose elements we perceive as numbers, or
at least some closely related generalizations.

Pugh [118, str. 28-29]:

Let A and B be sets. A function f : A — B is a rule or mechanism
which, when presented with any element a € A, produces an element
b = f(a) of B. It need not be defined by a formula. Think of a
function as a device into which you feed elements of A and out of
which pour elements of B. See Figure 11.

[Je zobrazen schematicky mlynek na maso f semilajici a € A v
f(a) € B. Obrazek je popsan: Figure 11 The function f as a ma-
chine.]

Tao [139, str. 55]:

Definition 3.3.1 (Functions). Let X, Y be sets, and let P(x,y) be
a property pertaining to an object z € X and an object y € Y, such
that for every = € X, there is exactly one y € Y for which P(z,y)
is true (this is sometimes known as the vertical line test). Then we
define the function f : X — Y defined by P on the domain X and
range Y to be the object which, given any input z € X, assigns an
output f(z) € Y, defined to be the unique object f(z) for which
P(z, f(x)) is true. Thus, for any x € X and y € Y,

y=f(xr) < P(z,y) is true.

Vesely [145, str. 33 a 101]:

Definice 1.4.1. Necht X,Y # () a necht f C X x Y, pro kterou
plati

(1) (Vo € X)(By € Y)((2,9) € f),
(2) (@, 91) € )N ((z,92) € ) = 1 = 2.
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Potom f je zobrazeni X do Y. Budeme ho znadit f: X — Y.

L]

Definice 4.1.1. Zobrazeni libovolné mnoziny A # () do né&jakého
¢iselného oboru budeme obecné nazyvat funkce. Podrobnéji redlnou
funkci budeme rozumét zobrazeni do R, komplexni funkci zobrazeni
do C. Je-li navic A C R, budeme takovou funkci nazyvat podrobnéji
redlnou funkci redlné€ proménné; s témi budeme pracovat nejcastéji.
Proto pro né budeme pouzivat jen kratsi nazev funkce a vSe ostatni
bude v pfipadé potieby explicitné feceno.

Weyr [154, str. 82-83]:

Hodnoty, vyskytujici se v mathematickych tvahach, riznime na stdlé
a na promeénné; prvni maji uré¢itou hodnotu, alespon v ivaze, v niz
se vyskytuji, druhé nabyvaji nekone¢né mnoho rtiznych hodnot, oby-
¢ejné vSech hodnot redlnych, a sluji pak neomezené proménné, aneb
v8ech hodnot jistého intervallu (a . . b), t. j. hodnot z hovicich po-
zadavku a < z < b; v obou téchto pripadech nazyvame x hodnotou
spojité proménnou. Hodnoty stalé znacivame prvnimi literami abe-
cedy, hodnoty proménné poslednimi.

Prislusi-li kazdé hodnoté proménné x urcita hodnota y, pravime, ze
y jest funkci proménné x a piSeme y = f(z); = pak sluje neodvisle
proménnou neb argumentem, y téz odvisle promennou.

Funkce y jest definovina v intervallu (a . . b), pFislusi-li kazdému z
tohoto intervalu urcita hodnota y.

Pojem funkce takovym zptisobem vytceny jest velice obecny, a pfi-
pousti funkce zcela libovolné, nezajimavé, ponévadZz nepodrobené
zadné zdkonitosti; mozno n. p. definovati funkei y v intervallu (0 . . 1)
tim, Ze pro racionalné x tohoto intervallu polozime y = x, a pro ira-
cionalna y = %, aneb y = w%, a p.

Funkce, jichz studium bylo plodnym jak pro ryzi, tak pro applikova-
nou mathematiku, nebyly sestrojeny takovym libovolnym zptisobem,
nybrz vyskytly se zcela prirozené jakozto vyrazy utvorené pomoci
urcitych pocetnich tikonii z hodnoty proménné a z danych hodnot
stalych, jako n. p. funkce racionalné celistvé a lomené, funkce iracio-
nalné a obecnéjsi algebraické, funkce exponencidlné, logarithmicka,
funkce trigonometrické a pod.

Zorich [158, str. 11]:
1.3.1 The Concept of a Function (Mapping)
We shall now describe the concept of a functional relation, which is
fundamental both in mathematics and elsewhere.

Let X and Y be certain sets. We say that there is a function defined
on X with values in Y if, by virtue of some rule f, to each element
x € X there corresponds an element y € Y.
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Prvni a zdaleka nejpregnantnéjsi definice funkce je prevzata z ucebnice fecko-
amerického matematika Toma M. Apostola (1923-2016) ptsobiciho na Kali-
fornském technologickém institutu (pracoval v analytické teorii ¢isel, nejvétsi
citacni ohlas mél podle Mathematical Reviews po jeho monografiich ¢lanek o
funkciondlni rovnici pro Lerchovu zeta funkci (nazvanou po ¢eském matemati-
kovi Matydsi Lerchovi (1860-1922))).

Slovenstinu jsme si pfipomnéli citaci ,,populdrni“ knihy o mnozindch [26] slo-
venského matematika Lva Bukovského (1939) (narodil se v Podkrivani, zabyva
se matematickou logikou, teorii mnozin, teorii miry a R— je autorem knihy [27]
o struktufe redlné osy, vychézejici z jejiho slovenského vydani v r. 1979).

Anglicky matematik Godfrey Harold Hardy (1877-1947) proslul i v nema-
tematickych kruzich, viz kniha [64] (zejména pfedmluva C.P. Snowa) a film
The Man Who Knew Infinity (rezie Matt Brown, 2015) o zézracném indickém
matematikovi S. Ramanujanovi, v némz jeho objevitele a mentora Hardyho
hraje Jeromy Irons, bohuzel asi o 30 let starsi nez byl Hardy v popisovaném
obdobi (Hardy vynikal v klasické analyze a analytické teorii éisel, jeho patrné
nejvétsi objev je takzvand kruhovd metoda (circle method) — Casto oznalo-
vana jako Hardyho-Littlewoodova, ale spravnéjsi je Hardyho—Ramanujanova,
viz John Edensor Littlewood (1885-1977) a Srinivasa Ramanujan (1887-1920)
— metoda pro odvozovani asymptotickych odhada diskrétnich velic¢in jejich vy-
jaddfenim Cauchyho integralni formuli z komplexni analyzy).

Pokud ovladdate alesponn trochu némcdinu, potéste se klasickou mnozinovou
definici funkce od némeckého matematika Felive Hausdorffa (1868-1942) (za-
kladatel moderni topologie, prispél vyznamné k teorii miry a teorii mnozin, viz
Hausdorffuv prostor a Hausdorffova mira, v Bonnu zvolil spolu s blizkymi smrt
vlastni rukou namisto deportace do KL) z r. 1914, jez je modernéjsi nez mnohé
jiné mladsi zde citované.

Nebylo mozné necitovat z ucebnice ¢eského matematika Vojtécha Jarnika
(1897-1970), ktery piisobil v letech 1929-1939 a 1945-1967 jako mimofadny a
pak Ffadny profesor Karlovy Univerzity v Praze (Jarnik se prosadil v klasické
analyze a analytické teorii ¢isel, svétové znama je jeho asymptotika maximal-
niho poc¢tu mfizovych bodu na grafu konvexni funkce ¢i jeho prikopnické prace
v diskrétni matematice formulujici algoritmus pro nalezeni miniméalni kostry
grafu).

Cesky matematik Jiri Kopdcek (1932-2017) pracoval v teorii parcidlnich di-
ferencialnich rovnic a ptsobil na MFF Univerzity Karlovy v Praze. (Univerzita
Karlova ménila v historii sviij nazev né€kolikrat. Od zafi 2016 je spravné pouze
kratké ,Univerzita Karlova“, se starsi ,Univerzitou Karlovou v Praze“ se v
téetnim oddéleni se zlou potazete.)

Cesko-americky matematik Igor K% (1965) ptisobi na Michiganské univer-
zité (je odbornikem v algebraické topologii) a esky matematik Ales Pultr (1938)
na MFF Univerzity Karlovy v Praze (zabyva se topologii, zejména bezbodovou,
a teoril kategorii).

Americky matematik Charles Ch. Pugh (1940) je emeritnim profesorem Ka-
lifornské univerzity v Berkeley (pracuje v teorii dynamickych systém, v r. 1967
publikoval takzvané Closing lemma, které zhruba feceno pravi, ze pomoci malé
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poruchy lze vychozi dynamicky systém pievést na systém s periodickymi tra-
jektoriemi).

O T. Taovi jsme napsali v Gavodu.

Cesky matematik Jiri Veselyj (1940) (jeho specializaci jsou teorie potencialu
a historie matematiky) piisobi na MFF Univerzity Karlovy v Praze.

Predposledni citace je z ucebnice ¢eského matematika a univerzitniho profe-
sora Eduarda Weyra (1852-1903) (zabyval se hlavné diferencialni a algebraickou
geometrif). O jeho zivoté a dile informuje knika [14] Beévare a spoluautorti.

Rusky matematik Viadimir Antonovic Zori¢ (1937) (odbornik v oblasti kon-
formni geometrie a kvazikonformnich zobrazeni) je emeritnim profesorem Mos-
kevské statni univerzity.

0ddil 1.3. Diikazy Wittova lemmatu, Bourbakiho—Wittovy véty o pevném
bodu a Zornova lemmatu jsou pfevzaty z Pultrova textu [120] a nalezi Wittovi
[156]. Forster [50] uziva zesileni zminéné véty o pevném bodu k feSeni jistého
noetického rébusu. O axiomu vybéru pojedndva kniha [72] americko-ceského
matematika Thomase (Tomdse) Jecha (1944) (zabyva se teorii mnozin, teorii
miry, topologii a matematickou logikou, jeho zminéna monografie o AC a dalsi
o teorii mnozin obecné [74] jsou zdkladn{). Banachtiv—Tarského paradox probira
kniha [149] kanadsko-amerického matematika Stana Wagona (1951) (zabjyvéa se
teorii Cisel, geometrii a matematikou vypoctl, za pfecteni stoji mimo jinych
jeho praci i ¢ldnek Ctrndct diikazi vysledku o déleni obdélnika [150]).

0Oddil 1.4. Nase definice pfirozenych ¢isel je druhofadova, jejich vlastnosti
v principu indukce mutze byt jakdkoli podmnozina, coz znacné zjednodusuje
situaci— jak jsme vidéli, N respektive Ny pak jsou jednoznacné urcené. Ovsem
v logice prvniho fadu, kdy lze kvantifikovat pouze prvky (a ne mnoziny), je
situace jina. Viz Peanova aritmetika v Pudlakovi [117] nebo Svejdarovi [138].

Druhy dikaz Cantorovy—Bernsteinovy véty jsme s Gpravou prevzali z Wiki-
pedie [164] a iplné poprvé jsme se o ném dodetli v Taové knize [140, kap. 1.13]
v kapitolce ,Mazuruv svindl“. Treti dikaz pomoci jedné véty o pevném bodu
v usporadanych mnozinach se lze dozvédét v predmétu Matematické struktury
(NMAIO64), viz skripta Pultr [119]. Dikaz je uveden i v Kolmanovi [82, str.
131].

0Oddil 1.5. Ruzna zobecnéni Bernoulliovy nerovnosti uvadéji Mitrinovié a
Pecari¢ [102] a dalsi zobecnéni nasel R. A. C. Ferreira [44].

0ddil 1.6. Jsme zvykli zlomky zjednodusovat a pracovat s nimi v zéklad-
nim, zkraceném tvaru. Naptiklad f% zkratime na f% a podobné a bereme za
samoziejmé, zZe zkraceny zlomek je vZdy jednodussi neZ ten ptvodni (zajimava
metoda kraceni zlomk je v tloze 1.8.18). V Q tomu tak je, ale jinde kupodivu
miize byt vyhodnéjsi nezkraceny tvar: napiiklad

I+z+a?+- - +a®+2% 21001
1 oz —1

a druhé, i kdyZ nezkracend, racionalni funkce mé mnohem jednodus$si popis
nez ta prvni. Takové  kratké“ raciondlni funkce jsou dilezitym néastrojem pro
efektivni po¢itani miizovych bodi (body v R? s celo¢iselnymi soufadnicemi) v
mnohosténech, viz Barvinok [11].
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0Oddil 1.7. Zavedeni realnych ¢isel cauchyovskymi posloupnostmi zlomkt
publikoval jako prvni v r. 1869 francouzsky matematik Charles Méray (1835—
1911) (pisobil na univerzité v Dijonu, jeho prukopnické préice o teorii iracional-
nich ¢isel byla ignorovéna) a o tfi roky pozdéji v r. 1872 ho nastinil G. Cantor,
jemuz je nepresné vyhradné piipisovano, a na zakladé Cantorovych poznamek
ho podrobné& popsal némecky matematik Eduard Heine (1821-1881) (zabyval
se teorii funkci, jeho jméno #ije v Heineho-Borelové vété— A C R? je omezena
a uzaviend, pravé kdyz kazdé oteviené pokryti mnoziny A mé koneéné pod-
pokryti— & v Heineho g-zobecnénych hypergeometrickych fadéch/funkcich —
fady tvaru

— (€5 DG Dn
n=0

kde (y;q)n == (1 —y)(1 —yq)(1 —yq?) ... (1 —yq" ') —a, kdyZ uz ve skriptech
probirame matematické pribuzné F. Mendelsohna-Bartholdyho, Heineho sestra
Albertina byla Zenou Felixova bratra Paula). R. Dedekind vylozil svou teorii
fezli v knize [36].

Dalsi alohy
Uloha 1.8.1 (zmizeni rozdilu mezi inkluzi a nalezenim). Va : a = {a}

je ekvivalentni s
VavVb: aCb < a€b.

Uloha 1.8.2 (Zakladni véta aritmetiky). Dokaste, Ze pro kazdé n € N exis-
tuje prdvé jedna k-tice prvocisel py < ps < --- < pr a prirozenych cisel
(n1,...,n,) € N¥ k€ Ny, Ze

ay ,.a2

n=pi'py® ...t

(k = 0 odpovidd ¢islun =1).

Uloha 1.8.3 (binomické koeficienty). Pro celd ¢islan > k > 0 a libovolnou
mnoZinu A s |A| =n proky definujeme

(Z) = #{X CA[|X| =k}

Proc¢ tato velicina zavist jen na poctu prvku A a ne na A samotné? Dokazte, Ze

(1) ="

(prdzdny soucin, pron =0,k =0 & n =k, se definuje jako 1).

Uloha 1.8.4. Vyjddrete binomicky koeficient pomoci faktoridli.
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Uloha 1.8.5 (koneéna binomicka véta). Ukaste, Ze pro kaidé n € Ny a
kazdé dva prvky x,y € R jakéhokoli (komutativniho) okruhu (R, +,-) plati iden-

tita N
n E n k, n—k
( y) k=0 <k> !

Uloha 1.8.6 (multinomické koeficienty). Obecnéji, pro ny,...,ng,n € Ny
sny+ -+ ng =n definujeme
n
Nyy. .., NE

jako pocet usporadanych k-tic (X1, ..., Xy) disjunktnich mnozin X; spliiujicich
| Xi|=n; a X1U---UX, ={1,2,...,n}. Dokaste, Ze

( n ) n!
Niy.ney Nk ni!l- ..ol

Uloha 1.8.7 (rozklady s danymi velikostmi bloki). V situaci tilohy 1.8.6,
kolik je neuspofadanych k-tic {X1,..., Xi} spliujicich uvedené podminky?

Uloha 1.8.8. Kdyzn € N neni ctverec, to jest neezistuje m € N s n = m?, pak
je \/n iraciondlni c¢islo.

Uloha 1.8.9. Rozsiite predchozi ilohu na q-té odmocniny.

Uloha 1.8.10. Jsou ¢isla v/2 + V3 a V5 + /24 iraciondlni?

Uloha 1.8.11. Necht p € Z[x] je nenulovy, celociselny a monicky polynom
(= md vedouct koeficient 1), ktery md koven o« € R\Z. Dokazte, Ze ¢islo o je
iractondlny.

Uloha 1.8.12 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). Dokazte, Ze pro kaz-
dou 2n-tici nezapornych c¢isel ay,...,an,b1,...,0, € R plati

a1b1+~-+anbn§\/(a§+~-+a%)(b§+m+b%).

Uloha 1.8.13. Necht F je téleso a p € F[x] je nenulovy polynom s koeficienty
v F a stupném d. Dokazte, Ze pak p(a) = 0 pro nejvgse d hodnot a € F.

Uloha 1.8.14. Kdy? je B € R nenulové algebraické cislo, pak i 1/3 je alge-
braické cislo.

Uloha 1.8.15. KdyZ jsou «,3 € R algebraickd ¢isla, pak i o + 8 a af3 jsou
algebraicka cisla.
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Uloha 1.8.16. Podle tvrzeni 1.5.7 je kazdsj zlomek p/q # V2. Zpresnéte to na:
pro kazdé p/q € Q je
Ip/a— V2| >1/2¢*.

Uloha 1.8.17 (sestrojeni celych &isel). Popiste podrobné, jak z polookruhu
prirozengch cisel (N, +,-) sestrojime okruh celych cisel (Z,+,).

Uloha 1.8.18. Naleznéte dalsi priklady pro toto ,krdceni“ zlomki, jeZ ddvd
spravny vysledek uplné nesprdvnym postupem:

16 18 1

64 f4 4°
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Kapitola 2

Limity posloupnosti

V oddilu 2.1 zavedeme vlastni a nevlastni limitu posloupnosti a probereme jeji
zékladni vlastnosti: jednoznacnost a vztah k monotonii, podposloupnosti, arit-
metickym operacim a usporadani. Dalsi oddil 2.2 predklada Sest vét o posloup-
nostech: o monoténni podposloupnosti v nekonecné i kone¢né verzi, Bolzanovu—
Weierstrassovu, o Cauchyové podmince, Feketeho lemma a Stolzovu—Cesarovu.
V oddilu 2.3 pomoci limit zavedeme a prozkouméame obecnou readlnou mocninu
a’ a jeji inverz, obecny logaritmus log, b. Aritmetiku limit rozsifime na neko-
necna a limes inferior i limes superior posloupnosti definujeme v oddilu 2.4.
V poslednim oddilu 2.5 operaci limity rozsifime i na posloupnosti, které kla-
sickou limitu nemaji, jako je naptiklad (1,—1,1,—1,...). Dostaneme takzvané
zobecnéné limity.

2.1 Zakladni vysledky o limitach

Viastni a nevlastni limita nekonecéné posloupnosti. Jednoznacnost limity, exis-
tence limity monotonni posloupnosti, aritmetika limit. Prekondni stereotypu v
tvrzent o limité a uspordddni. Dva strdaznici. Limity polynomidlnich a exponen-
cialnich posloupnosti. Diukaz, Ze 0 = 2.

Pripomeneme si posloupnosti.

Definice 2.1.1 (posloupnost). Posloupnost s hodnotami v mnoziné M je funkce
a: N — M, jiz znacime

(an) = (a1, az, ...) C M, kde a, oznacuje hodnotu a(n) pron € N .

Posloupnostmi zde rozumime, az na vyjimky, tyto nekone¢né posloupnosti. Vét-
§inou budou redlné: (a,) C R. Nejprve definujeme vlastni limitu posloupnosti.

Definice 2.1.2 (vlastni limita). Nechf (a,,) C R, a € R. Cislo a je limitou
posloupnosti (a,), psdno lim a, = a nebo lim,,_,, a, = a, kdyZ

VYe>03dng: n>ng=la, —a|<e.
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Zdee € R, ng,n e N a
dng: n>mng= ... jetotéz jako dAngVn: n>nyg=....

Tuto limitu nazyvame vlastni limitou a kdyZ ji posloupnost (a,) ma, fekneme,
ze (a,) konverguje. Pokud (a,) nemé vlastni limitu, fekneme, ze (a,,) diverguje.

Zavedeme nevlastni limitu. Pfipomindme, ze R* = R U {—o00, 00} oznacuje
rozsifenou realnou osu.

Definice 2.1.3 (nevlastni limita). Nevlastni limita posloupnosti (a,,) C R je
prvek +o0o nebo —oco z R* a (c € R)

lima, =400 <= Vcdng: n>ng=a, >c
lima, =—-0c0 <= Vcdng: n>ng=a,<c.

Jesté jiné znaceni pro limitu je a, — a € a, — a, n — oo. Dalsi definice
limity posloupnosti je na strané 82. Nejjednodussi konvergentni posloupnost je
konstantni ¢i skoro konstantni posloupnost: kdyz a,, = ¢ € R pro kazdé n € N,
nebo i jen pro kazdé n > ng, pak zfejmé lim a,, = ¢. Podminka |a, —a| < € z
definice limity —a,, ma od a vzdalenost mensi nez ¢ — se ekvivalentné zapise
jako

an € (a—¢e,a+¢€) nebo jako a—e<a, <a+e.

Uloha 2.1.4. Vsimnéte si, Ze tyto tii podminky jsou symetrické vzhledem k
vyméné a a a,. MuZeme stejné dobie fici, Ze a € (a, —,a, +€) a tak ddle.

Limita nemusi existovat, ale posloupnost nikdy nema vice nez jednu limitu.

Tvrzeni 2.1.5 (jednoznaénost limity). KaZdd posloupnost (a,) C R md
nejvyse jednu limitu, vlastni nebo nevlastni.

Dukaz. Ukézeme, Ze posloupnost nema dvé vlastni limity. Zbyvajici pripady
vlastni a nevlastni limity a dvou nevlastnich limit jsou podobné a ponechané
jako tloha 2.1.6. Nechf lima, = a € Rilima, = b € R a a < b. Vezmeme
€ > 0 mensi nez b_T“. Pro né&jaky index ng by mélo platit n > ng = |a, —al| < ¢,
tedy a, < a+e<a+ b_T“ = ‘ITH’ Stejné tak pro néjaky index n; by mélo platit
n>ny = |a, — b < g, tedy ay, >b—5>b—b_Ta = “TH’. Pro n > max(ng,n1)
tak nastava a,, < ‘IT“’ ia, > ‘ITH’, COZ je spor. O
Zména jen konefné mnoha ¢lentt posloupnosti limitu nezméni (alohy 2.1.8 a
2.1.9). Uvedeme pér ptikladt limit. Z¥ejmé

lim(1/n) =0, limn = +oc0 a lim(—1)" neexistuje .

Je to sice ziejmé, ale prvni dvé limity vlastné vyslovuji archimédovskost R. Ta
plyne, jak vime z tvrzeni 1.7.2, z iplnosti R, ale i pfimo z definice realnych ¢isel
jako rozvoji. Ukazeme, ze

lim ¢Yn=1.

n—oo
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Pro kazdé n € N je n/™ > 1. Kdyby lim n'/™ nebyla 1, existovalo by ¢ > 0 a
Uni o 1+ ¢ pro

%

rostouci posloupnost prirozenych ¢isel 1 <n; <ng < ..., %en
kazdé ¢ € N. Pak ale, podle binomické véty,

n, > (1+¢) =1+<1>C¢+<2)c?—|—~-+(ni>ci

n; ni(n; —1)c?
s (W)=t be

Vydéleni n; dava nerovnost

2
c“(n; —1 2
1>y, Gli = +1>n;.
2 c?
Ta je ale nemoznd, nebot posloupnost 1 < n; < my < ... neni niéim shora

omezené. Mame spor a proto lim n!/™ = 1.

Uloha 2.1.6. Dokaste, ze posloupnost nemd soucasné viastni a nevlastni limitu
ani soucasné obé nevlastni limity.

Uloha 2.1.7. lim "/¥/n =2.

Uloha 2.1.8. Nechf (a,) C R slim a,, = a € R* a (b,) C R spliuge, Ze a,, = b,
pro kaZdé n > ng. Dokazte, Ze pak lim b, = a.

Uloha 2.1.9. Prozkoumeste situaci, kdy (b,) spliiuje pouze slabou verzi pred-
chozi podminky. Tedy (a,) CR s

lim a, = a € R*

a pro (by,) C R oba vztahy a, = b, a an # by, plati pro nekoneéné mnoho indexd
n. Md (by,) limitu? KdyZ ji md, v jakém vztahu je k a?

Tvrzeni 2.1.10 (Q je v R hustd). Pro kazdé ¢islo o € R existuje posloupnost
(bn) C Q, Ze lim b, = a.

Dukaz. Pro n € N necht b, := max({k € Z | k/n < a})/n. Pak b, € Q a
lim b,, = a (protoze b, < a < b, +n~1). Viz tiloha 2.1.11. O

Uloha 2.1.11. Odkud vime, Ze existuje mazimum v dikazu?
Posloupnost (a,) C R spliiujici nerovnosti

ap <az <ag <

se nazyva neklesajici, pii ostrych nerovnostech rostouci. Obracenim nerovnosti
dostavame nerostouct, respektive klesajici posloupnost. Neklesajici a nerostouci
posloupnosti se souhrné nazyvaji monotdnni. Posloupnost (a,) je shora ome-
zend, kdyz existuje Cislo ¢ € R, zZe pro kazdé n je a, < c. Podobné se definuje
omezenost zdola. Omezend posloupnost je shora i zdola omezena.
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Uloha 2.1.12. Kazdd konvergentni posloupnost je omezend.

Nasleduje prvni z fady tvrzeni a vét garantujicich existenci limity posloupnosti.

Tvrzeni 2.1.13 (limita monoténni posloupnosti). Je-li (a,,) C R neklesa-
jict a shora omezend, pak (a,) konverguje. KdyZ je (a,) neklesajici a neni shora
omezend, pak lim a, = +o00.

Dukaz. Necht je (a,) C R neklesajici a shora omezena. Supremum
a =sup({a1, az, ...})

(viz véta 1.7.30) je dobie definované diky omezenosti (a,) shora. Podle aproxi-
macni vlastnosti suprema pro dané € > 0 existuje ng, Ze

a—e<ap, <a.
Diky monotonii (a,) a vlastnostem suprema tyto nerovnosti spliiuje kromeé ay,

i kazdé a, s n > ng. Tedy n > ng = — < a, —a < 0 alim a,, = a. Dikaz
druhé ¢asti tvrzeni je ponechan jako tloha 2.1.14. O

Je-li (a,,) nerostouci a zdola omezend, dokaze se podobné, Ze konverguje k infimu
mnoziny {a1,as, ... }. Je-li a, nerostouci a zdola neomezena, je lim a,, = —oo.
Monotonii (a,,) sta¢i pfedpokladat jen pro n > ng (podle tlohy 2.1.8).

Uloha 2.1.14. Dokaste, Ze neklesajici a shora neomezend posloupnost md li-
mitu +00.

Definice 2.1.15 (podposloupnost). Rekneme, Ze posloupnost (b,) je podpo-
sloupnost posloupnosti (ay,), kdyz pro néjakou rostouct posloupnost k1 < ky <
ks < ... prirozenych cisel plati

bpn=ak,, n=1,2,....

Je jasné, ze k, > n pro kazdé n. Podposloupnost tak z posloupnosti vznikne
vypusténim nékterych ¢lent.

Uloha 2.1.16. Ukaste, Ze podposloupnost je jako bindrni relace na posloupnos-
tech tranzitivni a reflexivni, ale obecné ne symetrickd ani slabé antisymetrickad.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni ponechavame jako tlohu.

Tvrzeni 2.1.17 (limita podposloupnosti). Je-li (b,) podposloupnost posloup-
nosti (a,,) a lim a,, = a € R*, pak i lim b,, = a.

Uloha 2.1.18. Dokazte predchozi tvrzent.
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Nalezneme-li v (a,) dvé podposloupnosti s riznymi limitami, lim a,, neexistuje.
Tfeba konstantni posloupnosti (1,1,1,...) a (=1,—1,—1,...) s limitami 1 a —1
jsou podposloupnostmi v (a,) = ((—=1)"), takze lim (—1)™ neexistuje. Podobné
lim (—n + (—1)™n) neexistuje, protoze dand posloupnost ma podposloupnost
s limitou 0 i podposloupnost s limitou —oco. Stoji za to si vSimnout (jak se mi
postéstilo v Fijnu 2018 pii pfipravé na prednasku) a pak to hned explicitné uvést,
Ze pritomnost dvou podposloupnosti s riznymi limitami je nejenom postacujici,
ale i nutna podminka neexistence limity posloupnosti.

Véta 2.1.19 (neexistence limity). Posloupnost (a,) C R nemd limitu <~
(an) md dvé podposloupnosti, které magi limity s riznymi hodnotams.

Dukaz. Implikaci <=, plynouci z tvrzeni 2.1.17, jsme jiz nahlédli. Implikace =
plyne z dusledku 2.4.18 o péar desitek stran dédle (vezmeme podposloupnosti s
limitami liminf a,, a limsup a, ). Takovy dopfedny odkaz by mohl hrozit vytvo-
fenim argumentac¢niho kruhu, ale k tomu zde nedochézi, vétu prosté jen uvadime
na misté, kde se nejlépe hodi. O

Nejedna se samoziejmé o buhvijaky objev, ale pfesnd charakterizace situace,
kdy néjaky objekt (ne)existuje, je v matematice vzdy zajimava.

Tvrzeni 2.1.20 nize je zédkladnim néstrojem pro vypocty konkrétnich limit.
Pro jednoduchost za¢neme vlastnimi limitami a nekonec¢na zahrneme pozdéji.
Pfipominame trojihelnikovou nerovnost z tlohy 1.5.5, kterou budeme v odha-
dech neustale pouzivat.

Tvrzeni 2.1.20 (aritmetika vlastnich limit). Necht (a,,), (b,) C R jsou dvé
konvergentni posloupnosti s lim a, = a € R a lim b, =b € R. Pak

1. posloupnost (a, + by,) konverguje a lim (a, +b,) = a + b,
2. posloupnost (a,by) konverguje a lim (an,b,) = ab,

3. pokud b # 0, je (an/by) definovand pron > ng, konverguje a lim (a,, /b,) =
a/b.

Dukaz. 1. Podle A-ové nerovnosti,
[(an +bn) — (@ +0)| < lan —al + [b, —b] .

Podle predpokladu pro dané £ > 0 existuje ng, zZe pro n > ng jsou obé posledni
absolutni hodnoty mensi nez €. Tedy n > ng = |(an + bn) — (a +b)| < 2¢, coz
dokazuje tvrzeni o limité souctu.

2. Nyni

|anby, — ab| = |(an — a)by, + a(b, —b)| < |an, —a| - |bp| + |a| - |bn, — 1] .
Pro dané ¢ € (0,1) existuje ng, ze pro n > ng je |a, — al,|bp, — b| < €, tedy i

|b,] < |b|+ 1. Tedy n > ng = |anb, — abl < e(|al + |b] 4+ 1), coz dokazuje tvrzeni
o limité soucinu.
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3. Kone¢né (pro b, # 0)
|(an — a)b+a(b—by,)|
[bn] - 18]
(1ba] - 16D ™ (lan — al - [B] + |a] - [b— ba]) -

an, a

b, b

IN

Pro dané ¢ € (0, |b|/2) existuje ng, Ze pro n > ng je |a, — al, |b, — b] < €, tedy
i |by,| > |b|/2 (specidlné by, # 0). Tedy n > ng = |an/b, — a/b| < &(|a| + |b]) &,
coz dokazuje tvrzeni o limité podilu. O

Neékolikrat jsme pouzili zndmy ditkazovy obrat (g,c¢ € R)
(Ve>0: - <¢g) < (e>0Ve>0: ---<ce).

Uloha 2.1.21. Zobecnéte ho z konstantniho ndsobku epsilonu, € — ce, na slo-
Zitéjst funkce. Funguje tieba pro funkci e — 1+ ¢ nebo € — /€7
Jiny pouzity dikazovy obrat je (n,ng € N)

(noVn: n>ng=P)& (IngVn: n>ng= Q)

— (AnoVn: n>neg= (P&Q)).
(Podle logické syntaxe se vazané proménné ng a n mohou oznacovat stile stejné
a netfeba zavadét nq, ns apod. Pro prehlednost zépisu se to ale déla.) Obdobné

pro viceclenné konjunkce.
Aritmetika limit funguje jen jednosmérné, rovnice jako

lim (a,, + b,) = lim a,, + lim b,
se da pouzit jen pii Cteni zprava doleva. Rozhodné neni obecné pravda, ze kdyz
an + b, — a, pak (ay) i (b,) konverguji a lim (a,, + b,) = lim a,, + lim b,, = q,
viz tfeba a, = (—1)" a b, = —(—1)". Totéz pro soucin a podil. V tomto se
pii pocitani s limitami obcas chybuje. Nasledujici tvrzeni uvadi situaci, kdy pro

vypocet limity soucinu staci slabsi predpoklady.

Tvrzeni 2.1.22 (nasobeni limitni nulou). Necht (a,),(b,) C R, pFidem#
posloupnost (a,) je omezend a lim b, = 0. Pak

lim (a,b,) = 0.
Uloha 2.1.23. Dokazte piedchozi turzens.

Uloha 2.1.24. Nechf (a,), (b,) C R, pricemz lim a,, neezistuje, ale (by,) kon-
verguje. Co lze (pravdivého) fici o limitdch lim (a, + b,) a lim (a,b,)?
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Jako piiklad nalezneme limitu posloupnosti (a,,) C Q dané rekurenci

Qn, 1
a1 =2 a apt1=— + —.
2 an,
. ; X _ _ 3 _ 17 _BTT v X s
Par prvnich hodnot: a1 = 2, az = 3, a3 = 13 a a4 = 5g. Z¥ejmé vzdy a, > 0.

Zd4 se, 7e (ay) je nerostouci. Dokézeme to. Potfebujeme, aby pro kazdé n € N
platilo, ze a,41 < an,, to jest %+ + L%n < ay, coz je ekvivalentni nerovnosti
V2 < a,. Potfebujeme tedy ukézat, e posloupnost ma tuto lepsi dolni mez.
Pro n = 1 nerovnost jisté plati a pro n > 1 téz:

_ 1 —1+2a;}
Ap = In-1 + = Gn1 n1 > a'n—12a_i1 = \/5
2 Qp—1 2 "

—toto neni dtkaz indukci, pro a = a,,_1 a b = 2a;£1 jsme pouzili nerovnost
‘%rb > Vab z tlohy 1.5.4. Tedy (a,,) je nerostouci. Protoze je zdola omezend, ma
podle tvrzeni 2.1.13 vlastni limitu lim a,, = a € R. Patrné a > V2. Tato limita
spliiuje rovnici, jez vznikne z rekurence a,41 = % + i vynechanim indext.
Limita levé strany je totiz lim a,4; = lim a, = a podle tvrzeni 2.1.17 a limita

pravé strany je lim (% + L) = hm#‘" + 5— = %+ 1 podle tvrzeni 2.1.20.
Takze
a 1 a?
a:§+a7 ?:1 a a:\/i.

Dokazali jsme tak, ze
lim a, = V2.

Zjistime, jak se porovnani ¢lendt dvou posloupnosti odrazi v porovnani limit
a naopak. Zahrneme i nevlastni limity. Pfipominame, Ze pro kazdé a € R je

—o0 < a<+o0o atedy —oo < 4o00.

Tvrzeni 2.1.25 (limita a uspofadani). Necht posloupnosti (ay),(b,) C R
magt limity lim a,, = a € R* a lim b, = b € R*.

1. KdyZ a < b, tak existuje ng, Ze m,n > ng = amy < by. (1)
2. Kdyz existuje ng, Ze pro kazdé n > ng je an, < by, pak a < b.

Dukaz. 1. Nechf a,b € R a a < b. Pro dané ¢ € (0, }’_T“) existuje ng, Ze pro
m,n>ngje ay < a+e< QT—H) <b-—¢e < by, takie a,, < b,. Necht a = —oc0 a
b € R. Pro dané € = 1 existuje ng, Ze pro m,n > ng je ap, <b—1=>b—¢ < by,
takze a,, < by,. Zbylé dva piipady (a = —o0, b = +oo a a € R, b = +00) jsou
podobné.

2. Kdyby bylo a > b, pro n > ngy by podle ¢asti 1 platilo a,, > b,, coz je ve
sporu s predpokladem. O

Implikaci v prvni c¢asti nelze obecné obratit, protoze ostra nerovnost muize v

limité piejit v rovnost: posloupnosti (a,) = (1 — 1) a (b,) = (1,1,...) spliuji
am < b, pro kazdé m,n € N, ale lim a,, = lim b,, = 1.
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Uloha 2.1.26. Cdst 1 predeslého turzeni se v piedndskdch a ucebnicich analijzy
wvddi tradicné ve slabsi formé s m = n takto:

kdyz a < b, tak existuje ng, Ze n > ng = a, < by, .

sy s

Jakeé jsou vyhody a nevyhody nasi silnéjsi verze? Viz téz uloha 2.6.1 a zdvérecné
pozndmky.

Uloha 2.1.27. Pokracujeme v dekonstrukci turzeni o limitdch a viimneme si,
Ze implikace v c¢dsti 2 predeslého tvrzeni plati i se slabsim predpokladem

P: pro kazZdé ngy existuji indexy m,n > ng, Ze an, < by.

1. Dokaszte, Ze to je opravu slabsi predpoklad — kdyz (a,) a (by,) spliugi pred-
poklad implikace v édsti 2 turzeni 2.1.25, pak splniugi i P.

2. Cdst 2 turzeni 2.1.25 s novym predpokladem P plati: P = a < b.

3. Uvedte dvé posloupnosti (a,) a (by,) s limitami a a b, které nespliuji pred-
poklad cdsti 2 turzeni 2.1.25, ale spliiuji P. S novym predpokladem P tak
ma cast 2 tvrzent 2.1.25 sirsi obor platnosti.

Tvrzeni 2.1.28 (o dvou straZnicich). Necht (a,), (b,), (c,) C R spliiugi, Ze
lim a, = lime, = a € R a pro kazdé n > ngy je a, < b, < ¢,. Pak (b,)
konverguje a lim b, = a.

Dukaz. Pro dané ¢ > 0 existuje ng, zen >ng=>a—ec <a, <b, <cp <a+e
(prvni a posledni nerovnost je z konvergence (a,,) a (¢,), druhd ze sevieni (by,)
obé&ma posloupnostmi), takzeia —e < b, < a+¢ alim b, = a. ]

Tvrzeni se snadno modifikuje pro nevlastni limitu a = 400, kdy sta¢i pouze
jeden straznik.

Uloha 2.1.29. Zformulujte tvrzeni o dvou strdznicich, viastné o jednom strds-
nikovi, pro nevlastni limitu a dokazte ho.

D4 se poznat, jestli posloupnost (a,) C R konverguje nebo jestli viibec
ma limitu, jen porovnavanim jejich ¢lent a,, podle velikosti? Touto otazkou
se zabyval anglicky matematik G.H. Hardy a jeho odpovéd, formulovanou v
modernéjsim a jasnéjsim matematickém jazyce, uvadime nize. Pfesnéji, kazdé
(ay) ptifadime graf G(a,) = (N, E = M UC) s vrcholy v pfirozenych ¢islech a s
modrymi a ervenymi hranami tak, ze {m < n} je modra hrana, pokud a,, < ay,
¢ervend hrana, pokud a,, > a, a vibec neni hrana, pokud a,, = a,. D4 se
poznat, zda (a,) konverguje, jen z grafu G = G(a,)? Ned4, posloupnosti (%) a
(—n) maji obé graf G jen se samymi Cervenymi hranami (a Zaddnou nehranou),
pfi¢emz prvni ma limitu 0 a druhd —oo. Trivialita? Jisté, ale zajimavéjsi je
piiklad posloupnosti

(=1)""/n) a (pa) = (1" + (=1)"*/n).

73



Obé maji tyz graf G, v némz je dvojice {m < n} Gervend hrana pro liché m
a modra hrana pro sudé m, ale prvni posloupnost mé limitu 0 a druhé vtubec
limitu nem&. Ani samotnd existence limity, vlastni ¢i nevlastni, se tak neda z
grafu G poznat. Nicméné, jak hned dokazeme, jiny podstatné odlisny priklad
dvou posloupnosti s existujici a neexistujici limitou ale shodnym grafem G uz
neni. Rekneme, Ze posloupnost (a,) C R zjevné osciluje, pokud ji lze rozlozit
na dvé podposloupnosti (b,) a (¢,,) (obé nekonecné) tak, ze pro néjaka dvé ¢isla
b,c € R mame

lim b, = inf({b1, b, ... }) =b>c=sup({c1, 2, ... }) =lim ¢,

a alespon jedna z rovnosti b, = b a ¢, = ¢ nastava jen pro kone¢né mnoho n.
Napftiklad hotejsi druha posloupnost (p,,) zjevné osciluje, kolem b =1 a ¢ = —1.
Pro danou posloupnost (a,,) C R definujeme tii unarni predikaty

N<(), N=(-) a N>()

na pfirozenych éislech: pro n € N predikédt N.(n) plati, pravé kdyz je mnozina
{m € N | a,, < a,} nekone¢nd, a podobné pro zbylé dva predikéty, mensitko na-
hradime znakem rovnosti ¢i vétsitkem. Ted uz mizeme uvést Hardyho vysledek,
ktery jsme timto vyhrabali ze zapomnéni.

Véta 2.1.30 (G. H. Hardy, 1910). Jsou-li (a,,) a (by,) takové posloupnosti,
Ze lim a,, ezistuje, lim b, neexistuje a grafy G(a,) a G(b,) se shoduji, potom
posloupnost (by,) zjevné osciluje. Vyplyud to z faktu, Ze pro kaZdou posloupnost
(an) C R jsou ndsledugici dvé vlastnosti ekvivalentni.

1. Posloupnost (a,) md limitu (i nevlastni) nebo zjevné osciluge.

2. Plati formule
VmVn: (N=(
[(@m: N-(m))
[(-3m: N—(m))= (3k: n>k= -Nc(n) V ~Nx(n))]

m) & N—(n)) = am = an] &
= (Vn: N=(n) V ~N<(n) V =N>(n))] &

— [je jen nejvyse jedno a € R, Ze a, = « pro nekonecné mnoho indexi
n/, [existuje-li takové a, pak pro kazdy élen a, posloupnosti rizny od «
posloupnost obsahuje jen koneéné mnoho clent pod a,, nebo jen konecnée
mnoho élentd nad a,] a [kdyZ takové a neexistuje, pak to plati pro kaZdy
élen a,, posloupnosti, s koneéné mnoha vyjimkami].

Dikaz. Pro danou posloupnost (a,) a ¢islo m € N z grafu G = G(a,,) snadno
pozndme, zda predikdty N.(m), N=(m) a Ns (m) plati. Napfiklad N.(m) plati,
pravé kdyz G obsahuje nekoneéné mnoho ¢ervenych hran {m < k}. Z grafu G
tedy i snadno pozname, zda je splnéna uvedend formule. Nemusi to byt tak
jasné pro jeji prvni klauzuli [...] (pro zbylé dvé klauzule to je jasné), protoze v
ni kromé proménnych m,n € N vystupuji i ¢leny a,, a a, posloupnosti, které z
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G rozhodné nepozname. Nicméné i splnéni prvni klauzule se dd z G s trochou
dtmyslu poznat (dloha 2.1.31). Jsou-li tedy (a,) a (b,) jak je zaddno, protoze
G = G(a,) = G(b,) alim a,, existuje, plati formule pro (a,) i pro (b,) a podle
ekvivalence ve vété posloupnost (b,) zjevné osciluje.

Zbyva ovsem dokazat uvedenou ekvivalenci. Implikace 1 = 2 je snadni,
pro posloupnost s limitou nebo zjevné oscilujici se lehce ovéri splnéni uvedené
formule (tloha 2.1.32). Dokazeme, ze 2 = 1. Bud tedy déna posloupnost (a,),
pro niz je formule v ¢asti 2 splnéna. Rozlozime ji na t¥i (ne nutné nekoneéné)
podposloupnosti (by), (¢n) a (dn): (bn) = (ag, ) jsou vSechny ty a,,, ze plati
- N.(m), (¢n) = (a,) jsou vSechny ty ze zbyvajicich a,,, Ze plati -Ns(m) a
(dn) = (am,,) jsou zbylé a,,. Pro kazdé n, kdy je index m,, definovan, tedy plati

O

Uloha 2.1.31. Jak tedy z grafu G(a,) pozndme, jestli pro posloupnost (ay)
nastdvd a, = a pro nekonecné mnoho n pro vice nez jedno ¢islo a?

Uloha 2.1.32. Ovérte implikaci 1 = 2 véty.

Tvrzeni 2.1.33 (dvé zakladni limity). Necht o, q € R. Pak

400 ... a>0 oo 0>l
lim n“=¢ 1 .. a=0 lim ¢"= L =1
n—oo 0 a <0 n—oo 0 ... qE (*1,1)
’ neezistuje ... q<—1.

Dukaz. Trividlni pripady o = 0 a ¢ = 1 jsou limity konstantnich posloupnosti.
Necht o > 0. Piln4 ¢tenaika vytesila tlohu 2.1.14, a tak lim n® = 4oo plyne
z neomezenosti posloupnosti (n®) shora (a toho, Ze neklesa). Kdyby byla shora
omezena, méli bychom podle véty 1.7.30 supremum

a=sup({n®|neN})>0.

Protoze 2¢ > 1, podle aproximac¢ni vlastnosti suprema existuje n € N, ze n® >
a/2%. Pak ale
(2n)* =2%n" > a,

ve sporu s vlastnostmi suprema. Dalsi pfipady jsou ponechané jako tloha. 0O

Uloha 2.1.34. Dokazte zbylé pripady predeslého turzend.

Zde je na misté poznamka. Ctendf mé asi néjakou piedstavu o tom, co je moc-
nina n® pro n € N a obecny redlny exponent o € R za stfedni skoly (floskule
vyuéujictho na VS), ale piesné ji zavedeme az v oddilu 2.3. Podobné zatim
ynevime“, Ze plati identita (2n)® = 2*n® a ze pro a > 0 je 2% > 1.
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Dusledek 2.1.35 (limity odmocniny) Necht ¢ > 0 je rediné éislo. Pak
lim ¢*/" =1.

Diikaz. Protoze # = (%)1/ " staéi podle ¢asti 3 tvrzeni 2.1.20 rovnost dokazat

pro g > 1. O

Tvrzeni 2.1.36 (exponencidlni versus polynomialni rust). Necht a,q €
Rsa>0aq>1. Pak

n

limq— =+400.
nOé

KazZda exponencidla, se zdkladem q sebebliZsim jedné, tak pro n — oo preroste
kazdy polynom, se sebevétsim stupném o: 1.000001" > nt0090 pro ysechna n >
Nng.

Dukaz. Bino a € N. Ukézeme, Ze pro libovolné ¢ > 0 nerovnost ¢"/n® > ¢
plati pro vSechna velkd n. Je ekvivalentni nerovnosti

qg>ct/m (nl/") .

Uloha 2.1.37. Ohadnéte predchozi ng.

Nasledujici vyklad je motivovan identitami pro mocniny a® v oddilu 2.3, ale
tyka se i limit a proto je zde. Méjme né&jakou identitu

a=b,
v iz a =a(r,s,...) ab=>b(r,s,...) jsou vyrazy, které v zavislosti na néjakych
parametrech r, s, ... nabyvaji redlné hodnoty nebo jsou nedefinované. Platnost
identity a = b pak muzeme definovat liberalné tak, ze neplati pravé a jenom pro
ty parametry r;s, ..., kdy jsou a i b definované, ale maji rizné hodnoty. Jinak,

kdyz a i b jsou definované se stejnou hodnotou nebo alespon jeden z vyrazi a
a b neni definovany, identita plati. (Co neni zakazano, je povoleno. Neliberdlni
pojeti— co neni povoleno, je zakdzano — je, ze a = b plati, pravé kdyz obé strany
jsou definované a maji stejnou hodnotu.) V tomto duchu mtizeme tvrzeni 2.1.17
strucéné, ale trochu slabéji, formulovat: jsou-li (a,,), (b,) C R posloupnosti a (b,,)
je podposloupnost (a,,), pak plati identita

lim b, = lim a,, .

(Podposloupnost nikdy nem4 limitu riznou od limity posloupnosti.) Podobné
tvrzeni 2.1.20 (uvazujeme jen vlastni limity) tvrdi, ve slabsi podobé, platnost
identit
lim (a,, +b,) = lim a, +lim b, ,
lim (a,,by,)
lim (ay, /by)

(lim a,,)(lim b,) a
(lim a,)/(lim by,)
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pro libovolné dvé posloupnosti (a,), (b,) C R. Silné&ji ptivodni tvrzeni 2.1.20 a
2.1.17 fikaji, Ze pro definovanou pravou stranu je definovana i levd a hodnoty
se rovnaji.

Ale pozor na to, Ze takové liberaln{ identity nejsou tranzitivni (vSe mé
svou cenu). Ctenaf napiiklad jisté vidi, Ze pro posloupnosti (a,) = ((—1)"T1),
(bn) = (-1)™) a (¢n) = (1,1,...)—tfeti je podposloupnosti prvni i druhé a
plati identita lim a,, + lim b,, = lim ¢,, + lim ¢,, — vypocet

0 =lim 0 = lim (a,, + b,,) = lim a,, + lim b,, =lim ¢,, + lim ¢, =141 =2

nedokazuje identitu 0 = 2, i kdyz kazda ze Sesti identit v ném obsazenjch v
liberalnim smyslu plati.

Uloha 2.1.38. V kterjch dvou sousednich identitdich vijpoctu nelze navdzat
tranzitivitou a proc?

Pozor tedy na podobné omyly pfi praci s identitami, v nichZ jedna strana miize
byt definovana a druhé ne.

2.2 Sest vét o posloupnostech

Ezistence monotonni podposloupnosti, v nekonecné i konecné verzi. Omezend
posloupnost ma konvergentni podposloupnost. Konvergence a cauchyouvskost. Fe-
keteho lemma. Slova neobsahugici abba. Stolzova—Cesdrova véta.

Jako monoténni posloupnosti oznacujeme neklesajici posloupnosti a neros-
touci posloupnosti. Nasledujici véta snad patii vice do kombinatoriky, ale je
sama o sobé€ zajimava a umoznuje rychle dokazat Bolzanovu—Weierstrassovu
vétu.

Vé&ta 2.2.1 (o monoténni podposloupnosti). KaZdd posloupnost (a,) C R
md monotonni podposloupnost.

Dukaz. Necht (a,) C R je libovolna posloupnost. Horizont je index n € N
splitujici m > n = a, > a, (za horizont neni vidét). M4&-li (a,) nekonecné
mnoho horizontd 1 < n; < ng < ..., jsme hotovi, pak an, > an, > ...
je klesajici podposloupnost. Ma-li jen koneéné mnoho horizontt, bud n; index
vétsi nez vsechny horizonty. Protoze neni horizontem, existuje ng > ni, ze a,, <
ap,. Protoze my neni horizontem, existuje ng > no, ze an, < an,. A tak déle,
Gn, < ap, < ... je neklesajici podposloupnost a jsme zase hotovi. o

Nasleduje konecna verze predchozi véty. Pracuje se v ni s koneénymi posloup-

vvvvvv

Véta 2.2.2 (Erd8sova—Szekeresova). Necht | = (k—1)> +1, kde k € N, a
A = (a1,a2,...,a;) CR je konecnd posloupnost délky l. Pak A md monotonni
podposloupnost délky k.

7



Diikaz. Uvazime zobrazeni f: {1,2,...,l} — N2 kde f(i) = (r, s) znamen4, Ze
nejdelsi neklesajici podposloupnost v A zacinajici v a; ma délku r a podobné s
udéva délku nejdelsi nerostouci podposloupnosti v A zac¢inajici v a;. Kdyby A
neméla monoténni podposloupnost délky k, 8lo by f do {1,2,...,k—1}? a jeho
obraz by byl nejvyse (k — 1)2-prvkovy. Defini¢ni obor f vSak mé vice prvki,
(k —1)2 + 1, takze f by nemohlo byt prosté zobrazeni. Tedy by existovaly i, j,
zel <i<j<laf(i)= f(j) = (a,b). To ale neni mozné: pro a;, < a;
miizeme nejdelsi neklesajici podposloupnost zacinajici v a; prodlouzit o a; a
mélo by byt f(i) = (> a+1,-) a pro a; > a; mizeme nejdelsi nerostouci
podposloupnost zaéinajici v a; prodlouzit o a; a mélo by byt f(i) = (-,> b+1).
V obou ptipadech mame spor s f(i) = (a,b). Takze f musi byt prosté a A musi
obsahovat monoténni podposloupnost délky k. O

V kazdé 101-tici (a vicetici) éisel tak vzdy nalezneme nerostouci nebo neklesajici
jedenacticlennou podposloupnost.

Uloha 2.2.3. Dokaste, e kdyz | = (k1 — 1)(ka — 1) + 1 pro ki, ks € N, pak
A obsahuje neklesajici podposloupnost délky k1 nebo merostouct podposloupnost
délky k.

Uloha 2.2.4. Ukaste, Ze hodnota (k — 1)? + 1 v Erdésové-Szekeresové vété se
nedd zmensit.

Véta 2.2.2 nese jméno madarského matematika Paula (Pdla) Erddése (1913-
1996) (jeden z nejvyznamnéjsich matematiki 20. stoleti, s vice nez 1400 pu-
blikacemi s mnoha spoluautory, asi nejdilezitéjsi jsou jeho prace o pravdépo-
dobnostnich metodédch v teorii ¢isel a kombinatorice) a madarsko-australského
matematika Georga (Gyorgyho) Szekerese (1911-2005) (spolu s P. ErdSsem za-
lozil kombinatorickou geometrii, pracoval i v asymptotické teorii grup a ¢iselnych
rozkladl a v obecné teorii relativity).

Véta 2.2.5 (Bolzanova—Weierstrassova). KaZdd omezend redind posloup-
nost md konvergenini podposloupnost.

Diikaz. Necht je ddna omezena posloupnost (a,) C R.

Proni dikaz. Podle véty 2.2.1 mé (a,) monoténni podposloupnost (by,), jez
je zfejmé omezend. Diky tvrzeni 2.1.13 je (b,) konvergentni.

Druhy dikaz. Vezmeme interval [a,b] D (a,,) a opakované ho délime na polo-
viny tak, Ze dana polovina stale obsahuje nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti
(an). Podle disledku 1.7.43 (Cantorova véta o vnofenych intervalech) existuje
a € R lezici ve vSech polovinach. Lehce se vidi, ze « je limitou podposloupnosti
posloupnosti (ay). Viz tloha 2.2.6. m

Uloha 2.2.6. Rozepiste druhy dikaz podrobné.
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Véta 2.2.5 se jmenuje podle prazského italsko-némecko-Ceského knéze, filosofa
a matematika Bernarda Bolzana (1781-1848) (v analyze byl B. Bolzano pri-
kopnikem pfesného pristupu a je autorem prvni, i kdyz ne zcela bezchybné,
konstrukce spojité funkce bez derivace) a némeckého matematika Karla Weier-
strasse (1815-1897) (je zndmy pfesnym budovanim matematické analyzy, zalozil
komplexni analyzu na mocninnych fadach, zobecnil transcendenci éisel e a ).
Lehce se rozsiti na neomezené posloupnosti, dikaz nechdme jako tilohu.

Uloha 2.2.7. Dokazte ndsledujici tvrzent.

Tvrzeni 2.2.8 (rozSifena B.—W. véta). KaZdd posloupnost (a,) C R md
podposloupnost s vlastni nebo nevlastni limitou.

Nasledujici disledek Bolzanovy—Weierstrassovy véty se Casto pouziva. Zobec-
nime ho ve vété 4.2.18.

Dausledek 2.2.9 (pouzivany dusledek). Budte ddna redlng éisla a < b a po-
sloupnost (a,) C [a,b]. Pak (a,) md konvergentni podposloupnost (by,) s limitou

lim b, = o € [a,b] .
Dukaz. Konvergentni podposloupnost (b,) s limitou @ € R existuje podle
véty 2.2.5. Protoze vidy a < b, <D, je a € [a,b] podle tvrzeni 2.1.25. O
Uloha 2.2.10. Ukaste, Ze pro jiné typy intervali ([a,b), (—oo,b] apod.) pred-
chozi dusledek neplati.

Pfipomeneme si cauchyovské posloupnosti (viz Cantorova konstrukce R).

Definice 2.2.11 (cauchyovska posloupnost). Posloupnost (a,) C R je cau-
chyovskd nebo téz Cauchyova, pokud

Ve >03ng: myn>ng=|ay, —a,| <e.

Cleny posloupnosti se tak k sobé vzajemné (v tomto presném smyslu) neomezend
priblizuji. Je jasné, ze konvergentni posloupnost (a,) C R je cauchyovska: kdyz
a =1lim a, € Race > 0, pak pro ng spliyjici n > ng = |a —a,| < € mame podle
trojuhelnikové nerovnosti patrné i m,n > ng = |am —an| < |am —a|+|a—an| <
2¢. Cauchyovskost je tedy pro konvergenci posloupnosti nutna. Ze je i postacujici
predstavuje zakladni vysledek realné analyzy.

Véta 2.2.12 (Cauchyho podminka). Posloupnost (a,) C R je cauchyouvskd,
praveé kdyz je konvergentni.

Dukaz. Implikaci < jsme jiz dokéazali. DokdZeme =. Posloupnost (a,) C R

bud cauchyovska. Je tedy omezend. (Necht ¢ = 1 a ng spliiuje, ze m,n >
ng = |an — am| < 1. Pak polozime m = ng + 1 a pro kazdé n je |a,| <
max(|ay], |azl, ..., |angl, 1 + |@ng+1]).) Podle véty 2.2.5 mé (a,) konvergentni
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podposloupnost (ag, ), lim ar, = a € R. Pro dané ¢ > 0 nyni vezmeme ny, Ze
m,n > ng = |a, —an| <€ ailag, —a| <e. Prokazdé n > ny potom mame

lan, — a| < |an — ag, | + |ag, — al < 2e

(prvni nerovnost |- | < € plati diky cauchyovskosti nebot k, > n a druhd |-| <e
diky ag, — a) a tedy a je limitou celé posloupnosti, lim a,, = a. o

Nevlastni limity jsou v rozporu s cauchyovskosti: je jasné, ze kdyz lim a,, = +o00,
pak (a,) neni Cauchyova. Cauchyovskost posloupnosti je dilezitd vlastnost,
kterd umoziiuje zkoumat tplnost (nepfitomnost ,dér“) daného prostoru i za
situace, kdy nemame k dispozici usporadani jako v R, tfeba v pripadé komplex-
nich éisel C vybavenych obvyklou vzdéalenosti |21 — za|. Ve svété zlomkt Q tato
véta neplati: kdyZ (a,) C Q ma za limitu v/2 € R\Q, tak je posloupnost (a,,)
cauchyovska, ale nema ve QQ limitu.

Nasledujici véta je uziteénd v kombinatorice a je pfibuzna tvrzeni 2.1.13.
Posloupnost (a,,) C R nazveme subaditivni (resp. superaditivni), kdyZz pro kazdé
dva indexy m,n € N plati nerovnost a,4n < G + an (T€SP. Apgn = A + ay).
Nazveme ji submultiplikativni (resp. supermultiplikativni), kdyz pro kazdé dva
indexy m,n € N plati nerovnost amin < Gmay (T€SP. Gmin > Gmay).

Véta 2.2.13 (Feketeho lemma, aditivni i multiplikativni).

1. Necht (a,) C R je superaditivni (subaditivni) posloupnost. Pak

—o0 N

nh_)rrgo % =sup({an/n | n € N}) <nlim dn inf({an/n|ne N})) )

kde supremum muZe bijt +00 a infimum —oo.

2. Necht (an,) C (0, +00) je supermultiplikationi (submultiplikativni) posloup-
nost. Pak

/@ = sup(( v [0 e ) (Jim @ = int({ o7 | n € )

kde supremum muZe byt 400 a infimum 0.

Dukaz. 1. Necht ¢ € R je libovolné ¢islo mensi nez uvedené supremum. Podle
aproximacni vlastnosti suprema vezmeme m € N, Ze a,,/m > c¢. Necht n € N
s n > m je libovolné. NapiSeme ho jako n = km + [, kde k € N, [ € Ny a
0 <1 < m. Pak podle superaditivity

an kam, a G /M a

n = km+l n 1+1/km  n’

Pron - c0ik — oo, tedy 1 4+1/km — 1 a a;/n — 0. Existuje proto ng, ze
pro n > ng je an/n > c. To dokazuje konvergenci podilu a,/n k uvedenému

80



supremu. Pro subaditivni posloupnost je argument téméf stejny, jen otoc¢ime
nerovnosti.

2. Pro danou (a,,) C (0, +00) definujeme (b,,) C R vztahem a,, = 2’ to jest
b, = logy a, — viz nésledujici oddil o realné mocniné. Pak ...multiplikativité
posloupnosti (a,) odpovida ... aditivita posloupnosti (b,,) (pro¢?) a také mame
vztah {/a, = 2bn/m  Pro supermultiplikativni (an) tak diky ¢asti 1 mame

lim /@, = lim 20n/™ = lim bn/n — gsupbn/n — gyp 9bn/m — qup v/,

(pro strucnost jsme zjednodusili znacen{ suprem) a podobné pro submultiplika-
tivni (ay,). O

Uloha 2.2.14. Pro¢ ... multiplikativité posloupnosti (a,,) odpovidd . .. aditivita
posloupnosti (by,)? Rozmyslete si, pro¢ presné plati kaZdd z péti rovnosti v po-
slednim vypoctu.

Uloha 2.2.15. Co se zméni, kdy# predpoklad (a,) C (0,+0c) nahradime pied-
pokladem (a,,) C [0,+00) (. povolime v (a,) nuly)?

Michael Fekete (1886-1957), po némz je véta 2.2.13 nazvéana, byl madarsko-
izraelsky matematik (zabyval se klasickou analjzou, v Budapesti ué¢il mladého
Johna von Neumanna, v letech 1945-48 byl rektorem Hebrejské univerzity v Je-
ruzalémé). Uvedeme typické pouziti Feketeho lemmatu. Pro dalsi viz tlohy 2.6.2—
2.6.5.

Dusledek 2.2.16 (abba-prosté slova). Necht f(n) je mazimdlni délka l tako-
vého slova u = ajas . ..a; nad n-prokovou abecedou, Ze (i) a; # a;+1 pro kazdé
i a (i) u neobsahuje podposloupnost typu abba (to jest neexistuji ¢ty indexy
1<k <ky<ks<ky<l, Zeay, = ar, # ar, = ax, ). Pak existuje vlastni nebo
nevlastni limita lim f(n)/n.

Dukaz. Podle aditivniho Feketeho lemmatu staci dokézat nerovnost f(m+n) >
f(m)+ f(n). Ta plyne z faktu, ze kdyz u je slovo nad m-prvkovou abecedou A
spliiujici (i) a (ii) a s délkou f(m) a v je obdobné slovo pro n-prvkovou abecedu
B, kde AN B = {), potom zietézeni obou slov uv je slovo nad (m + n)-prvkovou
abecedou, které splituje (i) a (ii) a mé délku f(m) + f(n). O

Hodnota limity lim f(n)/n je uvedena v tloze 2.6.6.

Uloha 2.2.17. K ¢emu je v definici extremdlni funkce f(n) dobrd podminka
(1)? Co se zméni, kdyZ misto abba zakdZeme vzor aabb?

Podle aritmetiky limit danéd kone¢né linearni kombinace konvergentnich po-
sloupnosti konverguje k téze linedrni kombinaci limit. Co se ale stane, kdyz
vezmeme nekonecnou linedrni kombinaci? To spadd do Matematické analyzy
II1. Ted se podivame na konecnou ale ménici se linedrni kombinaci

a1+a2+...+an

)

n
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jez se neda vytesit aritmetikou limit. Neni vSak tézké ukazat, Ze pro a, — A i
ona jde v limité k A. Pri této prilezitosti dokazeme obecnéjsi vétu. Nejprve ale
preformulujeme definici limity posloupnosti a na zakladé toho uvedeme jedno
lemma.

Necht A € R* ae > 0. Pro A € R polozime U(A4,¢e) := (A—¢,A+¢) a
pro nekoneéné A polozime U(—o00,¢) := (—o00,1/¢e) a U(+00,¢) := (1/e,4+00).
Patrné, a to je dalsi ekvivalentni definice limity posloupnosti (viz definice 2.1.2
a 2.1.3),

lima,=A <= Ve>03no: n>ng=a, €U(4, ¢).

Zavedli jsme takové znaceni, aby nebylo tfeba rozliSovat mezi kone¢nymi a ne-
koneénymi hodnotami A. Intervalim U(A,¢) se iikd okoli bodu A a opét je
zavedeme na zac¢atku kapitoly 4.

Uloha 2.2.18. Pro kazdé A € R* a e > 0 existuje § > 0, Ze
acUA e)&|z),ly <d=z+(1+y)acU(A,2).
Dokazte to.

Nasledujici lemma pouzijeme jen pro okoli, ale byla by skoda ho zatemnit tzkou
formulaci, kdyZ plati pro kazdy interval.

Lemma 2.2.19. Necht I C R je libovolny interval a 6; € I, j =1,2,...,n, jsou
jeho prvky. Pak pro kaZdou n-tici ay, . .., a, kladngch redlnyjch cisel existuje cislo

del, ze
Zéjaj :(SZaj .
j=1 j=1

Dukaz. Kazdy interval je definovany splnénim jedné ¢i dvou nerovnosti, napii-
klad I = [b,+0) = {z € R | > b}. Nerovnosti 6; > b,...,d, > b vyndsobime
po fadé ay,...,a,, seCteme a vydélime a; + - -+ + ay:

2?21 dja; > arb+---+apb
a1+...+an7 a1+...+an

0= =b.

Tedy § € Tad(ar+---+an) = 2?21 d;ja;. Pro jiné intervaly zlistava argument
stejny, klicové je zachovani nerovnosti pfi vynasobeni kladnym ¢islem. a

Nyni jiz slibend véta.

Véta 2.2.20 (Stolz, 1885; Cesaro, 1888). Necht (a,) a (by) jsou dvé redlné
posloupnosti, pricemz 0 < by < by < ... alim b, = +oco. Pak

. Gn41 — An * . Qn,
lim ————" =AcR*=1lim —=A4.
1m bn+1 b, S 1m b,
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Duikaz. Necht je ddno e > 0 a

. An+1 — ap *
lim ——— = A e R*.
o bn+1_bn

Vezmeme ng, Ze pro n > ng je m%z: € U(A,¢). Pro n > ng pak je

n—1 n—1
O _ g Djmng (%41 = %) ang | Djmng % - (i1 — b))
by bn bn  ba bn

pro néjaka Cisla 6; € U(A,¢). Podle lemmatu 2.2.19 se suma v ¢itateli rovna
§-3" 7 (bjy1 —bj) = - (by — bpy) pro néjaké § € U(A, ¢). Tedy

J=no

an  py, by, — by,
_— = — 5 ¢ —_ A 2
b b, + o € U(A,2¢)

pro kazdé dosti velké n podle tilohy 2.2.18, protoze lim i’"—"’ =0alim bn;bno =1.
Tedy lim a, /b, = A. (Pro zjednoduseni znaceni jsme pominuli zavislost J; a &
na n.) m|

Dusledek 2.2.21. KdyZ lim a,, = A € R*, pak i

ay+as+---+a, . nar+(n—1ay+- - +2ap_1+an
=A a lim

n n(n—1)/2 =4

lim
Dukaz. Pro s, =Y . ,a; at, =Y . ;1 =n mame lim ‘;’:1’17:::
A, a tak lim j—: = A plyne podle ptedchozi véty. To dava i druhou limitu,
vezmeme posloupnosti (Y s;) a (O, ;). O

. a
zhm%“:

Spoluautorem véty, jehoz jméno Zije v nazvu jedné metody s¢itani nekonecnych
fad, je italsky matematik Ernesto Cesaro (1859-1906) (narodil se v Neapoli,
pUsobil na univerzitach v Palermu a Neapoli, zabyval se diferencidlni geometrii
a matematickou fyzikou, pfi snaze pomoci svému synovi se utopil v mofi v
Neapolském zalivu poblize Torre Annunziata).

Uloha 2.2.22. Ukaste, ze Stolzovu—Cesdrovu vétu nelze obrdtit, konkrétné na-
leznéte posloupnost (a,) C R, Ze posloupnost ((a1+as+---+ay)/n) konverguge,
ale lim a,, neezistuje. Nicméné viz oddil 2.5.

2.3 Realna mocnina

Mocnina a® s redlngm zdkladem i exponentem. Logaritmus. Pro iraciondlni

a,b € R mize a® vyjit raciondini. Rychly vijpocet mocniny s velkym exponentem.

Vyjdeme z pfirozené mocniny a™ s n € N a pomoci limity posloupnosti ji
rozsifime na obecny realny exponent. Pak odvodime zakladni vlastnosti ziskané
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mocninné funkce a’ s a,b € R. Definice a® je trochu delsi a zamotan4 (vzhledem
k problémiim jako: ziejmé (—1)% = —1, ale co (—1)%/2 = ((=1)1/2)5?). Téz je
tfeba oveérit jeji korektnost.

Definice 2.3.1 (redlni mocnina). Necht a,b € R. Mocninu a® definujeme ve
ctyrech krocich.

1. Pro kazdé a € R a b € N poloZime

ab:a~a~...~a
—_———

b ciniteld
a pro kazdé a € R polozime a® = 1. Definovali jsme tak 0° = 1.

2. Pro kazdé a € R\{0} a zdporné b € Z polozime

(to je ekvivalentni s a=° = 1/a®), kde (-)~° pocitdme podle kroku 1. Hod-
nota 0° pro zdporné b € Z neni definovand.

3. Necht’aERabz%E@spGZ,qu, Kdyz a,b > 0 nebo kdyz a > 0,
b<0 ab¢Z, pak definujeme

o= (va)”,

kde /- je funkce q-té odmocniny z tvrzeni 1.7.85 a (-)P pocitdme podle
krokdi 1 a 2. Pro zdporné b € Z je a® definovand pro kazdé nenulové a € R
podle kroku 2. Jinak a® neni definovand.

4. Necht a,b € R. Kdyz a,b > 0 a (a,b) # (0,0) nebo kdyZa > 0,b<0 a
b & Z, pak definujeme
a’ = lim o’ ,
n—o0
kde (by) C Q je libovolnd posloupnost zlomki s lim b, = b (viz tor-
zeni 2.1.10) a (-)’* pocitime podle kroku 8. Mdme 0° = 1 podle kroku
1. Pro zdporné b € 7 je a® definovand pro kazdé nenulové a € R podle

kroku 2. Jinak a® neni definovand.

b

Mocnina a’ s a,b € R tak neni definovand, prdve kdyz

(a=0&b<0)V(a<0&b&Z).

Uloha 2.3.2. Dokazte, %e pro kaidé a € R je a' = a, a® =1 a pro a # 0 je
a~t = 1/a. Pro¢ v kroku 4 zakazujeme dvojici a =b =0 a v kroku 3 ne?
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Funkci mocniny tak budujeme postupné: od ptirozeného exponentu, kdy moc-
néni je opakovanym nasobenim, pres celistvy exponent, kdy se v ramci téleso-
vych operaci vyuzije déleni, dale pres zlomkovy exponent, kdy odmocnina zapoji
uplnost R, az po obecny redlny exponent, kdy se vedle tiplnosti R vyuzije i hus-
tota Q v R. Korektnost definice— kroky 1 a 2 se pro b = ¥ € Z,Q prekryvaji s
krokem 3, kazdé b € Q ma nekoneéné mnoho vyjadieni zlomky g, krok 3 se pro

b € Q piekryva s krokem 4 a limita lim a®» by nemusela existovat a hypoteticky
by mohla zéviset na volbé posloupnosti zlomkt limiticich k b— dokazeme(-te) v
ulohach a v tvrzeni 2.3.11. Ekvivalentni definice redlné mocniny exponencialou
se nachazi v tvrzeni 3.3.16 v oddilu 3.3.

Uloha 2.3.3. (i) Ukaste, e prob =2 € Z,Q a redlné a > 0 vyjde a® spocitand
podle kroki 1 ¢ 2 a podle kroku 3 stejné. (ii) UkaZte, Ze pro p/q=1/s € Q s
q,s € N a redlné a > 0 v kroku 3 mdme

aPl1 = qv/s

nebo jsou obé strany nedefinované. (iii) Ovéite, Ze modifikovanim kroku 3 na

aP/1 := YaP pro redlné a > 0 se nic nezménd, takze /aP = (Ya)P nebo jsou
obé strany nedefinované. (iv) Konecné ovéite, Ze pro b = £ € Q wyjde a’

spocitand podle kroku 3 stejné jako spocitand v kroku 4 pomoci posloupnosti
(bn) = (b,b,...).

Zbyva ukézat, ze hodnota a® v kroku 4 existuje a nezavisi na volbé posloup-
nosti (b,). Pro to ale potfebujeme vlastnosti mocninné funkce pro racionalni
exponent, které odvodime nejdrive.

Tvrzeni 2.3.4 (racionalni mocninné identity). Necht a,b € R a o, € Q.
Pak, jsou-li obé strany identity definované,

(a-b) = a* b,
a®th = q*.d?
(a®)? = a*? proa>0.

Druhd identita implikuje, Ze a=* = 1/a® pro kaZdé a € R a a € Q, jsou-li 0bé
strany definované. Pro a < 0 tieti identita obecné neplati, naptiklad

L=12 = ((-1))% # (-1)*% = (1)

i

=(-1)%=-1.

Uloha 2.3.5. Mize byt jedna strana mocninné identity definovand a druhd ne?

Dukaz. 1. Dokazujeme, Ze (ab)® = a®b®, jsou-li obé strany definované. Pro
a = 0 to plati podle kroku 1 definice 2.3.1, 1 = 1-1. Prvni pfipad je, Ze néktery
zaklad a nebo b je zaporny, tfeba a < 0. Pak a € Z. Pro o > 0 identita plyne
z asociativity a komutativity nasobeni v R. P¥ipad o = 0 uz je probrany a pro
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« < 0 nutné b # 0 a identita plyne z pfipadu a € N podle kroku 2 definice 2.3.1
prechodem k prevracenym hodnotam:

I 1 1
(ab)=@  a~ob~> g apho

(ab)* =

Druhy pripad je, Ze a = 0 nebo b = 0. Kdyz a > 0, je leva strana identity
0 a pravd, je-li definovand, také (podle kroku 3 je 0P/4 = ( pro kazdy zlomek
B > 0). Pripad a = 0 uZ je probrany a pro « < 0 neni ani jedna strana identity
definovana. Zbyvajici tfeti pripad je, ze a,b > 0. Pak jsou obé strany identity
vzdy definované a pro a € Z je jeji platnost jasnd (pro o > 0 asociativitou a
komutatitou nasobeni v R, a = 0 jsme uz probrali a pro a < 0 prechodem k
reciprokym hodnotam jako vyse). Necht tedy o = p/q € Q. Podle ulohy 1.7.37

méme Vab = /a/b. Tedy
(ab)* = (Vab)’ = (Ya¥/b)? = (Ya) (Vo)" = a®b"

kde t¥eti rovnost plati diky jiz dokdzanému pfipadu « € Z, a proto (ab)® = a®b®
(vSechny vyrazy v Fetézu rovnosti jsou definované a mizeme pouzit tranzitivitu,
viz vyklad na konci oddilu 2.1).

2. Dokazujeme, ze a®t? = a®a?, jsou-li obé strany definované. Nechf a < 0.
Pak o, 8, + B € Z a identita plyne asociativitou nasobeni v R a pfipadnym
prechodem k prevracené hodnoté pro zaporny exponent. Napiiklad pro a < 0 a
o+ [ > 0 mame

:a/ﬁ

a®tP Jg® = @B = glothH(-a)
a staci pfevést a® napravo. Ostatni pfipady jsou podobné. Necht a = 0. Pro o+
B =0 je vlevo 1 a prava strana je taky 1 pro a« = 8 = 0 a jinak neni definovana.
Pro a + 8 # 0 mé kazda strana identity, je-li definovana, hodnotu 0. Necht
tedy a > 0. P¥ipad a, 8 € Z se vyfidi jako pro a < 0. Necht kone¢né o, 5 € Q.
Pfevedenim na spoleény jmenovatel mizeme podle (ii) tlohy 2.3.3 pfedpokladat,
7e a = %, B = L. Potom, diky definici a® v kroku 3 a jiz dokdzanému piipadu
celistvych exponent,

a8 = gPtr)/a — (%)Hr = (Va)" (¥a)" =a%d”,

a tak a®t? = a®aP (viechny vyrazy v fetézu rovnosti jsou definované a mtizeme
pouzit tranzitivitu, viz vyklad na konci oddilu 2.1).

3. Dokazujeme, ze (a®)? = a®?, kdyz a > 0 a obé strany jsou definované.
Necht a = 0. Pak o > 0 (aby byla levé strana definovand). Kdyz a = 0, jsou obé
strany rovné 1. Kdyz a > 0, pak 5 > 0 a obé strany jsou 1 pro 5 =0 a 0 pro
B > 0. Necht a > 0, obé strany identity jsou pak vzdy definované. Pro a, 8 € Z
identita plyne z asociativity ndsobeni v R a pfechodem k prevracenym hodnotam
pro zaporné exponenty. Napiiklad pro a, < 0 mame (vSechny vyrazy jsou
definované)

1 1 1 1 o

(@) = Gaay s = —ayp af ~ 1/gop ¢
(1/a=*) ((1/a)=*) (1/a) 1/a
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a (a®)? = a®#. Ostatni piipady jsou podobné. Nechf tedy o = %B =cQ(a
a > 0). Pak jsou vSechny néasledujici vyrazy definované (a mizeme tedy pouzit
tranzitivitu):

@y = ({fvar) = V@ = v = (vay =i = a0

a (a®)? = a®P. Prvni rovnost je defini¢ni, druhd plyne opakovanym uzitim
(iii) ulohy 2.3.3, t¥eti plyne z jiz probraného pfipadu celistvych exponentti a z
tlohy 1.7.38, ¢tvrta opét z (iil) tlohy 2.3.3 a pété je definicéni. O

Uloha 2.3.6. Dokaste, e treti identita plati i pro a < 0, jsou-li obé strany
definované, pokud o, 8 € Z.

Budeme také potiebovat vysledky o monotonii mocninné funkce v racional-
nich exponentech. Castecné je opét presuneme do tlohy.

Tvrzeni 2.3.7 (monotonie a’ s b € Q). Pro kazdé a,b € R a o, 3 € Q mdme
pravidla monotonie

a>0,0<a<b = 0<a“<b® a
a>1, a<f = 0<a*<d’.

Dukaz. Prvni pravidlo je diky prvni a druhé hofejsi identité ekvivalentni s
nerovnosti ¢® > 1 pro ¢ = b/a > 1 a a > 0, jeZ hned plyne ze speciélnich
piipadi @ = p € N a a = 1/g. Druhé pravidlo je diky druhé hotejsi identité
ekvivalentni se stejnou nerovnosti a” > 1proQ>v=F—-—a>0aa > 1. O

Uloha 2.3.8. Dokaste tu nerovnost v onéch specidlnich pripadech. Rozsirte
proni pravidlo monotonie na pripadya =0 aa <0 adruhénaa=1,0<a < 1
aa=0.

Déle se nam bude hodit védét, ze exponent jdouci k nule posila racionalni
mocninu k jedné. Plyne to z nasledujiciho odhadu.

Tvrzeni 2.3.9 (pouZiti Bernoulliovy nerovnosti). Necht k € N a a € R,
a>1. Pak
0< at/F -1 <

ESl RS

Dukaz. Podle Bernoulliovy nerovnosti (tvrzeni 1.5.1) a hotejsich identit mame

a=(a'F)k = (1 + (at/* — 1))k > 1+ k(" —1) > k(a/* -1) (> 0).

Odtud jednoduchou tpravou plyne odhad. O
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Dusledek 2.3.10 (a° — 1). Nechf a > 0 je redlné ¢islo a (b,) C Q jde k 0.
Pak

lim a® = 1.

Ditkaz. Patrné a» — 1 <= 1/a’ = (1/a)’ — 1, tedy miizeme vzit a > 1.
Kdyz f% < b, < %, pak podle nerovnosti v tvrzeni 2.3.9 nebo jejiho prevraceni
pro b, < 0 mame

lab» — 1] < max(a/k,1—1/(1+a/k)) =0, k — oo,
a limita je dokazana. O

Ted uz koneéné dokézeme, Ze krok 4 definice 2.3.1 je korektni a nestane se,
7e by limita a’ neexistovala nebo pro riizné posloupnosti (b,) C Q, b, — b,
vychéazela rtzné.

Tvrzeni 2.3.11 (korektnost kroku 4). Necht a > 0 je redlné &islo a (b,) C
Q mad limitu b € R. Pak existuje vlastni limita

lim o’ (=: a°)
a zdvist jen na b.

Ditkaz. Posloupnost (a’') je omezena (tvrzeni 2.3.7) a pro indexy m > n
je lim,, oo a®~b» =1 (cauchyovskost (b,) a predchozi diisledek). Podle druhé
identity tvrzeni 2.3.4 tak pro m > n diky nasobeni limitni nulou (tvrzeni 2.1.22)
mame

lim (a’" —a’) = lim a’ (a®""b —1)=0.

n—oo n— oo

Tedy je (a’*) cauchyovska a podle véty 2.2.12 mé vlastni limitu. Ma-li (c,) C
Q také limitu b, opét a — a’» = a’ (a®" "% — 1) — 0 tymz argumentem a

lim ¢~ = lim ab~. O

Shrneme vlastnosti funkce zavedené definici 2.3.1.

Véta 2.3.12 (vlastnosti redlné mocniny). Funkce f(a,b) = a®

argumenty a hodnotou md ndsledujict vlastnosti.

s redlnymsi

1. Je definovand, pravé kdyz

(a, b) € ((0, +00) x R) U ({0} x [0, +00)) U ((—00, 0) x Z) .

2. Pro kazdé a € R je a® = 1 (véetné 0° = 1), pro kaZdé a € (0,+00) je
0% =0, pro kazdé b € R je 1> =1 a pro kazdé b € R je b' = b.

3. Pro pevné a € (0,1) (resp. a > 1) je a® klesagici (resp. rostouci) v b € R.
Pro pevné b < 0 (resp. b > 0) je a® klesajici v a € (0,+00) (resp. rostouci
vaé€l0,+00)).
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4. Jsou-li obé strany definované, pak pro a,b,c € R mdme identity

(ab) = ab°,
b+c b c
a = a’a®,
(a®)¢ = a* proa>0.

5. Pokud a >0, a, — a a b, — b, pak lim f(a,,b,) = lim a’* = a®.

Dukaz. Vlastnosti 1 a 2 plynou z definice 2.3.1. Monotonie 3 plyne z monotonie
pro zlomkové exponenty v tvrzeni 2.3.7 a v tloze 2.3.8 a z limitni definice a® v
kroku 4 definice 2.3.1, viz tloha 2.3.13. Dokazeme identity ve vlastnosti 4.

a) Méame a,b,c € R a dokazujeme, ze (ab)¢ = a°b®, jsou-li obé strany defi-
nované. Mtzeme predpokladat, ze a,b > 0, ostatni pfipady jsme jiz vpodstaté
probrali v tivodu diikazu édsti 1 tvrzeni 2.3.4. Necht ¢,, — ¢ pro néjaké zlomky
(cn). Pak (ab)®» = a®b° podle tvrzeni 2.3.4 a a®» — a° b — b° podle defi-
nice a tvrzeni 2.3.11. Tedy (ab)°" — a°b® podle tvrzeni 2.1.20. Na druhou stranu
(ab) — (ab)® podle definice a tvrzeni 2.3.11, takze (ab)® = a®b°.

b) Mame a,b,c € R a dokazujeme, ze a’t¢ = aba®, jsou-li obé strany defi-
nované. Necht a > 0, pfipad a < 0 jsme jiz vpodstaté probrali v tvodu dikazu
Casti 2 tvrzeni 2.3.4. Necht b, — b,¢, — c¢ pro né&jaké (b,),(c,) C Q. Pak
abrteon = gPng podle tvrzeni 2.3.4 a a®» — ab,a® — a° podle definice a
tvrzeni 2.3.11. Tedy a’ T — aba® podle tvrzeni 2.1.20. Na druhou stranu
b, + ¢, — b+ c podle tvrzeni 2.1.20 a tak a’t°» — @bt podle definice a
tvrzeni 2.3.11. Tedy a’*¢ = ala®.

c) Mame a,b,c € R s a > 0 a dokazujeme, ze (a®)¢ = a’¢, jsou-li obé strany
definované. Necht a > 0, pfipad a = 0 jsme jiz vpodstaté probrali v Gvodu
dikazu ¢asti 3 tvrzeni 2.3.4. Necht b,, — b, ¢,, — ¢ pro n&jaké (by,), (¢,) C Q. Pak
(abn)en = abnen podle tvrzeni 2.3.4, b,c, — be podle tvrzeni 2.1.20 a (a’")n —
a’® podle definice a tvrzeni 2.3.11. Na druhou stranu (a’)» = (a’ab» ") podle
druhé identity dokazané v predchozim odstavci, takze (a’»)r = (a®)%n-a(bn—blen
podle tvrzeni 2.3.4. Prvni ¢initel jde k (a®)¢ podle definice a tvrzeni 2.3.11 a
druhy jde k 1 diky tvrzeni 2.1.20 a disledku 2.3.10. Tedy i (a’)» — (a®)¢
(podle tvrzeni 2.1.20) a (a’)¢ = a’°.

5. Pro velké n s a,, > 0 mame diky mocninnym identitam

a* — al| = a2 [(a/an)" " — 1] |

Pro n — oo tak podle monotonie mocniny, dtsledku 2.3.10 a omezenosti (a’")

mame
a’ —alr| < alr max(|0.9°7" — 1], [1.1°7" —1|) > 0.

Uloha 2.3.13. Dokazte podrobné viastnost 8 monotonie.

Uloha 2.3.14. Rozsirte ¢dst 5 na pripada =0 ab > 0 (kde a,, > 0 pron > ng).
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A Cemu se rovné (a 4 b)°? I zde lze leccos Fici. Jak algebraici dobfe védi, v
jedné dulezité situaci plati identita (a + b)¢ = a© + b°.

Uloha 2.3.15 (charakteristika p). Necht R je libovolny okruh, v némz pro

néjake cislo p € N, nutné prvocislo, plati rovnost

g +1gr+---+1r =0gr

p scéitancu

a kratsi (neprdzdné) soucty jsou # Or. Rikdme, e R md charakteristiku p.
Charakteristiku p md treba kazdé konecné téleso R = F s p* proky (diloha 1.6.13)
nebo okruh polynomi R = F[x] s koeficienty v ném. Dokazte, Ze pro kazdé
a,b e R ar e Ny plati, Ze

(a+b)P =a +b7 .

Kdyz se vratime do R, pak pro kazdé a,b € R a ¢ = n € Ny podle konecné
binomické véty (aloha 1.8.5) mame

(a+b)° = (a+b" = zn: (Z) ko |

k=0

A pro obecny exponent ¢? Necht a,b,c € R s a+b > 0. Kdyz a = b, pak
(a + b)¢ = 2°°. Kdyz, feknéme, a > b (tedy a > 0), pak podle nekoneéné
binomické véty (véta 3.6.22) mame

a*(1+b/a)" = a° i () ot - > (7)ot

k=0

(a+0)°

€ emq  Cle=1) 5 oy
ﬂba +Tba +....

= af —+
Véta 2.3.16 (feSeni rovnice (zr + y)* = z* + y*). Rovnice
(z+y)* =2 +y
mda tato a jen tato Tesent x,y,z € R:

Dukaz.

Nyni zavedeme inverzni funkci k mocniné.

Véta 2.3.17 (logaritmus). Necht a > 1 je dané redlné cislo. Pak pro kazdé
redlné b > 0 md rovnice

a®=b
prave jedno teseni ¢ € R. Oznacime ho

c=log,b

a nazveme logaritmem ¢isla b pri zdkladu a. Mdme funkci log,: (0,+00) — R.
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Diikaz. Diky tvrzeni 1.7.40 staci ukézat spojitost a® pro a > 1 jako funkce b,
jednoznacnost feSeni ¢ plyne z monotonie této funkce. Spojitost plyne z prvniho
odhadu tvrzeni 2.3.9 a z mocninnych identit: pro b > & > 0 a malé b — V' je i
rozdil a® — a¥ = a¥ (¢~ — 1) maly. m|

Ze stfedni skoly asi znate prirozeny logaritmus, jehoz zakladem je podivuhodné
Cislo e = 2.71828. .. . Znadi se prosté log x a zavedeme ho pozdéji v definici 3.3.7.

Uloha 2.3.18 (zaklad mensi jedné). Rozsiite predchozi vétu na a € (0,1).
Uloha 2.3.19. Pro redlnd ¢isla a,b > 1, jaky je vztah mezilog, b a log, a?

Véta 2.3.20 (iracionalita logaritmu). Necht m,n € N s m,n > 2 jsou dvé
¢isla s ruznymi prvociniteli, takze jedno je délitelné€ néjakym prvocislem, které
druhé nedéli. Pak logaritmus

log,, n

je iraciondlni kladné cislo.

Dukaz. Pripomenme si zakladni vlastnost prvocisel: kdyz a,b € Z a prvocislo p
deéli ab, potom p déli a nebo p déli b (to plyne z tlohy 1.8.2, ale je to elementér-
néjsi véc). Kdyby log,, n = /s > 0 (r, s € N) byl zlomek, platilo by m’/* = n
a m’” = n?, takze kazdé prvocislo délici m by délilo i n a naopak, ve sporu s
predpokladem. Proto log,,, n zlomek neni. O

Uloha 2.3.21. Popiste pomoci prvociselngjch rozkladi viechny dvojice cisel
m,n € N, m,n > 2, s iraciondlnim logaritmem log,, n.

Trividlné je soucet i soucin dvou racionélnich ¢isel racionéalni a soucet i soucin
racionélniho a iracionalniho ¢isla iracionélni, samoziejmé az na nasobeni nulou.
Soucet i soucin dvou iraciondlnich ¢isel miize byt raciondlni i iracionalni —
priklady si rozmyslete, nebudeme z toho délat tlohu. A jak je tomu s mocninou?
Pro racionalni a,b > 0 miiZe byt a® racionélni i iracionélni: 22 € Q a 2'/2 ¢ Q.
Stejné tak ve zbylych tfech pfipadech.

Véta 2.3.22 (iracionalita mocniny). Hodnota mocniny a® pro redind a,b >
0 v kazdém z pFipadi (i) a € Q,b ¢ Q, (i1) a € Q,b € Q a (#i) a,b & Q muZe
byt raciondlni i iraciondlng.

Diikaz. (i) Mame log, 3 ¢ Q podle véty 2.3.20, ale 2223 = 3 € Q. Funkce
b+ 2% z [0,4+00) do [1,+00) je rostouci a tedy prostd a na iracionalnich b
tak nabyva nespocetné mnoha hodnot, protoze kladnych iracionédlnich dcisel je
nespocetné mnoho. Protoze Q je spocetnd, skoro vSechny tyto hodnoty jsou
iracionalni a tedy existuje b ¢ Q, ze i 2° ¢ Q.

(ii) Vime, Ze v2 ¢ Q, ale (v/2)2 =2 € Q. Oviem (v2)! =2 € Q.
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11) Vime, ze , a take log podle véty 2.3. nebot log —
iii) Vime, 7e v2 ¢ Q, a také log, 53 ¢ Q podle vty 2.3.20 (nebof log. /5 3
2log, 3 podle identity (a’)¢ = a’¢), ale

(\/i)log\/g?) -3¢ Q .

Konecné ze irac.'2¢ je nékdy (vlastné skoro vzdy) iracionalni plyne stejnym

nespocetnostnim argumentem jako v (i), misto 2 stac¢i vzit V2. O

Uloha 2.3.23. Vypoctéte
V2
(v2")

rac. ge nékdy raciondind.

a dedukugte, Ze irac.

Ted uvedeme jedno dilezité pouziti mocninnych identit a logaritmu v infor-
matice.

Véta 2.3.24 (binarni mocnéni). Necht a € R a n € N. Mocninu

a=a-a-a-...-a (n diniteli)

lze vypocitat nejvyse 2logy n ndsobenimi dvou redlnych cisel.

Dukaz. Exponent n napiSeme ve dvojkovém zapisu:
n = 2k + bk:—12k_1 +--- 4+ b121 + bOa bl € {Oa 1} )
kde k € Ny spliiuje k¥ < logyn < k + 1. Podle mocninnych identit mame

n 2F 12kt ab121 bo

a = a a a
= (@)L (@)

a, pro j € Ny,

a® = (...(a*)*...)? (j umocnéni na druhou) .

Mocniny a,a? = a - a,a* = a®-a2,...,a2" = a®" -4 tedy spoéteme k
nasobenimi dvou (v tomto piipadé stejnych) ¢éisel a ¢islo a™ spo¢teme ziejmym
zpusobem pomoci dalSich by 4+ by + - - - + br_1 < k nasobeni dvou ¢isel. Potre-
bujeme tak nejvyse 2k < 2log, n nasobeni dvou ¢isel. O

Uloha 2.3.25.
71000 odulo 11 =7

Spoctéte bindrnim mocnénim. Dd se to rychle spocitat i jinak?

Podivame se na mocninu 0° = 1, alespoti tak jsme ji definovali.
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Tvrzeni 2.3.26 (zradna 0°). Pro kaZdé redlné cislo o > 0 i o = +00 existuji
takové posloupnosti (ay,), (by) C R, Ze

. . . by
lim a, =lim b, =0 @ lima,” =o.

Obé posloupnosti lze téz zvolit tak, Ze lim ab» neexistuje.

Dukaz. Omezime se na o < 1, zbytek nechdme jako nésledujici tilohu. Necht
a € [0,1). Pak pro a, = a™ a b, = 1/n je posloupnost (a’) = («) konstantni
a aapib, jde k 0. Pro a = 1 stadi vzit a, = b, = 1/n (viz piiklad pred
tlohou 2.1.6). Pokud a,, = (1/2)™ pro sudé n, a, = (1/3)" pro liché n a b, =
1/n, pak a, i b, jde k 0, ale lim a’» neexistuje. O

Uloha 2.3.27. Dokondete predchozi dikaz pro o > 1.

Vyraz (— 0)7° je tak vlastné neurc¢ity: pro a,, — 0 a b, — 0 hodnota limity

. b . « g
posloupnosti (a.") zdaleka neni urcena.

2.4 Pocitani s nekonecny, liminf a limsup

Aritmetika nekonecen a neurcitych vyraziu. Limes superior a limes inferior.

Tvrzeni 2.1.20 rozsifime na nevlastni limity. Nejprve definujeme aritmetické
operace s nekonecny, pro usporadani jsme to jiz udélali.

Definice 2.4.1 (aritmetika nekoneéen). Necht a € R*. Definujeme

a# —00: a+ (+00) =(+00)+a:=+0c0,
a#+00: a+(—00)=(—0)+a:=—-00,
a>0: a(+oo) = (£oo)a = o0,
a<0: a(+oo) = (+oo)a = Foo,

a

+oo: — =0
a# +oo +o0

Zbylé vyrazy

+o0

a *
T’ 0 pro a € R

(+OO) + (—OO), (_OO) + (+OO)7 0- (:EOO)7 (:I:OO) -0,
— soucet dvou nekonecen s opacnymi znaménky, soucin nuly a nekonecna, podil
dvou nekonecen a kazdy podil s nulou ve jmenovateli — ponechdvdme nedefino-
vane, jsou to neurcité vyrazy.

Vysvétlime termin neurcity viraz. Virazy +/—1 a % jsou v oboru R* oba ne-
definované, ale v jednom ohledu se lisi. Prvnimu nelze konzistentné pfiradit
zddnou hodnotu (z R*), ale druhému miizeme pfifadit hodnotu lim a,, /b, kde
(an), (bn) C R, b, # 0 pro kazdé n, jsou posloupnosti jdouci k nule. Problém je
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ovSem v tom, ze takovych hodnot je vice, v zavislosti na obou posloupnostech,
fakticky to mize byt cokoli (jak se k tomu nize vratime). Kdybyby vychazela
jen jedna hodnota, pak bychom ji mohli vyraz % definovat. To nastava tfeba pro
vyraz 2- (+00), ktery neni neuréity a definovali jsme ho jako +00. Méme tak dva
druhy nedefinovanosti: Gplna nedefinovanost a neurcity vyraz. Pro aritmetické
operace v R* jsou vSechny nedefinované vyrazy neurcité, v pripadé mocnéni jsou
mocniny se zdpornym zékladem typicky (ne ale zcela vzdy) Gplné nedefinované.

Uloha 2.4.2. Zjistéte, zda toto rozsiteni scitdni a ndsobeni na R* je komuta-
tivni, asociativni a distributivni.

Tvrzeni 2.4.3 (aritmetika limit). Necht (a,), (b,) C R, lim a, = a € R* @
lim b, = b € R*. Potom

1. lim (an, + by) = a + b, je-li soucet vpravo definovdn,
2. lim (apby,) = ab, je-li soucin vpravo definovdn a

3. pokud b # 0, pak je (an/by) definovand pro n > ng a lim (ay,/b,) = a/b,
je-li podil vpravo definovdn.

Dutikaz. Tvrzeni 2.1.20 vyfidilo pfipad vlastnich limit. Podivime se na jeden
pfipad nevlastnich limit a ostatni nechdme jako tulohu. Pro lima, = a > 0

a lim b, = —oo spoc¢teme lim a,b,. Pro dané ¢ € R, ¢ < 0, vezmeme ng, ze
pron > ng je a, > a > 0ab, <c¢/a’ <0, kde ' = min(a/2,1) (mize byt
a = +00). Pak pro n > ng je apb, < a’'b, < a'(¢/d’) =c alim apb, = —c0. O

Uloha 2.4.4. Dokazte zbylé piipady predchoziho tvzent.

Tvrzeni vlastné odiivodituje aritmetiku nekoneéen: pravidlo jako a(—o0) = +00
pro a € R* s a < 0 jen zaznamenéva, ze pro kazdé dvé posloupnosti (ay,), (by,) C
R s lim a, =a <0 alim b, = —co je lim a,b, = 4o0.

Podobné rozsifime funkci mocniny.

Definice 2.4.5 (mocnéni nekoneden). Necht a,b € R*. Pro a,b € R hodnotu
mocniny a® definujeme ¢i nechdme nedefinovanou podle definice 2.3.1. Pro a =
—o0 hodnotu a® nedefinujeme, stejné tak pro redlné a < 0 neboa =1 a b =
+o00. Nedefinujeme ani (+00)°. Ve zbylych piipadech s nekonecnem v zdkladu
¢i exponentu klademe

0<a<l: at™®=0a>1: a™ =400,
0<a<l: aa®=+400,a>1: a*=0,
b>0: (+00)® =400, b<0: (+00)’=0.

Viraz
yrasy 1t a (—‘,—OO)O

— jedna umocnénd na nekonecéno a nultd mocnina plus nekoneéna — jsou neu-
TCité.
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Tvrzeni 2.4.6 (zdménnost nevlastni limity a mocniny). Necht a,b € R*,
a >0, a posloupnosti (a,), (bn) C R maji limity lim a,, = a, lim b, = b. Potom

lim a’" = ab
je-li mocnina vpravo definovand.

Diikaz. Céast 5 véty 2.3.12 vytidila pfipad a,b € R. Podivame se na jeden
pfipad nevlastnich limit a ostatni nechdme jako tlohu. Necht lim a,, = +c0 a
lim b, = b € R*, b < 0, spocteme lim a’*. Pro dané ¢ € (0,1) vezmeme ny, Ze
pro n > ng je an > /Y > 1ab, < <0, kde b = max(b/2,—1) (mizeme

mit i b = —o0). Pak pro n > ng je 0 < alr < (eV/Y)or < (V) = ¢, tudiz
lim a’» = 0. U

Uloha 2.4.7. Dokazte zbylé pripady piredchoziho tvzend.

Uloha 2.4.8. Rozsirte turzeni 2.4.6 (a definici 2.4.5) na pFipad a = 0, a,, > 0
pro n > ng, a b= *oo.

Tvrzeni 2.3.26 a tiloha 2.3.27 popisuji chovani neur¢itého vyrazu (— 0)7°. V
nasledujicich dvou tvrzenich shrneme popisy chovani neurcitych aritmetickych
a mocninnych vyrazi. Diukazy vétsiny pripadd nechavame jako tlohy. Zkratky:
OZ znamena ,opacna znaménka“ a NN znamenda ,nebo neexistuje“.

Tvrzeni 2.4.9 (neuréité aritmetické vyrazy). Pro neurcité aritmetické vy-
razy plati tato pravidla:

0Z: 00+ Foo = cokoli zR* NN,
0(£00), (£00)0 = cokoli zR* NN,
0/0 = cokoli zR* NN,

a € R*\{0}: a/0 +00 nebo —oco NN,
+oo/ +00 = cokoli >0 zR* NN

a obdobné obecnéji pro i—z se zrejmou volbou nerovnosti > 0 nebo < 0.

Dukaz. Ukdzeme jen, ze 722 je cokoli < 0 z R* nebo neexistuje. Pro a €
(=00,0), a, = an a b, = n mame a, — —o0, b, — +00 a a,/b, = a pro kazdé

n. Pro a, = —n a b, = n? mame a, — —00, b, — +00 a a,/b, — 0. Pro
a, = —n? a b, = n mame a,, — —o0, b, — +00 a a,/b, — —oo. Pro a, = —n
pro sudé n, a, = —2n pro liché n a b, = n mame a,, - —o0, b, — +00 a

posloupnost (a,,/b,) nema limitu. Koneéné kdyz a,, - —oo a b, — +o0, pak
pro velké n je a,, < 0 a b, > 0, tedy a,/b, <0 a (a,/b,) nemiize mit kladnou
limitu. O

Uloha 2.4.10. Dokazte zbylé ptipady predchoziho tvzeni.
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Tvrzeni 2.4.11 (neurdité mocninné vyrazy). Pro neurcité mocninné vy-
razy plati tato pravidla:

1~|>(>O7 1700

cokoli > 0 z R* NN,
(+00)° = cokoli >0 2z R* NN.

Dukaz. Ukazeme jen, ze 17°° je cokoli > 0 z R* nebo neexistuje. Pro a €
(0, +0), an, = a Y™ a b, = —n méame a, — 1, b, — —c0 a al" = a pro kazdé
n. Pro a, = n*™ a b, = —n mame a, — 1, b, - —0 a aln = 1/n — 0.
Pro a, = n=Y/" a b, = —n méame a, — 1, b, > —x a afL" =n — +o00. Pro
an = 1 pro sudé n, a,, = oL/n pro liché n a b, = —n mame a, — 1, b, - —o0
a posloupnost (a’") nem4 limitu. Koneéné kdyz a,, — 1 a b, — —oo, pak pro

velké n je a,, > 0, tedy a’* > 0 a (ab*) nemtize mit zapornou limitu. O

Uloha 2.4.12. Dokazte zbylé pripady predchoziho tvzeni.

Liminf a limsup

Definice 2.4.13 (hromadné body). Pro posloupnost (a,) C R jako Hr(ay,) C
R* oznacime mnozinu vlastnich i nevlastnich limit vsech jejich podposloupnosti.
Prokdm Hr(ay,) Tikdme hromadné body posloupnosti (a,).

Napiiklad pro a, = n+ (—=1)"(n+ 1/n) je Hr(a,) = {0, +oc0}.
Uloha 2.4.14. Sestrojte posloupnost, pro niz Hr(a,) = R*, to jest kazdé redlné
¢islo, —o0 i 400 je jeji hromadny bod. Lze vzit (a,) C Q?

V nésledujici vété pro shora neomezenou mnozinu A C R bereme sup(A4) = +o00
a pro posloupnost (400, +00, ... ) jako jeji limitu bereme téz +oo. Podobné pro
posloupnost (—oo, —00,...) a infimum —oo.

Véta 2.4.15 (o hromadnych bodech). Pro kaZdou posloupnost (a,) C R je
Hr(ay,) # 0, md nejmensi i nejuétsi prvek a ty spliuji rovnosti

minHr(a,) = lim inf({an,ant1,...})
n—oo

maxHr(a,) = lm sup({an,ant1,...}) .
n—oo

Dikaz. Hr(a,) # () podle tvrzeni 2.2.8. DokéZzeme posledni rovnost, s maximem
a supremy, ta pfed ni se dokazuje podobné. Oznacéime b,, = sup({an, ani1,-..}).
KdyZ (a,,) neni shora omezend, je b, = +o0 pro kazdé n, prava strana je +0o a
leva také, protoze shora neomezena posloupnost ma podposloupnost s limitou
+00. Necht je (a,,) shora omezend, pak (b,) C R a je nerostouci. Takze lim b,, =
b existuje (tvrzeni 2.1.13) a b € R nebo b = —oco. Kdyz je (¢,,) podposloupnosti
(an) a méa limitu ¢, je (podle tvrzeni 2.1.25) ¢ < b, pro kazdé n, protoze b, je,
aZ na koneéné mnoho ¢lent, horni mezi (¢,,). Tedy (opét podle tvrzeni 2.1.25)
¢ < b pro kazdé ¢ € Hr(a,,). Patrné b € Hr(a,,): existuje posloupnost 1 = k; <
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ke < ... a podposloupnost (¢,) v (an), ze ¢, € (bi, — 1/n,bk,] pro kazdé n,
tedy lim ¢, = lim by, = b. Proto b = max Hr(a,,). 0

Nasledujici definice tedy dava smysl.

Definice 2.4.16 (liminf a limsup). Pro (a,) C R hodnotu minHr(a,) € R*
oznacime liminf a,,, je to limes inferior a,, nejmenst limita podposloupnosti v
(an). Ddle max Hr(a,) € R* oznacime jako limsup a,, je to limes superior a,,
nejuetsi limita podposloupnosti v (ay,).

Uloha 2.4.17. Dokaste ndsledujici disledek.

Dusledek 2.4.18 (liminf, limsup a lim). Pro kaZdou posloupnost (a,) C R
je liminf a,, < limsupa,. Rovnost nastavd, prdvé kdyz md (ay) limitu lim a,,,
jez je pak rovna spoleéné hodnoté lim a,, = liminf a,, = limsup a,,.

Shrneme rtzné mozné definice limsupu a liminfu.

Tvrzeni 2.4.19 (t¥i podoby limsup a liminf). Necht (a,) C R je posloup-
nost, Hr(a,) jsou jeji hromadné body, b, = sup({an,an+1,...}) a L(ay) :=
{a € R| a,, > @ pro nekoneéné mnoho n € N}. Pak

lim sup a,, = maxHr(a,) = lim b, = sup L(a,)

(obé suprema bereme v R* a posledni limitu v trochu rozsifeném smyslu zminé-
ném vyse) a podobné rovnosti plati i pro iminf a,,.

Dukaz. Prvni rovnost je v naSem piipadé defini¢ni. Druhou jsme dokézali
ve vété 2.4.15. Dokézeme tteti. Kdyz o € L(a,), pak ma (a,) podposloup-
nost s limitou, moznd nevlastni, alesponl o (podle rozsifené B.-W. véty), takze
max Hr(a,,) je horni mezi L(a,) a maxHr(a,) > sup L(ay). Na druhou stranu
kdyz o = max Hr(a,,), pak pro kazdé € > 0 nastavd a,, > o — ¢ pro nekonecné
mnoho n (fadné vyloZzeno pro o = +00 a a = —00), takze @« — ¢ € L(a,) a
sup L(a,) > o = maxHr(a,). Tedy sup L(a,) = maxHr(a,,). O

Rovnost limsup a,, = sup L(ay) si lze pfedstavit lehkoatleticky: limsupa,, je
nejvyssi latka (pfesnéji, supremum takovych laték), kterou posloupnost (a;)

nekonecénékrat preskoci.

Uloha 2.4.20. Fungugje to i pro tieba a, = —n, kdy L(a,) = 0, protoZe (ay)
nepreskodi nekonecnékrdt Zadnou latku?
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2.5 Zobecnéné limity

Idedl, limita posloupnosti podle idedlu, priklady. Saldtova—Tomova véta

Véta 2.5.1 (Salat a Toma, 2003). V ndsledujicim oznacuji (a,) C (0,400)
posloupnost kladngjch éisel a I C P(N) idedl. Pak

(V(an): Zan<+oo:>h}nnan:0) ~— ID1,.

Slovné: idedly I, pro néZ scitance a, kladné konvergentni vady vyndsobené n
vZdy I-konverguji k 0, jsou prdvé idedly obsahujici idedl mnozin A C N s kon-
vergentnimi reciprokymi soucty (3,4 1/n < +00).

Dukaz.

2.6 Poznamky a dalsi ulohy

Kdo byl druhy nejvétsi logik 20. stoleti. Wilkieho identita. Pocetni priklady na
limity posloupnosti.

0Oddil 2.1. Tvrzeni 2.1.25 lze v &eské literatufe najit, jak se zda (nedokazal
jsem pochopitelné prohlédnout Gplné vse), vyhradné ve slabsi podobé se shod-
nymi indexy ¢lent obou posloupnosti (m = n, v obou ¢astech). Psychologickym
diavodem by mohla byt predchézejici aritmetika limit, kde shodné indexy maji
opravnéni. Jak ale vidime v této ucebnici, diikaz ztistava pro dva obecné riizné
indexy m,n Uplné stejny a kromé setrvacnosti mysleni neni zadny divod se
okrast, odvodit z predpokladu mnohem slabsi zévér nez je mozné. Jako kdyz
se skokan do dalky rozebéhne se vsi energii a odrazi se pil metru pred odrazo-
vou deskou. V anglicky psané literatufe jsem se s obdobou tvrzeni 2.1.25 pfili§
nesetkal (ale opét jsem toho prohlédl nemnoho), vyskytuji se pouze verze tvr-
zeni 2.1.28 (jako “squeeze theorem”). Na vztah mezi limitou a uspofadédnim se
v ni asi nahlizi, do zna¢né miry opravnéné, jako na trivialitu nestojici za sa-
mostatné tvrzeni ¢i vétu. Prapuvod cCeského tvrzeni o limité a usporadani lze
snad dohledat ve V. Jarnikovi [70, véty 59 a 60] (jen méa hypotéza). Zalezitost
uzaviram s tim, Ze jsem sam po Fadu let samoziejmé automaticky ucil ,kdyz
lim a, < lim b,, tak pro kazdé n > ng méate a,, < b,“, nez jsem byl jednoho
srpnového dne roku 2017 osvicen. Kolik podobnych nesmyslt asi ¢lovek za zivot
navyklada ... (viz tvrzeni 4.1.23, ty7 piibéh).

0ddil 2.2. Erdésova—Szekeresova véta. O B. Bolzanovi pise Kraus [86, Ka-
pitola V. Stastnym byt a jiné blazit].

0Oddil 2.3. Reilnou mocninu sestrojuje podobné Jarnik [70, kapitola III].

Dalsi alohy
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Uloha 2.6.1 (k tvrzeni 2.1.25 a tloze 2.1.26). V intervalu [0,1] zvolime
ndhodné a nezdvisle na sobé ctyri body ay,as,by, by (dvé dvouclenné posloup-
nosti). Spoctéte pravdépodobnost jevu A, Ze a1 < by & as < by, a jevu B, Ze
ar,az < bl, bs.

Nasledujici ¢tyfi tlohy ukazuji typické aplikace aditivniho i multiplikativniho

Feketeho lemmatu (véta 2.2.13) v kombinatorice.

Uloha 2.6.2 (velikosti mnozin bez AP délky 3). Nechf r(n) = max|A|,
kde A C {1,2,...,n} a neobsahuje aritmetickou posloupnost délky 3 (trojici
Gisel a,a+d,a+2d s d #0). DokaZte, Ze existuje vlastni limita

R= lim r(n)/n.

n—oo

Zmeéni se néco pro delsi zakdzané aritmetické posloupnosti? Dd se dokdzat, Ze
R =0, ale je to tezke.

Uloha 2.6.3 (poéet m-prostych permutaci). Necht 7: [k] — [k], k € N, je

bijekce, takZe w je permutace ¢isel 1,2, ... k, a f(n) je pocet permutact p cisel
1,2,...,n, které neobsahuji permutaci w: f(n) je pocet téch bijekei p: [n] — [n],
pro néz neezistuje k-tice indexi 1 < mp < ma < --- < my < n, Ze p(m;) <

p(m;) <= m(i) < w(j) pro kazd€ i,j € [k]. Dokazte, Ze existuje vlastni nebo
nevlastni limita
P= lim f(n)"/".

n—oo

Tato limita je vlastni, ale dokdzat to neni snadné.

Uloha 2.6.4 (po&et meandri). NC (non-crossing, nekiizici se) pdrovini na
2n wvrcholech je graf G = (V,E), kde V. C N, |V| = 2n, |E| = n, hrany jsou
disjunktni a pro Zadné dvé hrany {a,b},{c,d} € E nenastdvi a < ¢ <b < d (to
je ta NC podminka, uspotdaddni vrcholi je tedy duleZité). Meandr na 2n vrcho-
lech je takovd dvojgice (G1,G2) dvou NC pdrovani G; = ([2n], E;) na spolecné
mnoziné vrchold [2n] = {1,2,...,2n}, Ze graf ([2n], E1 U E3) (v némz md kaZdy
vrchol stupern 2) je souvisly, tvori ho jeding cyklus. Ndzornéji ale mepiesnéji
receno, meandr na 2n vrcholech je vzor tvoreny uzavienou a sebe sama nepro-
tinagict kiivkou C a pFimkou £ v roviné, kdyz C krizi (nedotgkd se pouze) ¢ ve
2n pevngch bodech. Definujeme

a, = #{meandry na 2n vrcholech} .

Napriklad a1 = 1, as = 2 a az3 = 8. Dokazte, Ze existuje vlastni ¢i nevlastni
limita
M = lim al/™.

1
n—oo

Dokazte, Ze M < 16. Presnd hodnota limity M nent zndma.
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Uloha 2.6.5 (podet cest ve étvercové miizce). Necht G = (72, E) je ne-
konecny graf, v némz {(a,b), (c,d)} € E <= |a—b|+|c—d| =1, je to tedy graf
sousednosti v nekonecné rovinné ctvercové mrizce. Kazdy vrchol md v G stu-
peni 4. PFipomerime si, Ze cesta v (obecném) grafu je takovd prostd posloupnost
vrcholi, Ze dva po sobé jdouci vrcholy jsou vidy spojené hranou. Definujeme

pn = #{cesty v G s n hranami, zacinagici ve vrcholu (0,0)} .
Dokazte, Ze existuje vlastni ¢i nevlastni limita

C = lim pY/™.

n— oo

Dokazte, ze C < 3. Presnd hodnota limity C' je i neni zndma. Je zndma proto,
Ze je znamy algoritmus, ktery umi C' aprozximouvat s libovolnou predem danou
presnosti. Neni znama proto, Ze jde o velmi pomaly algoritmus.

Uloha 2.6.6. Necht f(n) je extremdini funkce zavedend v disledku 2.2.16. Do-
kazte, Ze f(n) = 3n — 2 pro kaZdé n € N. Tedy lim f(n)/n = 3.

Uloha 2.6.7 (Wilkieho identita). Dokaste, Ze pro kazdd tii kladnd redlnd
c¢isla x,y, z plati identita

(M+2)Y + (L +z+2)") - (1 +2°)° + (1 +2° +2%)) =
(A+a)* + A+ +2”)) (L+2°) + (L +a® +a))" .

X K X

Uloha 2.6.8. Nechf a >0 a b > 1 jsou redlnd cisla. Dokazte, Ze

lim 152" _

n—oo N

Uloha 2.6.9. Spoctéte ndsledugici limity, pro n — oco.

1.
1 n+1
lim Zt T lim n :L_ T a lim (n®"*5 — (n — 5)1On/377) .

2 - 1 1+2+---
lim <nn+n5>7 limw a lim (\/nJr f\/ﬁ)
n

n

3
lim (nsinn —n?), lim log'n a lim (n7*((n+2)° = (n+1)%) .

NG
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Uloha 2.6.10. Necht a > 0 a b > 1 jsou redind ¢isla. Dokazte, Ze

n!)®
lim
n—oo pN

=+00.

Uloha 2.6.11. Spoctéte ndsledujici limity, pro n — co.
1.

) 3n _yn ) 3n _yn ) 3n _ yn
lim , lim a lim .
4n 3n 5
2. .
lim (\/ (n+a)(n+n)— \/ﬁ> , lim n®*" o lim (14 sinn)™.
3.

lim smn’ lim< n—i—\/ﬁ—\/Qn—i—l) a lim (2(3)—n”3/2) :

n
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Kapitola 3
Rady

Oddil 3.1 za¢neme zakladnimi pojmy: fada, ¢astecny soucet, soucet a Cauchy-
ova podminka konvergence. Dokazeme nekonec¢nost poctu prvocisel. Probereme
geometrickou fadu a zeta funkci. Dokazeme Leibnizovo kritérium konvergence,
srovnavaci kritérium a dvé klasicka kritéria, odmocninové a podilové.

Oddil 3.2 je vénovan absolutni konvergenci fad. Pomoci Abelovy nerovnosti
odvodime Abelovo i Dirichletovo kritérium neabsolutni konvergence fady. Defi-
nujeme prerovnani fady a dokazeme, Ze se pfi ném soucet absolutné konvergentni
fady nezméni. Dokazeme Riemannovu vétu, ze soucet neabsolutné konvergentni
fady se prerovnanim libovolné zméni. Dokazeme vétu o nasobeni absolutné kon-
vergentnich fad a jako jeji diisledek znovu nekonec¢nost poctu prvocisel.

V oddilu 3.3 pomoci fady zavedeme exponencidlni funkci e* a nasobenim
absolutné konvergentnich fad dokazeme jeji zakladni vlastnost, ze prevadi soucet
na soucin. Definujeme pfirozeny logaritmus. Odvodime také mocninny a limitni
tvar exponencialni funkce. Jako pfiklad uziti exponencialy uvedeme Poissonovo
rozdéleni pravdépodobnosti.

V nésledujicim oddilu 3.4 pomoci soufadnic boda jednotkové kruznice defi-
nujeme funkee sinus a kosinus, uvedeme jejich vyjadieni fadami (které dokdzeme
pozdéji pomoci derivaci) a propojime je s exponencidlou:

e = cost +isint .

Rovnéz definujeme d¢islo .
0ddil 3.5 je vénovan Basilejskému problému, rigorézné i nerigorézné doka-
zeme klasicky Eulertiv vysledek

I
nz 6
Oddil 3.6 ukazuje souvislost rozkladi mnozin s exponencialni funkci a ob-

sahuje dalsi priklady uziti fad v enumerativni kombinatorice, naptiklad dolni
odhad maximalniho poétu usporadanych faktorizaci

n=mims...mg, m; € N\{1},

102



¢islan € N.
Zavérecny oddil 3.7 dopliuje odvozeni vzorce pro Fibonacciova ¢isla pomoci
fad v oddilu 3.6 kratkym algebraickym odvozenim.

3.1 Zakladni vysledky o fadach

Cdsteény soucet a soucet vady. Nezdpornost a zména pdr séitanci. Divergence
harmonické tady implikuje nekonecnost poctu prvocisel. Nutnd a Cauchyova
podminka konvergence. Uzdvorkovani tady. Geometricka tada a zeta funkce.
Leibnizovo kritérium. Srovndni tad. Kritéria konvergence tad od Cauchyho a
d’Alemberta.

Misto o ,nekonecnych fadach” piseme strucnéji jen o ,fadach.

Definice 3.1.1 (fada, asteény soudet, souéet). Rada je viastné posloup-
nost redlngch éisel (a1, az,...) = (a,) C R, ale uvedend v zdpisech

(oo}
Zan:Zan:a1+a2+...

n=1

— nejéastéji budeme pouzivat pruni. Jeji édstecné soucty (s,) C R jsou konecné
soucty
Sp=a1+axs+---+a, €ER, n=1,2,....

Soucet rady pak definujeme jako jejich limitu:

o0
Zanzz:an:a1—|—a2+~-~::limS,L:lim(a1+a2+-~-—|—an)ER*.
n=1

Rada >~ a,, konverguje, md vlastni soucet, kdyz posloupnost cdstecnijch soucti
konverguje. Je-li lim s,, nevlastni nebo neezistuje, rada diverguje.

Rady miizeme séitat i od jiného indexu nez je 1, napriklad Y oo ;cn, Do, bn

ay . ~an (kde m,k € Ny ¢i m,k € Z), nebo i pfes néjakou obecnou spocetnou
mnozinu indexu I,
>

nel

Abychom se u takovych fad mohli bavit o souc¢tu podle definice 3.1.1, musi byt
dana nebo z kontextu zfejmé bijekce f: N — I. Soudet této fady pak pocitame
podle definice pomoci ¢asteénych souctt jako soucet fady

> bn, kde by = ag() -

n=1

Rady se vyznaduji historicky vzniklou a ustélenou, aviak ponékud matouci dvoj-
znacnosti znacend. Tyz symbol > a, = > 7 a, = a1 + az + ... se pouziva ve
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dvou riiznych vyznamech, jednou pro zadani fady jako posloupnosti (a,) a jindy
pro oznaceni jejiho souctu, coz je konkrétni realné ¢islo ¢i +oo. Jako kdybychom
limitu posloupnosti (a,,) oznaéili opét (a,)—to by asi trochu matlo. A pfesné
to matematici zavedli pro fady, aby zivot nebyl nudny. Abychom vSak byli spra-
vedlivi— oznagcit soucet fady opét jako a1 +as+. .. je v jistém ohledu pfirozené,
rozsifuje se tak obvyklé znaceni koneénych souctil, kdezto limita posloupnosti
zéddnou konec¢nou operaci nerozsituje.
Uvedeme dvé jednoduché ale uzitecna pozorovani.

Tvrzeni 3.1.2 (nezapornost, zména péar s¢itancu). Y a, bud fada.

1. KdyZ pro kazdé n je an, > 0, pak 0 < s1 < 89 < ..., takZe Y a, konverguje
nebo > a, = +00.

2. Kdyz) b, je takovd tada, Ze a, = by, pro kaZdé n > ng, pak > a, konver-
guje < > by, konverguje, > a, = +00 < > b, = +00 a > a, = —00 &

> b, = —o0.

Dikaz. 1. Monotonie ¢asteénych souctt je jasna. Pouzijeme tvrzeni 2.1.13.
2. Necht (s,) jsou Céstecné soucty fady > a, a (t,) jsou Castecné soucty
fady > b,. Podle definice ¢asteéného souctu pro n > ng plati rovnost

tn = Sn + (tng — Sny), takZe (tvrzeni 2.4.3) lm ¢, = tp, — Sp, + lim sy, ,
existuje-li alesponi jedna z limit (vlastni ¢i nevlastni). To dava, co se tvrdi. O

Zména kone¢né mnoha c¢lenti posloupnosti limitu nezmeéni. U fady zména ko-
nec¢né mnoha sc¢itancti soucet obecné zméni, nezmeéni ale jeho existenci ani ko-
necnost.

Uvedeme nékolik piikladii fad a jejich souctii. Rada

D) =1-141-14+1—...

diverguje, nebot ¢astecné soucty (s,) = (1,0,1,0,1,...) nemaji limitu. Naopak

R S .
on 2 4 8 Y
protoze
lim s, = lim (1/2 + 1/4+---+1/2") =lim (1 - 1/2") = 1.

Tato fada tedy konverguje a ma soucet 1. Podobné ma soucet 1 i

Z#f1+1+i+i+ =1
nn+1) 2 6 12 20 Y

protoze

: . Z” 1 : Z” 11 :
i=1 =1
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A proslula harmonickd 7ada 1 + % + % + % + ...7 Ukazeme, ze diverguje, tedy

=1
— =+00.

Pro kazdé m = 1,2, ... totiZ mame nerovnost
;S SRS S ISR I
n:mﬂn_m—f—l m+ 2 2m ~ 2m 2

Necht n € N je ddno a r € Ny je maximalni vzhledem k 2" < n. Pak 2"t! > n,
takze r > logn/log2 — 1. Podle uvedené nerovnosti mame

T 2k

WYty Y
=1

k=14=2k-141

r logn 1
>1+ = -
- +2>210g2 2’

S| =

coZ pro n — 0o mé limitu +00. Tedy lim s, = 400 (jeden straznik — tiloha 2.1.29)
a harmonicka fada proto diverguje, mé soucet +o0o. Z této divergence hned vy-
plyva nekonecnost poctu prvocisel.

Dusledek 3.1.3 (Sylvesterova nerovnost). Pro kaZdé éislo N € N je

—1 N
1 1
1-=] >3-
H < p) N n
p<N n=1

—vlevo ndsobime pres vSechna prvocisla nepresahujici N. Jak jsme prdvé do-

kdzali, pro N — 400 jde soucet do nekonecna. Do nekonecéna tak jde i soucin a
pocet ciniteli v ném neomezené roste. Prvocisel je proto nekonecné mnoho.

Dukaz. Bud ddno N € N. Vyjdeme samozfejmé z toho, ze kazdé ¢islo m € N
je soucinem prvocisel: m = p{'py?...pp* s riznymi prvocisly p; a exponenty
n; € N. Jednoznacnost tohoto rozkladu nepotfebujeme. Déale pouzijeme odhad,
ze pro kazdé y € (0,1) a k € Ny plati
1— yk+1

o =Lyt eyt

1-y~ ">
Za y dosadime % pro p probihajici prvocisla nepiesahujici N a za k =k, €¢ N
vzdy dame nejvétsi hodnotu, ze p¥ < N. Vynasobenim vsech téchto odhadii
vznikne prvni nerovnost v

1\ ! I T A
() =13 5=20
p<N p<N n=0 n=1

Druhd plyne prostym roznasobenim. Vysledné jmenovatele jsou totiz presné
viechny soudiny mocnin réiznych prvocisel p* s p* < N, které jisté zahrnuji
vSechna ¢islan € Nsn < N. O
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Uloha 3.1.4. V odhadu je ostrd nerovnost. Kde se tak nakonec v Sylvesterové
nerovnosti vzala neostrd?

James J. Sylvester (1814—-1897) byl anglicky matematik (ptisobil v Oxfordu a
také v Baltimoru v Americe, zavedl matematické terminy jako matrix (matice),
graph (graf v kombinatorice) a discriminant (diskriminant)).

Hezkou vlastnosti harmonické fady je, ze jeji podrady daji libovolny kladny
soucet. Plati to ale obecnéji.

Uloha 3.1.5. Necht > a,, = +oo a lim a,, = 0. Dokazte, Ze pro kazdé kladné
redlné cislo c existuje takovd posloupnost prirozenych cisel k1 < ko < ..., Ze

Z ag, = cC.
Rada

(—1)n+1 1 1 1
A -4y
2. n 2 371"

podobna harmonické vsak konverguje, jak dokdzeme pomoci tvrzeni 3.1.20. Na-
konec trividlni, ale dilezity ptiklad: kdyz se v fadé > a,, rovné séitanec a,, nule
pro vSechna n s vyjimkou kone¢né mnoha indext, feknéme ny < ngy < --- < ng,
pak Y a, konverguje a ma soucet

S an = any + oy + o+
Operace souctu fady tedy rozsifuje operaci kone¢ného souctu.
Uloha 3.1.6. Dokazte to piesné.

Tvrzeni 3.1.7 (podminky konvergence fady). Necht > a,, je Tada.
1. (nutnd podminka konvergence) > a, konverguje = lim a,, = 0.
2. (Cauchyova podminka) > a, konverguje, prdvé kdyz

Ve>03ng: m>n>ng= |apt1+ neo+ - +an| <e.

Dukaz. 1. Necht " a, =lim s, = s € R. Pak
lim a,, =lim (s, — s$p—1) =lim s, —lim 5,1 =s—s=0

— viz tloha 3.1.8.
2. " ay konverguje < (s,) konverguje < (s,) je cauchyovska (véta 2.2.12).
Podle definice ¢asteénych sou¢tid pro m > n mame

Sm — Sn = On41 T Qny2+ -+ Q-

Cauchyova podminka pro fady tedy jen rozepisuje Cauchyovu podminku pro
posloupnost ¢astecnych soucti. O
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Uloha 3.1.8. Zdivodnéte ¢ty rovnosti vipoctu dokazujictho proni cdst turzend.
Které selZou pro s = o0 ?

Prvni ¢ast tvrzeni se pouZiva nejcastéji v kontrapozici: je-li ddna fada > ay,
jejiz s¢itanec nemd za limitu nulu (tj. lim @, neexistuje nebo existuje, ale je
nenulovd), pak > a, diverguje. Opa¢na implikace < obecné neplati, jak jsme
vidéli na prikladu harmonické fady. Druhé ¢ast tvrzeni vSak je ekvivalence.

Nasledujici tvrzeni popisuje zavislost konvergence a souctu fady na uzavor-
kovani.

Tvrzeni 3.1.9 (uzavorkovani Fady). Necht > a, je fada a kg = 0 < k1 <
ke < ... je posloupnost celych cisel. Novd Tada

Z b s by =0k, ,+1+ak, 42+ -+ ag,
vznikne z puvodni Tady odpovidajicim uzdvorkovdnim
(a1 4+ag+ -+ ar,) + (@gy 41+ Qkyp2 + -+ apy) + (g1 + -+ apg) +. ..
Kdy (ve smyslu soucti) plati
ay+ag+---=by+by+...7

1. KdyZ md Y a,, vlastni nebo nevlastni soucet, pak md >_ b, stejny soucet.

2. Kdyz md > b, vlastni nebo nevlastni soucet, lim a,, = 0 a posloupnost
délek zavorek (ki,ke — k1,ks — ka,...) je omezend, pak ma . a, stejny
soucet.

Duikaz. Uloha 3.8.1, viz téz tloha 3.8.2. O

Prvni ¢ast tvrzeni je trivialita, ale druha se ¢asto hodi— danou fadu zjednodu-
$ime uzavorkovanim a ze souctu vzniklé fady usoudime na soucet ptivodni fady.
V této situaci jsme byli na zac¢atku v tloze 1.1.3.

Nasledujici dva druhy fad se dosti casto vyskytuji.

Tvrzeni 3.1.10 (geometricka fada a zeta funkce). Necht q,s € R. Geo-
metrickd Tada je Tada

1

DT P =l4qH @+ =1 Foo g1
n=0 nemd soucet ... q< —1
a zeta funkce je funkce ¢: (1,400) — (1,+00) dand souctem fady
_ e 1 1 1 | konverguje ... s>1
()= n _;ns_1+25+35+“'_{+oo L. os<1.
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Diikaz. Pro |¢| > 1 geometrickd fada diverguje—1lim ¢™ neni 0 (éast 1 tvr-
zeni 3.1.7). Vice informaci daji rovnosti

n

1-—

T (q7£1)a Sn:n(qzl)'

Z nich je jasné, ze pro ¢ > 1je Y. q" ! = 400 a Ze pro ¢ < —1 neexistuje vlastni
ani nevlastni lim s, protoze s, je stiidavé > 1 a < 0. Pro |¢| < 1 méme

1—-limg™ 1-0 1

l-¢g 1-q 1-gq°

Co se tyka zeta funkce ((s), pro s < ljes, = 1+2" 4+ - 4+n=*% >
1+ % + e % takze Y n~° = +oo podle divergence harmonické fady. Necht
s > 1. Dokéazeme, ze > n~° konverguje. Necht n € N je ddno a r € N spliuje
27+t > n. Pak, ozna¢ime-li ¢ = 2!7° < 1, podle vzorce pro soudet geometrické
fady mame

lim s, =

r 2kt 1 r 2k r e’} 1
_ 1-s\k k _
n Z DD RN P SRSt g
im1 k=0 i=2k 0 k=0 k=0
Posloupnost ¢asteénych souéti s; < so < ... ma tedy horni mez # ay n~*®
konverguje. (Pro¢ plati prvn{ a druhé nerovnost? Séitaci obori = 1,2,...,n jsme
pokryli disjunktnimi intervaly 2%, 28 +1,.. ., 2k+1 —1,kde k =0,1,...,r. Pocet
séitancﬁ T v k-tém intervalu je 2¥*1 — 1 — 2% + 1 = 2% a nejvétsi z nich je
(2k) Podobné jsme dokazali divergenci harmomcke fady. Argument zobeciiuje
tloha 3.1.14.) a

Svycarsky matematik Leonhard Euler (1707-1783) (pisobil v Berling a Pet-
rohradu, tehdy hlavnim meésté ruské rise, jeden z nejvétsich a nejplodnéjsich
matematikl, nazyvany analysis incarnate) dokézal, ze

1 2 1 P
C(Q):Zﬁ:€7 C(‘QZZEZ%

a odvodil podobné vzorce pro vSechny ,sudé“ soucty ((2n). Vzorec pro ((2)
dokézeme v oddilu 3.5.

Uloha 3.1.11. Dokazte, Ze pro kazdé m € Z a ¢ € R s |q| < 1 je

qm+qm+1+qm+2+._.:

Uloha 3.1.12. Petr a Pavel jsou od sebe vzddleni a > 0 km a vyjdou proti
sobé, kazdy rychlosti 5 km za hodinu. Pes Vektor mezi nimi pobihd, od jednoho
k druhému a zpét, rychlosti 10 km za hodinu. Spoctéte drdhu, kterou Vektor
ubéhne, nez se Petr a Pavel setkaji: a) jako soudet tady séitanci rovngch délkam
rovngch useki Vektorova béhu a b) jako soudin Vektorovy rychlosti a doby, po
kterou pobézi. Melo by vyjit totéz.
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Uloha 3.1.13. Postupem podobnym dikazu konvergence ((s) pro s > 1 a di-
kazu divergence ((1) dokaZte ndsledugici kritérium.

Tvrzeni 3.1.14 (Cauchyho kondenzaé¢ni kritérium). KdyZa; > ag > -+ >
0 jsou redlnd ¢isla, pak fada Y 2"agn = 2as + 4a4 + 8ag + ... konverguje, pravé
kdyz konverguje fada > ay,.

Uloha 3.1.15. Pro které a € R konverguje fada

oo

1
D ogys |

2 flogn)®
Tvrzeni 3.1.16 (monotonie a spojitost ((s)). Zeta funkce
¢: (1,+00) = (1, 400)
je klesagict, lim (1 + 1) = +o00, lim ((1 4+ n) =1, a je spojitd:
Ve>0,s>136>0: s<t<s+d=((s)>C((t)>((s)—e.

Dukaz. Je jasné, ze 1 < s < t = ((s) > ((t) (podle monotonie redlné mocniny).
Prvni limita plyne z lim m'*t'/™ = m pro kazdé m € N (viz tvrzeni 2.3.10) a
z Y+ = 4oo (divergence harmonické fady). Pro dané (velké) ¢ > 0 zvolime
NeN,zel+1+- + % > 2c apak zvolime ng, ze n > ng = m!*/" < 2m
pro kazdé m = 1,2,..., N. Potom pro kazdé n > ng je ﬁ+ﬁ+~' >
A+34++5) >

Druha limita se dokazuje podobné, viz tloha 3.1.17.

Dokazeme spojitost funkce ¢. Pro dané s > 1 a ¢ € (0,{(s)) vezmeme tak
velké N €N, ze 14+ & + -+ + 5 > ((s) — 5. Pak vezmeme tak malé § > 0, Ze

C(‘?V;f/? > ((s) — e. Pak pro kazdé t € (s,s +0) je

N N Ny
C(s)>4(t)>ZWZWZE>C(S)_E'
n=1 n=1

Uloha 3.1.17. Dokaste, #e lim (1 +n) = lim ¢(n) = 1.

Dusledek 3.1.18 (inverzni zeta). (((1,+00)) = (1,400). Pro kaZdé redlné
t > 1 tedy existuje pravé jedno redlné s > 1, Ze ((s) = t.

Dukaz. Existence feSeni plyne z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 1.7.40. Jeho
jednoznacnost plyne z monotonie ((s). o

Tuto vlastnost zeta funkce budeme potfebovat pozdéji v oddilu 3.6
Pro dikaz Leibnizova kritéria nize potfebujeme lemma, které pozdéji v lem-
matu 3.2.7 zobecnime.
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Lemma 3.1.19 (st¥idavy souéet). KdyZ jsou by > by > --- > b, > 0 redlnd
cisla, pak
by — by +bz —by+ -+ (—1)n+1bn S [0, b1] .

Diikaz. Indukei podle n. Pro n =1 to plati, b; € [0,b;]. Necht n > 1 a plati to

pro kazdy st¥idavy soucet s n — 1 s¢itanci. Pak by — by + b3z — - - -+ (=1)"*1p, =
by—c, kde ¢ = bo—bg+by—- - -+(—1)"b,, € [0, bs] podle indukéniho pfedpokladu.
Protoze by < bl, je ice [0, b1] Tedy by —ce [O, bl} O

Tvrzeni 3.1.20 (Leibnizovo kritérium). Nechf (a,) CR sa; > ag > -+ >
0 a lim a, = 0. Pak 7ada

Z(—l)”“an =ay;—ag+az—as+... konverguje.
Duikaz. Bud déno ¢ > 0. Existuje ng, ze n > ng = 0 < a,, < . Pro kazdé dva
indexy m > n > ng pak plati, ze

m

Z (_1)i+1ai

1=n+1

= Qp+1 — AQp42 + Ap+4+3 — - + (_1)mam < Apy1 < €,

kde rovnost a néasledujici nerovnost vyplyvaji z lemmatu 3.1.19. Proto rada
S>> (=1)"*1a,, spliiuje Cauchyho podminku a podle ¢asti 2 tvrzeni 3.1.7 konver-
guje. O

Kritérium nese jméno némeckého filozofa a matematika Gottfrieda W. Leibnize
(1646-1716) (narodil se v Lipsku a zemfel v Hannoveru, spolu s I. Newtonem je
tvircem matematické analyzy, mnohé znaceni v analyze ma ptivod u Leibnize).

Uloha 3.1.21. Dokazte Leibnizovo kritérium jinym zptisobem pomoci monoto-
nie posloupnosti ¢dstecnych souctu.

Typické priklady fad, jejichz konvergenci dokazeme Leibnizovym kritériem jsou

(—1)n ! 1 1 1 (—1)m+! 1 1 1
LSt R LSt R
> n 53 1" aZZn—l st 7"

Tvrzeni 3.1.22 (linearni kombinace ¥ad). Necht a,c,5 € R s a # 0 a
dan a > by, jsou Ffady. Potom Y a, konverguje < > aa, konverguje a pro

soucty plati
Z aan, = a Z G -

Kdyz Y~ ay i) by, konvergugi, pak konverguge i Y (aan, + Bby) a pro soucty plati

Z(aan+ﬂbn):a2an+ﬁzbn.

Uloha 3.1.23. Dokaste predchozi tvrzeni. Ukazte, Ze implikaci v jeho druhé
casti nelze obecné obrdtit.
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Uvedeme jedno pé€kné pouziti Leibnizova kritéria i linedrni kombinace fad.
Véta 3.1.24 (rozsiteni ((s)). Pro kaZdé redlné s > 1 plati ve smyslu soucti

rad rovnost ) ) ( 1)n+1
(¢(s) :)Z;: 1_21_52 .

Diky tomu, Ze Tada vpravo konverguje dokonce pro kazdé s > 0, rozsituje tento
vzorec zeta funkci na definiéni obor

¢: (0, +00)\{1} = R.

Dukaz. Podle tvrzeni 3.1.22 pro kazdé s > 1 mame ve smyslu souctu fad
rovnost

(12'><”‘1+1+1+~~222~--—Z(‘””“,

25 39 28 48 63 ns

kterou vyfesime pro ((s). Pak pouZzijeme tvrzeni 3.1.20. a

Tvrzeni 3.1.25 (srovnani fad). Necht (a,,), (b,) C R jsou posloupnosti s ne-
zapornymsi cleny.

1. Kdyz pro kaZdé n > ng je 0 < a,, < b, a tada > b, konverguje, pak
konverguje i tfada " ay,.
2. Necht
lim 2% — l.
bn
(i) kdyz 0 <l < 400, pak >_ a, konverguje < > b, konverguje,
(i) kdyz 1 =0, pak >_ b, konverguje = > a, konverguje a
(ii1) kdyz 1 = +o0, pak > a, konverguje = > b, konverguge.

Dukaz. 1. Necht s,,, resp. t,, jsou ¢astecné souéty fady . an, resp. > by,. Podle
¢asti 2 tvrzeni 3.1.2 mizeme predpokladat, ze 0 < a,, < b,, plati pro kazdé n € N.
Tedy s, < t, pro kazdé n. Podle pfedpokladu a ¢asti 1 tvrzeni 3.1.2 existuje
¢ >0, Ze t, < c pro kazdé n. Tedy i s,, < ¢ pro kazdé n a stejné tak fada ) a,
konverguje.

2. (i) Pron > ng Je 5 < 3= < 2l, tedy an, < 2Ib, a b, < lan Ekvivalence
konvergenci fad > a, a Ebn ‘tedy plyne z prvni Gasti (a tvrzeni 3.1.22). (ii)
Pro n > ng je $= < 1, tedy a, < b, a pouzijeme prvni ¢ast. (iii) Pro n > ng je
1< ‘g—:, tedy bnn< a, a pouzijeme prvni ¢ast. O

Dusledek 3.1.26 (Hadamarduv soucin ¥ad). Necht (a,,), (b,) C R jsou po-
sloupnosti s nezdpornymi cleny. KdyZ obé tady > a, a > b, konverguji, pak i
> anby, konverguje.

Dukaz. Mame lim b,, = 0, takze 0 < b,, < 1 pro kazdé n > ng a pak 0 < a,b, <
a,. Rada Y~ a,b, konverguje srovnanim s fadou Y _ a,,. a
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Uloha 3.1.27. Jak se dd oslabit piedpoklad konvergence Y a,, Ze tada > anb,
stale konverguje?

Uloha 3.1.28. Ve smyslu soucti fad samoziejmé typicky

D anby Y any by

Uvedte priklady, kdy plati nerovnost a kdy plati rovnost. Kdyz an,b, > 0 pro
kazdé n € N, jakd nastdvd nerovnost mezi » , apby a > an Y b, ?

Hadamardiv soucin se nékdy znaci ©® a nejcastéji se pouziva pro matice, ale
pouziva se i pro mocninné fady (> anz™ ©® > bya™ := > apb,z™), a ndzvem
odkazuje k francouzskému matematikovi Jacquesi Hadamardovi (1865-1963)
(v matematice se nejvice proslavil dtikazem tzv. prvodiselné véty v r. 1896,
7e lim,, .o #{p | p < n aje prvoéislo}/(n/logn) = 1, jeho dva synové Eti-
enne (1897-1916) a Pierre (1894-1916) padli v bitvé u Verdunu a posledni
syn Mathieu-Georges (1899-1944) padl v Tripolsku v Libyi jako pfislusnik ar-
méady de Gaulleovych Svobodnych Francouzt). Jak ukazuje nédsledujici uloha,
je nezapornost séitanci pro ® i pro srovnani fad podstatna.

Uloha 3.1.29. Sestrojte takové konvergentni vady > a,, a > by, Ze fada > anb,
diverguje. Sestrojte fady > an a > by, Ze Y a, konverguje, lim % =1, aled b,
diverguje. Navod: Leibnizovo kritérium.

Uvedeme dvé klasicka konvergencni kritéria fad s nezdpornymi ¢leny.

Véta 3.1.30 (Cauchyho odmocninové kritérium). Necht md posloupnost
(an) C R nezdporné éleny.
1. Kdyz existuji q € (0,1) a ng € N, Ze pro kaZdé n > ng je a,l/n < q, pak
rada Y a, konverguje.

1n - pak fada
> a, diverguje. Specidlné, kdyZ pro nekonecné mnoho n je a,ll/" > 1, pak
fada Y a, diverguje.

8. Kdyz lim sup a,l/n <1, pak Tada 3 a, konverguge.

2. KdyZ existuje ¢ > 0, Ze pro nekonecné mnoho n je ay/™ > q

4. Kdyz lim a}/n < 1, pak fada Y a,, konverguje.

5. Kdyz lim sup a}l/n > 1, pak fada 3 a, diverguge.

6. Kdy# lim a/™ > 1, pak tada > a, diverguje.

Dukaz. 1. Pro n > ng je tedy a, < ¢" a podle prvni ¢asti tvrzeni 3.1.25 fada
> a,, konverguje (srovname ji s konvergentni geometrickou fadou).

2. Pro tyto n je a,, > q > 0, takze a,, nejde k 0 a fada diverguje podle prvni
Casti tvrzeni 3.1.7.
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3. Podle véty 2.4.15 existuje ng a ¢islo ¢ < 1, Ze pro n > ng je a,la/n < q,

takze jsme hotovi podle ¢asti 1.
4. Kdyz limita existuje, rovna se limsupu, jsme hotovi podle ¢asti 3.
5 a 6. Plyne z casti 2. O

Podobné kritérium plati i pro podily. VSimnéte si ale rozdilt ve druhé a paté
casti.

Véta 3.1.31 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht md posloupnost
(an) C R kladné éleny.

il < g, pak

a

1. Kdyz ezistuji q € (0,1) a ng € N, Ze pro kazdé n > ng je
fada Y a, konverguje.

2. Kdyz existuje ng € N, Ze pro kazZdé n > ngy je % > 1, pak fada Y ay
diverguge.

An+41
An

3. KdyZ lim sup < 1, pak fada Y a,, konverguje.

4. Kdyz lim % < 1, pak 7ada Y a, konverguge.

5. Prolimsup 2 > 1 nelze rozhodnout, Yada Y a,, miZe konvergovat nebo

a
divergovat.
6. Kdyzlim = > 1, pak fada Y ay, diverguje.

Dukaz. 1. Podle ¢asti 2 tvrzeni 3.1.2 muzeme piedpokladat, ze % < q plati

pro kazdé n € N. Vynasobenim n nerovnosti a; < a1, ¢2 < ¢, 32 <gq,..., ;2 <

g dostaneme nerovnost a,, < a1¢" ! a jsme hotovi podle ¢asti 1 tvrzeni 3.1.25
(opét srovname s konvergentni geometrickou fadou).

2. Nechf n > ng-+1. Vyndsobenim nerovnosti -%»— > 1, 2=t > 1 %not2 >

n—1 An—2 Ang+1

ostaneme nerovnost a,, > a,,+1, takze a, nejde a fada diverguje podle
1 dost t > Gpgt1, takz jde k 0 a fada diverguje podl
prvni ¢asti tvrzeni 3.1.7.

3 a 4. Dokazuje se stejné jako v predchozi véteé.

5. Pro posloupnost (b,) = (1,3,1,3,1,3,...) uvazme fadu

n—1
1 3 1 3 1 3
n = bnf =1 5 - = — —
2 an=2, (2) TetITs T TR

Protoze 0 < a, < 3/2"71, fada konverguje srovnanim s geometrickou fadou.

Aviak limsup “25% = 3 > 1. Priklad divergentni fady s limsup L > 1 se
najde lehce.
6. Plyne z cCasti 2. O

Dalsi kritérium konvergence je v tloze 3.8.3. Ctenéice je jisté jasné, ze ve druhé
Casti posledni véty nelze platnost pro n > ny nahradit platnosti pro nekonecné
mnoho n.
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Uloha 3.1.32. Lze odmocninovym nebo podilovym kritériem rozhodnout o kon-
vergenci fady ((s) =Y. n~°?

Podilové kritérium je spjato se jménem francouzského matematika, mechanika,
fyzika, filosofa, hudebniho teoretika a encyklopedisty Jeana-Baptisty le Ronda
d’Alemberta (1717-1783) (zabyval se vlnovou rovnici, v mechanice je po ném
nazvan d’Alembertiv princip a d’Alembertiv paradox, zvany také hydrodyna-
micky).

Kdyz se limsup nebo limita z a}/ "z % rovnd 1, nelze podle kritéria
rozhodnout a fada mize konvergovat nebo diT\L/ergovat. Nabizi se tak otéazka,
zda je nékdy nékteré z obou kritérii silnéjsi nez druhé, dokazuje konvergenci ¢i
divergenci dané rady, ale podle druhého kritéria o ni nelze rozhodnout. Pojdme
to poradné zanalyzovat.

Véta 3.1.33 (srovnani odmocninového a podilového kritéria). Necht

Zan, anp >0,

je libovolnd tada kladnych redlngch cisel. Pokud jeji konvergenci ¢i divergenci
rozhoduge podilové kritérium, rozhoduje je i odmocninové kritérium (a pochopi-
telné stejné, jinak je spor v matematice). Naopak to neplati, takZe odmocninové
kritérium je striktné silnéjsi.

Dikaz. Necht ) a,, je fada s kladnymi ¢leny, jejiz konvergence nebo divergence
je rozhodnuta podilovym kritériem. Pro indexy 1 < m < n mame vyjadreni

n—1 Qo1 1/n m—1 Gt 1/n n—1 Qo1 1/n
=10 (%) (wI0%) =I0(%)  com

1=m =1 =m

(patrné vzdy C(m) > 0). Prvni moznost, jak podilové kritérium rozhodlo kon-

vergenci nebo divergenci fady, je existence limity £ := lim “2*1 > 0 rtizné od 1.

An41
an

Pro dané ¢ > 0 tak pro kazdé n > ng lezi v (l—el +nE). Vyjadfeni pro

n > m = ng + 1 dava odhady
/"

max(0. =) < G Ty

< (€ + )t ot/

. R . R
Prechod n — oo ukazuje, Ze i lim an/ " = ¢. Tedy i odmocninové kritérium

rozhoduje konvergenci ¢i divergenci Y a,,. Druhd moznost je, ze % > 1 pro
kazdé n > ng a fada diverguje podle ¢asti 2 véty 3.1.31. Vyjadieni pron > m =
ng + 1 dava odhad

al/™ > C(ng + 1)/

a fada diverguje i podle ¢asti 2 véty 3.1.30. Posledni tfeti moznost je, ze fada
konverguje podle ¢4sti 1 (¢i, ekvivalentné, ¢asti 3) véty 3.1.31. Vyjadieni s n >
m = ng + 1 implikuje nerovnost

a}L/n < qlf(n0+1)/nc(n0 + 1)1/n ,
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kterd dava konvergenci fady i podle ¢asti 1 véty 3.1.30. Lze-li pouzit podilové
kritérium, lze vzdy pouzit i odmocninové.
V fadé v ¢asti 5 véty 3.1.31 jsou podily

an+1
An

stfidave % a % a o jeji konver-
genci nelze podle podilového kritéria (véta 3.1.31) rozhodnout. Ale lim a}/ T=1
a fada konverguje podle odmocninového kritéria (¢ast 4 véty 3.1.30). Odmocni-

nové kritérium je tedy striktné silnéjsi nez podilové. O
Uloha 3.1.34. Pro kaZdou dvojici redlnych ¢isel a, B s 0 < o < 1 < f3 sestrojte
konvergentni i divergentni fadu > an, a, > 0, spliujici

.. An 41
lim inf &

. Un 41
=a a limsup il g
QA QA

3.2 Absolutni a neabsolutni konvergence

Absolutni a neabsolutni konvergence. Abelovo a Dirichletovo kritérium konver-
gence fady. Olivieriv test konvergence: % je rozhrani. Prerovndni absolutné a
neabsolutné konvergentni rady. Obecnd absolutné konvergentni rada na mnoziné.
Ndsobeni absolutné konvergentnich Tad a jejich asociativita. Opét nekonecnost
poctu prvocisel. Eulerova identita ¢. 1.

Zavedeme absolutni konvergenci fad, zesileni obyc¢ejné konvergence.

Definice 3.2.1 (absolutni konvergence). Rada Y a, absolutné konverguge,
konverguje-li Tada Y |a,|, to jest existuje ¢ > 0, Ze pro kaZdé n € N je

|a1|+|a2|+-~~+|an| <c.

Rada > a,, konverguje neabsolutné (téz se vikd podminéné), pokud konverguje,
ale ne absolutné, to jest

lim(a; +ag + -+ +ay) €R, ale lim(|la1]+ |az] + - + |an|) = +00 .

Napftiklad (f%)” = f% + i - % + ... konverguje absolutné, stejné jako fady
(=n"+

> n(n1+1) ay, n((;LlJZZ), ale fada ) | ~—— konverguje pouze neabsolutné.

Uloha 3.2.2. Kdy konverguje absolutné geometrickd tada > q" 1, ¢ € R?

n+1

Uloha 3.2.3. Pro jaké s € R konverguje 7ada > (_1ns
podminéné? Kdy diverquje?

absolutné? Pro jaké

Ukazme, ze absolutni konvergence opravdu zesiluje obycejnou konvergenci.

Tvrzeni 3.2.4 (AK = K). KdyZ 7ada Y a, absolutné konverguje, pak kon-
verguje.
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Diikaz. Necht " a, absolutné konverguje. Pro dané ¢ > 0 tak podle ¢asti 2
tvrzwgni 3.1.7 existuje ny, Ze pro kazdé dva indexy m >n > ng je 3 ;" . |a;| =
| > imnq1 lail| < e. Tedy, diky trojihelnikové nerovnosti a vlastnostem absolutni
hodnoty, pro tyto m,n mame i nerovnost

m

>

1=n-+1

m

< Z |ai|<£

i=n+1

a fada Y a, konverguje podle ¢asti 2 tvrzeni 3.1.7. O

Teprve absolutné konvergentni fady jsou tim spravnym rozsifenim konec¢ného
sCitani na nekoneéné mnoho séitancid, které zachova pékné vlastnosti operace.
Ukazeme, Ze absolutné konvergentni fady spliiuji zdkon komutativni (soucet se
neméni pii pferovnani, véta 3.2.20), distributivni (po vynésobeni dvou absolutné
konvergentnich fad se i soucty vyndsobi, véta 3.2.23) i asociativni (pfeskupeni
s¢itanci neméni soudet, véta 3.2.26).

Kazda rada s pouze kone¢né mnoha nenulovymi séitanci absolutné konver-
guje. Dale je jasné, ze pro fadu s nezapornymi s¢itanci, obecnéji pro fadu se
skoro vSemi— tedy az na kone¢né mnoho vyjimek — séitanci > 0 ¢i skoro vsemi
s¢itanci < 0 konvergence a absolutni konvergence splyvaji. Neabsolutné kon-
vergentni fada méa nekone¢né mnoho kladnych a nekoneéné mnoho zapornych
sCitancu.

Uloha 3.2.5. Dokaste, Ze kdyz Y a, podminéné konverguje, pak

Zmin(O,an) =—00 a ZmaX(O,an) =400

— zdporné scitance Tady maji soucet —oo a kladné +oo.

Vétsina kritérii konvergence fad v predchozim oddilu se tykala fad se séitanci
nezdpornymi ¢i skoro vSemi nezdpornymi, takze nerozliSovala mezi konvergenci
a absolutni konvergenci: ¢ast 1 tvrzeni 3.1.2 o nezdpornosti, konvergence ((s) v
tvrzeni 3.1.10, Cauchyho kondenzac¢ni kritérium v tvrzeni 3.1.14, srovnani fad
v tvrzeni 3.1.25 a odmocninové a podilové kritérium ve vétach 3.1.30 a 3.1.31.
Rad s kladnymi i zdpornymi éleny, tedy piipadu neabsolutni konvergence, se
tykaly cast 2 tvrzeni 3.1.2 o zméné sc¢itance, podminky konvergence, zejména
Cauchyho podminka, v tvrzeni 3.1.7, Leibnizovo kritérium v tvrzeni 3.1.20 a
linearni kombinace fad v tvrzeni 3.1.22. Ze se absolutni konvergence hezky chova
k aritmetickym operacim vynikne v nasledujici iloze ve srovnani s llohou 3.1.29.

Uloha 3.2.6. Dokaste, %e kdy? > a, konverguje a 3. b, absolutné konverguje,
potom Y anb, absolutné konverguge.

Zobecnime Leibnizovo kritérium. Klicem je opét vhodna nerovnost.
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Lemma 3.2.7 (Abelova nerovnost). Necht a;,b; € R, i = 1,2,...,n, pfi-
cemzZay > as > --- > ay, > 0. Polozme B; := by + by +---+b;. Potom

n
E a;b;
i=1

Dukaz. Dodefinujeme hodnoty By = a,+1 = 0. Pak, podle definice B; a distri-
butivity,

<a1B, kde B = max |B;|.
1<i<n

n+1

Zn:aibi = iai(Bi —Bi1) = iaiBi —Y aiBi,
i=1 i=1 i=1 i=1
Z%‘Bz‘ - Zai+1Bi = Z(ai - ai+1)Bi .
i=1 i—1 i=1

Trojuhelnikovou nerovnost pouzijeme pro transformovany soucet a vzhledem k
nezapornosti ¢isel a; — a;41 a definici B mame

n
g aib;
i=1

n

< Z(ai — ait1)|Bi| < BZ(M —ai+1) = B(a1 — any1) = Bas .

=1 =1

O

Uloha 3.2.8. Pro¢ jsme dodefinovali a,,1 a By jako 02 Rozmyslete si presné
hodnoty scitacich indexi v predchozim vypoctu.

Véta 3.2.9 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht (ay,), (b,) C R jsou
posloupnosti splnujici
ay > az>-->0.

1. (Dirichletovo kritérium) Kdyz lim a, = 0 a fada Y b, md omezené éds-
tecné soucty, pak fada »_ a,b, konverguje.
2. (Abelovo kritérium) Kdyz tada b, konverguje, pak fada > anb, konver-
guge.
Dukaz. Podle Lemmatu 3.2.7prom >n>1a B; =b; + by +--- 4+ b; je

m
S = E aibi S Ap41 - max |Bl - Bn| .
. n+1<i<m
1=n—+1

Bud dédno ¢ > 0. Jsou-li splnény predpoklady Dirichletova kritéria, existuje
konstanta ¢ > 0 a index ng, ze pro n > ng je a,+1 < € a pro kazdé ¢ a n je
|B; — Bn| < |B;|+|Bn| < ¢. Pron > ng tedy S < ec a y_, anb,, konverguje podle
Cauchyho podminky v tvrzeni 3.1.7. Je-li splnén pfedpoklad Abelova kritéria,
existuje index ng, Ze pro i > n > ng je |B; — By| < € (podle ¢asti 2 tvrzeni 3.1.7).
Pron > ng tedy S < apt1£ < aie a Y ayb, konverguje opét podle Cauchyho
podminky v tvrzeni 3.1.7. O
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Uloha 3.2.10. Jak véta 3.2.9 zobecriuje Leibnizovo kritérium v tvrzend 3.1.207
Ukazte, Ze ve vété 3.2.9 staci predpoklidat, Ze posloupnost (a,) je monotdnni
pro n > ng a omezendg.

Peter L. Dirichlet (1805-1859) byl némecky matematik (dokdzal, ze kazda
aritmetickd posloupnost a,a + m,a + 2m, ..., kde a,m € N jsou nesoudélnd
¢isla, obsahuje nekone¢né mnoho prvocisel, byl svagrem hudebniho skladatele
F. Mendelsohna-Bartholdyho, oZenil se s jeho sestrou Rebeckou) a Niels He-
nrik Abel (1802-1829) byl norsky matematik (dokdzal obecnou nefesitelnost
rovnic patého stupné v odmocninédch). Konvergence nésledujicich fad plyne z
vety 3.2.9.

1.y sinn —gin] 4 sn2 g osind

1 1-54 _ 1/2 2/3 3/4
2. Z(_l)n+ log(nj:l) — Tog2 log3 + Togd ~ "

1
3. S(-yr = B2 s o

log(n+1) = log2 ~ Tog3 logd ~ "

4. Y =14+1-143+2-2+... kde (a,) =(1,2,-3,1,2,-3,1,...)
je 3-periodicka posloupnost.

Uloha 3.2.11. Dokazte konvergenci téchto étyr vad. Dokazte konvergenci druhé
a treti Tady bez véety 3.2.9.

Rada Z% neni ,nejmensi“ divergentni kladné fada, to jest divergentni a

se s¢itanci nejrychleji jdoucimi k 0 (takovd fada ani neexistuje), tfeba fada

1 T . . /ox 1 . . e s ,

> nTog(n¥1) také diverguje. Nicméné > P predstavuje v jistém smyslu ostré
rozhrani konvergence monotdonnich fad.

Véta 3.2.12 (Olivieruv test konvergence). Pro kaZdou fadu 3 a,, plati:

. (427
ay > ag > --- >0, anp < +00=1lim — =0.

1= a2 = = Z n <+ 1/n
Na druhou stranu pro kaZdou posloupnost (b,) C (0,+00) jdouci k O existuje
takovd tada 3 ay, Ze

. a'll
a1 >ag >--- >0, anp <400 a limsup—— >0.
1202 2 2 Z n p bn /1

V kaZdé konvergentni tadé s mezdpornymi a nerostoucimi cleny tak cleny jdou
k 0 rychleji nez %, ale pro Zddnou posloupnost jdouci k O rychleji nez % to uz
nent pravda.

an

Dikaz. Nechf posloupnost (a,) C R je nerostouci, nezdporna a lim Vin neni 0.
Existuje tedy konstanta ¢ > 0 a posloupnost indexi 1 < ky < ko < ..., Ze

Q. >

C
— =1,2,....
‘n knvn ) &y
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Z této posloupnost vybereme takovou podposloupnost kj ,kj,,... s 1 < j; <
Jjo < ..., Ze pro kazdé n > 2 je k;, > 2k;,_,. To je pro nekone¢nou posloupnost
snadné (u koneéné by to obecné neslo). Pak diky monotonii a,, pro kazdé n € N
mame (polozime k;, = 0)

ki " el " " (kj, — kj,_,)c _ nc
Ji Ji—1
3RS DD IITED YT SIUEC R
i=1 1=11=kj,_,+1 =1 =1 v
protoze kj,_, /k;, < 3. Tedy Y a,, = +o0.

Necht je naopak déna popsand posloupnost (b,). Vybereme z ni takovou
podposloupnost s indexy 1 = k1 < ko < ..., Ze by, > b, > ... (> 0) a
> bk, < 400, coz je ziejmé mozné. Posloupnost (a,) definujeme jako

g = = g gy = O
1 k) 2T g, Ok * 7 T

a tak dal. Tato posloupnost je jisté kladné, nerostouci a protoze b:% =1 pro

kazdé n € N, mame lim sup b“7 > 1. Dale podle definice a,, pro kazdé n € N

n =

mame (polozime kg = 0)

ki

kn n k?i n n
IS DD DITED SED DL ) SIS
i=1 i=11 1=1

i=1l=k;_1+1 =ki_14+1 "

pro né&jakou konstantu ¢ > 0, protoze > by, konverguje. Tedy fada > a,, kon-
verguje. O

Prejdeme k vlivu pferovnani fady na jeji konvergenci a soucet.

Definice 3.2.13 (pferovnani fady). Pferovndnim fady > a, pomoct permu-
tace p: N = N (p je bijekce) rozumime Fadu

Z Ap(n) = Gp(1) T ap(2) + - -

Dokazeme, ze prerovnani muze libovolné zménit soucet neabsolutné konver-
gentni fady, ale nikdy nezméni soucet absolutné konvergentni fady. Budeme
potfebovat obecny vysledek o fadach, ktery jsme mohli uvést uz v predeslém
oddilu.

Tvrzeni 3.2.14 (zbytek fady). Necht > a, je fada. Jejim m-tym zbytkem
pro m € N rozumime Tadu ), ap.

1. Kdyz " a, konverguje, pak konverguje i kazdy jeji zbytek a pro kazdée > 0
existuje ng, Ze
> an

n>m

m > ng = <eg.
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2. Kdyz " a, = £00, pak pro kaZdé m € N je

Zanzz:an (= £0) .

n>m

Dukaz. 1. Kazdy zbytek fady konverguje podle tvrzeni 3.1.2 (a4, ..., a,, nahra-
dime nulami). Necht } a,, konverguje, takze lim s, = s € R, a je ddno € > 0.
Existuje tedy index ng, Ze pro kazdé m > ng je |s;, —s| < . Podle tvrzeni 2.1.20
pak pro kazdé pevné m > ng je

>

n>m

=| lm (s, —sw)| =] lim s, — lm s, =|s—sm| <e.
n—oo n—o0 n—o00

2. Necht Y a, = lim s, = +o00. Podle tvrzeni 2.4.3 pro kazdé pevné m je

E ap = lim (8, — $p) = lim s, — lim s, = E Gn — Sm = E G, -
n—oo n—oo n—oo

n>m

O

Véta 3.2.15 (Riemannova o pferovnani fady). Necht fada > a,, neabso-
lutné konverguje. Pak pro kaZdé o € R* existuje takovd permutace p: N — N|

Ze
E ap(n) =« .
Ezistuje i pferovndni fady > a,, které nemd soucet.

Dukaz. Nechf fada Y a,, neabsolutné konverguje a je déno ¢islo a € R. P¥ipady
a = £00 a neexistujiciho sou¢tu odsouvame do tlohy 3.2.16. Identicka posloup-
nost I = (1,2,3,...) se podminkami a;, > 0 a a., < 0 jednozna¢né rozklada na
dvé podposloupnosti B = (b,) C Na C = (¢,,) C N, . Podle tlohy 3.2.5 je BiC
nekonecna. B i C vyjadfime jako zfetézeni konec¢nych neprazdnych posloupnosti
I; CNalJ; CN,

B = (117.[2,.[3,...) a C: (Jl,JQ,Jg,...) 5
které definujeme ndsledovné. I je nejkratsi (neprazdny) pocatecni asek v B, ze
Z ap > o,
nel;
J1 je nejkratsi pocatecéni tsek v C, ze
Z an <
neliUJy

15 je nejkratsi tsek v B po I, ze

Z an >« ,

nelUJ1UIy
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J je nejkratsi tsek v C' po Jyp, Ze
g an < «
neliUJ1UlsUJy

a tak dal. Protoze Y ap, = +00 a > a., = —oo (dloha 3.2.5), podle ¢asti 2
tvrzeni 3.2.14 vzdy pozadovany konecny usek I; v B a J;v C v kazdém kroku
nalezneme a jeho definice je korektni. Permutaci p: N — N definujeme jako
posloupnost vzniklou ,,prolnutim“ B a C":

(»(1),p(2),p(3),...) = (K1, K3, Ks,...) = (I1,J1, 12, J3, I3, J3,...) ,

tj. Kop—1 = I, a Ky, = J,. Protoze B a C rozklddaji I, posloupnost (p(n)) je
permutace N. Necht je ddno n € N s n > | K| (|K;| oznacuje délku tseku). Pak
mame jednoznaéné j € N, ze |Ki| + |[Ka| + -+ |K;| <n < |Ki|+ | K| +-- -+
|Kj+1|. Z minimality délek usekt I; a J; plyne, Ze pro sudé (resp. liché) j + 1
nastava

D ap) € [ a+agx,)] (resp. - € [a+ayx,,o])
1=1

kde £(-) oznacuje posledni ¢len tseku. Je jasné, Ze pron — oo i j — 0o a tedy
agk,;) — 0, protoze ) a, konverguje. Tudiz a,;,) = @ a ) apy) je hledané
prerovnéni fady Y a, se souttem a. O

Radou, na niz lze pouzit Riemannovu vétu, je stfidava harmonicka fada

P log 2
- — - — — ...=lo
273 1 g2

s kterou jsme se setkali uz v oddilu 1.1.

Uloha 3.2.16. Pro neabsolutné konvergentni vadu Y a,, naleznéte permutace
p prirozengch Cisel, Ze ) ay(n) = —00, ) Ap(n) = +00 @ ) Gp(n) neexistuje.

Uloha 3.2.17. Pro¢ v diikazu véty omezujeme n nerovnosti n > |K1|?

Uloha 3.2.18. Necht 3" a, je neabsolutné konvergentni a p je permutace N
sloZend z dvojcykli prohazujicich 2n—1 a 2n. Co se dd Tici o souctu prerovndni

2 apn)?
Véta 3.2.19 (W. Brian, détska verze, 2018). Necht

Zan a an

jsou dveé libovolné neabsolutné konvergentni rady. Pak existuje takovd mnozina

indexu X C N, Ze
Zan::too a také an::l:oo
neX neX

— 0bé podrady s indexy scitanctd v X maji soucet +0o nebo —oo (ne nutné
stejny).

121



Diikaz. Necht X~ C N jsou ty n, %e a, > 0 a b, < 0. Podobné definujeme
mnoziny X+, X" a X7 Pro X C Nfady >, .y an @ Y, cy by 0znacime
jako A(X) a B(X). Misto B(X ") piSeme jednoduseji B(—,+) a podobné.
Plati lemma, Ze

alespoil jedna z fad A(+,+) a A(+, —) mé soucet +oco a je-li to jen
jedna, druhé absolutné konverguje.

Obé fady totiz tvoii rozklad podfady kladnych séitanci fady > a,, kterdzto
podifada méa soucet +o0o. Analogické lemma plati pro dalsi tii dvojice fad

A(—,+) a A(—,—-), B(+,+) a B(—,+), B(—,—) a B(+,-) .

Pokud pro alespoii jednu ze ¢tyf mnozin X maji obé fady A(-,-) a B(-, -) soucet
+o00, jsme hotovi. Pfedpokladejme proto, ze pro kazdou z téchto ¢ty mnozin
X" alesponi jedna z obou fad nemé soucet +oo.

Takze A(+,+) nebo B(+, +) nemé soucet +o0o. Pak podle lemmatu alespori
jedna z obou fad absolutné konverguje. Reknéme, Ze absolutné konverguji obé.
Lemma implikuje, 7ze A(+,—) = B(—,+) = +oo. Podle naseho piedpokladu
pak B(+,—) i A(—,+) absolutné konverguji. Pak ale lemma davd B(—,—) =
A(—,—) = —o0, ve sporu s nasim predpokladem. Tudiz z fad A(+,+) a B(+, +)
jedna absolutné konverguje a druha mé soucet +o0o. Pomoci lemmatu a naseho
predpokladu dostavame dvé moznosti:

1. A(+,+4) = +o0, B(+,+) a. k., A(—,+) a. k., B(—,+) = +00, A(+,—) a.
k., B(+,—) = —o0, A(—,—) = —cc a B(—,—) a. k. a

2. A(+,+) a. k., B(+,+) = +oo, A(—,+) = —o0, B(—,+) a. k., A(+,—) =
+00, B(+,-) a. k., A(—,—) a. k. a B(—,—) = —o0.

V obou piipadech viak pro X = X+ U X~ obé fady A(X) a B(X) maji

soucet Foo. O

Jak uvaddime v zavéreénych poznamkach, ,,dospéla” verze véty plati pro tfi ne-
absolutné konvergentni fady. Dtikaz je ale podstatné slozitéjsi.

Ukézeme, Ze pro s¢itani absolutné konvergentnich fad plati komutativni za-
kon.

Véta 3.2.20 (o pferovnani absolutné konvergentni fady). Kdyz > a, ab-
solutné konverguje a p: N — N je permutace, pak i) ap,) absolutné konverguje

a soucet se nemeént,
E ap(n) = E Qp, -

Diikaz. Necht )" a,(,) je pferovnani fady ) a,. Protoze ) a, absolutné kon-
verguje, existuje ¢ > 0, Ze |a1| + |az| + - - - + |an| < ¢ pro kazdé n. Necht n € N
je dané. Pak existuje m € N, ze {p(1),p(2),...,p(n)} C {1,2,...,m}, tudiz i

lapy| + lap@y| + - +lapmy| < lar] +az| + -+ |an| <c
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a ) Gp(y) absolutné konverguje. Dokazeme, Ze ) aym) = ) an (soucty). Bud

déno & > 0. Podle ¢asti 1 tvrzeni 3.2.14 vezmeme ng, ze ), ., lan| < € i

> nsn |p(n)| < €. Pak vezmeme tak velké ni, ny > no, ze ([n] = {1,2,...,n})
{p(1),p(2), ..., p(no)} C[m] i [no] C{p(1),p(2),-.-,p(n1)} .

Pro dané n € N s n > ny definujeme

A= [n]\{p(1),p(2),...,p(n)} a B={p(1),p(2),...,p(n)}\[n] .

Podle volby ny je min A, min B > ng. Diky definici ng a A-ové nerovnosti,

Zai—zap(i) Zai—zap(i) < Z |a;| + Z |ap(i)‘ <e4+e=2.
i=1 =1

€A i€EB i>ng i>ng
Tedy lim (a1 + az + - - + a,) = lim (ap1) + ap2) + - - + ap(n)) a obé fady maji
stejny soucet. O

Privlastek ,absolutni“ v souslovi ,absolutni konvergence“ proto poukazuje
nejen na absolutni hodnotu | .. .| v definici 3.2.1, ale také na nezavislost souc¢tu
fady > a, na poradi séitancti. Absolutné konvergentni fady tak lze definovat
obecné pro libovolnou spocetnou mnozinou indext, tteba N, Z, Z X Z X Z, Q a
podobné.

Definice 3.2.21 (absolutné konvergentni fada na mnoziné&). Necht X je
spocetnd mnozina. Rada na mnoziné X je zobrazeni a: X — R, zapsdno

Za,;.

ieX

Absolutné konverguje, kdyz pro néjakou, podle véty 3.2.20 ekvivalentné kaZdou,
bijekci f : N — X fada ) ay,) absolutné konverguje. Jeji soucet pak definujeme
jako soucet Tady Y af(n).

Podle predchozi véty tento soucet existuje a nezavisi na volbé f, takze definice
je korektni.

Tvrzeni 3.2.22 (kritérium absolutni konvergence). Necht) . a; je fada
na spocetné mnoziné X. Pak ), a; absolutné konverguje, pravé kdyZ pro né-
jaké ¢ > 0 pro kaZdou konecnou podmnozZinu A C X mdme

Z la;| < ec.
i€A

Diikaz. Nechf f: N — X je libovolnd bijekce. Kdyz ),  y a; spliuje uvedenou
podminku, méme pro kazdé n € N nerovnost |asq)| + |ag@)| + - + [apm| <
¢, takze ),y a; absolutné konverguje. Kdyz } .y a; absolutné konverguje,
jsou ¢astecné soucty fady ) |af(,)| omezené né&jakou konstantou ¢ > 0. Pro
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danou kone¢nou podmnozinu A C X staci vzit tak velké n € N, ze A C

[F1), @), ()} Pak Syeqlal < S0y lagim] < ¢ a Syex ar sphije
uvedenou podminku. O

Abolutné konvergentni fada na spocetné mnoziné je tedy spocetny soubor real-
nych ¢isel s omezenou ,,vaAhou* vSech konecnjch podsoubori. Pro sc¢itani abso-
lutné konvergentnich fad dokazeme distributivni zakon.

Véta 3.2.23 (nésobeni absolutné konvergentnich fad). Necht' ),y a; a
ZjeY b; jsou absolutné konvergentni vady. Jejich soucinovd Tada absolutné kon-
verguje a soucty tri fad splniugi vztah

Z aibj:Zai~ij.
(i,J)EX XY ieX JEY

Dutikaz. Necht Z C X x Y je libovolnd koneénd podmnozina. Mame koneéné
podmnoziny U C X aV C Y, ze Z C U x V. Pro néjakou konstantu ¢ > 0 diky
tvrzeni 3.2.22 je

2
Sodabil < Y ail - bl =D lail > bl <€
(i,)€Z (i,j)EUXV ieU JjeEV
Soucin obou fad proto absolutné konverguje.
Necht a = 37, yva; a b = 37,y b; jsou soucty obou fad. Ukdzeme, Ze
soucinova fada mé soucet ab. Lze predpokladat, ze X =Y = N. Oznacime
C(k:,l) = akbl .

Vezmeme néjakou bijekei p: N — N x N a libovolnou konstantu ¢ € R vétsi nez
soucty > |an| a )" |by|. Pro dané € € (0,1) vezmeme tak velké N € N, ze

N N
Zai—a Zbi—b’<£72ai|<5a Z|bi|<€’
i=1 i=1

i>N i>N
coz lze podle > a, = a, > b, = b a absolutni konvergence obou fad (viz tvr-
zeni 3.2.14). Pro kazdé tak velké n € N, ze k,l < N = p~1((k,1)) < n, potom

méame (|d1], 2] < &)
n N N
Zcp(i) —ZakZbl
=1

n
E Cp(i) —ab
i=1 k=1 =1

< S a1l + 3 farl Y 1l + (@ + 61) (b + 82) — ab]
=1

k>N ! k=1 I>N
< 2ce +e(la| + |b]) + €2 < e(2¢+ |a| + |b] + 1) .

<eg,

N

N
akZbl—ab

k=1 =1

< +

Ve druhé nerovnosti jsme odecetli vsechny souciny axb; s k,I < N. Tedy

Z ak.bl =ab.

(k,l)ENXN
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Uloha 3.2.24 (zobecnéni). Zobecnéte predchozi vétu na soucin vice nez dvou
absolutné konvergentnich rad.

Uloha 3.2.25 (asociativita implikuje distributivitu). Odvodte vétu 3.2.23
jako dusledek nasledugici véty.

Dokazeme asociativni zdkon pro s¢itani absolutné konvergentnich fad.

Véta 3.2.26 (asociativita absolutné konvergentnich ¥ad). Necht X je spo-
cetnda mnozina,
> an

neXx

je absolutné konvergentni fada a P = {X1, Xa,...} je nejuyse spocetny rozklad
mnoziny X na nejuyse spocetné bloky X;. Pak jsou vsechny tady

E Oy E Gy e

neX; neXs

absolutné konvergentni a jejich soucty b; = Znexi an tvori absolutné konver-
gentni fadu se souctem

b1+b2+: Zan.
neX

Diikaz. Absolutni konvergence fad ), . x, n Plyne z absolutni konvergence
fady ), cx an podle tvrzeni 3.2.22. Soucty b; jsou tedy dobfe definovany. Po-

lozime
¢ = Z lan| -
nex;

Ziejmé |b;| < ¢; < +00. UkdZeme, Ze ¢1 +co+. .. konverguje a tedy by +ba+. ..
absolutné konverguje. Kdyby c; + c2 + - -+ = 400, pak pro kazdou konstantu
c>0prongjaké ke Njecy +ca+ -+ cx > 2c. Prokazdé i =1,2,...,k pak
vezmeme takovou koneénou podmnozinu Y; C X, Ze

> lanl =5

ney;

a dostaneme n n
cl e Ck
S ez AT
neyU---UYg

v rozporu s absolutni konvergenci fady 3, . v an. Proto ¢; +ca+. .. (absolutné)
konverguje.
Dokéazeme rovnost souct

s =by+bx+... a t::Zan.
nex
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Pro dané € > 0 vezmeme takové k € N, ze

9 S
|S_b1_b2_“._bk|<i a Ck+1+6k+2+"'<1.

Vezmeme libovolnou bijekci p: N — X. Diky absolutni konvergencifad ), X, Gn
ay .cx On existuje takové N € N, ze

bi — Z Ap(5)

JEN,p(j)€A:

=1,2,....,k, a

<i7; <§
4k’ 4

N
t— Z Ap(5)
j=1

Pak diky volbam k a N a A-ové nerovnosti mame

k N N
st < s —br—o = bl Db =Y ap| | D ane t\
i=1 j=1 j=1
13 k 13
< 7 D= Y ap|+ > )| T g
i=1 JSN,p(j)EA; JEN, p(j)E€EAR41UAR42U...
& & 13
< Z+kﬂ+(ck+l+ck+2+'”)+z
< & + e + & + & o
41117 ¢F
Tedy s =t. O

Tvrzeni 3.2.27 (skoro opaénd implikace). Necht X a P = {X;,Xo,...}
jsou jako v predeslé vété a ), v an je Tada. Jsou-li vsechny Tady

E Gy E Gy e

neX; neXa
absolutné konvergentni a Tada ¢1 + co + ..., kde ¢; := Znexi |ay|, absolutné
konverguje, potom i celd Tada
> an
neX
absolutné konverguje.
Dukaz. Pro libovolnou kone¢nou mnozinu Y C X je
o0
Z |an] :Z Z lan] < e +ea+ - < 40
ney =1 neyYnX;

a y,cx Gn absolutné konverguje podle tvrzeni 3.2.22. O

Uloha 3.2.28. Ukaste, Ze po vypusténi absolutni hodnoty v definici ¢; tvrzeni
neplati.
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Uvedeme druhy diikaz nekonecnosti poctu prvocisel pomoci fad, tentokrat
pomoci nasobeni absolutné konvergentnich fad.

Dusledek 3.2.29 (nekoneénost poctu prvoéisel). MnoZina prvodisel je ne-
konecnd.

Duikaz. Pro spor bud mnozina prvocisel P konecna. Pak

1 — 1 1
REH?WZHZFZZE:-FOO*SDOI‘

peP pEP k=0

Uvodni nélezeni do R je trividlni: soucin koneéné mnoha realnych éisel je realné
¢islo. Prvni rovnosti plyne ze vzorce pro soucet geometrické fady s kvocientem
%. Klicova nerovnost plyne z véty 3.2.23 a jejiho zobecnéni v tloze 3.2.24 a z
faktu, ze kazdé prirozené ¢islo je soucinem néjakych prvocisel (roznisobenim
kone¢né mnoha fad 1 + % + p% + ... pro p € P dostaneme kazdy scitanec %,
n € N). Druh4 rovnost plyne z divergence harmonické rady. O

Uloha 3.2.30. A proc tedy vyse plati ona nerovnost? Podivime-li se na ni jako
na inkluzi O mezi fadami (multimnoZinami jejich clentd), neplati dokonce jako
rovnost rad?

Lze dokonce dokézat, ze fada pfevracenych hodnot prvocisel diverguje, ale
to nechdme do oddilu 5.5 o Taylorové rozvoji (dusledek 5.5.9). Nyni uvedeme
vztah mezi prvocisly a zeta funkci od L. Eulera, naznaceny uz v predchozim
disledku. Pro jeho formulaci vsak potfebujeme pojem hodnoty nekonecného
soucinu. Pro naSe ucely ho zavedeme takto. Je-li (a,, € R | n € X) posloupnost
indexovana nekone¢nou podmnozinou X C N, pak definujeme

H a, = lim H ag .
n— oo

neX keX,k<n

Pak muzeme vyslovit Eulerovu identitu zachycujici vztah mezi prvoéisly a ((s).

Véta 3.2.31 (Eulerova identita €. 1). Necht P je mnoZina prvocisel. Pro
kazdé s € R, s > 1, plati rovnost hodnoty nekonecného soucinu a souctu rady

1 1
gm—zg—g(s)eR.

Dukaz. Podle Zakladni véty aritmetiky v tloze 1.8.2 je vyjadfeni pfirozeného
¢isla n souc¢inem mocnin raznych prvocisel jako n = p{*p5? ... p* jednoznacné.
Podle véty 3.2.23 a jejiho zobecnéni v dloze 3.2.24 tak pro kazdé N € N mame

rovnost (redlnych cisel)

1 1 1 1
I - O (hgtmt )= X o

PEP, p<N pEP, p<N neS(N)
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kde S(N) ={neN|p|n=p< N} Jistés S(N) D {1,2,...,N}. Tedy
0<y 11 Lo > L o N —
— - —_— — r
ns 1-1/ps — ns pro >
peP, p<N n>N

(zbytek fady ((s) jde k 0) a identita je dokdzana. O

3.3 Exponenciala

Kouzlo s Tfadou. Exponencidla, prevddi soucet na soucin. Redlné sc¢itdnt a kladné
redlné nasobeni od sebe melze rozeznat. Prirozeny logaritmus. Tri podoby expo-
nencidly. Cislo e. Poissonovo rozdélent.

(-100)" | (~100)* (~100)° 500000

1+ — o g o= 110045000 - P

Z podilového kritéria (Gast 4 véty 3.1.31) plyne, Ze fada absolutné konverguje.
K jakému souctu? Pro n = 0,1,2,3,... sCitanec % prudce osciluje mezi
kladnymi a zapornymi hodnotami, v absolutni hodnoté stile se zvétSujicimi.
Napiiklad pro n = 10,11 je alespori £10'°. Nejvétsi absolutni hodnotu nabyde
pro n = 100 a pak, pro n > 100, za¢ne n! mocné tlacit (—100)" na lopatky a

sCitanec se rychle zmensuje k 0.

Uloha 3.3.1. Ukaste, Ze mazimum v absolutni hodnoté nabyvd scéitanec prdve
pro n = 100. Umite jeho hodnotu néjak odhadnout?

Nezasvécenec by si mohl myslet, ze tak odlisna ¢isla a vzdalena od 0 se nemohou
nascitat na néco hezkého, dokonce blizkého nule. Jako kouzlem se to vSak stane,
sCitance se navzajem skoro zrusi a vyjde kladné ¢islo velmi blizké nule.

Dusledek 3.3.2 (kouzlo). Plati rovnost

oo

(~100)" 1
= € (0,10710) .
Lw om0

n=0

Toto kouzlo dokazeme jako disledek obecnéjsi identity ve vété 3.3.4.

Definice 3.3.3 (exponenciala jako fada). Ezponencidlni funkci
e’ exp(z): R—>R
definujeme pro x € R souctem tady

2 x3 56'4

o - G o L A
e —exp(m).—l—i—zn! —Zn! =1+z+ 5 + 5 —|—24—|—....

n=0
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Jak jsme uz uvedli, pro kazdé x € R fada absolutné konverguje podle podilového
kritéria diky )
n
2"/ (n 4+ D = 2] — 0 pro n — o0,
|z /nl| n+1

a exponencialni funkce je tak definovana na celém R. Patrné e® = 1, e* > 1 pro
x > 0 ae® je pro x > 0 rostouci. Pismeno e ve znaceni e” zatim bereme jen
jako symbol. Za chvili ukdZeme, Ze existuje takové redlné ¢islo e € (1, +00), Ze
pro kazdé = € R plati rovnost e* = exp(x), pfiCemz vlevo je redlnd mocnina
ve smyslu definice 2.3.1. Exponencidlu tak lze zavést i prostfednictvim realné
mocniny. Jak uvidime, lze také naopak definovat redlnou mocninu pomoci ex-
ponencialy. Srovname-li druhé identity v tvrzeni 2.3.4 a v ¢asti 4 véty 2.3.12
s identitou v nasledujici vété, je spfiznénost readlné mocniny a exponencialy
ziejma.

Véta 3.3.4 (exponencidla pfevadi soufet na souéin). Pro kaZdé x,y € R
plati rovnost
exp(z +y) = exp(z) exp(y) .

Dikaz. Spocitame to a pak kroky vypoctu zastoupené jednotlivymi rovnostmi
zdtvodnime. Pro libovolné x,y € R mame:

00 . 00 n m
_ z y_ _ r Yy
exp(z)exp(y) = Pl i Z o
n=0 m=0 (n,m)€ENy xNg
Sl n m 0 k
_ T Y _ 1 k n, k—n
SIS S WY
k=0 n+m=~k k=0 n=0
oo k
z+y
k=0 ’

Prvni rovnost je podle definice exponencialni funkce. V druhé aplikujeme vétu
3.2.23 o nasobeni absolutné konvergentnich fad. Ve tfeti rovnosti jsme pro se-
¢teni vzniklé Fady vzali bijekcei mezi Ny a Ng x N, kterd zacne indexem (0, 0), pak
projde mnozinu indexu {(1,0), (0,1)}, pak mnozinu indexu {(2,0), (1, 1), (0,2)}
a tak dale, fakticky jsme pouzili vétu 3.2.20. Ctvrta rovnost je tiprava zalozena

kY _ k! . Loz <e1s o .
na rovnostech (n) = A=yt @M = k —n. V paté jsme pouzili kone¢nou bino
mickou vétu (tloha 1.8.5). Tim jsme se dostali k zévérecné Sesté rovnosti, opét
definici exponencialni funkce. O

Specialné

exp(z) exp(—z) = exp(0) =1 a exp(—z) = pro kazdé z e R.

exp(x)
Pro z = 100 tak dostavame dusledek 3.3.2. Tudiz exp(z) > 0 pro kazdé z € R
a exp(z) je rostouci funkce na celém R, x < y = exp(x) < exp(y) (protoze pak
exp(y) = exp(z) exp(y — z) s exp(y — x) > 1). Déle je jasné, ze

lim exp(n) = +oc0 a lim exp(—n) =0.
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Tvrzeni 3.3.5 (spojitost exponencialy). Pro kaZdé z € R s |z| < § je
|exp(z) — 1] < 2|z .
Pro kazdé x €R a6 € (—3,1) je
|exp(z + 6) — exp(z)| < 2[6] exp(x) .

Dikaz. Prvni odhad plyne ze souctu geometrické rady:

=" n_ 7l
Jexp(e) ~1 < 0 < el = 5 < 2l
Druhy plyne z prvniho pomoci véty 3.3.4. O

Tvrzeni 3.3.6 (obraz exponencialy). Obraz funkce exp(z) je (0,+00).

Dikaz. Toto plyne z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 1.7.40. O

Exponenciéla je tedy bijekce mezi R a (0, +00). Diky tomu mé inverzni funkci
exp 1(z): (0,4+00) — R.

Definice 3.3.7 (pfFirozeny logaritmus). Funkci (prirozeného) logaritmu
log(z): (0,+0) = R
definujeme jako inverzni funkci k exponencidle,
log(z) = logx := exp '(z) .
Diky vété 3.3.4 pro kazdé realné x,y > 0 plati rovnost
log(zy) =logx + logy .

Z vlastnosti exponencialy plyne, Ze log(z) je na (0,+o00) rostouci, lim logn =
+00 a lim log(1) = —o0.

7Z véty 3.3.4 plyne, Ze operace secteni dvou realnych c¢isel se neda algebraicky
odlisit od operace vynasobeni dvou kladnych realnych ¢isel: prislusné struktury
jsou izomorfni, nerozlisitelné, prvky v nich se jen jinak , jmenuji“. Témto alge-

braickym strukturam se ¥ika Abelovy grupy.

Definice 3.3.8 (Abelova grupa). Abelova grupa A = (A, x) je mnoZina A s
komutativni a asociativnd bindrni operaci *, kterd md neutrdlni prvek e € A (pro
kazdé a € A je axe = a) a inverzni prvek a=t € A ke kazdému prvku a € A
(plati, e axa™! =e).

Zakladnim piikladem Abelovy grupy jsou celd ¢isla (Z, +) s obvyklym séitanim.
Dalsi ptiklady jsou (R,+) a (RT,-), redlna éisla s obvyklym s¢itdnim a kladna
realnd ¢isla RT = (0, +00) s obvyklym ndsobenim. Posledni dvé Abelovy grupy
jsou ovSem jen ruzné zapisy grupy jediné.
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Dusledek 3.3.9 (séitani v R versus nasobeni v RT). Abelovy grupy (R, +)
a (RT,-) jsou izomorfni.

Diikaz. Zobrazeni exp: R — R™ je izomorfismus obou grup: je to bijekce, pro
kazda dvé ¢isla z,y € R podle véty 3.3.4 plati exp(x + y) = exp(x) - exp(y) a
exp(0) = 1. O

Mizeme vzit i vSechna nenulové redlna ¢isla R* := R\{0} nebo se omezit jen
na zlomky (Q* = QnN (0, +00)), pak ale dostaneme neizomorfni grupy.

Uloha 3.3.10. Dokazte, ze Abelovy grupy (R,+) a (R*,.) nejsou izomorfni.
Dokazte, Ze Abelovy grupy (Q,+) a (QT,-) nejsou izomorfni.

Hodnotu exponencidly vyjadiime limitou posloupnosti celistvych mocnin.

Tvrzeni 3.3.11 (exponenciila jako limita). Pro kaZdé x € R plati rovnost

lim (1 + %)n = exp(x) .

n—oo

Dukaz. Pro x = 0 rovnost plati. Predpokladame ze x > 0 a pfipad z < 0
pozdgji prevedeme na = > 0. Z (}) = &% Hl s '(n — i) méme diky z > 0 horni
odhad

" n k—1 . n
COAIBICIES S I T(CEEIE o REs

€(0,1]

Pro dolni odhad k danému ¢ > 0 vezmeme tak velké | € N, ze ZL:O %1: >
e”(1 —¢). Pak vezmeme ng > I, ze n > ng = Hi;é (1-L)>1—e. Pron>ng
pak mame, diky kladnosti z,

E k=1 . Lk
( 7) >Zle( _>> ﬁ1—€)>6(1—€) > e%(1—2e) .

Tedy lim (1 + %)n = e”. Ukézeme, ze pro x > 0 i lim (1T1/n)" =

tiky limit a véty 3.3.4 odtud plyne lim (1 — ;)n = e~ 7, coz dokazuje rovnost i
n
nfz) = e’
Necht r € N, r > z, je pevné. Pak (x > 0 an — c0)

xe(HE) <<1+ z > <<1+ x ) <1+ x ) et
n n—=x n-—r n—r

n
n—x

e®. 7 aritme-

pro x < 0. Protoze m =1+ -2

Podle tvrzeni 2.1.28, lim (:lTl/n)" = lim (

Hodnotu exponencidly vyjadiime jako hodnotu realné mocniny.
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Tvrzeni 3.3.12 (exponenciila jako mocnina). Pro kaZdé x € R plati rov-

" (1 +y :L,)x = exp(z) .

Dukaz. Z véty 3.3.4 plyne, Ze pro kazdé z € R a % € Qje exp(z)P/1 = exp(%x).
Protoze zéklad mocniny 1+ > 1/n! = exp(1), uvedena rovnost plati pro kazdé
raciondlni z. Obecné x € R napiSeme jako limitu zlomkd lim a,, = z, (a,) C Q,
a pro kazdé a, vezmeme rovnost exp(1)®» = exp(a,). Pro n — oo pak leva
strana jde, podle definice mocniny, k exp(1)*. Prava strana jde, podle odhadu
v tvrzeni 3.3.5, k exp(z). O

Pro exponencialu tak mame tfi riizna vyjadieni pomoci limit.

Dusledek 3.3.13 (t¥i podoby exponencidly). Pro kaZdé x € R plati rov-

nosti
exp(x) :1+ZH = (1+Zn!> = lim <1+H)
Dalsi vyjadieni exponencidly uvadime v zavérec¢nych pozndmkach.

Definice 3.3.14 (Eulerovo é&islo ¢). Hodnota

1 &1
exp(l) =1+ = > — = 2.718281828459045 ...

n=0

se oznacuje jako Eulerovo cislo e.

Uloha 3.3.15. Dokaste, %e ¢islo e je iraciondlni. Ndvod: pro kaZdé a € N exis-
tuji by,c €N, Ze 0 < be —c < 1/a (tedy ae ¢ N).

Nyni naopak kazdou readlnou mocninu zapiSeme jako hodnotu exponencialy.

Tvrzeni 3.3.16 (mocnina jako exponenciala). Pro kaZdé a,b € R, a > 0,
plati rovnost

a® = exp(bloga) .
Dukaz. Z predeslého dikazu a definice logaritmu vime, Ze tato rovnost plati pro
racionalni b. Obecné b € R napiSeme jako limitu zlomk a limitnim pfechodem
podle definice mocniny a pomoci tvrzeni 3.3.5 dostaneme platnost rovnosti pro
realné b. a

Exponenciala jako limita vystupuje v tak zvaném Poissonové rozdeélent prav-
dépodobnosti. Pfedstavme si trojrozmérnou krychlicku (nddobu) K = [0,1]3 s
jednotkovym objemem, v niz se véemi sméry pohybuje N =~ 102 ¢4stic. (Céstice
maji tfeba vSechny tutéz rychlost, vzajemneé se nesrazeji a od stén K se odrazeji
dovnitt K pruznymi srdzkami, ale to ted neni podstatné.) Pfedpokladdme, Ze se
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Céstice pohybuji ndhodné: je-li L C K jakakoli podkrychli¢ka s objemem vol(L)
(nebo i obecnéjsi mnozina s definovanym objemem), pak kazdou z ¢4stic nalez-

neme v L s pravdépodobnosti :gll((f()) = vol(L). Vybereme-li si totiz libovolnou

Céstici a pozorujeme-li jeji pohyb v K po ¢asovy interval [0, t], pak — oznac¢ime-
li si dobu, kdy se ¢éstice naléza v L, jako t;, —pro t — +00 mame & — vol(L).
Déle predpokladame, ze vyskyty castic v L jsou na sobé vzajemné nezavislé
(pravdépodobnosti nezévislych jevl se nasobi). Pro k € Ny, s jakou pravdépo-
dobnosti nalezneme v malé podkrychlicce L s objemem timérnym % pravé k
¢astic?

Tvrzeni 3.3.17 (Poissonovo rozdéleni). Necht A > 0 je pevné, L C K je
podkrychlicka s objemem A\/N, kde N € N je pocet édstic, a k € Ny. Pak, ve
vyse popsané situaci,

Aree—2

A}i_{noo Pr(v L je k édstic) = o

Dukaz. Pfesné totiz mame
N
Pr(v L je k &astic) = (k) -(A/N)YE (1= A/N)NE

— binomicky koeficient pocitd moZnosti vybéru neusporddané k-tice ze vSech
N c¢astic, druhy ¢initel pocitd pravdépodobnost, Ze tato k-tice je v L, a tieti
pravdépodobnost, Ze z ostatnich N — k ¢astic zadna neni v L; vyuzili jsme tu
podstatné nezavislost jevi (Ze dané ¢astice padne do L) a také to, Ze pravdépo-
dobnost sjednoceni disjunktnich jevt je souctem jejich pravdépodobnosti. Coz
se rovna

N(N-1)...(N—k+1) N A

(1= A/N)7F - (1= A/N)

Nk k-
Lehce se vidi, Zze pro N — oo prvni dva ¢initele jdou k 1. TTeti ¢initel jde podle
tvrzeni 3.3.11 k e=*. Dostavame tak uvedenou limitu. O

Uloha 3.3.18. Zkontrolujte, Ze pro k probihajici Ng se prdvé spoctené pravde-
podobnosti sectou na 1, jak by to sprdavné mélo byt.

Uloha 3.3.19. S jakou pravdépodobnosti v % se v podkrychlicce s objemem
1/N pro velké N nenalézd Zadnd édstice?

Diskrétni ndhodn4 veli¢ina X s hodnotami v Ny mé Poissonovo rozdélent (s pa-

rametrem A > 0), kdyz pro kazdé k € Ny je Pr(X = k) = )‘kljl_k. Tvrzeni 3.3.17
uvadi priklad situace vedouci na takovou ndhodnou veli¢inu. Toto rozdéleni
pravdépodobnosti je nazvano podle francouzského matematika, inZenyra a fy-
zika Siméona D. Poissona (1781-1840) (zabyval se elektfinou a magnetismem,
také nebeskou mechanikou, pozoruhodny je jeho sumacni vzorec z teorie fad,

jenZ zmitiujeme v poznamkéch).
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3.4 Kosinus a sinus

Dalsi kouzlo s Tfadou. Hodiny, co jdou pozpdtku. Rovina je orientovand plocha.
Délka oblouku kruznice. Cislo m. Presnd geometrickd definice kosinu a sinu.
Definice tadou, dikaz pozdéji. Kosinus a sinus v lehké atletice. Fulerova identita
¢. 2. Problém osamélého béZec. Véta o trech mezerdch.

Prot e R,
¢ t3+t5 t7+ ot t3+t5 t7 P
1 3 5 7 1 6 120 5040 o

Podle podilového kritéria (¢ast 4 véty 3.1.31) fada pro kazdé ¢ absolutné kon-
verguje a urcuje tak néjakou funkci z R do R. Jakou?

Dusledek 3.4.1 (dalsi kouzlo). Pro kaZdé t € R soucet

t B B 4T L1
uoa et el

a je to y-ovd soutadnice toho bodu na jednotkové kruznici
C={(zr.y) eR*|2* +y* =1},

v némz skondi usecka délky |t|, kdyZ ji zachytime jednim koncem v (1,0) a na-
vineme na C, pro t > 0 proti sméru hodinek a pro t < 0 v jejich sméru.
Nahradime-li posloupnost (1,3,5,...) v exponentech a jmenovatelich posloup-
nosti (0,2,4,...), dostaneme Fadu se souctem rovngm x-ové soufadnici uvede-
ného bodu. Funkce definovand prvni tfadou se nazyvd sinus a druhou kosinus.

Zet — 3—3, + g—s, — -+ € R dava funkci periodicky oscilujici nekonecénékrat od —1
do 1 je opravdové kouzlo. S koneénym polynomem ag + a1t + - - - + a,t" se néco
takového nikdy nepodaii: jako funkce je bud konstantni nebo na obou koncich
+o0 ubiha do nekonecna.

Kosinus a sinus zavedeme geometricky a odvodime jejich vztah s exponen-
cidlou. Vyjadfeni nekoneénymi fadami dokazeme az pozdéji pomoci derivaci ve
vété 5.5.10.

Definice 3.4.2 (sinus a kosinus neformalné). Nechtt € R. Hodnoty funkci
kosinus a sinus jsou soutadnice

(cost,sint) =P € C
koncového bodu P orientovaného oblouku na jednotkové kruznici C'. Oblouk md
délku |t|, zacind v bodé (1,0), béZi proti sméru hodinovych rucicek pro t > 0, v
jejich sméru prot < 0 a prot =0 se rovnd bodu (1,0).
Jde o neformalni definici, protoZe jsme zatim piesné netekli, co je to oblouk na
C a jak je definovand jeho délka. Dalsi potizi je i urceni sméru ,hodinovymi

rucickami“ —co to pfesné znamenda a jak se to fekne v matematictiné? Navic,
vsechny nebézi stejnym smérem.
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Uloha 3.4.3. Kde v Praze najdeme hodiny s rucickami bézicimi proti sméru
hodinovych rucicek?

Smeér otaceni v roviné se matematicky definuje nasledovné.

Definice 3.4.4 (orientace trojic v roviné). Necht
A= (a1,az), B = (by,by), C = (c1,¢c2) € R?
jsou tri ruzné nekolinedrni body v rovingé,
(a,b):=B—A=(by —a1,bo —az) a (¢,d):=C—A=(c;1 —ay,co—as).

Rekneme, Ze trojice (A, B,C) je orientovand kladné (proti sméru hodinouvyjch
rucicek), pokud
ad —bec>0.

Pokud ad — be < 0, je trojice (A, B,C) orientovand zaporné (ve sméru hodino-
vych rucicek).

Usecka AB se tedy do tsecky AC otaéi kolem A podle znaménka virazu ad—be,
v prvnim pfipadé proti sméru a ve druhém po sméru hodinovych rucicek.

Uloha 3.4.5. NemiiZe se stdt, Ze ad — bc = 07

Jesté dvé tulohy o vlastnostech pravé definované orientace rovinnych trojic.

Uloha 3.4.6. Necht F': R%2 — R? je volny rovinng pohyb, tedy posunuti slozené
s otocenim kolem néjakého stredu, a A, B,C € R? jsou tii rizné nekolinedrni
body. Potom trojice

(A,B,C) a (F(A),F(B),F(C))
maji vZdy stejnou orientaci.

Pfemistovanim trojthelniku v roviné tedy neni mozné zménit jeho orientaci.
Totéz plati, kdyz ho pfemistujeme po povrchu koule nebo toru. Na jiné plose to
ale mozné je.

Uloha 3.4.7. Na které plose je mozné premistit kladny trojihelnik do zdpor-
ného?

Ale ted zpét k oblouktim a jejich délkdm a k sinu a kosinu.

Definice 3.4.8 (polorovina a oblouk). Polorovina H C R? s hranicni prim-
kou £ je mnoZina bodi roviny leicich na € a na téZe strané od €. Oblouk (jed-
notkové kruznice C) je kazdd mnoZina O spliiujict

(CNH\(NC)CcOCCNH,

kde H je méjakd polorovina s hranicni primkou £. Oblouky jsou tedy pruniky
polorovin a C', zmensen€ pripadné o jeden ¢i oba priseciky C a hraniéni primky.
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Uloha 3.4.9. Definujte presné ,na téze strané od*.

Uloha 3.4.10. Popiste jednotlivé typy obloukii.

Jina ekvivalentni definice oblouku fika, Ze to jsou pravé souvislé podmnoziny
C'. Do pfesné definice souvislosti se nebudeme poustét, ale intuitivné znamen3,
7e se dand mnozina nerozpada na dvé neprazdné oddélené Casti.

Prameér d(O) oblouku O C C' je supremum

d(O) = sup |AB|,
A,BEO

kde |AB]| je délka tisecky AB spojujici body A = (a,b), B = (c,d) € R?:

|AB| == \/(a— )2 + (b—d)2 .

Pro maly oblouk O — ne vétsi nez polovina C, tedy vnitfek poloroviny H urcujici
O neobsahuje pocatek —se d(O) patrné rovné vzdalenosti koncti O.

Definice 3.4.11 (délka oblouku). Délku |O| € [0, +00) oblouku O C C defi-
nujeme jako supremum

k
|O] :=supd(P) := sup Zd(Oi) ,
P P={01,02,...0:} =5
kde P ={01,0a,...,0} probihd konecné rozklady oblouku O na oblouky O;.

Jinymi slovy, |O| je supremum délek lomenych ¢ar vepsanych do O, které spojuji
konce O a jejichz body zlomu bézi po O jednim smérem. V nasledujicich ¢tyfech
ulohach uvadime nékteré dilezité vlastnosti obloukové délky.

Uloha 3.4.12 (o obloukové délce). O, O’ a O; budte oblouky. Dokazte, Ze
funkce délky oblouku |O| md ndsledujici viastnosti.

1. VZdy 0 < |O] < +o0, prizdng a jednobodovy O maji |O] =0 a O C O’
implikuje |O| < |O'|. Md-li O vice nez jeden bod, pak |O] > 0.

2. Je-li O = O1 UO3 U ---U Oy konecny rozklad oblouku na oblouky, pak
|O] = 01| + 02| + - - - 4+ |Og|.

3. Otocent zachovdvagi oblouky a neméni jejich délky: pro kaZdou rotaci F: R? —
R? kolem pocdtku je F(O) oblouk a |O| = |F(O)|.

Uloha 3.4.13. Jak se v linedrni algebie definuje rotace roviny kolem pocdtku?

I pfes nasi dosti omezujici definici podmnozin C'— oblouki—s definovanou
délkou je mozné vytvaret jejich nekonecné rozklady.
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Uloha 3.4.14. Je-li O = O, U Oy U ... spocetny rozklad oblouku na oblouky,

pak
0] = 10n] .

Srovnejte vlastnosti délky obloukt popsané v tlohach 3.4.12 a 3.4.14 s disled-
kem 1.3.10.

Uloha 3.4.15. Pro maly oblouk O C C urceny polorovinou H s hranicni prim-
kou ¢ jako h oznacime jeho vysku: h = 1 — |AB|, kde A = (0,0) a B je stred
usecky DE uréené body {D,E} = ¢ N C. Dokazte, Ze

|DE| < |O| < |DE|+2h .

Tento odhad pouzijeme pozdé€ji v tvrzeni 5.1.37 pro nalezeni derivace kosinu a
sinu. Ted ale zavedeme zakladni konstantu matematické analyzy.

Definice 3.4.16 (horni polokruZnice a ¢islo 7). Oblouk
C/2:={(z,y) € Cly =0}
nazveme horni polokruznici jednotkové kruznice. Definujeme
™= |C/2| = 3.14159 . ..

jako jeji delku. Cislu m se nékdy vikd Ludolphovo ¢islo. Obvod celé C tak je
|C| = 27, Explicitné,

k

= sup Z\/(ai —a;—1)? 4 (bi —bi—1)?, kde b, =1/1—a?

—l=ao<a1<-<ax=1;—

a supremum se bere pres viechna déleni intervalu [—1,1]. Body (a;,b;) € C/2,
i =0,1,...,k, jsou body zlomu lomené ¢dry vepsané do C/2 a spojujici jeji
konce (—=1,0) a (1,0). Cislo 7 je tak supremum délek téchto lomenych car.

Uloha 3.4.17. Dokaste, Ze
2.828- - =22 <7 <22+ V2 -3)=3364... .
Uloha 3.4.18. Spocitejte podle neformdini definice cos(—3m/4) a sin(—37/4).

Pro t € R definujeme ¢t mod 27 € [0, 27) jako t — k- 27, kde k € Z je nejvétsi
CGislost—k-2m > 0.

Tvrzeni 3.4.19 (bod P). Pro kaZdé t € R existuje prdavé jeden bod P; € C na
Jjednotkové kruznici, Ze délka oblouku Op, C C' leZiciho nad primkou prochdzejict
body (1,0) a P; a na ni (tedy oblouku jdouciho kladngm smérem z (1,0) do P;)
splriuje

|Op,| =t mod 2.
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Diikaz. Pro t mod 27 = 0 je P, = (1,0). Funkce f: [-1,1] — [0,7], f(z) =
|O(w’ @ﬂ je klesajici a spojita, jak se lehce ukéze z definice délky oblouku,
takze pro 0 < t mod 27 < 7 plyne existence a jednoznacnost bodu P; z tvr-
zeni 1.7.40. Pro m < ¢t mod 27 < 27 pouzijeme podobnou funkci, kdy v/1 — 22
nahradime —/1 — z2. |

Ted je vSe pfipraveno pro presnou definici funkci kosinus a sinus.
Definice 3.4.20 (kosinus a sinus geometricky). Hodnoty funkci
cos, sin: R — [—1,1]
definujeme pro t € R jako souradnice bodu
P, = (cost,sint) € C
garantovaného tvrzenim 8.4.19.

Rovnou pripomeneme dalsi funkce odvozené od sinu a kosinu.

Definice 3.4.21 (tangens a inverzy). Funkce tangens je definovand jako

sinx

'R 1/2 VA R = .
tan: R\{(k+1/2)7 |k € Z} — R, tanz o5z

Necht sing(x) je sinus ziZeny na interval [—5, 5], coso(x) kosinus na [0,7] a
T T

tang(z) tangens na (=5, 5 ). Proni a tieti funkce jsou rostouci a druhd klesagici

(viz ndsledujici dusledek), miZeme tak k nim definovat inverzni funkce arkus
sinus, arkus kosinus a arkus tangens jako

arcsin = sing *: [~1, 1] — [~7/2, 7/2], arccos = cosy *: [~1, 1] — [0, 7]

arctan = tang ': R — (—7m/2, 7/2) .

Tti posledni inverzni funkce jsou bijekce mezi uvedenymi intervaly.
7 geometrické definice plyne fada obecné znamych vlastnosti kosinu a sinu.

Dusledek 3.4.22 (vlastnosti sinu a kosinu). Funkcesint,cost: R — [—1,1]
magji nasledujici vlastnosti.

1. Jsou spojité a periodické s periodou 27.
2. Pro kazdé t € R je sin®t + cos®t = 1.
3. Pro kazdé t € R je cost = sin(t + 7/2).

4. Na [0,%] sinus roste od 0 do 1, na [5,7| klesd od 1 do 0 a na [0, F]
je sint = sin(m — t). Na [m,27] je sint = —sin(¢t — 7). Pribéh kosinu
dostaneme posunem sinu podle 3.
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5. Pro kaZdé t € R je cost = cos(—t) a sint = —sin(—t).

6. Nulové body obou funkci jsou {t € R | sint = 0} = {7n | n € Z} a
{t e R| cost =0} = {r2%2 | n e Z}.

Dukaz. 1—spojitost jsme jiz pouzili a plyne z definice délky oblouku, kon-
krétnéji pomoci odhadu v tloze 3.4.15. Periodicita je jasna. Mohlo by se zdat,
ze Cast 2 plyne z Pythagorovy véty, ale neni to tak, plyne to Cisté z definice
jednotkové kruznice C. Cést 3 je jasnd, rotace o /2 kolem pocatku vyménuje
soufadnice. Casti 4 a 5 jsou také jasné z geometrické definice. Cast 6 plyne ze
Ctvrté casti. a

Pythagoras ze Samu (asi —570 aZ asi —510) byl legendarni fecky matematik,
filozof, astronom a knéz (pfipisuje se mu po ném nazvana matematickd véta z
geometrie a zavedeni pojmu filosofie).

Kréasné propojeni geometrie a analyzy nekoneénymi fadami pro kosinus a
sinus, které jsme uvedli v disledku 3.4.1, ted zopakujeme ve vété. DokéZeme ji,
az se naucime derivovat (véta 5.5.10).

Véta 3.4.23 (sinus a kosinus analyticky). Pro kazdé t € R plati rovnosti

) & (_l)nt2n+1 t3 t5
t = _—_— = t —_ — _
St nz:% (2n +1)! 3115l
a (oo}
(_1)11(4].211 t2 4
t = _—
o8 2;% (2n)! 2!*’4

Geometrickou a analytickou tvai kosinu a sinu nahlédneme jesté jednou z trochu
jiného thlu.

Dusledek 3.4.24 (sinus a kosinus lehkoatleticky). Vystartuje-li béZkyneé z
bodu (1,0) a bézi-li po jednotkové kruznici C konstanini jednotkovou rychlosti
proti sméru hodinek, jak se béhdvd, pak se v ¢ase t > 0 nachdzi v bodu drahy s
kartézskymi souradnicemi

2ttt AR I
1——+——= - —— )
( 2!+4| 6'+ 3+5' 7'Jr )

Rady kosinu a sinu vypadaji, az na znaménka, jako sud4 a lich4 polovina
fady pro exponencidlu. Souvislost s exponencialou se jasné vyjevi v oboru kom-
plexnich ¢isel. Vydejme se proto do C.

Véta 3.4.25 (Eulerova identita €. 2). Necht i = /=1 je imagindrni jed-
notka. Pro kazdé t € R plati v oboru C rovnost

exp(it) = cost + isint € C.
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Zde jsme definici 3.8.8 exponencidly radou roz$iTili z R na C. Geometricky iden-
tita Tikd, Ze cislo

exp(it) =1+ (Zfl),n ecC

lezi na jednotkové kruznici v komplexni roviné a md redalnou ¢dst cost a imagi-
ndrni sint.

Dukaz. Mame

N (i)™ Al i
exp(it) = Z n! Z n! + Z n!

n=0 ne2Ng n€(2No+1)
i (71)nt2n N i (71)nt2n+1

= —_— 1 _—
—  (2n)! — (2n+1)!

= cost+isint.

V prvni rovnosti fada absolutné konverguje podle zobecnéni podilového kritéria
na fady s komplexnimi s¢itanci. Druha rovnost fady linedrné kombinuje a tfeti

Vyuziva, ze se hodnoty i* =1, 4! =4,i2 = -1, 3 = —4,i* =1, =4, = -1
a tak dale opakuji s periodou 4. Posledni rovnost pouziva zatim nedokazanou
vétu 3.4.23. O

Uloha 3.4.26 (sinus a kosinus exponencialou). Prot € R vyjddrete sint a
cost pomoci komplexni exponencidly.

Uloha 3.4.27 (sinus a kosinus komplexniho é&isla). sini =? a cosi =?

Béhani po ovéalech a kruznicich pfivedlo matematiky vedle disledku 3.4.24 (a
tzv. paradoxu bézkyné, o némz bude fe¢ pozdéji) i k nasledujicimu stéle nevy-
feSsenému problému.

Problém 3.4.28 (osamélého bé&%ce (lonely runner conjecture)). Z bodu
(1,0) na jednotkové kruznici C vybéhne n € N béZci. BéZi po C proti sméru
hodinek konstantnimi a kladngmi a vzdjemné riznymi rychlostmi. Dokazte, Ze
kazdy bezZec bude nékdy ,,osamély®, v nejakém case t > 0 bude mit od kazdého z
ostatnich n — 1 bézZci obloukovou vzddlenost alespori 27 /n.

Bylo to dokazano pro kazdé n < 7.

Uloha 3.4.29. Vyieste problém osamélého béice pro tii bézce.

Zavérem oddilu jesté jeden krasny vysledek, na ktery lze pfijit pii pobihani
po kruZznici nebo po ovalu. NaSe bézkyné ted na ovalu béhd ,iseky“. Dostala
realné cislo a > 0 a kiidu. Vystartuje a ubéhne usek délky a, udéla na ovalu
znacku kiidou, znovu ubéhne (stejnym smérem) tsek délky «, opét udéld na
ovalu znacku, a tak trénuje dal, ubéhne feknéme n € N tseku délky a a po

140



kazdém udéla na ovalu znacku kiidou. Co se da Fici o vzdalenostech mezi sou-
sednimi znackami? Jak je dobfe zndmo a jak neni tézké dokazat, neni-li « raci-
onalni ndsobek délky obvodu ovalu (obvykle 400 metrii), znacky se neopakuji a
pro n — oo vyplni oval husté, jakykoli oblouk ovalu, jakkoli kratky, bude obsa-
hovat znacku. Kdo by ale proto hadal, ze vzdalenosti mezi sousednimi znackami
se chovaji chaoticky a ndhodnég, hadal by $patné. Ve skute¢nosti maji vzdy (pro
kazdé n € N a kazdé o € R) jen nejvyse tii riizné hodnoty. Jako domnénku to
uvedl polsky matematik Hugo Steinhaus (1887-1972) (pisobil na Lvovské uni-
verzité, v obdobi némecké okupace této casti Polska v letech 1941-45 se skryval
v ilegalité pobliz Zamosti a Berdechdwa, byl spoluzakladatelem rigorézni teorie
pravdépodobnosti, pokusil se, pfed A. Kolmogorovem, o jeji axiomatizaci) a v
r. 1958 to nezavisle dokdzali (i publikovali) madarskd matematicka, madarsky
matematik a polsky matematik, které uvadime nize. Vysledku se logicky rika
Véta o trech mezerdch.

Véta 3.4.30 (Sés—Surényi—éwierczkowski, 1958). Necht « e R, n € N a
Z={{ka}|k=1,2,....n}={a1 <aza<- - <ap}, 0<a1 <amy<1,

jsou sefazené znacky a; na ovdlu (ovdl md obvod s délkou 1 a {ka} € [0,1) je
zlomkovd édst ko, k-td znacka). Potom magji mezery mezi znackami vidy jen
nejvyse tri ruzné delky:

|M| ::‘{a’i-‘rl_ai‘i:1727"'7m_1}U{1_a7n+a1}|SS-

Dukaz. Pro a = 0 to plati, pak Z = {0} a M = {1}. Také vzdy {k{a}} = {ka}
a mizeme tedy predpoklddat, ze o € (0,1). Na mnoziné vrcholt

V:{((Li, ai+1) \i:1,2,..‘,m—1}U{(am, al)} CZxZ
definujeme orientovany graf G = (V, E) s hranami £ C V x V takto (u,v € V):
(u,v) € E <= u+a=v,

pricemz
uta=(z,y)+a=({zr+a} {y+a})

(posun « se pfi¢itd modulo 1). Jinak fefeno, z mezery u € V udéldme Sipku
do mezery v € V, pravé kdyz u posunem o « piejde ve v. I tento G ma jistou
sipkovou vlastnost (jako graf v ditkazu véty 1.4.18): z kazdého vrcholu ve V
vychézi nejvyse jedna Sipka a do kazdého také nejvyse jedna vchézi. Kompo-
nenty takového grafu jsou orientované cykly a orientované cesty (tiloha 3.4.31).
Vsechny mezery (vrcholy) v jedné komponenté maji zfejmé stejnou délku (lisi
se jen posunem). Zbyva tak jen dokdzat, Ze G ma nejvyse t¥i komponenty.

Jeden pripad nastava, je-li nékterd z komponent grafu G orientovany cyklus
C'. Hned uvidime, 7e pak se cely G rovnd C a tedy |M| = 1. Nechf mezera
u = (z,y) € V lezi v cyklu C délky I € N. Posunem o « opakovanym [ krat se
u pfevede v sebe: x 4 la = x modulo 1. Tedy lo € Na a € Q. Nechf a = § s
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nesoudélnymi a,b € N. Tedy je [ nasobek ¢isla b a mnozina x-ovych soutadnic
vrcholtt v C se rovnd B := {2, 1,..., %51} (tloha 3.4.32) a totéz plati pro y-ové
soufadnice. OvSem Z C B, takze Z = B a C = G.

Ve zbyvajicim pfipadé jsou vSechny komponenty grafu G orientované cesty
a a; > 0 (a; = 0 dava tvahou podobnou ptedchozi, Ze G = C je cyklus). Jejich
podet je stejny jako poclet stoki, vrchold, z nichz nevychézi zadna Sipka (v nich
cesty konéi). Kdy je vrchol (mezera) v = (z,y) € V C Z x Z stok? Pravé kdyz

ut+a ¢ ZxZ anebo ut+a € (ZxZ)\V.

V prvni klauzuli disjunkce {z + a} € Z nebo {y+ a} € Z. Tedy = = {na} nebo
y = {na}. Ve druhé klauzuli disjunkce uvnitf posunuté mezery (x,y) + « lezi
znacka p € Z. Pfed posunem v mezefe (x,y) ovSem nelezela, takze {p —a} & Z
a nutné p = {la} = «. Pfed posunem mezera (z,y) prechizela pres 0 = 1
a (x,y) = (am,a1). Je-li u = (z,y) stok, je © = {na} nebo y = {na} nebo
(z,y) = (am,a1). Existuji tedy nejvyse tii stoky, G ma nejvyse t¥i komponenty
a |M| <3. O

Uloha 3.4.31. Dokazte, Ze v konecném orientovaném grafu, v némz do kazdého
vrcholu vede nejvyse jedna Sipka a z kaZdého také nejvyse jedna vychdzi, jsou
komponenty pouze orientované cykly a orientované cesty.

Uloha 3.4.32. Dokaste, %e kdy% a,b € N, ¢ € Ny, a,b jsou nesoudélnd cisla a
leN, [ >b, pak
a+tc 2a+c,...,la+c,

redukovany modulo b do {0,1,...,b—1}, ddvaji celou mnoZinu {0,1,...,b—1}.

3.5 Basilejsky problém

Elementdrni dikaz rovnosti ) # = %2, Kotangens a prevrdcené ctverce. Trigo-
nometrickd identita pro kotangens. Jeden z Viétovych vztahi. Hardyho ,dukaz”

Fulerova vzorce.

V oddilu 1.1 jsme se setkali se soucty nekoneénych rad

1 1 2
Yl

Prvni rovnost plyne hned z ,,dalekohledového* (anglicky telescoping) vyjadient
1 1 1

1 —
n2+n = n(n+l) T n n+1°
Uloha 3.5.1. Pro¢ ,dalekohledové“?

Dikaz druhé je mnohem tézsi a je predmétem tohoto oddilu. Hlavni roli v ném
sehraje neprfili§ znama trigonometricka funkce kotangens, cot z = 32

sinz *
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Uloha 3.5.2. A co jsou trigonometrické funkce sekans a kosekans?

Vyuzijeme tfi pomocné tvrzeni.

Tvrzeni 3.5.3 (pfevracené &tverce a kotangens). Pro kaZdé n € N plat{
nerovnosti

2

wk T™n
0 TS cot?
<Zk2 2n+1220 (2 +1><(2n+1)2

Diikaz. Pro kazdé 6 € (0,%) je sinf < 6 < tan6 = 52 (dloha 3.5.4), a tak

2 .2 2
cos 1 1 sin“ @ + cos” 0
t20 = — = =1 t26 .
€0 (sinG) < 62 < sin? 6 sin? 6 +eo

., n, seCteme n odpovidajicich nerov-

Vezmeme hodnoty 6 = 2”’“

nosti, vysledek vynasobime e vyraz obsahujici soucet ¢tverct kotangent

(2n+1
pfesuneme na druhou stranu. Dostaneme uvedené nerovnosti. a

Uloha 3.5.4. Pro § € (0, %) dokazte nerovnosti sinf < 6 < tan6.

Tvrzeni 3.5.5 (trigonometricka identita). Necht n € N, éislo 0 € R nent
celistvy ndsobek m a

n
2n+1 K
P(x) = -1 " 7
@) = XV (o) e 2l
k=0
je celociselny polynom stupné n. Potom

sin((2n + 1)6)

Gy P(cot? ) .

Koreny polynomu P(z) jsou tedy prdvé disla cot2(2;’i1), 1<k<n.

Dukaz. PouZijeme exponencidlu v komplexnim oboru (tedy vétu 3.3.4, jiz jsme
dokézali jen pro redlné argumenty, dikaz v komplexnim oboru je ale skoro
stejny) a Eulerovu identitu ¢. 2 (vétu 3.4.25). Tedy

cos((2n + 1)) + isin((2n + 1)0) = 10 — (e(’i)%Jrl = (cosf +isin@)** !

a pomoci koneéné binomické véty (tiloha 1.8.5) porovnanim imagindrnich ¢asti
na obou stranich dostavame

~ (2n+1
sin((2n 4+ 1)) = Z (22 1 1)( 1)k cos? k) g . sin?k+1 g
k=0
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2n+1

Délime sin f a mame uvedenou identitu. Pro n ¢isel 0 = #i’l, k=1,2,...,n,

se sinus v Citateli zlomku vynuluje (¢dst 6 tvrzeni 3.4.22) a jiné kofeny P(x)
nema (tloha 1.8.13). O

Pro nésledujici identitu, dobfe znamou z algebry, si pfipomeneme, ze o € C
je kofenem polynomu p € Clz] s komplexnimi koeficienty, kdyZ plati kterakoli
strana ekvivalence

p(@) =0 < 3qeClz]: p(x) = (z - a)q()

(viz tloha 1.8.13 a jeji feSeni), a Ze a je k-nédsobnym kofenem polynomu p(z),
k € Ng, pokud

p(x) = (z — a)*q(x), ¢ € Clz] a g(a)#0.
Tvrzeni 3.5.6 (jeden z Vieétovych vztahil). Necht
A" + ap_12" V4 + a1z + ao
je polynom s kompleznimi koeficienty a;, stupném n (tedy a, # 0) a kofeny

a1,Q,...,a, € C, uvedenymi s ndsobnostmi (k-ndsobny koven se opakuje k
krdat). Pak

Qp—1
G,

Dukaz. Podle definice kofene mame faktorizaci na korenové ¢initele

n
-1
a"l,n +an—1xn +--taixt+a = an H(Ifal)
=1

n
ant™ — apz™ ! g o+ ...
i=1

n—1

a porovnani koeficienti u x na obou stranach dava uvedenou identitu. O

Na vztahy mezi kofeny polynomu a jeho koeficienty piisel francouzsky mate-
matik, pravnik a poradce kralt Jindficha III a Jindficha IV Francois Viéte
(1540-1603) (jako jeden z prvnich zavedl uziti pismen jako parametri v rovni-
cich a také vyjadfil éislo m nekoneénym souéinem, ktery uvadime v tloze 3.8.11)
a proto nesou jeho jméno.

Uloha 3.5.7. Uvedte a dokazte tyto Vietovy vztahy.

4 v ~ z 7 v o Y7 2
Ted uz snadno dokdZeme rovnost souctu pievracenych ¢tvercti a éisla .

Véta 3.5.8 (Euler, 1734).
Zi—1+}+l+i+i+ —22
n2 49 16 25 6
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Diikaz. Necht n € N. Podle tvrzeni 3.5.5 m4 P(z) za kofeny ¢isla cot? (

1 <k <n, a podle tvrzeni 3.5.6 proto maji soucet

(2n+1) = 6 - 3

2n

2n+1

Po dosazeni do nerovnosti v tvrzeni 3.5.3 mame

O<Zn:i277r2(2n277;)< 2n |
k2 32n+1)°  (2n+1)

Pro n — oo jde posledni zlomek k 0 a predposledni k %2 a jsme hotovi.

icotZ < wk ) B _—@Zi;) 2n(2n—1) 20?2 —n

mk
2n+1

).

O

Tento znamy Eulertv vysledek a pravé dokonceny dilkkaz komentujeme v zaveé-

reénych poznamkach.

0ddil uzavteme nerigoréznim odvozenim % = % ze souctu geometrické
fady podle knihy G. H. Hardyho. Pouzijeme komplexni &isla (e!® = cos ¢+ sin ¢)

a integraci. Pocitame:

l+z+a*+... = ﬁ (x € Cs|z| < 1), tedy
14?44 . = T _161,9 = e—ioe/;ii/iiom (0 <6 <2m)
14+e? e ... = %t(&ﬂ) (zase kotangens)
% +cosf +cos(20) +... = 0 (redlnd ast)
%fcost9+cos(29)f... = 0 (0:=0+m ted —m <0 <m)
sin 6 — Sin(220) + siné?;@) — g (f0¢ a pak ¢ = 0)

a vidime, Ze posledni fada konverguje. Jesté jednou zintegrujeme podle 6 pies

[0, #] a polozime ¢ = 6:

1—cos(20) 1—cos(30 62
1—cosf — 22( )—|— 32( )—“ =
Za 6 dosadime 7 (po tolika zloéinech uZz na dal$im nesejde) a méme

2

I+t =
32 B2 -8
Levé strana je i (2) — 4;? = %(2), takze

1 4 2
Y@=y =

145



3.6 Rady v enumerativni kombinatorice

Enumerativni kombinatorika a tady. Stirlingova a Bellova cisla. Wilfova do-
mnénka. Fibonacciova ¢isla. Rovnost koeficienti mocninnych tad. Obycejné a
exponencidlni generujict funkce. Vzorec pro Stirlingova ¢isla. Kompozice, uspo-
radan€ faktorizace a usporadané rozklady, dolni odhady pro pocty poslednich
dvou. Nekonecnd binomickd véta. Reciprocita binomickijch koeficientd. Dirichle-
tovy Tady.

Enumerativni kombinatorika je disciplina diskrétni matematiky zabyvajici
se pocitanim konecnych struktur a objekti. Typicky méame danu posloupnost

(an) C Ny

pocti zkoumanych objektu velikosti n a hledame presny ¢i priblizny vzorec pro
an jako funkci n. Mocnym a ¢asto vyuzivanym nastrojem pro jeho nalezeni je
pfifazeni vhodné nekoneéné fady posloupnosti (a,). Nejspis jiné, nez je sama
(an) = >_ an, protoze ta skoro nikdy nekonverguje (jen kdyz a,, = 0 pro n > no,
ale pak je uloha trividlni). Pouzivaji se naptiklad obycejné generujici funkce

Zanx" s reR

(a vétsinou spiSe x € C). Ale jsou i jiné druhy fad, které se posloupnostem
(a,) pFifazuji a z jejichz chovani lze odvodit hledany vzorec pro a,,. UkdZeme si
nékolik piikladi pouziti tohoto obratu.

Zacneme identitami svazujicimi fady odvozené od exponencidly s pocty roz-
kladi kone¢nych mnozin.

Definice 3.6.1 (Stirlingova ¢isla). Pro k,n € N definujeme Stirlingovo ¢islo
Snk jako 0 pro k > n a pro 1 < k < n jako pocet rozkladi néjaké n-prvkové
mnoZiny na k bloki.

Napfiklad s3 2 = 3, nebot v8echny rozklady mnoziny {1,2, 3} na dva bloky jsou

{14234, {{28{1.3}) a {{3},{1,2}}.
Déle s;» = 1, jediny rozklad {1,2} na dva bloky je {{1},{2}}, ale (}) = (%) =

1,1
2: ({1},{2}) a ({2},{1}) jsou vSechny uspofadané rozklady dvoubodovky na

dvé jednobodovky (viz Gloha 1.8.6).

Tvrzeni 3.6.2 (Stirlingova ¢isla a exponenciala). Ve smyslu souctu tady
spliiugi Stirlingova ¢isla s, , pro kaZdé x € R a kaZde k € N identitu

n! k!

Z Spex™  (e¥ — 1)k
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Dukaz. Mame

n2

(e¥ — 1) B Z 1z x
k! o Bl ny! no! T !

8

I
S|
| =
N
3
=
3
]
T3
S
x>~
N———

8

3

V prvni rovnosti jsme pouzili definici exponencidly a vétu 3.2.23 spolu s ulo-
hou 3.2.24, ve druhé jsme zvolili vhodné poradi s¢itani fady podle véty 3.2.20 a
vynasobili jsme a vydélili n! a ve tfeti jsme pouZili vzorec pro pocet rozkladu s
predepsanymi velikostmi blokt z tilohy 1.8.7. O

Spocitame-li vSechny rozklady n-prvkové mnoziny bez ohledu na pocet bloki,
dostaneme nésledujici ¢iselnou posloupnost.

Definice 3.6.3 (Bellova ¢isla). Pro n € Ny definujeme n-té Bellovo ¢islo by,
jako bg =1 a pro n > 1 jako pocet vsech rozkladi néjaké n-prvkové mnozZiny.

Ziejmé b, = >, _, Sn,k. Posloupnost Bellovych ¢isel za¢in
(bn) = (b1,be,...) = (1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, ...) C N .
Napiiklad toto je vSech pét rozkladii t¥iprvkové mnoziny {1, 2, 3}:

{15 {21 31 ({125, {33), ({13}, {23}, {{2,3) {13}, {{1,2,3}}.

Uloha 3.6.4. Dokazte, e se Bellova ¢isla 7idi rekurenci by =1 a

n—1
n—1
bn_Z( B )bk, n>1.
k=0
Uloha 3.6.5. Prectéte si o posloupnosti Bellovijch ¢isel v OEIS.

Tvrzeni 3.6.6 (Bellova ¢éisla a exponenciala). Ve smyslu souctu fady spl-
nuji Bellova ¢isla by, pro kaZdé x € R identitu

Blx):=1+)Y_

n
bpa™ ey
=e
n!

Dtkaz. Mame
D DL 1+Z;S"’s!ﬂ = 1+kz_128”;fjf”"

e :r_]_k
= 1+ %:exp(em—l).
k=1 ’

147



V prvni rovnosti jsme Bellova ¢isla vyjadfili Stirlingovymi ¢isly. Ve druhé jsme
diky absolutni konvergenci uvazované fady vyménili poradi séitani podle n a k,
coz je vlastné specialni pripad asociativity z véty 3.2.26, a také jsme vyuzili, ze
Spk = 0 pro n < k. Tteti rovnost plyne z predeslého tvrzeni. Posledni rovnost
je jen definice exponencidly. O

Uloha 3.6.7. V dikazech obou predchozich tvrzeni jsme se odvoldvali na abso-
lutni konvergenci. Vysvétlete, proc¢ jsou pouZité Tady absolutné konvergentni.

Uloha 3.6.8. Pron € Ny necht ug:=1 a pron > 1,
U = #{rozklady [n] se sudym # bloki} — #{rozklady [n] s lichgm # blokd}
(zde [n] = {1,2,...,n}). DokaZte, Ze (pro kazdé x € R) plati identita

n
Und - el_ez

U(x) :zl—i—Z o
Cisla u,, poéitaji pfebytek rozkladt n-prvkové mnoziny se sudym poétem blok
nad rozklady s lichym poctem bloka a jejich posloupnost zacina takto:

(up) = (~1,0,1, 1, =2, 9, —9, 50, 267, 413, —2180, —17731, ...) C Z .

Naprtiklad ug = 1, protoze tfiprvkova mnozina ma tii rozklady se sudym poctem
blokti, totiz dvéma bloky, a dva s lichym, jeden s jednim blokem a jeden se tfemi
bloky, viz vyse. Dale us = 0: ze dvou rozkladi dvoubodovky je jeden,sudy* a
druhy ,lichy“. Cisla jsme oznagili pismenem ,,u“, protoze kromé nazvu doplikovd
Bellova ¢isla se pro né pouziva i nazev Uppuluriho—Carpenterova ¢isla. VSimnéte
si, ze funkce B(z) a U(x) jsou reciproké, B(z)U(x) = 1 pro kazdé = € R.
Nasledujici tloha je péknou ukdzkou téinnosti metody generujicich funkei (v
tomto pfipadé tzv. exponencidlni generujici funkce) a potazmo nekoneénych fad
v kombinatorice: jak byste pfimo z kombinatorické definice ¢isel u,, dokazovali,
Ze pocet sudych a lichych rozkladt n-prvkové mnoziny se pro nekoneéné mnoho
n 1isi?

Uloha 3.6.9. Dokazte, Ze u, # 0 pro nekonecné mnoho n € N. Ndvod: tiloha
3.6.8.

Uloha 3.6.10. Dokaszte, Ze u, > 0 pro nekonecné mnohon € N a rovnéz u, < 0
pro nekonecné mnoho n € N. Navod: ulohy 3.6.9 a 3.6.4.

Jsou kromé uy = 0 jesSté nékteré dalsi hodnoty w, nulové? Zda se, zZe ne, ale
zatim to neumime dokazat.

Problém 3.6.11 (Wilfova domnénka, stale oteviend). Dokazte, Ze u, =
0 pouze pron = 2.

148



Podivame se na Fibonacciova ¢isla fy, i kdyz pfiklady s nimi jsou jiz trochu
otfepané (coz asociuje puvabny citat z [114, str. 1], pfipsany H. M. Edwardsovi:
The story of “Fermat’s last theorem” has been told so often it hardly bears
retelling.). Jejich posloupnost

(fn)=(f1,f2,.-.)=1(1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...) CN

je zadana rekurenci fo = f1 = 1 a f, = fo_1 + fn_2 pro n > 2. Pomoci
nekonecnych fad pro né odvodime explicitni vzorec.

Tvrzeni 3.6.12 (Binetuv vzorec). Pro kaZdé n € Ny plat{ rovnost

(5

Uloha 3.6.13. Dokaste Binetiv vzorec induket.

Uloha 3.6.14. Posloupnost Fibonacciovyjch ¢isel f: Ny — N rozsifte pomoci
jejich rekurence na funkci f: Z — Z. Jaky je vztah mezi fn, a f_,? Pro kterd
neZijef,=0%

Leonardo Bonacci (asi 1170 — asi 1250), zvany téz Fibonacci (syn Bonacciho),
byl italsky matematik, nejvyznamnéjsi stfedoveéky matematik Zapadu své doby
(ve spisu Liber quadratorum se zabyval diofantickymi rovnicemi pro ¢tverce).
Jacques P. M. Binet (1786-1856) byl francouzsky matematik, fyzik a astronom
(zabyval se maticovou algebrou a klasickou mechanikou), vzorec po ném nazvany
vSak byl zndm jiz o stoleti diive.

Posloupnosti (f,) pfifadime fadu

F=1+) faa", |a|<1/2.

Diky indukci je f,, < 2" pro kazdé n € Ny, a tak v uvedeném oboru z rada

absolutné konverguje (srovndnim s geometrickou fadou) a jeji soucty definuji
funkci F': (—1,1) — R. Linearni kombinace fad dévé pro « € (—3, ) rovnost

22
(1 — X — xz)F = F- an_1x" — Z fn_gl‘n
n>2
= 1+x-2+ Y (fo— fac1— fa—2)z" =1.
n>2
Tedy
F: F = 1 2 .
(0) = T, el <1/

Pro vhodné konstanty a, b, c, 8 € R, které jsou potencidlné z C, mame rozklad
této funkce na parcidlni zlomky

1 1 a b a(l—pz)+b(l—ax)

1—96—1‘2_(l—am)(l—ﬁx)zl—ax+1—ﬁ:v 1—ax — Bz + afz?
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Tyto konstanty uréime ze vztaht a+ 8 =1, a8 =-1,a+b=1aaf+ba = 0.
Prvn{ dva fikaji, Ze (z — a)(z — ) = 22 — x — 1, takZe po vyfeseni kvadratické

rovinice mame
1++/5 1-+5
5 A=

Ze ttetiho a ¢tvrtého plyne, Ze a(a — 3) = a a b(f —a) = 8. Diky a — f =/5
jea:% ab:—%.Tedy

1—|—an$" 1 __a L b

T1-z-22 1—ax 1- Bz

= Z(aa”fl + 58" 12" (soucet geom. fady a lin. kombinace fad)

B (an_ﬁn)xn—l .
= Z—\/g Clzl < 1/2.

Porovnani koeficientti u 2" v této fadé a v fadé I’ dévé Binetav vzorec

F

an+1 5n+1
G

z tvrzeni 3.6.12. Odvozeni vSak neni Uplné, zavérecny krok ,,Porovnani koefici-
entd u ...“ je nekorektni, zatim jsme jen dokazali rovnost funkci

fn nGNO,

n+1l _ gn+l
@ B n

2 =2 T

definovanych na intervalu x € (—%, %) Korektnost pfechodu k rovnosti koefici-

ent plyne z nasledujici zédkladni véty o tzv. mocninnych radach.

Véta 3.6.15 (o rovnosti koeficient1). Necht § > 0 je rediné a (ay), (b,) C R
jsou dve posloupnosti. Kdyz

Z anx” = Z bpx™

plati ve smyslu soucti fad pro kaZdé x € (—6,0) (predpoklddame, Ze pro tato x
0bé mocninné fady konverguji), pak a, = b, pro kaZdé n € N.

Dukaz. Po vydéleni rovnosti »_ a,z™ = > b,2™ nenulovym x a tpravach do-

staneme pro kazdé nenulové z € (—% g) nerovnost
5\ 12
lag — by| < [z > (|bi] + |ai|)<2> = |zc.

i>2

Tedy |a; —b1| < € pro kazdé € > 0 a a; = by. KdyZ uz je dokdzéano, Ze a; = b; pro
i =1,2,...,n, od rovnosti Y a,z" = > b,z" odedteme rovnost > ., a;x’ =
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Dy b;x?, vydélime 2™t! pro nenulové x a po upravach dostaneme pro kazdé
5 s

nenulové = € (—3, §) nerovnost

5 i—n—2
enir =il <lel 3 (il +la(5) = el

i>n+2

Tedy |ant1 — bry1| < € pro kazdé e > 0 a apy1 = bypr1. Indukce ukazuje, ze
an = b, pro kazdé n € N. O

Ted uz je odvozeni Binetova vzorce tplné. Pres veskeré autorovo fandéni fadam
musi uznat, ze toto odvozeni neni zase az tak kratké a jednoduché. Proto se k
nému jesté v néasledujicim poslednim oddilu vratime.

Uloha 3.6.16. Pro platnost implikace
(Ve € (=6,0): dapz™=>bpz") = (VneN: a, =by,)

staci splnit rovnost v predpokladu namisto intervalu (—6,0) i mensi mnoZinou
cisel x. Jakou?

Definice 3.6.17 (MR, OGF a EGF). Mocninnou vadou rozumine tadu
Zanz”, kde (an) CRaz eR.

Obyéejnou generujict funkci (OGF) posloupnosti (a,) C R rozumime mocnin-
nou fadu Y anx™ a jeji exponencidlni generugici funkci (EGF) rozumime moc-

ninnou tadu
xn
E an— .
n!

V OGF a EGF se casto scitd od nulového indexu, pracuje se s fadami ZZO:O anpx™

aY o an%'

Pomoci EGF a OGF jsme odvodili identity pro Stirlingova a Bellova ¢isla a
explicitni vzorec pro Fibonacciova ¢isla. Nebudeme ale pred ¢tenarem zatajovat,
ze velka ¢ast naseho tsili vlozena do pouziti konvergence a absolutni konvergence
fad byla zbytec¢nd, nebot tyto vypocty lze stejné dobie a spravné a jednoduseji
provést tzv. formdini metodou (postupem), kdy se mocninnd fada Y a,2™ nepo-
jim4 jako funkce > anz™: (—4,6) — R, ale jako algebraicky objekt, posloupnost
koeficienti (a,) = (a1, ag, ...). O konvergenci se pak nemusime starat (pfesnéji
feceno, pracuje se s jednodussim typem konvergence, tzv. formalni konvergenci).
Popisem kalkulu formalnich mocninnych fad bychom se vSak dostali do hajem-
stvi algebry, a proto se do néj nebudeme poustét (i tak uz dost odbocujeme). Z
nésledujicich t¥i priklad v tvrzenich 3.6.26, 3.6.27 a 3.6.29 lze vypocet provést
formalni metodou v prvnim, ale ve zbylych dvou je pojeti mocninné fady (v tvr-
zeni 3.6.27 jde o fadu jiného druhu) jako funkce podstatné a ned4 se jednoduse
nahradit formalnim postupem.
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Definice 3.6.18 (kompozice). Kompozici ¢islan € N rozumime uspofdadanou
k-tici
(a1,as,...,a;) € N

splriiugict a1 + as + - - - + ar = n. Pocet kompozic ¢isla n s k ¢dstmi oznacime
jako ¢y k. Jako ¢, = 22:1 Cn,k 0znacime pocet vsech kompozic cisla n.

Napiiklad c3 =4, c31 =1, c32 =2 a c3 3 = 1 vzhledem ke kompozicim
(3), (2,1), (1,2) a (1,1,1)
¢isla 3. Posloupnost poc¢ttt kompozic zacina
(cn) = (c1, co, ...) = (1,2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ...) .

Obecny vzorec pro ¢, a pokracovéani této posloupnosti je pro kazdého jisté (slo-
vem davného ucitele rekurze na MFF O. Demutha) nabiledni.

Uloha 3.6.19 (trocha filozofie nikoho nezabije). Co myslite, souhlasil by
filozof L. Wittgenstein s tim, Ze pokracovdni hofejsi posloupnosti (c,,) je nabi-
ledni?

Definice 3.6.20 (uspofadana faktorizace). Usporddand faktorizace piiro-
zeného cisla n > 2 je usporddand k-tice

(ala ag, ..., ak) € (N\{l})k

splnugict ayas . . . ap = n. Pocet usporddanych faktorizaci ¢isla n oznacime jako
fn (nespleteme si je s Fibonacciovgmi ¢isly) a definujeme f1 = 1.

Mame f12 = 8 vzhledem k uspofadanym faktorizacim
(12), (2,6), (6,2), (3,4), (4,3), (2,2,3), (2,3,2) a (3,2,2)
¢isla 12. Posloupnost po¢tt uspoiradanych faktorizaci zac¢ina
(fn)=(f1, f2, ...)=1(1,1,1,2,1,3,1,4,2,3,1,8,1,3,3,...).

Pro kazdé prvocislo n = p je f, = 1, coz je minimalni mozné hodnota. Jak velké
muze f, maximalné byt? Za chvili uvidime.

Definice 3.6.21 (usporadany rozklad). Usporddany rozklad mnoZiny X je
usporadand k-tice neprdzdnych disjunktnich mnozin

(X1, Xo, ..., Xk)

splnugicich X1 U Xo U --- U Xy = X. Pocet usporddanych rozkladi n-prvkové
mmnoziny oznacime jako ry,.
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S usporadanymi rozklady jsme se jiz setkali v diikazu tvrzeni 3.6.6 a v tiloze 1.8.6.
Méme 72 = 3 vzhledem k uspofddanym rozkladim

({1.2}), ({1},{2}) a ({2}.{1})
mnoziny {1,2}. Posloupnost po¢tt usporadanych rozkladt za¢ina
(rn)=(r1, ro, ...) = (1, 3, 13, 75, 541, 4683, 47293, 545835, ...) .

Pomoci nekone¢nych fad odvodime presné vzorce pro ¢, a ¢, a dolni od-
hady pro f, a r,. Pro odvozeni vzorcd pro ¢, a ¢, pomoci OGF budeme
potiebovat zobecnéni klasické koneéné binomické véty (loha 1.8.5) na piipad
libovolného realného exponentu. Toto zobecnéni dokazeme pozdéji ve vété 5.5.11
jako jeden ze specidlnich pfipadd Taylorovy rady.

Véta 3.6.22 (nekoneéna binomicka véta). Pro kaZdé x € (—1,1) a ¢ € R
plati rovnost

(1+z)°‘_1+za(a1)"'(an+1)xn_:1+2(a>x”.

n!

Definice 3.6.23 (zobecnény binomicky koeficient). Pro « € R an € Ny

veliciny
o 1 .
() =
i=0

nazyvdme zobecnénymi binomickymi koeficienty. Definujeme (g) =1la (z) =0
pron > «a € Ny.

Pro a € Ny se klasicky a zobecnény binomicky koeficient shoduji. Pro o ¢ Ny
ale (3) # 0 pro kazdé n € N a fada ve vété je skutecné nekonecna. Zobecnéné
binomické koeficienty spliiuji recipro¢ni identitu svazujici jejich hodnoty pro
kladné a zaporné a.

Lemma 3.6.24 (reciprocita pro (j:)) Pro kazdé o € R an € Ny je
(—a> (1) (a +n-— 1) .
n n

Dutikaz. Ze soucinu n ¢isel v &itateli zlomku (_no‘) vytkneme (—1)" a dostaneme

vyraz vpravo. O

Vzorce pro ¢, a ¢y i se snadno z hofejsi posloupnosti uhddnou. Pak je lze
dokézat tfeba indukci.

Uloha 3.6.25 (vzorce pro poéty kompozic). Dokazte indukci i kombinato-
ricky vhodnou bijekct, Ze

n—1
n:2n_1 n,k = .
¢ a Cnk (k‘—l)
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Secteni pies k = 1,2,...,n a klasickd binomicka véta pro (14 1)"~! ukazuji, Ze
cn = 21 plyne ze vzorce pro ¢n k- Ten ted odvodime pomoci OGF a nekoneéné
binomické véty.

Tvrzeni 3.6.26 (kompozice pomoci OGF). Pro kazdé x € (—1,1) a k € N

plati
k
x
(1_36) :(x+z2+x3+...)k:20nykx”,

coz implikuje vzorec ¢y 1 = (Z:i)

Dukaz. Prvni rovnost plyne ze sou¢tu geometrické fady. Druhd z véty 3.2.23 a

tlohy 3.2.24 o nasobeni absolutné konvergentnich fad a véty 3.2.20 o pferovnani

absolutné konvergentnich fad (a pochopitelné také z definice ¢, ;). Na druhou
iy

stranu véta 3.6.22 pouzité pro (1%)" = 2*(1 —2) % s a = —k, véta 3.6.15 a
lemma 3.6.24 davaji

—k n—1 n—1
_ n k _ -k _ — nfk: =
Cn.k = koef. u 2™ v 2%(1 — z) (n— k‘>( 1) (n— k;> (k— 1> '

O

Ve dvou poslednich a nejpokrocilejsich pouzitich metody nekonecénych fad
v enumerativni kombinatorice odvodime dolni odhady pro pocty usporadanych
faktorizaci a po¢ty usporadanych rozklad.

Tvrzeni 3.6.27 (maximéalni pocet uspofadanych faktorizaci). Necht f,
je pocet uspoiadanych faktorizaci éisla n € N (viz definice 3.6.20) a

s=kr=1.72864...
je jediné veseni rovnice ((s) = 3 & = 2 (viz disledek 3.1.18). Pak pro kazdé
€ > 0 existuje nekonecné mnoho n € N, Ze

fo > piTlmE = 072860 e

Dikaz. Nasledujici vypocet 1ze provést formalné, ale pro odhad f, potfebujeme
rovnost ve smyslu soucti, a tak vypocet v zavéru zdiivodnime pomoci absolutni
konvergence. Pro kazdé s > k plati rovnosti

P =1+ (¢(s)— HZ(%** >n2£"

Jak z nich plyne odhad pro f,? Pro dané £ > 0 necht pro spor f,, < n"~1~¢ pro
kazdé n > ng. Pak

n>n0é0<fn prlmems
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a srovnani se ((s) (viz tvrzeni 3.1.10) d4va absolutni konvergenci fady fTZ
pro s > k — . Kdyz s > k, ma soucet dokonce omezen absolutni konstantou

no f 1
n
D et X e <o
n=1 n>ng

To je ale ve sporu s tim, Ze pro s véts$i neZ k a neomezené se blizici ke k jde
vychozi zlomek 2772(5) do +oo (diky tvrzeni 3.1.16).

Zdtvodnime jednotlivé rovnosti ve vypoc¢tu. V prvni jsme pouzili vzorec
pro soucet geometrické fady (pro s > k je 0 < ((s) — 1 < 1) a monotonii
¢(s) a ve druhé pouze definici ((s). Podrobné vysvétlime kli¢ovou t¥eti rovnost.

Figuruji v ni jen kladné s¢itance a misto absolutni konvergence tak staci pouzivat

konvergenci. Pro s > k fada 27° + 37° 4 ... konverguje, muzeme ji tak podle
véty 3.2.23 a presnéji ilohy 3.2.24 umocnit v (27 +37° +...)™ a vznikl4 fada
ma soudet rovny n-té mocniné souétu b(s) :=27°437°+.... ProtoZe pro s > k

je 0 < b(s) < 1, mame Y b(s)" < +oo a mizeme pouzit tvrzeni 3.2.27. Diky

nému fada

= 1 1

n=1 (ky,....kn) €N\ {1 ! "
vznikla umocnénimi z fady 1+ Y (3 + 5= +...)" konverguje a obé fady maj
stejné soucty. Tuto fadu preskupime tak, Ze do jedné skupiny dame séitance s
tymz soucinem ki ks . .. k,, ktery oznacime zase jako n, s¢itance v kazdé skupiné
se¢teme a podle véty 3.2.26 a definice ¢isel f,, dostaneme fadu ) i—’; s tymz
souctem. O

Zajimava identita svazujici poCty f,, s pocty jistych aditivnich rozkladd pfiroze-
nych ¢isel je uvedend v tloze 3.8.9. V pfedchozim tvrzeni jsme se také seznamili
s dalsim typem nekonec¢nych fad pouzivanych v enumerativni kombinatorice a,
Castéji, v analytické teorii ¢isel. Zobeciiuji {(s).

Definice 3.6.28 (Dirichletova fada). Dirichletovou fadou posloupnosti cisel
(an) C R rozumime tadu
Z a—n, seR.
nS

Usporadané rozklady odhadneme pomoci ndm uz znamé EGF. Budeme po-
stupovat jako pro usporddané faktorizace, pouze Dirichletovu fadu ((s) nahradi
EGF exp(z).

Tvrzeni 3.6.29 (maximalni pocet uspofadanych rozkladu). Necht r, je
podet uspotddanych rozkladi n-prvkové mnoziny (viz definice 3.6.21) a

x =log2=0.69314...

je jediné feseni rovnice e* =1+ Y % = 2 (viz turzeni 3.3.6). Pak pro kazdé

€ > 0 existuje nekonecné mnoho n € N, Ze

1 n
n — 1=(1.44269... —¢)"n!.
Ty > (logZ E) n! = ( 69 e)"n
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Dukaz. Nésledujici vypocet opét plati formalné, ale my ho potfebujeme ve
smyslu rovnosti souc¢ti. Pro kazdé = > log?2 je

n n
2—1e$:1+z(€z_ _1+Z<1|++ >=1+Zr7;j

Odhad 7, odtud plyne jako pro f,. Pro dané ¢ € (0,1) necht pro spor r, <
(=15 — &)™n! pro kazdé n > ng. Pak pro x > 0 mame

log 2
Tpa™ 1 "
n>ng=0< < —¢clx
n! log 2

a srovnani s geometrickou fadou (viz tvrzeni 3.1.10) dava konvergenci posledni
rady

log 2

@—5_ 1—clog2

€
<log2+ —.
og —|—3

14 Z rpx’

Pro 0 < x < log2 m4 soucet omezeny absolutni konstantou 1+ >, T"n—”fn +

D s (1 — €log2)™ < 4o0. To je ve sporu s tim, Ze pro x vétsi neZ log2 a

neomezené se blizici k log 2 vychozi zlomek 5—— jde diky spojitosti exponencialy
do +o0.

Tii rovnosti ve vypoctu jsou zdtivodnéné stejné jako v piredchozim dikazu
tvrzeni 3.6.27. Nyni je ale mozna méné jasné, proc¢ tfeti rovnost plati formalné.
Po umocnénich a seskupeni podle mocnin x vidime, Ze ve vzniklé fadé méa x™
koeficient

1 1 n
> > kl!kzl...kmlzﬁz > (klkzm>

m>1ky+kot-+knm=n " m>1ki+kot-+kn=n

Posledni multinomicky koeficient pocita podle tlohy 1.8.6 usporadané rozklady
n-prvkové mnoziny s bloky predepsanych velikosti. Posledni suma se tedy rovna
poc¢tu usporadanych rozkladu n-prvkové mnoziny na m bloku a cely vyraz se
rovna n. a

Dalsi ptiklady pouziti nekoneénych fad v enumerativni kombinatorice se nacha-
zeji v ulohéch 3.8.6-3.8.8.

3.7 Fibonacciova cisla algebraicky

Co nejpriméjsi odvozeni Binetova vzorce pro Fibonacciova ¢isla f,.

Jesté jednou k Binetové vzorci, zaéneme ale zeSiroka. Bud dédna obecn4 re-

kurence
k
= E Cillp—j
i=1
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kde a,, € R, k € Nan > k a jeji koeficienty ¢; € R. Je jasné, ze pro kazdy kofen
a € R polynomu z* — Zle c;z*~% posloupnost jeho mocnin (a,)n,>0 = (™)
danou rekurenci spliiuje (n > k):

k k

an — g Cilp—i =" — E ca Tt = <o¢k — E ciak’>a”k =0a"k=0.

i=1 i=1 i=1

Déle je jasné, Zze mnozina posloupnosti spliiujicich pro n > k tuto rekurenci je
uzaviend na linearni kombinace: spliuji-li (a,)n>0 a (bn)n>0 rekurenci, spliiuje
ji (pro n > k a libovolné a,b € R) i (aa, + bby)n>0. Konetné je jasné, ze kdyz
(an)n>0 & (by)n>o spliiuji danou rekurenci, pak

apg =bg, a1 =b1, ...,a5_1 =br_1 = a, = b, prokazdé n € Ny .

Fibonacciovské rekurenci a,, = an—1 + an—2 s k = 2 odpovidéd polynom
22 —r — 1 se dvéma (riiznymi) kofeny a = 271 (1 4+ +5) a 8 = 271(1 — V/5).
Nalezneme-li ¢isla a,b € R spliiujici

a+b=aa’+08°=1=fy a ac+b8=aal +b8 ' =1=f;,
pak podle tfi zminénych vlastnosti rekurenci pro kazdé n € Ny plati
fn=aa™ +08".

Hned spocitdme, 7e a =1 —b,b=(1—a)(f—a) ' =—L aa=1+2 = o,
Takze, pro kazdé n € Ny,

it AR N A0 B VA S T A
oo === =G ((550) -(557) )

Uloha 3.7.1. Naleznéte vzorec pro n-ty clen posloupnosti

(an)n>0= (1,1, =1,3, =7, ...), an = —2anp_1+ ap_2 .

3.8 Poznamky a dalsi tlohy

0ddil 3.1. Vyhradné fadam se vénuji knihy [79] K. Knoppa i [23] T. Bromwiche.
Obé jsou dostupné on-line. Zajimavé Bolzanovy tvahy o radach si lze precist v
citaci Bolzanovy knihy [18] v ucebnici [145, str. 55-57] J. Veselého. I Bolzanova
kniha, pfesnéji jeji verze [17], je dostupnd on-line.

Divergentnimi fadami se zabyva kniha [63] G. Hardyho. Jak teoretizovat
termin nez divergentni fady je teorie zobecnéného scitini tad. Zakladni definice
souctu fady a; + ag + ... jako limity lim (a1 + as + -+ + a,,) se d4 pozménit
¢i rozsifit mnoha zpusoby (viz téz oddil 2.5). Napiiklad pro kazdé realné (i
komplexni) z s |z| < 1 plati

1+Zx":1+z+g§2+...:1_x.
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Zlomek vpravo je vSak definovany v mnohem $ir§im oboru R\{1} (¢ C\{1}),
takze toho muzeme vyuzit a definovat soucet klasicky divergentni fady

1 1
1-14+1-1+--=1+> (-1)" jako dislo by

Nebo stejnym zpisobem

o

=-1.
1-2

1424448416+ =14+ 2"=
Dalgich definic sou¢tu fady je mnoho, viz zminéna kniha [63].

Zeta funkce (: (1,400) — (1,4+00), kterou jsme zavedli v tvrzeni 3.1.10
jako soucet nekonec¢né rady, patfi k nejdilezitéjsim funkcim v teorii ¢isel. Jsou
ji vénovany celé knihy, napfiklad Titchmarshova [141]. Jeji hodnoty ((n) pro
n € Z jsou: ((1) = +oo (¢i pfesnéji neni definovand, fada mé soudet +00),

(_1)n+1B2n(2,ﬂ_)2n
2(2n)!

¢(2n) = pro n € N, kde

Bs, € Q jsou zlomky objevujici se jako koeficienty v Tayloroveé radé

r 1 & B
R A
¢(0) = —% a pro zaporné argumenty
(*1)nB2n
—2n) =0 1—-2n)=—"~"2=" N.
C-2m =0 a ¢ —2m) = L e

Zlomky B,, se nazyvaji Bernoulliova ¢isla. Jejich prvnich par hodnot je By = 1,
By =—3%, Boyi1 =0pron €N,

1 1 1 1 5

=3 Bﬁfﬁ, Bsf*%, BlO*é
a tak dale. Kdo nabyl dojmu, Ze tato posloupnost Bernoulliovych ¢isel se sudymi
indexy je omezend, mél by védét, ze jde o dojem falesny (tloha 3.8.13). Na
hodnoty ((2n+1), n € N, v lichych éislech jsme nezapomnéli, ale zZddné podobné
jednoduché vzorce pro né nejsou znamy. V r. 1981 francouzsky matematik R.
Apéry dokézal, Ze ¢islo ((3) je iraciondlni. Nikdo ale zatim neumi dokazat totéz

pro ((5),¢(7),....V komplexni analyze se d4 dokazat, Ze {(s) m4 jednoznacné
holomorfni (tj. majici prvni derivaci) rozsifeni na C\{1}. Zhruba feéeno zeta
funkci rozsiiime podobné, jak jsme to vyse udélali s fadou 1+ z+ 22+ ..., a

muZeme proto uvazovat a pocitat jeji hodnoty t¥eba v zapornych celych ¢islech.
Pro jednu metodu rozsifovani definiéniho oboru ((s) viz ulohu 3.8.14.

Kniha [98] T. Saposnikovové a V. Magzji je védeckym Zivotopisem J. Hada-
marda.
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D. Cruz-Uribe [34] a V. Rayskin [122] porovnévaji odmocninové a podilové
kritérium. Ve vété 3.1.33 jsme tuto zalezitost rozebrali dukladnéji. Aby odmoc-
ninové kritérium vyslo alespon tak silné jako podilové, vhodné jsme ho ve druhé
¢asti doplnili.

0Oddil 3.2. P. Dirichlet své kritérium konvergence pouzil pii dikazu zminé-
ného vysledku o prvodislech. Olivieriuv test konvergence byl dokazan jiz v r. 1827
v [108], viz také T. Salat a V. Toma [137]. Riemannova véta o prerovnani fady
(véta 3.2.15) pochazi z jeho prace [124]. Pozoruhodnou véc o neabsolutné kon-
vergentnich fadéch dokdzal W. Brian v [22]: pro kazdé tii takové Fady existuje
jedna posloupnost prirozenych ¢isel, pro niz kazda ze tii odpovidajicich podrad
ma soucet +00 nebo —oo, a pro ¢tyfi fady to jiz neplati. Vétu 3.2.26 o asociati-
vité absolutné konvergentnich fad lze i s pfiklady pouziti nalézt v uéebnici [71,
véta 39] V. Jarnika. Dtikazi nekonecénosti poctu prvocisel je znadma celd fada,
dalsi je v tloze 3.8.15. Vice se lze o Eulerové identité ¢. 1 (véta 3.2.31) dozvédét
v Tichmarshové knize [141].

0Oddil 3.3. Pomoci derivaci se exponencialni funkce definuje jednoduse: je
to jedind funkce, ktera se derivovanim neméni, presnéji jedina funkce f: R — R
splitujici f/(z) = f(z) pro kazdé x € R a f(0) = 1. Nekoneénym soucinem lze
exponencidlu pro |z| < 1 spoéitat identitou

exp(z) = [ (1 — =)/

)

8

n=1

kde p: N — {=1,0,1} je tzv. Mébiova funkce definovand jako u(1) =1, u(n) =
(—1)* pro n rovné soudinu k riznych prvocisel a p(n) = 0 jinak. Jak tuto
identitu ovéfit ukazuje tloha 3.8.16. Exponenciala se d& téz spocitat pro kazdé
x € R tzv. fetézovym zlomkem (ktery objevil Euler):

1

1—

1—
T 2x
T+ 2—

+3 3z
* 4x

r+4—-—

Pro odvozeni této identity viz tlohy 3.8.17 a 3.8.18. Cislo e = 2.71828... je
nejen iracionalni, ale dokonce transcendentni, coz dokézal v r. 1873 francouzsky
matematik Ch. Hermite.

Madarsky matematik Jdzsef Beck (1952) (zabyva se kombinatorikou a dis-
krétni matematikou ve vztahu k teorii pravdépodobnosti, ptisobi na Rutgersové
Univerzité v New Jersey) dokdzal v [13, Theorem 1] ve v&té 1, jejiz znéni se
tahne na vice nez 1 stranu a ditkaz na stran vice nez 50, Ze drtiva vétSina (ve
smyslu poc¢atecnich poloh a poc¢atecnich sméri pohybu ¢astic) systémi N ¢astic
v krychli¢ce K se pro dostatecné velké N a dostatecné dlouhy cas evoluce chova
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dosti presné podle popsaného Poissonova rozdéleni. VSechny odhady v jeho vété
1 jsou explicitni, neobsahuji zddné limity bez miry konvergence. Z jiné své véty
[13, Theorem 2] odvozuje jako ilustraci nasledujici vysledek o zdkonu velkych
Cisel (blizkost ndhodné veli¢iny jeji stfedni hodnoté), viz [13, str. 181/2]:

V krychlové naddobé o hrané 1 metr se nachézi systém N = 1027 bo-
dovych éastic (molekul) pohybujicich se riznymi sméry touz rych-
losti 103 metru za sekundu. Céstice vzajemné neinteraguji, nesrazi
se (jak Beck poznamenévé, je to nerealistické, ve skutecnosti jsou
vzdjemné srazky velmi Gasté) a pouze se elasticky odréazeji od stén
nadoby. V nadobé vydélime néjakou podmnozinu A o objemu 0.5
m?> a o systému &astic Fekneme, Ze je v daném okamziku vyvazeny,
je-li pocet ¢astic nachazejicich se v A roven

(1+0.001)N
2 b)

to jest odchyluje se od odekévané (stfedni) hodnoty & s relativni
chybou nejvySe desetina procenta. Systém nechiame se vyvijet po
dobu 100 let (asi 3 - 10? sekund) a ptame se, jak dlouho v tomto
stoleti nebude vyvazeny. Pak z odhadi v [13, Theorem 2] vyplyva,
Ze vice nez 99.99% takovych systému (ve smyslu poc¢ateénich poloh a
pocateénich sméri pohybu ¢éstic) nebude béhem stoleti vyvazenych
jen po dobu kratsi nez 10 vtefin! (viz tloha 3.8.19)

Pro dukazy téchto a dalSich vét z [13] je exponencidlni funkce, ovSem v kom-
plexnim oboru, stézejni.
Poissontiv sumacni vzorec pravi: necht f,g: R — C spliiuji

“+oo
g(x) = / e f(y) dy .

— 00

Potom pro vhodnou funkci f je

“+o0 +oo
S =Y 9.

»,Vhodna“ je naptiklad kazda funkce f, ze pro vSechna j, k € Ny je

sup(1 + 22)7 fF) () < +o0
z€R
(derivace f jdou v nekoneénech rychle k 0). O S. Poissonovi pise I. Kraus [86,
Kapitola III. Véda, pro kterou stoji zato zit i zemfit].
0Oddil 3.4. I ¢islo 7 je transcendentni, coz dokazal v r. 1882 némecky ma-
tematik F. von Lindemann. Problém osamélého bézce predlozil v r. 1967 J. M.
Wills [155]. Pro sedm béZcii ho vyfesili J. Barajas a O. Serra [10]. Dalsi vysledky
o problému lze nalézt v novéjsim ¢lanku Perarnaua a Serry [111]. Véta 3.4.30 o
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tfech mezerach byla dokdzana v ¢ldncich [128], [134] a [135]. Ndmi uvedeny diikaz
nélezi vpodstaté F. M. Liangovi [92]. Dalsi souvislosti véty lze nalézt v ¢lanku
P. Alessandriho a V. Berthé [3]. Z Wikipedie se dozvidame, 7e S. Swierczkowski
vedle [135] vyfesil i jiny Steinhaustiv problém, dokézal neexistenci tetratoru.
Tetratorus by byl uzavieny cyklus (topologicky torus, anuloid, pneumatika) né-
kolika kopii pravidelného ¢tyfsténu v R?, v némz sousedni éty¥stény sdileji sténu.
Pro ostatni ¢tyri platonska télesa, krychli, osmistén, dvanactistén a dvacetistén,
takové tory existuji (napfiklad kazdy si snadno pfedstavi ,rdm* z osmi krychli).

0ddil 3.5. Problém secist fadu > #, tak zvany Basilejsky problém, predlo-
zil v r. 1644 italsky matematik P. Mengoli a o 90 let pozdéji ho vyftesil L. Euler.
Je nazvan podle Eulerova domovského mésta, jez bylo domovskym meéstem i
matematického klanu Bernoulliti, ktefi se problémem téz (netispéiné) zabyvali.
V dobé internetové neni tézké vyhledat tucty dikazi, ale jistou vyzvou bylo
nalézt dikaz nepouzivajici ani integraly ani Fourierovy fady ani komplexni ana-
Iyzu ba ani Taylorovy fady, protoze to vSe ,,jsme jesté neméli“. Nakonec vyhovél
dikaz ¢. 9 v textu R. Chapmana [69] a ten jsme v oddilu pfedvedli. Chapman
se jako na zdroj odkazuje na Apostolovu ucebnici [4, iloha 8.46], z niZ jsme jiz
dfive citovali. Apostol Zzadnou referenci neuvadi.

Jaky byl Eulertuv ptuvodni dikaz? Vlastné nekonecna verze triku s vyjadie-
nim souctu kofend polynomu jeho koeficienty. ,,Kofeny“ funkce f(t) = w
jsou pravé nenulova celd cisla a také f(0) = 1 (viz Gast 6 tvrzeni 3.4.22 a vy-
jadfeni sinu fadou ve vété 3.4.23) a ,rozklad na kofenové ¢initele* proto je
(slou¢ime v ném vzdy dva ¢initele pro ¢t = +n, n € N)

£t) = sin(nt) 1 (1_t2> _

it

Kdyz sinus vyjadiime fadou (véta 3.4.23) a nekoneény souéin roznasobime, do-
staneme rovnost

(mf)Q 2 1
L= 1t ZEJF

Porovnanim koeficient u ¢> méme feSeni Basilejského problému:

2 1
Tl
Mezery v tomto argumentu jsou: (i) zdivodnéni a platnost vyjadieni funkce f(t)
uvedenym nekoneénym soucinem, (ii) nemohla by f(¢) mit komplexni kofeny
(G4st 6 tvrzeni 3.4.22 popisuje redlné kofeny sinu, nema4 ale i néjaké komplexni?)
a (iii) zdGvodnéni roznasobeni nekoneéného soudinu (porovnani koeficientt je
pak uZ zdivodnéné vétou 3.6.15). S jistym usilim se vSak daji zacelit a Eulertiv
dikaz je tak vpodstaté spravny a plati.
,Odvozeni“ Eulerova vzorce ze souc¢tu geometrické fady jsme ptrevzali z knihy
[63, str. 2-3] G. Hardyho. Lze ho zrigoréznit?
0ddil 3.6. Zakladni a velmi zajimava literatura o enumerativni kombinato-
rice jsou knihy pant Flajoleta a Sedgewicka [49] (jista verze je volné dostupna
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na Internetu, diiraz je kladen na analytické metody) a Stanleyho [130, 131, 132]
(zde naopak analjza skoro absentuje a diraz lezi na algebraickych argumentech
pouzivajicich vytvorujici funkce a na kombinatorice). Viz téz ¢lanek [142] P.
Trojovského a J. Veselého. Analytické metody v enumerativni kombinatorice
nejvice rozvinul a prosazoval francouzsky matematik Philippe Flajolet (1948
2011) (sam P. Flajolet by nas asi opravil, Ze jeho hlavnim zijmem je pouziti
analytickych metod ne tolik v enumerativni kombinatorice jako v teoretické
informatice, tfeba pii analyze slozitosti algoritmt, viz napiiklad jeho znamy
¢léanek [48] o analytickych dikazech nejednoznac¢nosti bezkontextovych jazyki).
0Oddil 3.7. Posloupnostmi celych i jinych ¢isel definovanych linedrni reku-
renci s konstantnimi koeficienty, jejichZ nejznaméjsim prikladem jsou pravé Fi-
bonacciova ¢isla, se zabyvaji stovky, ne-li tisice ¢lankt. My zde uvedeme pouze
monografii [41] od G. Everesta, A. van der Poortena, I. Shparlinského a T.
Warda. Fibonacciovym ¢islim se vénuje ¢asopis The Fibonacci Quarterly.

Dalsi alohy
Uloha 3.8.1. Dokazte turzeni 3.1.9.

Uloha 3.8.2. Podejte protiprikad k cdsti 2 tvrzeni 3.1.9 pro neomezenou po-
sloupnost délek zdvorek.

Uloha 3.8.3 (Raabeovo kritérium). Dokaste takzvané Raabeovo kritérium,
které zjemriuje podilové kritérium: necht (a,) C (0,+00), lim a“—il =1la

limn( an —1>:ceR.
Gp41

Pak pro ¢ > 1 tada " a,, konverguje a pro ¢ < 1 diverguje.

Uloha 3.8.4. Pro v € Ny necht z!! = x(x — 2)(x —4) ..., kde soucin ukoncime
poslednim kladngm clenem. Konverguje tada

2n — 1!
Z( (Qn)!!) !

Uloha 3.8.5. Podle disledku 1.7.61 a jeho dikazu skoro kaZdé redlné cislo a z
(=1,1) nent kofenem Zddného nenulového celoéiselného polynomu. DokaZte, Ze
kazdé takové cislo a je naopak korenem néjaké nenulové celociselné mocninné
rady, dokonce spousty z nich: pro kazZdou posloupnost prirozenych cisel 1 < a; <
as < ... existuji ¢isla b, € Ny, Ze

a—anaa":O.

Uloha 3.8.6. Necht b, s je pocet rozkladii n-prokové mnoziny na sudy pocet
bloki, by s = 1.

by, sx™
1+) == =7(@€R).
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Uloha 3.8.7. Necht a,, oznacuje pocet kompozic piirozeného ¢isla n na ¢dsti z
mnoziny {1,2,3}.
1+Zansc" =? (zeR).

Uloha 3.8.8. Rozklad ¢isla n je jeho kompozice tvorici nerostouct posloupnost.
Napriklad 4 md 23 = 8 kompozic ale pouze 5 rozkladi: (4),(3,1),(2,2),(2,1,1)
a (1,1,1,1). Necht a,, oznacuje pocet rozkladi prirozeného cisla n na édsti z
mnoziny {1,2,3}.

1+Zan1‘" =? (zeR).

Uloha 3.8.9. Perfektni rozklad ¢&isla n je takovy rozklad (podle definice v pied-
chozi iloze), Ze kaZdé ¢&islo 1,2,...,n md jednoznaéné vyjadieni jako soudet
nékterych clend rozkladu. Napriklad rozklad (2,2,1) ¢isla 5 je perfekini (jedno-
znacné1=1,2=2,3=241,4=2+2a5=2+2+1), ale rozklady (3,2)
a (2,1,1,1) perfektni nejsou. DokaZte, Ze pocet perfektnich rozkladi céisla n se
rovnd poctu fn+1 usporddanych faktorizact ¢isla n+ 1.

Uloha 3.8.10 (poé&itani Fibonacciovych &isel). Ukaste, Ze Fibonacciova ¢isla
splnugi pro n € N maticovou identitu

()=o) (a5

Odvodte odtud, Ze f, lze spolitat pomoct nejuyse clogn aritmetickych operact,
kde ¢ € N je konstanta.

Uloha 3.8.11 (Viétova formule). Dokazte identitu

2 . - a; \f

;:nh—{rgol_[lg’ ayp = 2 aai+1=\/2+ai.

1=

Uloha 3.8.12. Navstivte v Praze Basilejské ndmésti. Je tu néjakd souvislost s
trigonometrii?
Uloha 3.8.13. Vezméte za dané, Ze vyjddieni Bernoulliovijch ¢isel B, Taylo-
rovou Tadou, uwvedené vyse v pozndmkdch k oddilu 3.1, plati pro kazdé x € C s

|z| < 27. Odvodte odtud, Ze Bopy1 = 0 pron = 1,2,... a Ze limsup |Bg,| =

400, dokonce limsup |By,|'/?" = 400.

Uloha 3.8.14. Dokazte pro s > 1 identitu

(1-3)-E5—

Definicni obor ((s), interval (1,+0o0), tak miZeme rozsirit na? Cemu se pak
rovnd ¢(1)?
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Uloha 3.8.15 (nekoneén& mnoho prvoéisel). Mnozina A C 7 je perio-
dicka, kdyz ji lze netrividlné posunout tak, Ze se nezméni: A+ x = A pro néjaké
x € N. Ukazte, Ze kdyz je mnoZina prvocisel P konecénd, pak v rovnosti

U pZ =Z\{-1,1}

peP

je levad strana periodickd, ale pravd nent, coZ ddvd spor.

Uloha 3.8.16 (nekoneény souéin pro e?). Dokazte formdlné nekonecny sou-
¢in pro exponencidlu, uvedeny vyse v pozndmkdch k oddilu 3.3, ve zlogaritmo-

vaném tvaru (n) )
win
z = —log —— .
Z n g 1— 27
Pouzijte pritom (predbihame, ale nékdy to jinak nejde) rozvoj log ﬁ =x+
T

Uloha 3.8.17. Dokazte formdlni identitu s n proménngmi

ag + agay + agaras + - - -+ agaq ... an

ao

1 o

a
1+a; — 2

as

1+a2—

a n

1—i_an_l_l—}—a
n

Uloha 3.8.18 (fetézovy zlomek pro e%). Odtud ziskejte formdini identitu

H}j%

1-—

x/2
x/3

z+1-

2+1-—
=2+ x/4
r/3+1——

a odvodte Tetézovy zlomek pro e* uvedeny vyse v pozndmkdch k oddilu 3.3.

Uloha 3.8.19. Popiste A a systém N cdstic, ktery neni mezi témi 99.99% z
Beckova prikladu (poznamky k oddilu 3.3) a je po celé stoleti nevyvdZeny.
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Kapitola 4

Limity funkci a spojité
funkce

Zavedeme limitu funkce v bodé, ktery muze byt nevlastni a o némz pouze pied-
pokladéme, Ze je limitnim bodem defini¢niho oboru funkce. Definujeme spojitost
funkce v bodé. Probereme zakladni vlastnosti této limity — Heineho definici
pomoci posloupnosti a vztah k usporddani, aritmetickym operacim a operaci
skladani funkci. V druhém oddilu uvazujeme funkce spojité v kazdém bodé
dané mnoziny, obvykle defini¢niho oboru. Dokazeme, ze funkce spojita na inter-
valu nabyva kazdou mezihodnotu a ze funkce spojitd na kompaktni mnoziné,
coz je napiiklad interval [a,b], nabyvd nejmensi i nejvétsi hodnotu. Pochopi-
telné zavedeme oteviené, uzaviené a kompaktni mnoziny. Jak uvidime, spo-
jita prosta funkce zachovava oteviené mnoziny. Dokéazeme, Ze inverzni funkce k
prosté funkci f spojité na mnoziné M je spojitd na f(M), kdyz je M oteviend
mnozina nebo interval nebo kompaktni mnoZina nebo, pfi monotonii f, uza-
viend mnozina. Uvedeme piiklad spojité prosté funkce, jejiz inverz neni nikde
spojity. Zavedeme nékteré t¥idy funkci spojitych na mnoziné.
Funkce jsme definovali v oddilu 1.2. Budeme pracovat s funkcemi typu

fiM—R,
kde 0 # M C R. Pro N C M oznacuje f(N) = {f(z) | z € N} obraz N

zobrazenim f.

4.1 Limita funkce v bodé

Ruzné druhy okoli bodu. Limitni bod mnoziny. Limita funkce v bodé. Jednoznac-
nost limity. Spojitost funkce v bodé. Heineho definice limity. Aritmetika limit,
limita a monotonie, limita a uspordadani. Limita sloZen€ funkce — obecnd verze.
Limita inverzu.

Zavedeme riizna okoli bodu a limitni body.
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Definice 4.1.1 (okoli bodu). Necht a,d € R a § > 0. MnoZiny
U(a,d):=(a—0d,a+d)={zeR||z—a| <d},
U(—o00, 8) := (—o0, —=1/8) a U(+o0, d) := (1/6, +0)
nazveme §-okolim bodu a, resp. —oo ¢i +00. Prstencové 6-okoli bodu a € R je
P(a, 8):=U(a, d)\{a} =(a—0d,a)U(a,a+d) ={xr cR|0< |z —a|] <d}.
Pravé §-okoli bodu a € R, obycejné a prstencové, je
Ut(a,d):=[a,a+3) a P (a,d):=(a,a+?).

Podobné se definuje levé §-okoli bodu a € R, obycejné U™ (a,d) = (a — d,a] a
prstencové P~ (a,d) = (a — §,a). Pro a = +oo prstencovd a jednostrannd okoli
definujeme jako rovnd obyéejnému okoli U(+o00,d).

Pro kazdé a € R* se pro ¢ jdouci k 0 okoli U(a, §) svird kolem a tak, Ze nakonec
vypudi kazdy bod b rizny od a: plati 0 < ¢’ < 6 = U(a,d’) C U(a,d) a také
a#b=36>0:b¢ U(a,o). Plati jesté vice:

Uloha 4.1.2. Necht A, B € R* s A < B. Pak existuje § > 0, Ze
x€eU(Ad), yeU(B,d)=ax<y.

Definice 4.1.3 (limitni bod). Necht § # M C R. Pak a € R* je limitnim
bodem mnoziny M, kdyz pro kazdé § > 0 je
Pla, )N M #10.

FEkvivalentné feceno, a = lim a,, pro néjakou posloupnost (a,) C M\{a}.

Uloha 4.1.4. Dokazte, Ze obé definice limitnitho bodu jsou opravdu ekvivalentn.

Limitni bod a tedy mize byt i nevlastni a je charakterizovan tim, ze se k nému
1ze libovolné blizko ptiblizit prvkem z M riznym od a. Mtze i nemusi v M lezet.

Nasledujici definice je stejné dtlezita jako definice limity posloupnosti, kterou
zobecnuje.

Definice 4.1.5 (limita funkce v bod€&). Necht M C R je neprdzdnd mno-
Zina, a € R* je limitni bod M, f: M — R je funkce a A € R*. Definujeme

lim f(z)=A <= Ve>036>0: f(P(a,0)NM)CU(4,ce).

r—a
Rekneme, Ze funkce f(x) md v a limitu A.

Jinymi slovy, pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0, ze kdyz « € P(a,d) a f je v a
definovand, pak nutné f(z) € U(A4,¢). Jak a tak A mlze byt nevlastni prvek.
Vsimnéte si, ze lim,_,, f(z) nezdvisi na hodnoté f(a), docela dobfe mize byt
a mimo M a hodnota f(a) nebyt definovana. Je dobré si uvédomit nasledujici.
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Uloha 4.1.6. Ukazte, %e kdy? a € R* neni limitnim bodem M, potom (podle
ekvivalence v definici 4.1.5) pro kaZdé A € R* je lim,_,, f(x) = A — limitou
f(z) va je dplné cokoli, coz je nesmysl. Proto se poZaduje, aby a byl limitnim
bodem definicniho oboru funkce f.

Definice 4.1.5 zobeciiuje limitu posloupnosti: posloupnost (a,) C R je vlastné
funkce a: N — R, 400 je limitnim bodem N a

w33 O = I, o)

(nebo ani jedna strana rovnosti neexistuje).

Tvrzeni 4.1.7 (jednoznacnost limity funkce). KdyZ lim,_,, f(x) ezistuje,
je urcena jednoznacneé.

Dukaz. Necht f: M — R, a € R* je limitni bod M, A, B € R* jsou dva
rizné prvky a lim,,, f(z) = A i lim,,, f(z) = B. Pak vezmeme ¢ > 0, Ze
U(A,e)NU(B,e) = 0 (dloha 4.1.2). Mélo by existovat § > 0, Ze

f(P(a, )N M)CU(A,e) i f(P(a,d)NM)CU(B,e¢)
a tedy
f(P(a, ) NM)CU(A, e)NU(B,e)=0.
To neni mozné, P(a,d) N M # (. O
Uvedeme nékolik prikladii limit funkci. Nechf a, A € R a f je definované na
néjakém P(a,dp). Pak
lim f(z)=A <= Ve>036>0: 0<|z—a|<d=|f(x) - Al <e.

Tr—a

Necht a = —00, A = +00 a M = R. Pak

lim f(z) =400 <= VecId: z<d= f(z) >c

r—r—00

(¢,d € R a predstavujeme si je jako hodné zdporné, respektive hodné kladné,
¢islo). Uvazme funkei g: R — R, definovanou jako

_J o= . xT#0
9(9”)_{2014 o =0,
Pak samoziejmé lim, o g(x) = 0, protoze pro limitu v 0 je hodnota g(0) ire-

levantni. Funkce znaménka sgn: R — {—1,0,1} zvand signum je definovani
jako

-1 ... =<0
sgn(x) = 0 ... z=0
1 ... =z>0.

Pro ni lim,_,¢ sgn(z) neexistuje a lim,_,, sgn(z) je 1 pro kazdé a > 0 a —1 pro
kazdé a < 0.
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Uloha 4.1.8. Funkce f: Q — Q bud definovdna jako

pricemz zlomek % je v zdkladnim tvaru. DokaZte, Ze pro kaZdé a € R je
li =0.
s, ) =0

Dokazte, Ze ani jedna limita lim,_, 1o, f(x) v nekoneénu neexistuje.
Tvrzeni 4.1.9 (limita exponencialy). Plati rovnost

.oet—1
lim =
x—0 x

1.

Diikaz. Postupujeme jako v ditkazu tvrzeni 3.3.5: kdyz = € P(0, §), tak

e’ —1 S |z ||
-1/ < < "= < 2|z|,
X i < S = g <2
1

kde jsme pouzili vzorec pro soucet geometrické fady. Tedy, pro 0 < § < 3,
x € P(0,6) = <= € U(1,26), coz dava nasi limitu. o

Uloha 4.1.10. Odvodte limity

. sinxz . 1—cosx 1
lim =1 a lim —— = —.
z—0 x x—0 x 2

Definice 4.1.11 (jednostranna limita funkce v bod&). Necht f: M — R
pro neprdzdnou mnozinu M C R, a € R, A € R* a pro kazdé § > 0 je

Pt (a, )N M #(
(takze a je ,limitnim bodem mnoZiny M zprava®). Pak definujeme
lim+f(x) =A <= Ve>036>0: f(P"(a,6)NM)CU(A,z¢).
r—a
Rekneme, Ze funkce f(x) md v bodé a limitu zprava rovnou A. Podobné defi-

nujeme limitu zleva, PT(a,d) se nahradi leviim okolim P~ (a,d). V nevlastnich
bodech a = £00 se jednostranné limity neuvazZuji.

Napftiklad lim,_,o- sgn(z) = —1 a lim,_,o+ sgn(x) = 1.

Uloha 4.1.12. Rozmyslete si, Ze (a € R, A € R*)

z—at T—a— T—a

( lim f(z)=A& lim f(z)= A) = lim f(z)=A

}E}T}L flz)=A= ( lim+ flz)y=A v lim f(z) :A)

r—a~

a pro¢ posledni disjunkci nemiuzeme nahradit konjunkct.
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Definice 4.1.13 (spojitost funkce v bodé). Necht a € M C R a je ddna
funkce f: M — R. Rekneme, Ze f(x) je spojitd v bodé a, pokud

Ve>036>0: f(U(a, )N M) CU(f(a),e).
Jinymi slovy, spojitost f(x) v a znamend, zZe
Ve>036>0: ze€M, |[z—al]<d=|f(x)— fla) <e.

Dostate¢né malé zména v argumentu funkce f tedy zptsobi jen pfedem omeze-
nou malou zménu funkéni hodnoty.

Je tu jeden rozdil ve srovnani s limitou. Kdyz ¢ € M neni limitnim bodem
M, pro n&jaké 6 > 0 je U(a,d)NM = {a}, neni podle definice 4.1.5 lim,_,, f(x)
definovana. Ale podle pravé uvedené definice je v této situaci f(x) spojitd v a.
Je-li @ € M limitnim bodem M, spojitost f(x) v a je ekvivalentni rovnosti

lim f(z) = f(a) .

T—a

Definuje se i jednostranna spojitost: kdyza € M C R, f: M - R a
Ve>03>0: f(U(a,0)NM)CU(f(a), €),

fekneme, ze f(z) je v a zprava spojitd. Podobné pro spojitost zleva.
Nasledujici véta ukazuje, ze limitu funkce v bodé 1ze ekvivalentné popsat jen
pomoci limity posloupnosti.

Véta 4.1.14 (Heineho definice limity funkce). Necht a € R* je limitnim
bodem mnoziny M C R, A€ R* a f: M — R. Pak jsou ndsledujici dvé tvrzeni
ekvivalentnd.

1. lim,_,, f(z) = A.
2. Pro kazZdou posloupnost (x,) C M\{a} s limz, = a jelim f(x,) = A.

Dikaz. Necht plati 1. Je dana posloupnost (z,) C M, 7e limx,, = a, ale x,, # a
pro kazdé n. Neptitel dal € > 0. Podle pfedpokladu o f(z) vezmeme § > 0, Ze
f(P(a,0) " M) C U(A,¢). Podle predpokladu o (z,,) existuje ng, ze pro kazdé
n > ng je &, € P(a,d)N M. Pron > ng je tedy f(z,) € U(A,¢), coz jsme chtéli
dokézat —lim f(z,) = A.

Necht 1 neplati. Takze (negujeme definici limity funkce) existuje € > 0, ze
pro kazdé § > 0 existuje bod x € P(a,d0)NM, ze f(x) € U(A,e). Pron=1,2,...
a d = 1 zvolime takovy bod z = z,, (Ze z, € P(a, )N M, ale f(z,) & U(A4,¢)).
Vznikld posloupnost (z,) C M popird ¢ast 2: zfejmé xz, # a pro kazdé n a
limz, = a, avSak posloupnost (f(z,)) nema za limitu A, kazdy jeji ¢len lezi
mimo U(4,¢). ]

Véta nese jméno némeckého matematika Eduarda Heineho (1821-1881), kterého
zndme z poznamek v oddilu 1.8, nikoli basnika a literdta Heinricha Heineho
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(1797-1856). Umoziiuje dokdzat neexistenci limity funkce, staci predlozit dvé
posloupnosti jdouci k a, na nichz funkéni hodnoty maji rtizné limity. Napiiklad
. .1 . .
9115% sin( ;) neexistuje ,
protoze (z,) = (%, %, %, ) i(yn) = (%, %, 1%%, ...) jde k 0 a netrefuje se
do ni, aviak (sin(3,)) = (1,1,...) = 1, ale (sin(;-)) = (=1, -1,...) = —1.

Dusledek 4.1.15 (Heineho definice spojitosti). Nechta € M CRa f: M —
R. Pak

f je spojité va <= V(a,) C M: lima, =a = lim f(a,) = f(a).

Dikaz. KdyZ a neni limitni bod M, je f v a spojitad. Jedind (a,) C M s
lima,, = a spliiuje a, = a pro n > ng a prava strana ekvivalence plati. Necht
a je limitni bod M. KdyZ f neni v a spojita, pak lim,_,, f(x) neni f(a), takze
podle véty 4.1.14 existuje posloupnost (a,) C M\{a}, Ze a,, — a, ale lim f(ay)
neni f(a), takZze pravd strana ekvivalence neplati. Kdyz je f v a spojitd, je
lim,_,, f(z) = f(a). Necht (a,) C M jde k a. Pak podposloupnost ¢lenil a,, pro
néz a, # a (kdyz je nekonefna, jinak neni problém) jde téz k a, takZe podle
véty 4.1.14 hodnoty funkce na ni jdou k f(a) a tedy lim f(a,) = f(a) pro celou
posloupnost (a, ). Pravé strana ekvivalence plati. a

Uloha 4.1.16. Pomoci Heineho definice limity funkce dokazte prevedenim na
aritmetiku limit posloupnosti c¢asti 2 a 8 ndsledujictho tvrzeni a diusledek.

Tvrzeni 4.1.17 (aritmetika limit funkci). Necht a, A, B € R*, a je limitn{
bod mnoziny M C R, f,9: M — R, lim,,, f(z) = A alim,, g(z) = B. Pak

1. lim, o (f(2) + g(x)) = A+ B, je-li soucet vpravo definovdn,

2. lim, ., f(2)g(z) = AB, je-li soudin vpravo definovan a

f(z)
g(z)

8. lim,_,, = %, je-li podil vpravo definovdn.

Dukaz. 1. Necht (x,) € M\{a} je libovolna posloupnost s limitou a. Podle
véty 4.1.14 (implikace 1 = 2) maji posloupnosti (f(x,)) a (g(z,)) limity A a
B. Podle tvrzeni 4.1.17 je

lim (f+ g)(zn) = nhﬁ»Holo (f(zn) +g(zn)) = nlgrolo flan) + nlggo g(@n) =A+ B,

n—oo

je-li tento soucet definovédn. Podle véty 4.1.14 (implikace 2 = 1) dostavéame
lim,q(f(z) + g(x)) = A+ B. O

Uloha 4.1.18. Cim se pripad, kdy v ¢dsti 3 je B = 0, odlisuje od ostatnich
pripadi tohoto tvrzeni?
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Dusledek 4.1.19 (aritmetika spojitosti). Nechta € M C R a funkce f,g: M —
R jsou v a spojité. Pak je v a spojitd i souctovd funkce f(x)+ g(x), soudinovd

funkce f(x)g(z) a pFi g(a) # 0 i podilova funkce ggg

Kdyz f: M — R a N C M, fekneme, ze f je na N neklesajici, kdyz x,y €
N,z <y = f(z) < f(y). Podobné pro nerostouci funkci a klesajici a rostouci
funkci.

Tvrzeni 4.1.20 (limita monoténni funkce). Necht a,b € R*, kde a < b, a
f: (a,b) = R je monotdnni funkce (neklesajici nebo nerostouct). Pak obé limity

lim f(z) a lim f(x)

T—a r—b
existuji (mohou byt nevlastni).

Dukaz. Necht je f(z) na intervalu (a,b) neklesajici. Ukdzeme, Ze
lim f(2) = sup({/(x) | 2 € (a,5)}) =t o

kde pro shora neomezenou mnozinu {...} definujeme o = +o00. Postupujeme
jako v dikazu tvrzeni 2.1.13 o limité monoténni posloupnosti. Podle vlastnosti
suprema pro kazdé v € R s v < « existuje u € (a,b), ze

v< flu) <a.

Diky monotonii f(z) a vlastnostem suprema tyto nerovnosti plati i pro kazdé
f(z) s u < a <b. Odtud mame lim,_p f(z) = «. Zbylé tii piipady (nerostouci
f(z) a/nebo limita v a) jsou podobné. O

Uloha 4.1.21. Zobecnéte predchozi tvrzeni na monotonni funkce, jejich defi-
nicni obor nent interval.

Uloha 4.1.22. Dokazte cdsti 2 a 8 ndsledujici tvrzeni, jeZ je obdobou tvr-
zent 2.1.25 a 2.1.28.

Tvrzeni 4.1.23 (limita funkce a uspofadani). Necht f,g a h jsou redlné
funkce, a € R* je limitni bod jejich definicnich obori Dy, Dy a Dy,

lim f(z)=A€R" a lim g(x)=BeR".

r—a Tr—ra
Pak plati ndsledugict.

1. Kdyz A < B, pak existuje 6 > 0, Ze pro kaZdé x € P(a,8) N Dy a kaZdé
y € P(a,0) N Dy je f(x) < g(y).

2. Kdyz pro kazdé 6 > 0 existuji body x € P(a,6) N Dy ay € P(a,d) N Dy s
f(x) <g(y), pak A< B.
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3. (dva strdznici) Pro jednoduchost necht Dy = Dy = D, = D. KdyZ A= B
a ezistuje 6 > 0, Ze pro kazdé x € P(a,d) N D je f(z) < h(z) < g(x), pak
i lim,_,, h(z) = A.

Dukaz. 1. Vezmeme ¢ > 0, Ze pro kazdé x € U(A,¢) a kazdé y € U(B,¢) je
x < y (tloha 4.1.2). Pro toto & vezmeme § > 0, Ze

f(P(a,d)NDy) CU(A, e) a g(P(a,d)NDy) CU(B,¢).
Toto § ma patrné pozadovanou vlastnost. O

Podobné jako u tvrzeni 2.1.25 se v prednaskach, skriptech a ucebnicich setka-
vame vyhradné (nevidél jsem nikde nic jiného) se slabsi variantou tvrzeni majici
x = y. Jak bylo poznamenano dfive k tvrzeni 2.1.25, netfeba se okradat a uvadét
mnohem slabsi zavér, nez z predpokladu ptirozené plyne.

Nasledujici tvrzeni uvazuje skladani funkcei, coz je operace, kterou nelze pro-

vvvvvv

jeme pro funkce s obecnymi defini¢nimi obory. Vétsinou se uvadi jen pro defini¢ni
obory rovné prstencovym okolim.

Tvrzeni 4.1.24 (limita sloZzené funkce). Necht a, A, B € R*, a je limitni
bod mnoziny M C R, A je limitni bod mnoZiny N C R a jsou ddny funkce
g M—Raf: N—R s limitami

lim g(z) =4 a lim f(z)=B.
Necht pro kazdé § > 0 je
g(P(a, )N M)NN #0

—pak je a limitnim bodem definiéniho oboru sloZené funkce f(g(z)). Potom
plati

lim f(g(z)) =B,

Tr—ra

je-li spinéna jedna ze dvou podminek:
1. funkce f je v A spojitd, takze A € N a f(A) = B, nebo
2. existuje § > 0, Ze A & g(P(a,d) N M).
Dukaz. Bud déno e > 0. Podle predpokladu o limitach existuje § > 0, Ze
f(P(A,0)NN)CU(B,e¢)
a pak existuje 0 > 0, ze
g(P(a, 0)N M) CU(A, ) .
Je-li splnéna podminka 1, je dokonce

FUA, §)NN) C U(B, ¢).
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Tedy
flg(P(a, )N M)NN) C f(UA, §)NN)CU(B, ¢)

a lim,_, f(g(x)) = B. Je-li splnéna podminka 2, po pfipadném zmenseni 6 je
g(P(a, 0) N M) C P(A4,9) .

Tedy
flg(P(a, )N M)NN) C f(P(A, §)NN)CU(B, ¢)

a lim, ,, f(g(z)) = B. O

Uloha 4.1.25. Dokazte, Ze kdyZ ani jedna z obou podminek neni splnéna —
A € N, dle f(A) # B, a g(x) = A pro néjakd x € M libovolné blizko u a ale
riznd od a —pak lim,_,, f(g(x)) neni B.

Uloha 4.1.26. Ukaste, Ze kdy? M a N jsou prstencovd okoli a a A (jak se
turzent o limité sloZené funkce obuvykle formuluje), pak je podminka

Vé>0: g(Pla,)) N M)NN #0
nadbytecnd.
Uloha 4.1.27. Ukazte na prikladu, Ze obecné podminka
Vé>0: g(Pla, )N M)NN #£0
nent nadbytecnd — bez ni muze byt splnéna podminka 1 i podminka 2, ale

lim f(g(z)) presto neni B,

Tr—a
protoZe a nend limitnim bodem definiéniho oboru funkce f(g(x)).

Napiiklad pro funkei f: (0,400) — R tvrzeni 4.1.24 davé ekvivalenci

. o . 1y _
Jimf(@)= B <> lm f(2)=B.
Plati-li levd strana, substituujeme totiz za z funkci g(z) = 1:(0,+00) —
(0, +00) s limitou lim,_,q g(z) = +occ. Plati-li pravé strana, substituujeme za x
stejnou funkci g(x), ale s limitou lim,_, 1, g(z) = 0. Pokazdé je splnéna pod-
minka 2.

Uloha 4.1.28. Dokazte ndsledujici turzeni.
Tvrzeni 4.1.29 (spojitost sloZeniny). Necht a € R a redlnd funkce g(x),

resp. f(x), je definovand i spojitd v a, resp. v g(a). Potom je sloZend funkce
f(g(z) definovand i spojitd v a.
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A co inverzni funkce? Néasledujici tloha formuluje podminku pro jeji spoji-
tost v bodé pomoci vychozi funkce. Spojitosti inverzni funkce se budeme dosti
podrobné zabyvat v nasledujicim oddilu.

Uloha 4.1.30. Nechfa € M C R, f: M — R je prostd a b= f(a). Dokazte, Ze
inverzni funkce
1 f(M) =R

je spojitd v bodé b, prdvé kdyz pro Zddné § > 0 neni b limitnim bodem mnoZiny

f(M\P(a,0)).

Uloha 4.1.31. Dokazte ndsledujict turzeni a 0bé moznosti jeho zdvéru ilustrujte
priklady.

Tvrzeni 4.1.32 (limita inverzu). Necht a, A € R*, a je limitnim bodem mno-
Ziny M C R a prostd funkce f: M — R md limitu lim,_,, f(x) = A. Pak je A
limitnim bodem mnoZiny f(M) a

lim f~'(x) = a nebo tato limita neeristuje .
z—A

Y

4.2 Funkce spojité na mnoziné

Spojitost funkce na mnozinée. Nabyvani mezihodnot a zobrazovdni intervali. Ote-
vrené, uzaviené a kompakini mnoziny, ba i obojetné mnoziny. Otevrené zobra-
zent, charakterizace kompaktnosti konvergenci a princip maxima a minima. Za-
jimavosti o spojitosti inverzu, napt. spojitd funkce s vsude nespojitym inverzem,
postacugici podminky jeho spojitosti. Jak vyjadrit nespojité signum spojitymi
Sfunkcemi.

Pfipomerite si definici 4.1.13 spojitosti funkce v bodé. Spojitost funkce na
mnoziné znamena spojitost v kazdém jejim bodé.

Definice 4.2.1 (spojitost na mnozing). Necht N C M C R a f: M — R.
Funkce f je spojita ma mnozine N, je-li spojitd v kazdém bodu a € N. Pro
N = M budeme strucné psdt a Tikat, Ze f je spojitd.

Napftiklad funkce signum (kterou jsme jiz definovali)

sgn: R— {-1,0,1} s sgn(0) =0 a sgn(z) = |x—‘ pro z #0
x
neni spojitd, neni spojitd v 0, ale je spojitd na mnozing R\{0}. Tato funkce
neni v 0 ani jednostranné spojita. Identicka funkce f(z) = z: R — R je spojita,
stejné jako kazda konstantni funkce f.(z) = ¢: R — R, ¢ € R. Déle je kazda
funkce f: N — R spojita. To neni az tak Sokujici, ale v oddilu 4.5 se seznamime s
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prekvapivéjsim faktem. Podle tvrzeni 3.3.5 je exp: R — R spojitd funkce (ktera
je 1 prostd). Lze to dokdzat i bez pouziti identity

exp(z + y) = exp(x) exp(y)
jen z definice exponenciadly fadou, jak ukazuje nasledujici tloha.
Uloha 4.2.2. Necht fada . a,r", kde a, € R a r > 0, absolutné konverguge.

Dokazte, Ze pak kaZdd tada 3 anx™, © € [—r,r], absolutné konverguje a Ze
funkce f: [-r,r] = R,

f(x) =ao + Z anx™ (ap € R je libovolné) ,
je spojitd.

Uloha 4.2.3. O funkci f: M — R se vikd, Ze je lipschitzovska na M, kdyz
existuje konstanta ¢ > 0, Ze pro kaZde dva prvky z,y € M je

|f(x) = f(y)] < ez —y] .

Ukazte, Ze z lipschitzovskosti plyne spojitost. Ukazte na prikladu, Ze naopak to
neplati.

Takové funkce se jmenuji podle némeckého matematika Rudolfa Lipschitze (1832
1908) (kromé analyzy se zabyval se i teorii ¢isel, klasickou mechanikou a dife-
rencialni geometrif).

Graf spojité funkce prochazi vSemi mezihodnotami.

Véta 4.2.4 (o mezihodnoté). Necht a,b,y € R, a < b,
Jila B> R, fla) <y< () nebo f(a)>y> f()
a f je spojitd. Pak existuje « € (a,b), Ze f(a) =1y.

Dukaz. Necht f(a) < y < f(b), druhy pfipad je podobny. Pro n € N rozdélime
[a,b] na n intervalt [a,(i),b,(i)], i € [n], délky =2, takze a,(i) = a + (i —
1)2=2 a b,(i) = a+ =% Pak vidy existuje i, € [n], Ze f(an(in)) < y <
f(bn(in)) (loha 4.2.5). Podle disledku 2.2.9 (véty 2.2.5) miizeme prechodem k
podposloupnostem predpokladat, ze lim a, (i,) = lim b, (i,) = a € [a,b]. Podle
disledku 4.1.15 a tvrzeni 2.1.25 je

fla) =lim f(an(in)) <y <Hm f(bn(in)) = f(a)
a tedy f(a) = y. Patrné a # a, b.
Jing dikaz. Necht
A={zx€a, ]| f(zx) <y} a a:=sup(A4) € [a, b] .

Patrné, diky spojitosti f va av b, a < a <b. Kdyby f(a) <y, diky spojitosti
fvaje(a—ea+e) C A prondaké e > 0 a « neni horni mez A. Kdyby
f(a) > y, z podobného diivodu je (o — e, +¢) N A = ) pro néjaké ¢ > 0 a
méame spor s aproximadcni vlastnosti suprema. Tedy f(«) = y. O
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Uloha 4.2.5. Pro¢ v dikazu ezistuje uwvedeny index i, € [n]?

Uloha 4.2.6. Necht M = [0,1]\{3}. Sestrojte spojitou funkci f: M — R, Ze
f(0)=—1a f(1) =1, ale pro Zidné x € M neni f(x) = 0. TotéZ pro mnoZinu
M=10,11nQ.

Dusledek 4.2.7 (obraz intervalu spojitou funkci). Kdyz je I C R interval
a f: I — R je spojitd, je obraz f(I) C R téZ interval.

Dukaz. Z véty 4.2.4 plyne, ze kdyz u,v € f(I) a u < w < v, potom w € f(I).
Takze f(I) je interval. a

Dusledek 4.2.8 (monotonie a spojitost). Kdyz je I C R interval a f: I —
R je prostd a spojitd, je f na I rostouct nebo klesajici.

Dukaz. Kdyby f nebyla na I monoténni, byly by v I tii body a < b < ¢,
ze f(a) < f(b) > f(c) nebo f(a) > f(b) < f(c). Véta 4.2.4 pak dava spor s
prostotou f: v prvnim piipadé je kazdé y € (max(f(a), f(c)), f(b)) hodnotou f
na (a,b) i na (b,c) a podobné ve druhém. O

Nasledujici rébus je v riznych obmeénach docela popularni, i my ho proto uve-
deme.

Uloha 4.2.9. Horolezec zacne o pilnoci v ¢ase 0 vijstup ze zdkladniho tdbora
na vrchol hory. Ten dosdhne po presné 24 hodindch o pulnoci a okamZité se
vract zpét do zdkladniho tdbora, kam se dostane opét po 24 hodindch o pulnoci.
Dokazte, zZe existuje cas t € [0,24], kdy se horolezec pruni den p¥i vystupu a
druhy den pri sestupu nachdzi v téZe nadmorske visce.

Podobn4 je tloha 4.6.6.

Zavedeme tak zvané kompaktni mnoziny. Maji dilezitou vlastnost, Zze na
nich kazda spojita funkce nabyva nejmensi i nejvétsi hodnotu. K jejich definici
potiebujme i tak zvané oteviené a uzaviené mnoziny.

Definice 4.2.10 (kompaktni mnoZiny). MnoZina M C R je
1. otevrend, kdyz pro kaZdé a € M existuje 6 > 0, Ze U(a,d) C M;
2. uzavrend, kdyz jeji doplnék R\M je oteviend mnoZina;
3. omezend, kdyz existuji a,b € R, a < b, Ze M C [a,b] a je
4. kompaktni, je-li M uzavrend a omezend.

Napiiklad kazdy interval (a,b), —oo < a < b < +00, je oteviend mnozina
a kazdy interval [a,b], —00 < a < b < 400, je uzaviend mnozina (kde pro
a = —oo chipeme [a jako (a a podobné pro pravy konec). Nasledujici tlohy
vSak ukazuji, Ze t¥idy otevienych a uzavienych mnozin jsou mnohem obsahlejsi.
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Uloha 4.2.11. Dokazte: ) a R jsou oteviené mnoZiny; jsou-li A,B C R ote-
vrené, je i prunik AN B oteviend mnozina; sjednocent libovolného systému ote-
vrengych mnoZin je oteviend mnozina.

Uloha 4.2.12. Zformulujte a dokate obdoby predchozich vlastnosti pro uza-
vrené mnoziny.

Hezké cviceni na supremum (¢i infimum) je toto.

Uloha 4.2.13. Dokazte, Ze kromé () a R neezistuji (na redlné ose) jiné mnoZiny,
kter€ jsou otevrené i uzaviené. V topologii se takovym mnozZindm 7ikd obojetné.

Tvrzeni 4.2.14 (spojitost a oteviené mnoZiny). Funkce f: M — R je spo-
jitd, prdveé kdyz pro kaZdou otevienou mnoZinu A C R existuje oteviend mnozina
B CR, ze

YA =MnB.

Dukaz. Necht je f spojitd, A C R je oteviend a a € f~1(A) (pro f~1(A) =0
vezmeme téz B = (). Vezmeme ¢ > 0, ze U(f(a),e) C A, a pak d, > 0, Ze
f(U(a,6,) N M) C U(f(a),e). Tedy a € U(a,8,) N M C f~1(A). Pak B =
Uaea Ula, dq) je oteviend (viz tloha 4.2.11) a f~1(4) ¢ M N B C f'(A),
takze f~1(A) = M N B.

Necht m4 f vlastnost popsanou pravou stranou ekvivalence, a € M a je ddno
¢ > 0. Polozime A = U(f(a),¢) a dostaneme, 7e a € f~1(U(f(a),e)) = M N B
pro né&jakou otevienou mnozinu B. Tedy existuje § > 0, ze U(a,d) C B. Odtud
MNU(a,8) C f~YU(f(a),e)) a fF(MNU(a,8)) C U(f(a),e)—funkce f je
spojita v a. To plati pro kazdy bod a € M a f je tedy spojita. O

Tvrzeni 4.2.15 (o uzavienosti). MnoZina M C R je uzaviend, prdvé kdyz
pro kazdou konvergentni posloupnost (a,) C M je lim a,, € M.

Dikaz. Necht je M uzaviend a (a,) C M je konvergentni posloupnost. Pokud
lima, = a ¢ M, existuje § > 0, ze U(a,d) C R\M (doplnék M je oteviend
mnozina). Takze |a, — a| > § pro kazdé n, coz je ale v rozporu s lima,, = a.
Necht M neni uzaviend. Takze R\ M neni oteviend a podle definice existuje
bod a € R\M, Ze pro kazdé § > 0 je U(a, )N M # 0. Prod =1/n,n € N, z
pruniku vybereme bod a,, a médme posloupnost (a,) C M s lima, =a ¢ M. O

Z véty 4.2.4 lze ziskat vice, nez jen dusledek 4.2.7. Jak hned uvidime, neni
tFeba moZné, aby prostd spojitd funkce zobrazovala interval (0,1) na interval

[0, 1].

Véta 4.2.16 (oteviené zobrazeni). KdyZ je M C R oteviend mnoZina a
funkce f: M — R je prostd a spojitd, je obraz f(M) oteviend mnoZina.
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Dikaz. Pro spor necht M a f jsou jak déno, a € M, f(a) = b € f(M), ale
b = limz,, pro né&jakou posloupnost (z,) C R\ f(M) (tedy (x,) a b dosvédeuji,
ze f(M) neni oteviend, protoze doplnék neni uzavreny, viz tvrzeni 4.2.15). Podle
otevienosti M vezmeme ¢,d € R, Ze ¢ < a < d a [¢,d] C M. UkéZeme, Ze vSechny
¢tyti mozné polohy f(c) a f(d) vzhledem k b jsou sporné. Kdyz f(c), f(d) < b,
tak je podle véty 4.2.4 kazdé y € (max(f(c), f(d)), b) hodnotou funkce f na
(¢c,a) i na (a,d), coz je spor s prostotou f. Podobné pro f(c), f(d) > b. Kdyz
f(e) < b < f(d), tak pro velké n je f(c) < z, < f(d) a z, je podle véty 4.2.4
hodnotou funkce f, spor. Totéz pro f(d) < b < f(c). O

Uloha 4.2.17. Necht f: M — R je spojitd a prostd a M je uzaviend. Potom
je obraz f(M) uzaviend mnoZina. Je to pravda nebo ne?

Nésledujici véta zobecnuje disledek 2.2.9.

Véta 4.2.18 (o kompaktni mnoZiné). MnoZina M C R je kompaktni, pravé
kdyz kazdd posloupnost (a,) C M md konvergentni podposloupnost (by,) s limi-
tou

lim b,, € M .

Dukaz. Nechf je M kompaktni a (a,) C M je posloupnost. Protoze je M
omezend, je omezena i (a,) a podle véty 2.2.5 mé konvergentni podposloupnost
(by,). Ov8em stéale (b,) C M a protoze je M uzaviend, podle tvrzeni 4.2.15 lezi
limb, v M.

Necht M neni kompaktni. TakZe M neni omezend nebo neni uzaviend. V
prvnim pfipadé existuje (a,) C M s lima,, = d+o0o0. Ve druhém piipadé podle
tvrzeni 4.2.15 existuje konvergentni (a,) C M s lima, ¢ M. Af tak ¢ tak,
takové (a,) nema podposloupnost s limitou v M. O

Typicky piiklad kompaktni mnoziny je interval [a,b], kde a,b € R a a < b (viz
dusledek 2.2.9). Na druhou stranu intervaly (—oo, 1] a (0, 1] nejsou kompaktni
mnoziny.

Uloha 4.2.19. Nechf f: R — R je spojitd funkce s limitami lim,_, o f(z) =
=1 alim; 1o f(z) = 1. Je mnoZina jejich nulovyjch bodi

Z(f) ={z eR| f(z) = 0}

kompaktni?

Uloha 4.2.20. Dokazte, Ze sjednoceni dvou kompaktnich mnoZin je kompaktni.
Totéz pro prunik libovolné mnoha kompaktnich mnozin.

Uloha 4.2.21. Je mnoZina {0} U [3,1] U [1,3] U [5, L] U ... kompaktni? Je
11U (5, 31U}, 2] U... kompaktni?

Dilezitou vlastnost kompaktnich mnozin prenechdme ¢tenafce jako tlohu 4.6.4.
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Véta 4.2.22 (vylimiténi z nekompaktu). Mnozina M C R neni kompaktni,
pravé kdyz z ni mizeme ,vylimitit“ — existuje takovd posloupnost (a,) C M, Ze
lima, =Ac€R*a Ag M.

Dukaz. Kdyz M neni kompaktni, podle definice 4.2.10 neni omezena nebo
neni uzaviena. V prvnim pripadé z M vylimitime posloupnosti jdouci do +oo
nebo posloupnosti jdouci do —oo a v druhém (podle tvrzeni 4.2.15) posloup-
nosti{ jdouci k né&jakému bodu mimo M. Naopak, nechf jsme z M vylimitili
popsanym zptisobem néjakou posloupnosti. Je jasné, ze tato posloupnost nema
podposloupnost s limitou v M, tudiz M neni kompaktni podle véty 4.2.18 O

Definice 4.2.10 a véty 4.2.18 a 4.2.22 uvadéji tii ekvivalentni charakterizace
kompaktnich mnoZin redlnych ¢isel (a dalsi je v tloze 4.2.24). Nejdulezitéjsi
¢tvrtou podava véta 4.4.14.

Dospéli jsme k jednomu ze zakladnich vysledkii matematické analyzy. V
nasem pripadé v jednoduché podobé pro redlnou osu a realné funkce jedné
promeénné.

Véta 4.2.23 (princip maxima a minima). KdyZ
f: M — R je spojitd funkce a M C R je kompaktni mnoZina ,
pak ezistuji body a,b € M, Ze pro kazdé c € M je

fla) < f(e) < f(b).

Funkce f tedy na mnoziné M nabjvd v bodé a svou nejmensi hodnotu a v bodé
b svou nejvétsi hodnotu.

Dukaz. DokaZeme existenci bodu b, existence bodu a se dokazuje podobné.
Necht

B = sup(f(M)) ,

kde 8 = 400 pro shora neomezeny obraz f(M) (jak uvidime, tato moznost
stejné nenastavd). Podle definice suprema existuje posloupnost (¢,) C M, Ze
lim f(¢,) = 8. Protoze je M kompaktni, podle tvrzeni 4.2.18 mé (c¢,) podpo-
sloupnost (b,,) s limitou lim b, = b € M. Tedy (podle dtisledku 4.1.15 a spojitosti
fvb)

B = tim f(cn) = lim £(bs) = [(imby) = £(5)

specidlné 8 # +oo. Takze f(b) je horni mez mnoziny f(M) a nutné jeji nejvétsi
prvek, jak jsme chtéli dokazat. O

Uloha 4.2.24 (jinA definice kompaktnosti). Dokazte, Ze pro kaZdou nekom-
paktni mnozinu M C R existuje spojita funkce f: M — R, kterd na M nenabyvd
ani nejmensi ani nejvétsi hodnotu. TakzZe:

M je kompaktni <= V spojitd f: M — R md na M minimum i mazimum .
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Uloha 4.2.25. Sestrojte funkci f: [0,1] — R, jeZ je na [0, 1] spojitd s vyjimkou
jednoho bodu a kterd na [0,1] nenabjvd ani nejmensi ani nejuétsi hodnotu.

Je-li f: M — R prost4 funkce, je definovana jeji inverzni funkce f~1: f(M) —
M, f(z) =y < f~1(y) = . Obecné inverz ke spojité funkci spojity byt nemusi.

Tvrzeni 4.2.26 (dva nespojité inverzy). Uvaime funkce

FiNg =R a g: {0}U(L 2 —[0,1]

f(0)=0, f(n)=1/n pro neN a ¢g(0)=0, g(z)=x—1 pro z€(1,2].

1

Obé funkce jsou prosté a spojité, ale jejich inverzy f~1 a g=1 spojité nejsou.

Dikaz. Obé funkce jsou zjevné prosté. Defini¢ni obor f nemd limitni body a
proto je f na ném trivialné spojita. Lehce se vidi, Ze i g je na svém defini¢nim
oboru spojita. Defini¢ni obor =1 je {0,1, %, %, ...} ama limitni bod 0. Ale pro
L — 0 mame f71(2) =n — 400 # 0 = f71(0), takZe f~! neni spojita v 0.
Defini¢ni obor g~! je [0,1] apro £ — 0mame g (1) = 2+1 = 1 # 0= g~ 1(0),
takze ani ¢g—! neni spojita v 0. a
Mohl by byt inverz spojité funkce vSude nespojity? Zde je priklad sestrojeny ve

stylu Hilbertova hotelu.
Uloha 4.2.27 (Hilberttv hotel). A to je jaky hotel?

Tvrzeni 4.2.28 (vSude nespojity inverz). Ezxistuje prostd funkce
f, N=>R,
trividlné spojitd, jejiz inverz f=1 je v kazdé bodé f(n), n € N, nespojity.

Dukaz. Funkci f: N — R sestrojime tak, Zze bude prosta a pro kazdé k € N
bude existovat takova posloupnost prirozenych ¢isel

1<api <aga<...,zelim, o flarn) = f(k).
Pak pro #z4dné k € N funkce f~! neni spojita v f(k), protoze

Tim SN (@) = lim an, = +oo, coz neni [ (F(k) = k.
Pozadovanou funkci f ziskdme nasledovné. Posloupnost (1,2,3,...) rozlozime
libovolné na nekoneéné mnoho (disjunktnich) podposloupnosti A;, As, ... (na-
piiklad A, = (2871(2n — 1) | n = 1,2,...)) a hodnoty f(k) definujeme po-
stupné. V prvnim kroku zvolime libovolné hodnotu f(1), tieba f(1) = 2015, a
pak zvolime hodnoty f(n), n € A;\{1}, téz libovolné, ale tak, Ze se neopakuji
(udrzujeme prostotu) a pro n — oo, n € Ay, je f(n) — f(1). To jisté lze. Ve
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druhém kroku vytidime f(2). Neni-li tato hodnota uz definovand, libovolné ale
ruzné od jiz pouzitych hodnot ji definujeme a pak definujeme vSechny dosud
nedefinované hodnoty f(n), n € As. Jak? Rizné od jiz pouZitych hodnot a tak,
Ze pron — oo, n € Ag, je f(n) — f(2). To jisté lze. Ve tfetim kroku vyfi-
dime stejnym zptisobem f(3) (aby byla limitou hodnot f na As) a naznacenym
zplsobem pokracujeme déle. Nakonec, po provedeni nekone¢né mnoha kroki,
ziejmé ziskame funkci s vlastnosti popsanou v tvodu dukazu, ktera je hledanym
prikladem. Podivejte se ale na tlohu 4.2.29. a

Uloha 4.2.29. Vysvétlete, pro¢ pred k-tym krokem konstrukce f jsou hodnoty
f(n), n € Ay, jesté nedefinované, kromé konecné mnoha vyjimek. Vysvétlete,
pro¢ je miZeme definovat tak, Ze f zistane prostd (nepouZijeme Zddnou uZ po-
uZitou funkcni hodnotu) a hodnoty limiti k f(k).

Uloha 4.2.30. Funguje piedchozi dikaz, kdyZ navic poZadujeme

fTN—=Q,

to jest raciondlni hodnoty sestrojované funkce? (Pokud nevidite, pro¢ by nemél
fungovat, pak jste asi neresili predchozi dlohu a dikaz moznd nedomysleli.)

Nésledujici véta popisuje situace, kdy je inverz spojité prosté funkce spojity.

Véta 4.2.31 (spojitost inverzni funkce). Necht je mnoZina M C R ne-
prdzdnd a funkce f: M — R je prostd a spojitd. KaZdd z ndsledujicich ctyr
podminek staci k tomu, aby inverzni funkce

' f(M) - R
byla spojitd.
1. M je oteviend mnozina.
2. M je interval.
8. M je kompaktni mnoZina.
4. M je uzavrend mnozZina a f je rostouci ¢i klesajici.

Diikaz. 1. Necht b € f(M), a = f~*(b) € M a je déno € > 0. Po piipadném
zmenseni € je U(a,e) C M (M je oteviend). Podle tvrzeni 4.2.16 je f(U(a,€)) 3 b
oteviend mnozina, takze existuje § > 0, Ze

U(b, 8) C f(U(a, €)) a f7HU®b, §)N f(M)) = fTH(U(b, 8)) C Ula, €)
— f~ 1 je v b spojité.
2. Pro spor necht f~1(b) = aa (b,) C f(M) mélim b, = b, alelim f~1(b,) =

lim a,, neni a. Existuje tedy 6 > 0, ze pro nekone¢né mnoho n je a, > a + d
nebo pro nekone¢né mnoho n je a, < a — d. Pfedpokladame druhou moznost,
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prvni je podobnd, a vezmeme takové n. Pak a — 0 € [ay,a] C M (M je interval)
a f([an,a]) je diky dusledktim 4.2.7 a 4.2.8 interval [b,, b] nebo interval [b, b,]
a obsahuje f(a — §). Kazdopddné |f(a — &) — b| < |b, — b| a velké vhodné n
ukazuje, ze f(a —0) = b= f(a), coz je spor s prostotou f.

3. Pro spor necht f~1(b) = a a (b,) C f(M) ma lim b, = b, ale lim f~1(b,)
neni a. Tedy ma (b,,) podposloupnost (c,), ze |f~1(¢,) —a| > § > 0 pro kazdé
n a ndjaké 6. Z (f~1(c,)) C M vybereme (diky kompaktnosti M a véte 4.2.18)
podposloupnost (a,,) C M s lim a, = c € M. Patrné |[c—a| > 6 > 0a c # a. Ze
spojitosti f v ¢ plyne, ze

f(a) =b=1lim b, =1lim ¢, =lim f(a,) = f(lim a,) = f(c),

spor s prostotou f.

4. Piedpokladame, ze f roste, druhy pfipad je podobny. Pro spor necht
1) = aa (b,) C f(M) mé lim b, = b, ale lim f~1(b,) neni a. Ziejmé
mé (b,) podposloupnost, pro jejiz Ziddnou podposloupnost tato limita neni a
(tloha 4.2.32). Proto m4 podle véty 2.2.1 tato podposloupnost a tedy i posloup-
nost (b,) klesajici ¢ rostouci podposloupnost (c,), pro niz lim f~1(c,) neni a.
Predpokléddejme, Ze (c,,) klesd, druhy pfipad je podobny. Tedy b < - -+ < ¢3 < ¢1
aa << flca) < fer) (f i f7! rostou). Podle tvrzeni 2.1.13 méame
c=1lim f~1(c,) a c€ M (M je uzaviend). Patrné a < c. Ze spojitosti f v c je
f(c) =1lim f(f~*(e,)) = lim ¢, = b = f(a), spor s prostotou f. O

Uloha 4.2.32. Pro kazdé a € R* naleznéte posloupnost (a,) C R, kterd nemd
limitu a, avSak md podposloupnost (b,) s lim b, = a. DokaZte, Ze kdyZ posloup-
nost (a,) C R nemd limitu a € R*, pak md (a,) vidy takovou podposloupnost
(bn), Ze Zddnd podposloupnost (c,) posloupnosti (b,) nemd limitu a.

Druhy priklad v tvrzeni 4.2.26 ukazuje, ze podminku 2 nelze zobecnit na sjed-
noceni jakychkoli dvou (disjunktnich) intervali.

Uloha 4.2.33. Zjistéte, pro které dvojice disjunktnich intervali I,J C R md
kaZdd spojitd prostd funkce f: I UJ — R spojity inverz.

Shrneme vztah aritmetickych operaci a operace skladani ke spojitosti funkce.
Kdyz f: M - Rag: N = R, pak f+g,fg: MNN — R, 5: MNN\Z(g) = R,
kde Z(g) jsou nulové body g, a f(g): M Ng(N) — R.

Tvrzeni 4.2.34 (spojitost funkce a operace). Jsou-li funkce f a g spojité,
jsou spojité i funkce f + g, fg,% a f(g).

Dukaz. Diky dasledku 4.1.19 a tvrzeni 4.1.29. O

Tvrzeni 4.2.35 (par spojitych funkci). Funkce

expz, sinz, cosz: R — R, logz: (0, +00) - R
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jsou spojite. Viechny polynomy

p(z): R = R i raciondlni funkce @: R\Z(¢q) = R

q(x)
jsou spojite.

Dukaz. Spojitost exponencialy byla dokazana v tvrzeni 3.3.5 nebo plyne, stejné
jako spojitost sinu a kosinu, z tlohy 4.2.2. Spojitost polynomu z ni plyne rovnéz,
ale vyplyva i opakovanim operace nasobeni a s¢itani spojitych funkei, vyjdeme-li
z konstantnich funkci a identické funkce. Tak vyplyva, pouzijeme-li i déleni, spo-
jitost racionélni funkce. Spojitost logaritmu plyne z ¢asti 1, 2 nebo 4 véty 4.2.31
(ne viak z ¢4sti 3), protoze logz = (expx)~!. m

Pro polynomy ani racionélni funkce nedé operace skladani nic nového, sloZzenina
dvou polynom je polynom, stejné tak pro racionalni funkce. Obecné ale pomoci
aritmetickych operaci a skladani (tvrzeni 4.2.34) vytvoFime ze zdkladnich funkei

Z ={fcproc€R, expz, logz, sinz}
(fc je konstantni funkce f.(z) = ¢) spoustu dalsich spojitych funkeci, napiiklad

funkci
\/% —cos(bv1 — a2)
e — 10 4 /5x7 — 100

Uloha 4.2.36. Opravdu tuto funkci dokdzeme vytvorit? Jak vlastné vytvorime
funkce x: R = R a v/z: [0,4+00) — [0, +00)?

Clovéka miize napadnout, zda by se funkce sgn: R — {—1,0,1}, jeZ je spojita na
R\{0} ale ne na celém R, nedala zapsat néjakym podobnym (silenym) vzorcem.
Hned si ale odpovi, Ze nikoli, a duvod je pravé ten, Ze to neni spojita funkce.
Kazda funkce vytvorena v koneéném poctu kroki aritmetickymi operacemi a
sklddanim ze zakladnich funkci Z je podle tvrzeni 4.2.34 spojita.

Uloha 4.2.37. Nicméné ukazte, jak vytvotit spojitou funkci
sgn: R\{0} — {-1, 1} .

Jak jsme vidéli v tvrzenich 4.2.26 a 4.2.28, invertovani funkce se chova jinak,
umi vyrobit nespojitosti. Pro danou funkci f: M — R a dané y € f(M) pfi
invertovani f vezmeme Feseni x € M rovnice

flz) =y
a zajimé nas, zda zavisi spojité na y. Pokud f neni prosté, neni feSeni vzdy

ani jednoznac¢né urcené. Véta 4.2.31 uvadi pro prostou f postacujici podminky
spojitosti zavislosti feSeni x této rovnice na y.
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Jiné situace také nastane, povolime-li nekone¢ny pocet krokt ¢i uziti operaci.
Pak lze spojité funkce proménit v nespojitou funkci. Napfiklad,

sgn(z) = lim /", z € [0, +00)

— nespojité signum je limitou spojitych funkci. Jiny podobny vysledek patii do
Fourierovych fad:

4 in(3 in(5
sgn(z) = 7r(sinm—&— Smg ?) + smé z) +...), x € (—m, m)

— nespojité signum je nekoneénym souctem spojitych funkci. Rady tohoto typu
nesou jméno francouzského matematika Josepha Fouriera (1768-1830) (pouzil
je v problémech tykajicich se vedeni tepla a kmitani struny, pfisuzuje se mu
objev sklenikového efektu).

4.3 Paradox bézkyné a paradox véstce
Paradoz bézkyné. Axiom viybéru a paradox véstce.

Nasledujici tloha vam jisté nebude ¢init obtize.
Uloha 4.3.1. Tereza ubéhla trasu

21 km za 1:24:00

pramérnou rychlosti kilometr za 4 minuty. Dokazte, Ze pri jakémkoli spojitém
zpusobu Terezina béhu se vidy nékde na trase nachdzi usek o délce jednoho
kilometru (ne nutné od kilometru k € Ny ke kilometru k + 1), ktery probéhla
presné za 4 minuty.

Zobecnime to. Pro neprazdnou mnozinu M C R, funkci f: M — R a kladné
¢islo d dvojici a,a 4+ d € M nazveme d-usekem (grafu) funkce f a podil

fla+d) - f(a)
d

nazveme jeho sklonem. Tak, jak se fesi predchozi tloha, se dokaze i nasledujici
dusledek (véty 4.2.4).

Dausledek 4.3.2 (Gseky grafu spojité funkce). Necht n € N a
f:00,n] =R

je libovolnd spojitd funkce s hodnotami f(0) = f(n) = 0, takZe jeji jeding n-usek
md sklon 0. Potom md f vidy 1-isek se sklonem 0.

Je zajimavé a jdouci ponékud proti intuici, Zze pro necelé n > 0 se situace
zméni — existuji spojité funkce f: [0,n] — R s nulovym sklonem n-tseku, které
nemaji zadny 1-tsek s nulovym sklonem.
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Tvrzeni 4.3.3 (zvlastni funkce). Necht ¢ € (0,1) a n € N. Pak ezistuje
takovd spojita, dokonce po castech linedrni funkce

fil0,n+c—-R,

Ze f(0) = f(n+c) =0 (jeji jeding (n + c)-usek md tedy sklon 0), ale kazdy jeji
1-isek md zdporny sklon — .

Dukaz. Necht § = = > 0. Jako Ly = LaL3 oznacime rovinnou lomenou ¢aru

slozenou ze dvou tseéek Ly = (0,0), (nd,nd) a Ls = (nd,nd), (1,—0). Vezmeme
vektor v = (1, —0) a jako L oznacime rovinnou lomenou ¢aru

L=LiU(Li+v)U (L1 +20)U---U (L1 + (n—1)v) U (L2 + nv) .

Je to sjednoceni posunt ¢ary Ly o 0,1,...,(n — 1)-ndsobek vektoru v, jenz
vodorovné posouvé o 1 a svisle o —d, a posunu tsecky Lo o nv. Pravy konec
Ly + iv se rovna levému konci L + (i + 1)v a pravy konec L; + (n — 1)v se
rovnd levému konci Lo +nv. Oba konce ¢ary L lezi na ose . Takze L je souvisla
lomena ¢ara, kterd je grafem spojité funkce f: [0,n + nd] = [0,n + ] — R
splitujici f(0) = f(n+¢) = f(n + nd) = 0. Pro kazdy 1-tsek a,a + 1 funkce f
plati
fla+1) = fla) =6,

protoze
(a, fla))e Li+iwv a (a+1, fla+1) € L1+ (i+1)v, i=0,1,....,n—1,

nebo, na konci, (a, f(a)) € Lo+ (n—1)v a (a+ 1, f(a + 1)) € Ly + nv. Kazdy
1-tsek funkce f tak md sklon —0 = —=. Je dobré si nakreslit obréazek. O

Snadno ted vytesite tlohu, kterou jsem nazval paradoxem bézkyné.

Uloha 4.3.4 (paradox b&%kyné& aneb Tereza na %M) Tereza ted ubéhla o
trosku dels? trasu
21,1 km za 1:24:24 ,

opét prumérnou rychlosti kilometr za 4 minuty. Chlubila se, Ze béZela tak chytre,
Ze uplné kazdy kilometrovy iusek na trase probéhla pomaleji, za > 4 + & minut
pro néjaké (malé€) &islo § > 0. Jak to udélala?

Druhy paradox z fise funkci je désivéjsi, nebot ukazuje, Ze nemame svobod-
nou vili. Pro linedrné usporadanou mnozinu (A4, <) a né&jakou t¥idu F reilnych
funkci, jejichz defini¢ni obory jsou podmnozinami A, se miZzeme snazit pro kaz-
dou f € F a a € A uhddnout hodnotu f(a) z pfedchozich hodnot f(x) pro
x<a Prog: B—R, BC A, aac Ajako g, oznacime zizeni

do=g|BN{zreA|lz<a}l.
Pak véstec (pro F) je redlné funkce

V:D—>R, D:={g,|la€ A ge F}.
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Véstec V tedy pro kazdé zuzeni g, funkce g € F na prvky definiéniho oboru
mensi nez a vraci hodnotu V(g,) € R, tip V na hodnotu g(a) (at uz je g v a
definovand nebo ne). Véstec tak z ,minulych“ hodnot g(x), z € B a = < a,
odhaduje ,,budouci“ hodnotu g(a).

Jako piiklad si za (A, <) vezmeme redlnd ¢isla s obvyklym usporddanim a
za F vSechny spojité funkce z R do R. Snadno vymyslime véstce, ktery ispésné
uhadne pro kazdou spojitou funkci g: R — R a kazdé a € R hodnotu g(a) z
hodnot g(x) pro z < a:

g(a) = lim (g|(=o0, a))(z) =: V(g (=00, a)) .
r—a
Véstec prosté pro predlozeny argument, jimz je spojita funkce definovand na
(—00,a) a s vlastni limitou v a, vrati tuto limitu. OvSem stejné snadno néas
napadne pfiklad situace, kdy je kazdy véstec nékdy tplné netspésny.

Uloha 4.3.5. Na mnoziné [n] = {1,2,...,n}, n € N, vezmeme obvyklé uspord-
dant prirozenych cisel a F jsou redlné funkce definované na pocdatecnich usecich
mnoziny [n]. UkaZte, Ze pro kazdého véstce

Vi{g:la—1]—=R|aen]} >R

existufe takovd funkce f: [n] = R, Ze V(f|[a — 1]) # f(a) pro kaZdé a € [n].
Kazdy véstec tedy neuhddne sprdvné (z piedchozich hodnot) ani jednu hodnotu
néjaké funkce.

Zdalo by se, ze podobné porazime kazdého radoby véstce i pro tfidu aplné
vsech funkci z R do R, kdyz nejsou omezené spojitosti a jsou zcela libovolné.
Paradoxné pak ale nastava opak —diky jejich libovolnosti a axiomu vybéru se
vynori skoro dokonaly véstec.

Véta 4.3.6 (skoro dokonaly véstec). Existuje véstec
V:{g: (-00,a) > R|aeR} - R

uwhadugjici spravné pro kaZdou funkci z R do R kaZdou jeji hodnotu z predchozich
hodnot, az na nejvyse spocetné mnoho vyjimek: pro kazdou funkci f: R — R je
mnozinag

{aeRIV(f[(-00, a)) # f(a)}

omyli véstce nejvyse spocetnd. Pro ostatni skoro vsechna a € R véstec spravné
uhddne hodnotu f jako f(a) =V (f|(—o0,a)).

Pro dukaz potfebujeme jednoduché lemma.

Lemma 4.3.7. KaZda dobre usporadand podmnozina X C R obvyklého uspo-
radani (R, <) je nejugse spocetnd.
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Dikaz. Necht X # (). Definujeme injekci f: X — Q, co? dokazuje koneénost
nebo spocetnost X. Pro a € X polozime

f(a) = nécoz QN (a, min({b € X | b>a})).

Vybereme tedy néjaky zlomek lezici mezi a a naslednikem a v X. Je-li a nejvetsi
prvek X, vezmeme néjaky zlomek vétsi nez a. Pouzivame axiom vybéru, ale neni
to jeho klicové pouziti v dikazu véty. Toto zobrazeni bézi z X do Q a je také
prosté. O

Dukaz. (Véty 4.3.6.) Necht
M:={f]f:R—>R}

jsou vSechny redlné funkce. Podle véty 1.3.5 (jez je dusledkem axiomu vy-
béru) existuje dobré linedrni uspofadani (M, <). Hodnotu véstce V na funkei
g: (—o00,a) = R definujeme jako

V(g) = ho(a), ho :=min({h € M | h|(~c0, a) =g}),

tedy jako hodnotu, kterou v a nabyva =<-nejmensi funkce ze vsech téch funkci
v M, jejichZ zuzeni na (—oo, a) se shoduje s danou funkei g. UkdZeme, ze V' ma
popsanou vlastnost. Bud déna f: R —+ R a

X ={aeR[V(f[(-00, a)) # f(a)}
bud mnozina omyld véStce v hodnotach f. Pro a € R definujeme

Mo ={h € M |h[(-00, a) = f|(=00, a)} a hq =min(M,).

Takze V(f | (=00, a)) = he(a). Plati implikace
a,beR, ae X, a<b=hy <hy.

Skutecné, z a < b plyne M, C M,, takze h, =< hy, ale h, = hy nelze kvtli
ho(a) = f(a) # V(f|(—o0,a)) = he(a), protoze a € X. Vidime, Ze mnozina
X C R omyli véstce je vzhledem k obvyklému linedrnimu uspotradani redlnych
¢isel < dobte usporadana: kdybychom v X méli nekoneény ostie klesajici fetézec

a1 > az > ..., byl by he, > hg, > ... nekoneény ostfe klesajici fetézec v
(M, =), ve sporu s dobrym uspofadanim. Podle lemmatu 4.3.7 je tedy X nejvyse
spocetna. O

Na existenci tohoto véstce Ize pohlizet i tak, ze pfi budovani funkce f: R — R
od hodnot v mensich ¢islech k hodnotam v ¢islech vétsich nemame skoro nikdy
svobodnou viili. Skoro vzdy, kromé nejvyse spocetné mnoha zableski svobody,
je hodnota f(a) pfeduréena hodnotami f(z) vz < a. Ty uZ véstec zné a dopiedu
vi, jakou hodnotu f(a) zvolime.
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4.4 Stejnomérna spojitost a (kvazi)stejnomérna
konvergence

Stejnomeérnd spojitost funkce, na kompaktu plyne ze spojitosti. Bodovd konver-
gence funkci. Kdy limita zachovdvd spojitost: stejnomérnd konvergence. Aleksan-
dovova véta a kvazistejnomeérnd konvergence. Heineho—Borelova véta o kompak-
tech a Arzelova véta. Arzelova—Ascoliho véta, dikaz jako uloha.

Jak vime, pro M C R spojitost funkce f: M — R znamena, Ze
Ve>0Vae M3I§>0: f(U(a, )N M) CU(f(a),e).

Prohozenim druhého a tretiho kvantifikatoru dostaneme silnéjsi pozadavek na

f, aby
Ve>036>0Vae M: f(U(a, )N M) CU(f(a), ¢) .

Oproti obycejné spojitosti, kdy § zavisi na € i na a, zde § zavisi pouze na ¢ a
musi vyhovovat kazdému bodu a z M. Ekvivalentné to napiseme jako

Ve>03>0Va,beM: l[a—bl<d=|f(a)— fb)] <e.

Definice 4.4.1 (stejnomérna spojitost). Md-li f: M — R predchozi vlast-
nost, rekneme, Ze [ je stejnomérné spojita. Md-li ji s a,b € N, kde N C M, pak
je [ stejnomérne spojita na mnoziné€ N. Pripomernime explicitné, Ze stejnomérné
spojitd funkce je spojitd.

Stejnomeérna spojitost funkce je dilezita a uzitecna vlastnost, jez ndm poz-
déji v oddilu 5.4 pomiize dokazat existenci antiderivace. Proto jsme ji také do
ucebnice zafadili. Napiiklad spojité funkce f(z) = 1: R\{0} — R neni stejno-
mérné spojitd (protoze f(%ﬂ) — f(%) =1 pro kazdé n € N), ale, jak plyne z
nasledujiciho tvrzeni, je stejnomérné spojita na kazdé kompaktni podmnoziné

mnoziny R\{0}

Uloha 4.4.2. Dokazte, e f(x) = % je stejnomeérné spojitd dokonce na kazdé
mnoziné N = R\U(0,4), 6 > 0.

Na kompaktnich mnozinach spojitost a stejnomérna spojitost splyvaji.

Tvrzeni 4.4.3 (na kompaktu je pofadek). Kdyz je ) # M C R kompaktni
mnozina a f: M — R je spojita funkce, je f i stejnomérné spojitd.

Diikaz. Negace stejnomérné spojitosti f znamena (jako v prikladu s f(z) = 1),
ze pro néjaké pevné €y > 0 pro kazdé n € N existuji body a,,b, v M, Ze
lan — bn| < L ale |f(an) — f(bn)| > €o. Podle véty 4.2.18 pfechodem k podpo-
sloupnostem muZeme (pro jednodussi znacéeni) predpoklidat, ze obé posloup-
nosti (ay) i (by,) jsou konvergentni a maji (nutné stejnou) limitu ¢ € M. Pak ale

pro kazdé § > 0 pro velké n € N mame a,, b, € U(c,d), coz dava

f(U(e, 0) N M) ¢ U(f(c), €0/2) ,
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protoze |f(an) — f(bn)| > €0 (podle trojihelnikové nerovnosti |f(a,) — f(bn)]
|f(an) — f(&)] + |f(bn) — f(c)]). To odporuje spojitosti f v c.

VAN

Pomoci stejnomérné spojitosti mizeme funkce spojité rozsifovat.

Tvrzeni 4.4.4 (spojité rozsiteni). KaZdd stejnomérné spojitd funkce
f:0,1) >R

md vlastni limitu lim,_,1 f(x) = c. PFiddnim hodnoty f(1) = ¢ pak dostaneme
spojité (a nutné stejnomérné spojité) rozsitent funkce f na f:[0,1] — R.
Diikaz. Obraz f([0,1)) je nutné omezeny. Jinak by totiz existovala takova po-
sloupnost (z,) C [0,1), ze x,, = 1 a |f(x,)| = +0o0, a pro kazdé § > 0 bychom
nasli indexy m an, Ze |2y, —x,| < 0 a |f(xm) — f(x,)| > 1, coZ odporuje stejno-
mérné spojitosti f. Hodnotu ¢ proto mtizeme zvolit jako ¢ = lim f(a,) € R pro
néjakou (ay,) C [0,1) s a, — 1 (pouzili jsme B.-W. vétu 2.2.5, Ze kazda ome-
zené posloupnost ma konvergentni podposloupnost). Je-li (b,,) C [0, 1) libovolna
posloupnost jdouci k 1, pro n — oo diky stejnomérné spojitosti

|f(bn) — f(an)| — 0 atedy f(b,) —c.
Proto, podle véty 4.1.14, lim,_,; f(z) = c. m]

Po vypusténi slova ,stejnomérné“ v predpokladu pfestane tvrzeni samoziejmé
platit, priklady se lehce vymysli.

Uloha 4.4.5. Vymyslete takovy priklad.

Jak prakticky (nikoli abstraktné jako f: M — R) definovat funkce s pozado-
vanymi vlastnostmi, jak ziskavat nové funkce ze starych? Aritmetické operace
daji racionalni funkce, naptiklad

44z — 22
207 — 1722 +1°

Mizeme vyuzit logiku a nové funkce definovat formulemi, fakticky jako feSeni
rovnic. Naptiklad formule

Vee[-1,1]Ny>0: y>=1—2*,
kde ,3!“ zkracuje ,existuje pravé jedno“, definuje algebraickou funkci

V1i—azt: -1, 1] >R

prifazujici kazdému x z [—1, 1] jediné feSen{ y uvedené rovnice. Takto se definuje
logaritmus jako inverz exponenciély. Ale asi nejéastéji se nova funkce f definuje
ze starych funkci f,, limitou f := lim f,,. Nelisi se to tak moc od limit posloup-
nosti ¢isel, mame prosté systém éiselnych posloupnosti (f,(z)) C R indexovany
redlnym parametrem x € M a pro kazdé pevné x vezmeme limitu lim f,(z),
pokud existuje, ¢imz definujeme novou funkei f(z) := lim f,(x).
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Definice 4.4.6 (bodova konvergence). Necht ) # M C R a f,: M — R,
n € N, jsou néjaké funkce a pro kazdé x € M existuje vlastni limita

f(z):= nh_}n;o fa(z) €ER.

Takto ziskanou novou funkci f: M — R nazgvame (bodovou) limitou posloup-
nosti funkci (fn) na mnoZiné M. Znacime to tézZ jako

fo—=f (naM).
Piikladem je vyjadfeni sinu fadou sinz = ) = 1); 11;,” : , kdy vlastné
n 1)k—1g2k—1
Z 2k—1 —sinz (na R),

k=1

a podobné kosinus. Sinus a kosinus jsou tedy také bodové limity jistych po-
lynomu. Zde jsme je zavedli geometricky délkami oblouki a jejich vyjadieni
fadami se tak musi dokdzat. Tato geometricka definice spadéa do logickych defi-
nic a sinx a cosx vychazeji jako feSeni rovnic. Jako dalsi priklad definice nové
funkce limitou predvedeme v oddilu 5.4 spojitou funkci bez derivace.

Vede to k prirozené otazce, zda posloupnost spojitych funkci mé spojitou
limitu. Ne vzdy: funkce 2'/": [0,1] — R, n € N, jsou spojité, ale

fulx) = 2™ = sgn(z) (na [0, 1]) .

Limita je funkce s hodnotou 0 v 0 a jinak konstantné 1 na (0, 1] a neni v bodé
0 spojitd. Kdo nemd rad odmocniny si funkce f,, (x) miZe definovat po ¢astech
linedrné: f,(z) = nx pro 0 < z < % a fn(z) =1 pro % < x < 1, se stejnou
bodovou limitou. Aby limita spojitost pfenesla, musi se konvergence zesilit tak,
jak stejnomérna spojitost zesiluje obycejnou spojitost. Konvergence f, — f na
M znamena, Ze

Ve>0VaeM3Ing: n>nyg=|f(a)— fula) <e.

Vymeénou druhého a tfetiho kvantifikatoru dostaneme silnéjsi pozadavek na kon-
vergenci, aby

Ve>03dngoVae M: n>ng=|f(a) — fula)| <e.

V obycejné konvergenci index ng zavisi na € i na a, ve stejnomérné jen na € a
musi vyhovovat kazdému bodu a z M.

Definice 4.4.7 (stejnomérna konvergence). Maji-li funkce f,,f: M — R
predchozi vlastnost, tekneme, Ze posloupnost (f,) konverguje stejnomérné k f.
Maji-liji sa € N, kde N C M, pak (f,) konverguje stejnomérné k f na mnoziné
N. PouzZivd se znaceni

fn=2f (naN).

Ze stejnomérné konvergence vyplyvd bodovd konvergence.
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Tento silné€jsi typ konvergence uz v limitnim pfechodu spojitost zachovava.

Véta 4.4.8 (stejnomérna limita). Kdyz () # M C R a spojité funkce
foniM—->R, neN,

konverguji stejnomérné k funkci f: M — R, potom i f je spojitd.

Dutikaz. Necht a € M a je ddno £ > 0. Podle pfedpokladu mame m € N, ze
pro kazdé b € M je [f(b) — fm ()| < § (dokonce mnozina takovych m zahrnuje
celé N kromé koneéné mnoha éisel). Funkee f,, je spojitd v bodé a, tedy mame
6 >0, ze | fm(a) = fm(b)| < § prokazdé b € M s |a—b| < 0. Podle trojihelnikové
nerovnosti pak pro kazdé b € U(a,d) N M mame

[f(a) = fO < |f(a) = fm(@)[ + [ fm(a) = fm(0)] + [fm(b) = f(D)]

< E—|—§+E—e
3 3 3 7

Limitni funkce f je tedy spojita v a. O

Uloha 4.4.9. Jak vime ze souctu geometrické rady, > _, x* — 2= na (—1,1).
Jde o stejnomérnou konvergenci? Pokud ne, naleznéte velké podmnoZiny inter-

valu (—1,1) se stejnomérnou konvergenci.

Stejnomeérnost konvergence je tedy postacujici podminka pro to, aby limita
spojitych funkci byla spojita. Neni to ale nutnd podminka. Napiiklad spojité
funkce f,: R = R, fu(z) = £, konverguji k funkci f = 0, jez je spojita, i
kdyz jejich konvergence neni na R stejnomérna. Neni obtizné vymyslet piiklad
s kompaktnim defini¢nim oborem.

Uloha 4.4.10. Vymyslete takové funkce f, s definicnim oborem [0, 1].

Pozadavek stejnomérnosti je tedy piilis silny, v dikazu véty 4.4.8 jsme sku-
tecné vyuzili jen jeden index m. Lidé vymysleli druh konvergence silny piesné
natolik, aby v limité zachoval spojitost. Rika se mu kvazistejnomérnd konver-
gence nebo také zpola stejnomeérnd konvergence. Tvrzeni 4.4.12 nize by ¢tenar
jisté dal po rozmysleni sdm dohromady. Pro jeho diikaz budeme ale potiebo-
vat jedno lemma. Otevienym intervalem v tomto oddilu rozumime interval typu
(a,b) CR, —00 < a < b < +o0.

Lemma 4.4.11 (nejvySe spofetné podpokryti). KaZdé pokryti

Unowm
1€X

jakékoli mnoZiny M C R otevienymi intervaly (I; | i € X) md nejvgse spocetné
podpokryti: existuje nejuyse spocetnd podmnozina Y C X, pro niz stdle

UQDM.
€Y
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Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti M = J,.y I;. Necht @ je mnozina vSech téch
otevienych intervali s racionalnimi konci, které jsou obsazené v néjakém I;,
i € X. Mnozina @ je spocetnd a M = |JQ (nebot pro kazdé i € X a kazdy
bod a € I; existuji zlomky «, 8 € I;, ze a < a < (). Pro kazdy J € @ zvolime
i(J) € X, ze J C Iy Pak Y = {i(J) | J € Q} C X je nejvyse spocetnd a

M=JecJr,
€Y

takze ey 1i = M. m|

Tvrzeni 4.4.12 (Aleksandrovova véta). Necht M C R je neprdzdnd mno-
Zinaa fn: M —R,n=1,2,..., jsou spojité funkce bodové konverqgujici k funkci
f: M — R. Nasledugici t¥i podminky (tvrzeni) jsou vzdjemné ekvivalentni.

1. Funkce f je spojitd.

2. Pro kaZdé ¢ > 0 a kaZdé N € N existuje systém cisel (n; € N | i € X)
a systém oteviengch intervali (I; | i € X) s nejuyse spocetnou indexovou

mnozinou X, Ze
M C U I
ieX
a pro kazdé i € X a kazdy bod a € I; N M je

>N a|f(a) = fa(0) <<

3. Pro kaZdé e > 0 existuje systém éisel (n; € N |i € X) a systém oteviengch
intervald (I; | i € X) s nejugse spocetnou indexovou mnoZinou X, Ze

MC U I
1€X

a pro kazdé 1 € X a kazdy bod a € I; N M je
[f(a) = fn(a)] <e.

Duikaz. Implikace 1 = 2, pfedpokladajici spojitost f. Bud ddnoe > 0a N € N.
Vezmeme libovolny bod a € M. Protoze f,, — f na M, existuje index n = n, €
N, ze n > N a |f(a) — fu(a)] < 5. Obé funkce f a f,, jsou v bodé a spojité,
takze pro malé § = ¢, > 0 se pro kazdé b € U(a,d) N M odchyluje f(b) od f(a) o

méné nez £ a totéz plati pro f,,. Podle trojuhelnikové nerovnosti tedy pro kazdé

beU(a,d)NM je

[F(6) = £aB)] < 1£(6) = £(@)| +|£(@) = ful@) |+ |ful@) = Fu (b)) < 5+ 545 =2

Systémy (ne | a € M) a (U(a,d,) | a € M) tak maji pozadované vlastnosti, az
na omezeni mohutnosti (pro nespocetnou M). To ale snadno splnime pfechodem
k nejvyse spocetnému podpokryti mnoziny M podle lemmatu 4.4.11.
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Implikace 2 = 3, predpokladajici podminku 2. Tato implikace je logicky
trividlni, protoze podminka 2 je z definice silnéjsi nez podminka 3. V podmince
2 vSechny indexy n; jsou vétsi nez N, coz se v podminkce 3 nevyzaduje.

Implikace 3 = 1, predpokladajici podminku 3. Bud déno realné ¢islo € > 0
abod a € M. K § vezmeme systémy (n; € N|i € X) a (/; | i € X). Vezmeme
i€ X,zea€l;,atak malé 6 > 0, ze U(a,d) C I; a fn,(U(a,0) N M) C
U(fn;(a), §). Pak pro kazdé b € U(a,0) N M podle trojihelnikové nerovnosti,
posledni inkluze a podminky 3 je

€ € €
|f(a)=f )] < |f(a)= fu. (@)l +]fn, (@) = fr, (D) [+ | fni (B) = F ()| < S+ +5 =€
Tedy je f spojita v bodé a. O
Nasledujici definice je ted snad srozumitelnéjsi.

Definice 4.4.13 (kvazistejnomérna konvergence). Funkce f,: M — R,
n=12,..., definované€ na neprazdné mnoziné M C R a konvergujici k funkci
f: M — R k ni konverguji kvazistejnomérné, pokud je splnéna podminka 2 z
torzend 4.4.12.

Kvazistejnomérnou konvergenci jsme mohli definovat i pomoci formula¢né jed-
nodusi podminky 3 z tvrzeni 4.4.12; ale predchozi definice je, zda se, standardni.
Sméfujeme k veété charakterizujici zachovani spojitosti funkci pfi bodové

vvvvvv

vysledkt v analyze, nasledujici zesileni lemmatu 4.4.11 pro kompaktni mnoziny.

Véta 4.4.14 (Heine, 1895; Borel, 1895). MnoZina M C R je kompaktni,
pravé kdyz kazdé jeji pokryti
Urnom

i€X
oteviengmi intervaly (I; | i € X) md konecné podpokryti, existuje koneénd pod-
mnozina Y C X, Ze stdle

Unowm.

€Y

Dukaz. Kdyz M neni kompaktni, pak (podle definice) neni omezena nebo z ni
lze vykonvergovat posloupnosti (a,) C M, a,, — a € R\M (viz definice 4.2.10 a
tvrzeni 4.2.15). V prvnim ptipadé je |-, (—n,n) D M pokryti M otevienymi
intervaly, které nema konecné podpokryti, a ve druhém tuto vlastnost méa systém
intervaldt (a —n,a— 1) a (a+L,a+n), neN.

Necht je mnozina M kompaktni a (I; | i € X) je jeji pokryti otevienymi in-
tervaly. Podle lemmatu 4.4.11 muzeme predpokladat, ze X je spocetnd, feknéme
X = N. Pro spor predpokladejme, ze toto pokryti nemé konecéné podpokryti.
Oteviené mnoziny

Jy=LULU---Ul,, n=12...,
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tedy spliiuji J; C Jo C ... a M\J, # 0 pro kazdé n € N, ale na druhou stranu
M C UneN Jn. Pro kazdé n € N vybereme prvek a, € M\J,. Posloupnost
(an) C M ma podle véty 4.2.18 konvergentni podposloupnost s limitou a € M.
Pro jednoduchost znaceni necht pfimo lima,, = a. Vezmeme index m € N, ze
a € Jp,. Protoze je J,, oteviend, existuje 6 > 0, ze U(a,d) C J,,. Protoze
Jm C Jp a ay € Jp pro kazdé n > m, nutné a,, € U(a,d) pro kazdé n > m. To
ale neni mozné, a je limitou posloupnosti (a,). Dostali jsme spor. ]

Slibena charakteriza¢ni véta pro bodovou konvergenci na kompaktech je:

Véta 4.4.15 (Arzela, 1883). Necht funkce
f: M — R, M CR je neprdzdnd a kompaktni mnoZzina ,

je limitou posloupnosti spojitych funkci f,: M — R. Funkce f je spojitd, prdvé
kdyz pro kazdé € > 0 a kaZdé N € N existuje

konecna mnozina X C N, Ze min X > N
a pro kazdé a € M ezistuje n = n(a) € X, Ze |f(a) — fn(a)] <e.

Dukaz. Necht f je spojita (leva strana ekvivalence). Prava strana ekvivalence
nyni plyne hned z ekvivalence ¢asti 1 a 2 tvrzeni 4.4.12 a z véty 4.4.14 (nakonec
pomineme oteviené intervaly I;).

Naopak, necht plati pravé strana ekvivalence a je ddn bod a € M a ¢islo € >
0. Protoze f, — f na M, existuje N € N, Ze pro kazdé n > N je |f(a)— fn(a)| <
5. Nynik £ a N vezmeme konecnou mnozinu indextt X C N podle pravé strany
ekvivalence. VSechy f, jsou spojité a X je konecnd, tedy existuje malé 6 > 0,
ze fn(U(a,6) N M) C U(fn(a),$) pro kazdé n € X. Necht b € U(a,d) N M je
libovolny bod. Vezmeme n = n(b) € X, ze |f(b) — fu(b)| < § (podle vlastnosti
mnoziny X, téz ale n(b) > N). Podle trojuhelnikové nerovnosti mame

(@) = FO)] < 1£(@) = fu@) |+ 1£u(b) = fu@) |+ |£u(b) = FO)] < S+ 5+5 =

Prvni absolutni hodnotu jsme odhadli diky n > N, druhou diky hotejsi inkluzi
a tfeti volbou n jako n = n(b) € X Odhad plati pro kazdé b € U(a,d) N M,
takze funkce f je spojita v bodé a. o

Ekvivalentné 1ze Arzelovu vétu reformulovat takto: bodova limita f spojitych
funkei f,, na kompaktni mnoziné M C R je spojita, prave kdyz

Ve>0VneNImeNVaeM: min |f(a)— fari(a) <e.

i=1,2,....m

Uloha 4.4.16. Ukazte, %e ve znéni véty nelze, narozdil od definice 4.4.13 a
turzend 4.4.12, podminku min X > N wypustit (ekvivalentné nelze v posledni
reformulact nahradit n nulou).
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Ttalsky matematik Cesare Arzeld (1847-1912) (narodil se i zemiel v obci ¢
soumssti (,,comune®) Santo Stefano di Magra v italském kraji Ligurie, piisobil
dva roky na Univerzité v Palermu a od r. 1880 na Boloriské univerzité) se podilel
i na zndmé Arzelové—Ascoliho vété, analogii véty 2.2.5 pro posloupnosti funkci:

kazda posloupnost (f,) funkci f,: M — R definovanych na ne-
prazdné kompaktni mnoziné M C R a spliujici (i) |fn(a)] < ¢
pro kazdé n € N a kazdé a € M (tzv. stejnd omezenost, ¢ > 0
je konstanta) a (ii) to, Ze pro kazdé £ > 0 existuje 6 > 0, pro néz
|frn(a) — frn(b)] < € pro kazdé n € N a kazdé a,b € M s |a—b| < ¢
(tzv. stejna (stejnomérnd) spojitost), obsahuje podposloupnost (g, ),
jez na M stejnomérné konverguje k néjaké funkci f: M — R.

A tou oddil o stejnomérné spojitosti a (kvazi)stejnomérné konvergenci uzavieme.

Uloha 4.4.17. A proc¢ ne — dokazte Arzelovu-Ascoliho vétu.

4.5 Kazda vydcislitelna realna funkce je spojita

Vycislitelnd redlnd cisla. Speckerova véta. Vydcislitelné redlné funkce. Kazdd ta-
kova funkce je spojitd.

Podivame se na realna cisla a na redlné funkce efektivné, z pozice jejich
vycislitelnosti pomoci algoritmu. Predpokladame, ze ¢tenaf je seznameny s po-
jmem algoritmu a zna nékterou jeho presnou definici, napiiklad jako Turingova
stroje. Zac¢neme c¢isly.

Typické realné ¢islo je nekoneéné posloupnost desetinnych cifer, napriklad
—% = —0.1111... nebo 7 = 3.1415926 . . . . I takové nekonecné objekty ale ¢asto
dokézeme Uplné a beze ztraty informace zakédovat do objektd konecnych, do
algoritmi (poéitacovych programi) generujicich postupné vSechny cifry desetin-
ného rozvoje daného realného ¢isla. Prislovce ,,casto“ v predchozi vété odpovida
skutecnosti a soucasné ji naprosto neodpovida. Naprosto neodpovida skutec-
nosti, protoze algoritmu je jen spocetné mnoho, kdezto R je nespocetnd mno-
Zina, a tak témér zadné realné ¢islo algoritmem zachytit nelze. Dosti skutecnosti
odpovida, protoze vSechna ,konkrétni“ redlna ¢isla zadand ruznymi vzorci, ne-
kone¢nymi fadami a souciny, jako resSeni rovnic a podobné jsou tim uz vlastné
zadana jistym algoritem a na ostatni, takto nezadatelna, realna cisla se lze do
znacné miry opravnéné divat jako na logické a mnozinové prizraky, kterych se
nelze zadnym zptusobem dotknout a které tedy ani poradné neexistuji.

Misto o ,konkrétnich® ¢i ,algoritmicky zakddovatelnych“ realnych cislech
budeme v souladu se zavedenou terminologii psat o vycislitelngch redlnych cis-
lech. Idea takového ¢isla je prosta. Jméno redlného cisla o € R je kazda po-
sloupnost

1
an) C Q spliujici |a —a,| < — pro kazdé n € N .
) n
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Vydislitelna realna ¢isla pak jsou presné realnd cisla s vycislitelnymi jmény: v
kazdém kroku n algoritmus poskytne aproximaci zlomkem a,,, o némz vime, jak
nejvyse daleko od « lezi.

Definice 4.5.1 (vy¢islitelné o € R). Rediné cislo « je vycislitelné, md-li vy-

cislitelné jméno — existuje algoritmus A: N — Q, ktery pro kaZdy vstup n € N

vypoéte jako vystup zlomek A(n) spliiujici
o — A(n)]| <

3=

Jak to tedy je s w7

Uloha 4.5.2. Pomoci ndm jiZ zndmé identity

Z (_1)n+1 B T
2n—1 4
dokazte, Ze m je vycislitelné redlné cislo.

Cantorovsky vycislitelné ¢islo @ € R mtzeme definovat jako takové, pro néjz
existuje algoritmus A: N — Q2, ktery pro vstupy n € N pocita jako vystupy
dvojice zlomka A(n); a A(n)s splitujic

.A(l)l < .A(Q)l <L a<l-- < A(2)2 < ./4(1)2 a .A(Tl)g — .A(n)1 — 0.
V tomto pojeti tedy A pocitd do sebe vnotfené uzaviené racionalni intervaly
[A(n)l, .A(n)g] ENe

a s délkami jdoucimi k 0.

Uloha 4.5.3. Dokazte, Ze rediné cislo je vycislitelné, prdvé kdy? je Cantorovsky
vycislitelné. UkaZte, Ze algoritmus z jedné definice lze vZdy efektivné transfor-
movat do algoritmu druhé definice.

Uloha 4.5.4. Cislo 7 jsme ale nezavedli tadou, ale jako délku horniho piilob-
louku jednotkové kruznice, viz definice 3.4.16. Davd tato definice, moznd s ne-
jakou upravou, vycislitelnost w?

Uloha 4.5.5. Dokazte, e kazdé algebraické rediné ¢islo o je vycislitelné.

Uloha 4.5.6. Dokaste, Ze soucet, soucin a podil dvou vycislitelngjch redlnych
cisel je vycislitelné redlné cislo.

Jak jsme se uz zminili, vyd¢islitelna ¢isla tvoii spocetnou podmnozinu R.

Uloha 4.5.7. Dokaste, Ze existuje takovd konvergentni posloupnost vycislitel-
nych éisel (an,) C R, Ze lim a,, nend vycislitelnd.
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Za tuto trochu nejapnou tulohu se ¢tendfce omlouvame, nasledujici véta je jiz
mnohem zajimavéjsi.

Véta 4.5.8 (E. Specker, 1949). Ezistuje takovy algoritmus
A:N—=Q,
Ze posloupnost (A(n)) C Q je rostouci a konvergentni, ale jeji limita

lim A(n) e R

n—oo
nent vycislitelnd.

V dikazu véty pouzijeme nasledujici lemma.

Lemma 4.5.9. Necht (¢,) C {0,1} je posloupnost nul a jednicek a soucet fady

8= Z ™"

je vycislitelné redlné cislo. Pak existuje takovy algoritmus U: N — {0,1}, Ze pro
kazdé n € N je

Un) =cp .
Jen ze znalosti vycislitelného jména cisla B tedy lze spocitat jeho kvaterndrni
cifry.

Dukaz. Kdyzy =" 47", ¢, € {0,1}, je soucet jiné fady téhoz druhu, v > 3

’rn

a pro ¢islo n € N je ¢, # ¢, pak zfejmé ¢}, > ¢, a ¢}, > ¢, pro kazdé m < n a

1 1/47+t 2
_ >4 4—k - _ )
v-hz D T 1-1/4 3-4n
k>n
Pokud v > 8, ale ¢; = ¢f,..., ¢, = ¢, pak také zfejmé
1

k>n

U pracuje nasledovné. Pro vstup n € N vypocitd vsechny zlomky tvaru v =
S a7k, ¢ € {0,1}, a porovnd je podle velikosti se zlomkem g = V(m),
kde m =6-4" +1 a V je algoritmus pocitajici vycislitelné jméno cisla 5. Kdyz
se v shoduje s 8 ve v8ech prvnich n kvaternarnich cifrach (tohle U neprovédi,
je to jen nase tvaha), podle druhé pfedchozi nerovnosti je

1 1 1
—ql<|y— —q| < ~ < .
v —ql < |y =81+ q\_3,4n+m 51

Kdyz se v s B v nékteré z prvnich n kvaternarnich cifer neshoduje, podle prvni

predchozi nerovnosti je

1 1

—q>l-B8l-18-q > :
W—dzhy=Bl-18-d2gm - > 5
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Existuje tedy pravé jedno v spliiujici nerovnost |y — ¢| < ﬁ7 totiz v shodujici
se s B ve vSech prvnich n kvaternarnich cifrach, a &/ ho porovnavanim s ¢ snadno

nalezne. Pak U oznami jako vystup n-tou cifru tohoto cisla v a zastavi se. O

Dukaz véty 4.5.8. Z teorie rekurze je dobfe znama existence rekurzivné spo-
¢etné, avsak nerekurzivni mnoziny M C N. To jest, existuje algoritmus 5: N —
N pocitajici prostou funkci, pro jejiz obraz

M=BN)cN

nelze algoritmicky rozhodovat nélezeni — neexistuje algoritmus C: N — {0,1},
aby pro kazdé m € N platilo, ze C(m) =1 <= m € M. To plyne z algorit-
mické nerozhodnutelnosti halting problému. Hledany algoritmus A pak definu-
jeme jako

A(n) = 2478(’“) .
k=1

Je jasné, ze jeho hodnoty tvori rostouci a ¢islem 1 shora omezenou posloupnost
zlomkil, kterd ma tudiz limitu o = 32478 ¢ R. Kdyby redlné ¢slo a bylo
vy¢islitelné, mohli bychom podle lemmatu 4.5.9 pocitat algoritmem jeho kva-
ternarni cifry, tedy algoritmicky rozhodovat pro kazdé m € N, zda m = B(n)
pro néjaké n € N| tedy algoritmicky rozhodovat nalezeni do B(N) = M. To je
ale ve sporu s vlastnosti mnoziny M. O

Prejdeme k pojmu vycislitelné redln€ funkce f: R — R. Bude definovand pro
vSechna realnéa Cisla véetné nevycislitelnych, kterd pfedstavuji naprostou vétsinu
R. Pro jednoduchost se ale omezime na funkce definované na celém R. Méla by
to opét byt funkce, kterou lze beze ztraty informace zakédovat do kone¢ného
objektu, algoritmu A. Intuitivné, A dostane jako vstup jméno realného cisla
a a jako vystup vygeneruje jméno reilného &isla f(a). To si z4d4 podrobnéjsi
vysvétleni, nebot vstupy i vystupy algoritmt mohou byt pouze konecné objekty.
A bude (jednopéskovy) Turingliv stroj

A:N—=Q,

jehoz program je vybaveny specidlnim pfikazem (krokem). Ten umoziiuje A pro
vypocitand ¢isla m € N se dotazovat ordkula O, na hodnoty O,(m) € Q a dat
si tyto odpovédi zapisovat na pasku. Orakulum je definované nize.

Definice 4.5.10 (orakulum realného &isla). Ordkulem O, d¢isla o € R ro-
zumime kazdé zobrazent
1

O4: N = Q spliugici |a— Oq(m)| p

Ordkulum Oy, chdpeme jako ¢ernou skririku, kterd pro jakykoli dotaz m € N sdéli

hodnotu Oy (m) € Q aprozimugici o s chybou nejvyse % Z praktického hlediska
je Oy jménem cisla «.
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A ukonéi vypocet v koncovém stavu, kdy je na pdsce napsany vystup A(n) € Q.
Definice 4.5.11 (vy¢islitelna redlna funkce). Funkce
ffR—=R

je vyéislitelnd, pokud existuje Turingiv stroj A se specidlnim prikazem (popsany
vyse), ktery pro kaidé a € R, kaZdé ordkulum O, ¢éisla o (definované vyse)
a kazdy vstup n € N ukonc¢i po konecné mnoha krocich vypocet s vystupem
A(n) € Q spliujicim

(@) = A(n)] <

S|

Uloha 4.5.12. Ukazte, Ze linedrni funkce f: R — R, f(z) = 3z + 1, je vycisli-
telnd.

vvvvvv

f:RoR, flz)=2>-1,

je vycislitelna. Pro n € N, ¢islo & € R a jeho aproximaci x € Q spliujici
lo — 2] < + méme odhad

17(@) = F@)] < o~ ] - (jal + o) < 2L

Bud nyni déno éislo a € R, jeho ordkulum O, a vstup n € N. Algoritmus A si
zapamatuje vstup n a zeptd se ordkula na ¢ = O,(1). Z ¢ € [« — 1, + 1] plyne
|a] < |g| + 1. Pak A spocité ptfirozené ¢islo

m = [n(2|q] + 3)]
a zepté se ordkula na r = O,(m) € Q. Nakonec A z r vypocita f(r) = r? —
1, napise to pasku a prejde do koncového stavu. Vysledek je vporadku, podle
hotejsitho odhadu a definice ¢isla m mame

If(a)—f(r)ISQ‘a|+l< 2of+1 _ 2Jgl+3 1

m  ~ n(2q+3) " n2lg+3) n

Uvedeny model vycislitelnych realnych funkci je zajimavy, méa vsak urcity
nedostatek ¢i zvlastni rys, ktery je zabudovany jiz v samotné definici a je vy-
svétleny v nasledujici véte.
Véta 4.5.13 (E. Borel, 1912). KaZdd vycislitelnd redlnd funkce
fiR=R

je spojitd.
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Dukaz. Necht f: R — R je nespojita funkce, takZze pro néjaké a € R existuje
€ > 0 a posloupnost (a,,) C R s limitou «, Ze pro kazdé n € N je

[f(@) = flan)| > €.

Predpokladédme, ze f je vy¢islitelna algoritmem A a odvodime spor. Vezmeme
meNs % < § a takové ordkulum O, ¢isla a, Ze pro kazdé k € N je

1

- < — .
o= Oalk)| < 57

Orékulum tedy aproximuje « 1épe, nez musi. Spustime A pro vstup m s timto
ordkulem O, . Po kone¢ném béhu algoritmus vyda zlomek r = A(m) s

1

_ < —
=)l < -
Vezmeme prirozené ¢islo

M = max({n € N| A se v tomto béhu dotazoval na O,(n)}) .

Je dobfe definované, protoze A mohl mit k ordkulu jen koneéné mnoho dotazu.
Vezmeme nyni tak velké n € N, ze |0 —a,| < 537 a oznacime si 8 = a,,. Protoze
O, mé rezervu, lze vzit ordkulum Og ¢isla § tak, ze

0s(k) = Ou(k), k=1,2,.... M

(a zlomky Og(k) € [8— £, 8+ £] pro k > M jsou libovolné). Spustime A znovu,
opét pro vstup m ale s ordkulem Og. Druhy béh A je totozny s prvnim, protoze
A dostavé na své dotazy k ordkulu stejné odpovédi jako pfi prvnim béhu. I
vystup bude proto stejny, opét zlomek r = A(m). Nyni ale

F8) =712 17(8) ~ Fa)l = |f(@) =7 e = = > .

m

To je spor s tim, ze algoritmus A by mél pocitat f(5) pro jakékoli ordkulum Og
¢isla 5. o

I tak jednoduché funkce g: R — R jako
g(0)=1 a g(xr)=0 pro z#0
tedy neni vycislitelna, alespori ne v nami popsaném modelu. Je to ale logické:

zaddnym koneénym poétem dotazll (a vic jich algoritmus k dispozici nemd) k
obecnému ordkulu O, nelze v ptipadé, ze o = 0, zjistit, zda je o nula nebo ne.

Uloha 4.5.14. Necht g: R — R je vycislitelnd funkce a 8 € R je vycislitelné
éislo. Dokazte, Ze g(8) je vydislitelné redlné éislo.

Dalsi tlohy na realné vycislitelné funkce jsou 4.6.8 a 4.6.7.
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4.6 Poznamky a dalsi ulohy

Oddil 4.1. Tvrzeni 4.1.23

0ddil 4.2.

0ddil 4.3. O paradoxu bézkyné se lze vice do€ist v preprintu [29] K. Burnse,
O. Davidovichové a D. Davisové a v literature v ném citované, naptiklad v ¢lanku
[109] J. C. Oxtobyho.

0ddil 4.4. Vyraz ,zpola stejnomérnd konvergence“ pro jistou kvazistejno-
mérnou konvergenci pouziva V. Jarnik [71, Dodatek 1, §3], kdyz ji ve vété 248
presné charakterizuje pripustnost vymény poradi limity pro n — oo a limity
v bodé pro posloupnost funkci (f,,). Pékné jsou posloupnosti a fady funkci a
(kvazi)stejnomérnd konvergence vysvétleny ve skriptech [148] L. Vrany. Prvné
kvazistejnomérnou konvergenci zkoumal C. Arzeld [6], pozdé&ji ji v r. 1948 P.S.
Aleksandrov v [2] zobecnil na posloupnosti funkei z topologického do metric-
kého prostoru (v tomto ¢ldnku P.S. Aleksandrov dokazuje v uvedené obecnéjsi
verzi ekvivalenci podminek 1 a 2 tvrzeni 4.4.12). Dalsi zajimavosti o kvazistej-
nomérné konvergenci obsahuji ¢lanky [38] R. Drozdowskiho, J. Jedrzejewskiho
a A. Sochaczewské a [30] A. Casertové, G. Di Maia a L’. Holé.

0ddil 4.5. Vydislitelna realné éisla a funkce uvazoval E. Borel v r. 1912 v
[19], nepracoval ale s pfesné definovanym pojmem algoritmu. Ten spolu s de-
finici vy¢islitelného redlného ¢isla zavedl Alan M. Turing (1912-1954) (jeden z
tvircu presného pojmu algoritmu, matematik, informatik, kryptograf, marato-
nec, obét britské zlo¢inné justice, badatel v oblasti nulovych bodt funkce ((s),
viz A. Hodges [67]) v pfelomovém ¢ldnku [143]. Vétu 4.5.8 dokdzal E. Specker v
[129], ale A. Turingovi byla asi také jiz znama. O vy¢islitelnych redlnych funk-
cich poprvé pojednali v ¢lancich [57] a [58] A. Grzegorczyk a v [89] D. Lacombe.
Vydéislitelnou redlnou analyzou se zabyvaji monografie [153] K. Weihraucha a
[81] Ker-I Koa (tato pro polynomialni sloZitost). Zajimavé jsou strucné prehledy
M. Bravermana a S. Cooka [21] a L. Blumové [15]. M. Braverman v [20] uka-
zuje, jak vycislitelnost realnych funkci rozsifit tak, aby se napfiklad nespojita
impulzova funkce, zminéna v zavéru oddilu, stala vycislitelnou. Historii vy¢isli-
telné analyzy a konstruktivni matematiky poutavé popisuji v [7] J. Avigad a V.
Brattka, [7, kapitola 2. 9] uvadi pfehled riznych definic vyéislitelnych redlnych
funkci a vztahtt mezi nimi.

Pozoruhodny vzorec pro m, presnéji pro %, zaloZzeny na neobycejné rychle
konvergujici nekone¢né radé a objeveny bratry Chudnovskymi je

1_ i (—1)"(6n)! 13591409 + 545140134n
T = (3n)!(n!)3 6403203n+3/2

Podrobné ho v ném¢éiné dokazuje na asi 40 stranach L. Milla v [101]. Uvadi, ze
kazdy sc¢itanec pridava novych alespon 14 platnych desetinnych mist a Ze tento
vzorec pouzil P. Trueb v listopadu 2016 k vypocétu 7 na 22 - 10'? desetinnych
mist.

Dalsi alohy
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Uloha 4.6.1. Spoditejte limity pro x — +00:
lim (log(x + 1) —logz), lim (v + 1 — /), lim (2*T —27) .
Uloha 4.6.2. Spoditejte limity pro x — 0:
lim log z, lim cos(1l/z), lim xlogx .

Uloha 4.6.3. Ano nebo ne: kdy? funkce f: [0,1] — R nabyjvd kaZdou mezihod-
notu, to jest

a,be[0,1],ceR, f(a) <e< f(b)=3de0,1]: f(d)=c,
potom je f spojitd.

Uloha 4.6.4. Dokazte, e pro kazdou kompaktni mnoZinu N, kde N C M C R,
a spojitou funkci f: M — R je obraz f(N) kompaktni.

Uloha 4.6.5. Ano nebo ne: kazdd kompaktni mnozina A C R md nejmens? a
nejvéetsi prvek.

Uloha 4.6.6. Dokazte, Ze kazdy konvexni mnohothelnik v roviné se dd rozdélit
primkou na dvé ¢dsti se stejnymi plochami a stejnymi obvody.

Uloha 4.6.7. Necht f,g: R — R jsou vycislitelné funkce. Dokaste, Ze sloZend
funkce fog= f(g) je vycislitelnd.

Uloha 4.6.8. Necht f: R — R je rostouct vycislitelnd funkce, zdola i shora
neomezend. Dokazte, Ze inverzni funkce f~1 je vycislitelnd.

Uloha 4.6.9. Jaky cas dosdhl A. M. Turing v maratonu? Vidél jako divdk v
hledisti vitézstvi E. Zatopka v béhu na 10000 m na OH v Londyné v r. 19487
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Kapitola 5

Derivace funkci

V oddilu 5.1 zavedeme derivaci realné funkce f: M — R v bodé a jejiho defi-
ni¢niho oboru M C R. O a pfedpokladame pouze, ze je limitou zprava i zleva
bodt z M rtznych od a. Uvedeme zékladni vysledky okolo derivaci: souvislost
s tenou, spojitosti a extrémy, aritmetika derivaci, derivace slozené funkce. Ge-
ometricky odvodime vzorec pro derivaci kosinu a odvodime vzorce pro derivace
dalsich elementérnich funkeci. Pomoci derivaci dokdzeme transcendenci (nealge-
brai¢nost) exponencidly a logaritmu.

0ddil 5.2 je vénovan dikazu vice nez 115 let staré véty H. Lebesguea: maji-li
vSechny seény grafu funkce f: [0,1] — R omezeny sklon, pak mé f skoro v§ude
tec¢nu.

V oddilu 5.3 uvadime véty o stfedni hodnoté funkce a jejich dusledky a po-
uziti. Tyto véty davaji do souvislosti hodnoty funkce a hodnoty jejich derivaci
(prvniho i vyssich fada). Klasickd a zndmda Rolleova véta umoziiuje napiiklad
dokézat, Ze posloupnost hodnot logaritmu (logn) se nedd definovat zadnou li-
nearni rekurenci s polynomiédlnimi koeficienty. Lagrangeova véta

5.1 Zakladni vlastnosti derivaci

Bilimitni bod, derivace funkce v bodé, derivace a tecna. Lokdlni a globdlni
extrémy funkce. Nutnd podminka extrému a podezielé body. Derivace impli-
kuje spojitost. Aritmetika derivaci. Derivace sloZen€ funkce a derivace inverzni
funkce. Derivace vyssich Tddu, abstraktné i klasicky. Derivace mocninné rady.
Geometrické odvozeni derivace kosinu (a sinu v dloze). Piehled derivact elemen-
tarnich funkci. Transcendence exponencidly a logaritmu pomoci derivovdni.

Derivace patii k hlavnim nastrojim matematické analyzy a vlastné celé fy-
ziky a prirodovédy. Umoznuji nalézt extrémni hodnoty dané funkce a aproxi-
movat ji, nebo i pfesné vyjadfit, pomoci jednoduchych funkei (linedrnich, poly-
nomt, mocninnych fad). Rovnice fyziky, kterymi popisuje nas svét, jsou typicky
rovnice diferencilni, vztahy mezi derivacemi hledanych funkci.
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Definice 5.1.1 (bilimitni bod). Pro a € R a M C R 7ekneme, Ze a je bili-
mitni bod mnoZiny M, pokud pro kazdé § > 0 je

P (a,8)NM#0 i Pt(a, )N M #0.

Ekvivalentné, existuji posloupnosti (by,), (cn) C M, Ze by <bs < - <a<- -+ <
¢y < c1 alim b, =lim ¢, = a.

Bilimitni body zavadime kvtli definici derivace, jen v nich miZe (podle nasi
definice nize) existovat. Na rozdil od limitnich bodt jsou vZzdy vlastni a budeme
je pouzivat v situaci, kdy a € M.

Definice 5.1.2 (derivace funkce v bodé, i jednostranna). Nech?

a€ M CR, a je bilimitni bod M a f: M — R.

Derivace funkce f v bodé a, znacdeno f'(a) & %(a), se definuje jako hodnota
limity
_ B) —
fay o i LD =T e = f@)
z—a T —a h—0 h

kdyz existuje.

Necht P*(a,0)NM # 0 pro kazdé § > 0. Derivace funkce f v bodé a zprava,
znaceno f! (a), je hodnota limity

kdyZ existuje. Podobné definujeme f' (a), derivaci funkce f v bodé a zleva.
Hodnoty derivaci f’(a), f’ (a) a f (a) mohou byt i nevlastni a
fla)=A < [ (a)= Ak fi(a) = A

—srovnej s Ulohou 4.1.12. Pro definovanost f’(a) pfedpokladdme vice nez u
lim,_,, f(z), totiz aby a byl bilimitni bod defini¢niho oboru f, zatimco pro
limitu stac¢i limitni bod. Dtvodem je, Ze s obycejnym limitnim bodem v definici
derivace by obecné neplatil znamy vysledek, Ze f'(a) # 0 vylucuje lokaln{ extrém
f v a (viz Gloha 5.1.13). V uéebnicich analyzy se v definici f’(a) pro jednoduchost
vétsinou predpokladsd, ze f je definovand na néjakém okoli U (a, ¢). Tak si situaci
obcas zjednodusime i my, napiiklad v definici te¢ny.

Uloha 5.1.3. Dokaste, Ze kdyZ a € M C R, kde a je bilimitni bod mnoZiny
M, pak funkce f: M — R md v a vlastni derivaci, prdavé kdyZ existuje funkce

g: M — R, kterd je v a spojitd a pro kazdé x € M spliuje rovnost

f(@) = fla) = (z —a)g(x) .

Jaky je vztah mezi f'(a) a g?
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Vsechny vlastni hodnoty derivaci (a, f'(a)) vytvafeji novou funkci, derivaci
/! ptvodni funkce f.

Definice 5.1.4 (derivace jako funkce). Bud ddna funkce f: M — R defino-
vand na neprdzdné mnoZiné M C R. Necht

N = {a € M | ezistuje vlastni derivace f'(a)} .

Potom funkci
f'*N—=R, ar f(a),

nazveme derivact funkce f.
Defini¢ni obor N derivace funkce f je tedy podmnozinou definiéni oboru M
funkce f a sklad4 se pravé z téch a € M, které (i) jsou bilimitnimi body mnoziny
M a (ii) v nichz ma f vlastni derivaci f'(a) € R. V definici 5.1.33 derivaci vys§sich
f4di se mnozina N oznacuje jako M),

Necht @ € M C R a funkce f: M — R je v bodé a spojita. Pak pro kazdé
€ > 0 existuje 6 > 0, Ze pro kazdé x € U(a,d) bod

(z, f(z)) € R?
grafu funkce f lezi ve vodorovném pésu uréeném rovnobézkami y = f(a) — ¢ a
y = f(a) + . P¥imka zvand te¢na aproximuje graf f jesté lépe, pokud ovSem

existuje. Nez ji definujeme, zavedeme rovinny tihel. Pro ptimku ¢ C R? v roviné,
bod B € { a tihel € € (0, §) jako

V(¢ B,e) CR?
oznadime rovinny uhel s osou ¢, vrcholem B a vrcholovym thlem 2e. Tvoii ho

body, kterymi projde pfimka ¢, oto¢ime-li ji okolo B v kladném i zaporném
smyslu o thel €.

Uloha 5.1.5. Popiste mnoZinu V (¢, B, ) pomoci souradnic analyticky, pomoci
Jistych rovnic a nerovnosti.

Definice 5.1.6 (te¢na). Necht a € R, k > 0 a je ddna funkce
f:U(a, k) = R.
Primku p jdouci bodem B = (a, f(a)) nazveme teénou ke grafu funkce f v
bodé (a, f(a)) — fedeno strucnéji ale nepfesnéji, tenou k f v a — kdyZ pro kazdé
€€ (0,%) existuje 0 € (0,k), Ze
z € Ula, 0) = (z, f(z)) € V(p, B, €) .

Kdyz se tedy blizime k bodu B = (a, f(a)), lezi graf funkce f ve stéle ostiejsich
a ostfejsich tthlech s vrcholem B a osou p.
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Uloha 5.1.7. Ukaste, Ze f nemize mit v a dvé rizné tecny.

Tvrzeni 5.1.8 (te¢na, seCna, derivace). Necht je ddna funkce

f:U(a, d6) =R,
kde a € R a § > 0, a primka p, nikoli svisld, jdouci bodem B = (a, f(a)). Potom
jsou ndsledujict tri tvrzeni ekvivalentny.

1. (Je to teéna.) Piimka p je tecnou k funkci f v bodé a.

2. (Tecna jako limitni secna.) Oznacime-li pro x € P(a,d) pfimku jdouct
body (z, f(z)) a B jako p, a mensi z obou uhli seviengch piimkami p a
pe jako u(x) € [0, 3], pak

;1_1)% u(z) =0.

3. (Tecna pomoci derivace.) Funkce f md v a vlastni derivaci f'(a) a pfimka
p je dand rovnici

y=fla)+ f(a)(x —a).
Dukaz. Implikace 1 = 2. To plyne hned z definice te¢ny, kdyZ totiz bod
(z, f(z)) € V(p, B,e), pak u(z) <e.
Implikace 2 = 3. Necht smérnice piimky p je tan(u,) € R s u, € (=3, §).
Smeérnice piimky p, je
f(z) = f(a)

tan(up, ) = -

(stale u,, € (=%, %)). Mame
T = a= Uy, — U,
protoze thel mezi pfimkami p, a p jde k nule. Funkce tangens je na (-5, %)

2
spojita, takze w — tan(up) a f'(a) = tan(up). Smérnice p je tedy také

—a
f'(a), coz déva uvedenou rovnici pro p.
Implikace 3 = 1. Limita v definici derivace f'(a) ¥ikd, Ze pro kazdé ¢ > 0
existuje 6 > 0, ze

z € P(a, 0) = f(z) = f(a) + f(a)(xz — a) + A(z)(z — a), |A(z)] <e.
Tedy

f(x)_f(a),f/(a) <c.
x—a
Protoze f'(a) je smérnice p¥imky p, lezi bod (x, f(x)) v Ghlu V(p, B, arctane).
Pro € — 0 samoziejmé i arctane — 0. O

Tvrzeni by se stalo elegantnéjsim po vynechani zakazu svislosti p, kdy bychom
ve tfeti ¢asti dovolili nevlastni derivaci f'(a) = o0 a pfislusnou p danou rovnici
x = a. Bohuzel by pak ale pro svislé pifimky p tvrzeni vzdy neplatilo: funkce

F0)=1, f(x)=0 pro z#0,

mé v 0 svislou te¢nu, ale derivace f'(0) neexistuje.
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Uloha 5.1.9. Navrhnéte vhodnou modifikaci v definici 5.1.6 tecny, aby uvedené
rozsirenti predchoziho tvrzeni platilo i pro svislé primky p.

Derivace hraji stéZzejni roli pii urceni lokalnich a globéalnich extrému funkci,
a proto jimi za¢neme jesté pred aritmetikou derivaci. Nejprve zavedeme na-
zvoslovi.

Definice 5.1.10 (lokalni a globalni extrémy funkce). Necht
aeEMCR a f: M—R.

Funkce f md v bodé a (na mnoZiné M)

o lokdlni mazimum, pokud existuje 6 > 0, Ze pro kazdé x € U(a,d) N M je
f(z) < f(a),

e ostré lokdlnd mazimum, pokud existuje 6 > 0, Ze pro kazdé x € P(a,d)NM

je f(z) < f(a),
e (globdlni) mazimum, pokud x € M = f(z) < f(a),
e ostré (globdlni) maximum, pokud x € M,z # a = f(x) < f(a).

Obdobné definujeme lokdlni minimum, ostré lokdlni minimum, (globdlni) mini-
mum a ostré (globalni) minimum, pouze otoéime nerovnost na f(x) > f(a),
respektive na f(x) > f(a). Lokdlni (resp. globdlni) minima a maxima funkce se
souhrné oznacuji jako jeji lokdlni (resp. globdlni) extrémy. Globalni extrém je
pochopitelné také lokdlnim extrémem.

Napftiklad funkce f: R — [0, 1], dand jako f(«) = 0 pro iraciondlni a a f(p/q) =
% pro zlomek g v zakladnim tvaru, mé& v kazdém iracionalnim disle lokalni
minimum s hodnotou 0 a v kazdém racionalnim cisle % ostré lokalni maximum s
hodnotou %. Ma3 tedy lokalni extrém v kazdém bodé, ale zdaleka neni konstantni.

Uloha 5.1.11. Dokazte tvrzeni predchoziho prikladu. Urcete globdlni extrémy
této funkce. Naleznéte jeji derivaci a jednostranné derivace v 0.

Véta 5.1.12 (nenulova derivace vylucuje extrém). Necht
aeMCR atézZ f: M >R,

pricem?Z a je bilimitni bod mnoZiny M. Necht ddle derivace f'(a) € R* existuje
(miiZe byt nevlastni) a nerovnd se 0. Pak funkce f nemd v bodé a lokdlni extrém.

Dukaz. Piepokladdme, ze f'(a) < 0. Piipad f’(a) > 0 je podobny. Bud déno
0 > 0. Podle definice f’(a) a definice limity funkce v bodé tedy existuji takova
Cisla b,c € U(a,d) N M, ze

A _
10~ @) _ o S~ (@)

<0.
b—a c—a

b<a<c a
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Tedy f(b) > f(a) > f(c)—v a neni lokalni extrém. O

Ptedchozi véta je jednim z nejzndméjsich a nejdtilezitéjsich vysledkd v kurzu
matematické analyzy. V kontrastu s vétsinou ucebnic, které predpokladaji f
definovanou na okoli bodu a, je nase pojeti obecné.

Uloha 5.1.13. Ukazte na piikladu, Ze kdyZ v definici 5.1.2 a vété 5.1.12 slovo
,bilimitni“ nahradime slovem ,limitni“, véta 5.1.12 prestane platit.

Kontrapozice dava nasledujici klasickou nutnou podminku existence lokalniho
extrému.

Disledek 5.1.14 (nutné pro lokalni extrém). Necht
aeMCR atéz f: M —R.
Kdyz mad f v a lokdlni extrém, pak
e a nent bilimitni bod mnoZiny M nebo
e f'(a) neexistuje nebo
e f'(a)=0
Dané funkce f: M — R tak miZe mit lokalni extrém jen v ,podezielych“ bodech
Pdz(f) := {a € M | @ neni bilimitni bod M V f’(a) neexistuje V f'(a) =0} .
Jako priklad nalezneme podezielé body a extrémy pro ¢tyii funkce
fisoo s far [, 1] =2 R,

kde
file) = |z], fo(x) ==, fa(z) =2® a fi(z)=segn(z).

Mame
sz(fl) = sz(fB) = {_1’ 0, 1}’ sz(f2) = {_17 1} a sz(f4) = [_15 1]\{0} .

Body —1 a 1 nejsou bilimitni body spole¢ného defini¢niho oboru [—1, 1], ostatni
body jsou bilimitni. Pro kazdé a € (—1,1)\{0} derivace fi(a), fi(a) a f3(a)
existuji a jsou nenulové (f](a) = sgn(a), fo(a) = 1 a fi(a) = 3a?), f1(0) nee-
xistuje (nebot fi (0) = —1a f; ,(0) = 1), f5(0) = 1, f3(0) = 0 a f; ma na
(—1,1)\{0} nulovou derivaci a f;(0) = 4oco. Funkce f; mad v —1 a 1 neostré
maximum a v 0 ostré minimum. Funkce f> a f3 maji v —1 ostré minimum a v 1
ostré maximum. Funkce f4 mé v kazdém bodé a € [—1,0) neostré minimum, v
kazdém a € (0, 1] neostré maximum a v 0 nema ani lokalni extrém. Jiné extrémy
funkce fi,..., f4+ nemaji. Funkce f1, fo a f4 tak maji lokdlni extrém v kazdém
podezielém bodé, ale funkce f3 ho v podezielém bodé 0 nema.

Jesté jednou zopakujeme, Ze v bodé, ktery neni podeziely, funkce lokalni
extrém nikdy nemad, v podezielém bodé ho mit mize a nemusi.
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Tvrzeni 5.1.15 (vlastni derivace = spojitost). Necht
aeMCR atéz f: M —-R,

kde a je bilimitni bod mnoZiny M. Necht ddle ezistuje vlastni derivace f'(a) € R.
Potom je funkce f v bodé a spojita. Analogickd turzent plati pro ob€ jednostranné
derivace a 0bé jednostranné spojitosti (budou se ndm hodit pro konvexni a kon-
kdvni funkce).

Dukaz. Dutkaz kontrapozice implikace. Pfedpokladéame, Ze f neni v a spojita.
Pak existuje § > 0 a takova posloupnost (a,) C M, Ze lim a,, = a ale |f(ay) —
f(a)| > § pro kazdé n € N. Tedy a,, # a,

o | (@) = £(a)

n—00 ap — Q

=400 (nebot |f(ay,) — f(a)] > 9, ale |a, —a| — 0)

a vlastni limita lim;_,, W neexistuje, diky vété 4.1.14. Podobné se argu-
mentuje v jednostrannych pripadech. a

Uloha 5.1.16. Podejte dva primé dikazy predchoziho turzend.

1. Z existence vlastni limity lim,_,, % odvodte spojitost f va v e-d

tvaru.

2. Pomoci aritmetiky limit funkci (tvrzend 4.1.17) z rozkladu f(z) — f(a) =
f@=19) (3 — q) odvodte, Ze limy_,q f(z) = f(a).

r—a

Pokud f’(a) = o0, miize byt funkce f v bodé a spojitd i nespojitd, funkce
sgnz je v 0 nespojitd a (sgnz)'(0) = +oo, ale f(z) = sgn(z)+/|z] ma téz
1(0) = 400, ale je v 0 spojitd. Lehce se najde i piiklad funkce, jez je v bodé
spojita, ale nema v ném derivaci. Existence vlastni derivace f’(a) znamena, ze
f ma v okoli a linearni aproximaci

F(2) = £(a) + F(a)(@ — a) + Alx), kde lim 2

r—a Xl — Q

=0

— chyba A(z) jde pro  — a k 0 fadové rychleji nez identicka funkce.
Uvedeme péar prikladt derivaci, nékteré z nichZ jsme uz pouzili. Necht n je
nezaporné celé ¢islo, pak z": R — R ma derivaci

(™) =na" L.
To plyne z binomické véty, proa € Ra h — 0 je
n n—1
7((1 +h)" —a" = Z (n) a" T = ng™ 4 Z < " >a"_j+1hj — na™ 1.
h im1 \! = T 1
J
Podobné na celém R mame rovnost

() = e



a exponencialni funkce se pfi derivovanim neméni, coz veslo i do anekdot. Podle
h
y e —1

tvrzeni 4.1.9 totiz <5— — 1 pro h — 0 a diky vlastnostem exponencidly tedy i

eth — et ed(eh —1)

= —
h h ‘
Konstantni funkce f.: M — R, f.(x) = ¢ pro kazdé x € M, m4 derivaci
fela)=0

pro kazdy bilimitni bod a € M mnoziny M.

Uloha 5.1.17. Dokazte z definice derivace, Ze pro kaZdou nenulovou konstantu
c € R, kazdou funkci f: M — R a kaZdy bod a € M derivace (cf) (a) existuje,
prdvé kdyz existuje derivace f'(a), a existuji-li, pak

(cf)'(a) =cf'(a) .
Co se zmeéni pro c =07

Funkce sgn(x): R — {—1,0,1} m4 derivaci sgn’(a) =0 proa # 0 a

sgn’(0) = lim sgn(z) _ +00

x—0 €T
Signum m4 v nule svislou a jinde vodorovnou te¢nu (viz definice teény). Funkce
|z| mé derivace |z|' = (—z)' = =1 pro x < 0, |z|' =2’ =1 pro « > 0 a derivace
v 0 neexistuje, protoze derivace zleva tam je —1 a zprava 1. Funkce f: R - R
definovana jako f(z) = 2'/% pro x > 0 a f(x) = —(—z)'/2 pro < 0 je spojita
a ma v nule derivaci
1.11/3
£(0) = lim f@) = lim sgn(@) - 2 7 = lim |z|7%% = 400.
=0 z—0 sgn(x) - || z—0
I tato funkce ma v 0 svislou te¢nu.

Derivace funkce by nebyla tak dilezita a uzitecnd, kdyby se dala pocitat
pouze z definice. Existuje ale jednoduchy kalkul pro vypocet derivace pomoci
aritmetickych operaci a operaci sklddéni funkci a invertovani funkce, ktery nyni
uvedeme.

Tvrzeni 5.1.18 (aritmetika derivaci). Necht a € M C R, a je bilimitni bod
M, f,g: M = R, o, € R a existuji derivace f'(a),¢'(a) € R* (i nevlastni).
Pak plati nasledugjici vztahy.

1. Linearita: (af + Bg) (a) = af’(a) + Bg'(a), je-li pravd strana definovand.
2. Leibniziv vzorec: kdyz je f nebo g spojitd v a, pak
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) ,

je-li pravd strana definovand.
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3. Derivace podilu: kdyz g(a) # 0 a g je spojitd v a, pak

(z)’(a) _ ['(@)g(a) = f(a)g'(a)

je-li pravd strana definovand.

Dukaz. 1. Ponechévame jako tlohu 5.1.19.
2. Necht je g spojitd v a, pfipad f spojité v a je symetricky (dloha 5.1.20).
Podle pfedpokladii a tvrzeni 4.1.17 se (fg)'(a) rovnéa

f@)g(@) — fla)gla) _ . (f(2) = f(a))g(z) + f(a)(g(2) — 9(a))

lim
=ty PO i ) 40 iy 20
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a) .

3. Z predpokladii o g plyne, Ze pro néjaké 6 > 0 nemd g v U(a,d) nulovy
bod, takZe a ztstéva bilimitnim bodem definiéniho oboru funkce 5. Podle pred-
poklad a tvrzeni 4.1.17 se (f/g)'(a) rovna

L 5 B T@ele) = F(@)g(e) + Ha)ge) = [(@)g()
T—a X —a T—a g(z)g(a)(z — a)
f@) = fla) _gla) f@) o) = gla)

= lim lim — lim lim
r—a xr—a r—a g(_’I] g a) r—a g [L’)g a) r—a Tr—a

Uloha 5.1.19. Dokazte pruni ¢dst predchoziho turzeni.

Tato vlastnost operatoru derivovani, jeho linearita, je dulezitou a ¢asto pouzi-
vanou vlastnosti derivaci.

Uloha 5.1.20. Jak piesné frize, Ze ,ptipad spojité f je symetricky“ zjednodu-
Suje dikaz druhé casti?

Je-li v ¢4sti 2 f’(a) nebo ¢’(a) vlastni, je pfedpoklad o spojitosti splnén automa-
ticky diky tvrzeni 5.1.15. Kdyz vSak jsou f’(a) i ¢’(a) nevlastni a f ani g neni v
a spojita, nemusi Leibniziv vzorec platit a existuji k nému slabé protiptiklady.
Totéz v ¢asti 3, oboji ponechavame jako tlohu. Slabym protiprikladem k rovnosti

L=P

rozumime situaci, kdy je prava strana P definovana, ale leva L nikoli. V silném
protiprikladu jsou definované obé strany, ale maji riazné hodnoty.
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Uloha 5.1.21. Owvéite ndsledujici slabé protipriklady.

Tvrzeni 5.1.22 (kdy vzorce neplati). Necht a = 0 a funkce f,g: R — R
jsou dany jako
1
fl) = —ga) = sz pro x£0, f(0)=—+ a g(0)= .
Potom pravd strana Leibnizova vzorce je
(+00) + (+00) = o0,

ale levd neni definovand. Zména f(0) = g(0) = 3 ddvd slaby protipriklad ke
vzorci pro derivaci podilu (pravd strana je +00, ale levd neni definovand).

Uloha 5.1.23. Exzistuji silné protipriklady k Leibnizové vzorci nebo ke vzorci
pro derivaci podilu?

Uloha 5.1.24. Odvodte vztah (z™)" = naz™~1, n € Ny, pomoci Leibnizova vzorce
pro derivaci soucinu.

V nasledujicim vzorci pro derivaci slozené funkce bereme pro jednoduchost
obé funkce definované na okoli uvazovanych bodt.

Tvrzeni 5.1.25 (derivace sloZené funkce). Necht a € R, § > 0,
9:U(a, 6) = R, f:U(g(a), §) = R,
existuji derivace g'(a), f'(g(a)) € R* (i nevlastni) a funkce g je spojitd v bodé
a. Pak
(f(9)(a) = f'(g(a)) - ¢'(a) ,
je-li pravd strana definovand.

Dukaz. Z predpokladu plyne, ze f(g) je definovand na okoli bodu a. Nejprve
vyFesime pfipad, Ze na néjakém okoli bodu a je g(z) = g(a). Pak ¢'(a) = 0,
1'(g(a)) je vlastni (aby byla prava strana vzorce definovand, (+00)-0 je neurcity

viraz) a jisté
(F(9))(a) = 1im £ = Fl9(a))

T—a T —a

=0

jako limita funkce identicky nulové na prstencovém okoli bodu a. Vzorec tak
plati, 0 = f'(g(a)) - 0.

Predpoklddejme tedy, Ze libovolné blizko u a médme body z, pro néz g(z) #
g(a). Aritmetika limit (tvrzeni 4.1.17) a vzorec pro limitu slozené funkce (tvr-
zeni 4.1.24 a tloha 4.1.26) pak pro (f(g)) (a) davaji hodnotu

lim FW@) = flg(a))  _ . fle(2)) — f(g)(a>) i 9®) — 9(a)
g

r—a Tr— a r—a g(x) — (a r—ra Tr—a
o T S@)
B yig(a) y —g(a) g(a)
= f'(9(a))-g'(a)



Tento vypocet uz neprobihd na néjakém celém okoli bodu a, ale jen na jeho
podmnoziné vzniklé vyhozenim feSeni = rovnice g(x) = g(a), protoze na nich
neni predpredposledni zlomek definovany. Diky predpokladu ale a zustava li-
mitnim bodem této podmnoziny a muzeme tak, jak jsme to udélali, zkusit
pouzit pro predpfedposledni zlomek vzorec pro limitu sloZené funkce. Pokud
g(x) # g(a) na né&jakém prstencovém okoli bodu a, je vypodet spravny (vime, ze
lim,_,, g(z) = g(a)). Kdyz tomu tak neni, je g(a,) = g(a) na néjaké posloup-
nosti (a,) C P(a,d) jdouci k a. Pak ale opét

protoze predposledni zlomek se rovna nule pro kazdé x = a,. Opét je tedy
derivace f’(g(a)) nutné vlastni (jinak neni pravad strana dokazovaného vzorce
definovana a neni se o ¢em bavit). Vné&jsi funkce

fy) — f(g(a))

P(g(a).0) 5y TL =8

, gla) = f'(g(a)) ,

pak je v bodé g(a) spojitd a vzorec pro limitu sloZené funkce, v némz jsme tuto
vnéjsi funkei slozili s y = g(z), je i ted pouzit spravné. m|
Po tvrzeni 5.1.22 uz muzeme slaby protipfiklad ke vzorci pro derivaci sloZzené
funkce svérit ctenari.

Uloha 5.1.26. Najdéte takové funkce f a g, Ze po wvynechdni piedpokladu o
spojitosti g v bodé a tvrzeni 5.1.25 piestane platit. Radi bychom, aby f(g) byla
definovand na okoli bodu a (kdyz a meni bilimitnim bodem defini¢niho oboru
f(g), pak (f(g)) (a) neezistuje z definice, coZ jako protiptiklad je moc snadné).

Uloha 5.1.27. Zformulujte a dokaZte zobecnéni tvrzeni 5.1.25 pro situaci, kdy
a, resp. g(a), je pouze bilimitnim bodem defini¢niho oboru g, resp. f.

Tvrzeni 5.1.28 (derivace inverzni funkce). Necht
aeMCR, f: M —- R je prosta funkce,

a je bilimitni bod mnoZiny M, existuje derivace f'(a) € R* (miZe byt nevlastni),
b= f(a) je bilimitni bod mnoziny f(M) a inverzni funkce

[l f(M) 5 R
je v bodé b spojitd. Pokud f'(a) # 0, pak md f~! v bodé b derivaci a
1 1

T e FUTIR)

Kdyz f'(a) = 0 a f je rostouci (resp. klesajici), pak (f=1)'(b) je +oo (resp.
—00).

(f71' ()
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Diikaz. Pro f/(a) # 0 mame, podle definice derivace, podle rovnosti f(a) = b
a podle aritmetiky limit funkei (tvrzeni 4.1.17), rovnost

1 Rl B ©)

= lim
fla)  a=a flz)—b
Do funkce dané poslednim zlomkem dosadime prostou funkci z = f~1(y) a
pouzijeme vzorec pro limitu slozené funkce (tvrzeni 4.1.24 se splnénou druhou
podminkou, vnitini funkce je totiz prosta). Protoze lim, ,, f~!(y) = a diky
spojitosti f~1 v b, dostaneme
1 N e €7) B (O N i () Bl el 1)

@ Ty s om0

Kdyz f'(a) =0 a f roste, pak pro kazdé £ > 0 existuje § > 0, ze

flz) =b
x— f7H(b)

z€(a—d,a)NM = €(0,¢)

i (Citatel i jmenovatel zméni znaménko)

flx)-b
z— f~1(b)

Argument tak stale funguje, pouze vychozi ﬁ nahradime 4o00. Podobné pfi

z€(a,a+6)NM= €(0,¢).

klesajici f se (0,¢) nahradi (—¢,0) a ﬁ nahradime —oo. a

Uloha 5.1.29. Provérte, Ze dva ndsledujici dusledky vypljvaji z piedchoziho
turzent a tvrzent 4.2.51.

Dausledek 5.1.30 (derivace inverzu na intervalu). Necht a je vnitini bod
intervalu I C R,
f: I =R je prostd spojitd funkce
a existuje derivace f'(a) € R*. Potom je f monotdnni a jeji inverz md v bodé
b= f(a) derivaci
1
F0) = 55—
f'(a)

kde % znamend —oo ¢i +00, podle klesajici ¢i rostouct f.

Dusledek 5.1.31 (derivace inverzu na uzaviené mnoziné). Necht a je bi-
limitni bod uzaviené mnoZiny M C R,

f: M — R je prostd monotonni spojitd funkce

a existuje derivace f'(a) € R*. Pak md inverz k f v bodé b = f(a) derivaci
1
—1y/ b) = ,
Y0 = 5

kde % znamend —oo ¢i +00, podle klesajici ¢i rostouct f.
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Uloha 5.1.32. Méjme funkci f, jez md inverz g = f=1, tedy © = f(g(x)).
Podle vzorce pro derivaci sloZené funkce je
1 /
L=(f(9) =Ff'(9)-9 atedy < =9"=(f") .
f"(9) U=
Vzorec pro derivaci inverzni funkce tak je specidlnim pripadem ¢i dusledkem
vzorce pro derivaci sloZené funkce. Opravdu?

V definici 5.1.4 jsme zavedli derivaci jako operator na funkcich, ktery z dané
funkce vyrobi novou funkci. Mtizeme ho pouzit opakované, ¢imz vzniknou deri-
vace vysSich fada.

Definice 5.1.33 (derivace vysSich ¥adu). Bud ddna neprazdnd mnoZina

M C R a na ni definovand funkce f: M — R..

Pron € Ny definujeme postupné indukci dvé stejné dlouhé konecné ¢i nekonecné
posloupnosti mnozin a funkct

MO SMO SMD 5...oM™W 5.0 g fO: MM SR

tak, z2e M© = M, fO = f a jsou-li M a f) jiz definované, sklddd se
MO privé z téch bilimitnich bodi mnoziny M, v nich# existuje vlastni
derivace (f™)', a

MO 5 s f(n-‘rl)(a) — (f(n))/(a) .

Posloupnosti konci posledni neprazdnou mnozinou M™ . Rekneme, ze f(™ je

derivace funkce f n-tého vddu. Pro fO, f@) f&) @) pousivdme také zna-
end f', f", ", fV, ... a S misto fV.
Tteba pro

f(x) =|z|: R = [0,+00)

mame M(©) =R, MM = R\{0}, f/(z) = sgnz a M™ = R\{0}, f™(z) =0
(konstantni nula) pro kazdé n > 2. Jiny pfiklad: pro

flx)=2F:R> R, ke Ny,
méame M) =R pro kazdé n € Ny,
f™ (@) =k(k—=1)...(k—n+1)z"™ pro n <k

(prazdny souéin s n =0 je 1) a f(z) = 0 (konstantni nula) pro kazdé n > k.
Jak muze vypadat funkce s posloupnosti derivaci vyssich fadu koncici po konecné
mnoha krocich?

Uloha 5.1.34. Dokaste, Ze pro funkci
2

[:Q—=Q, f(0)=0 a f(p/<1)=%3 pro p/q# 0

(¢isla p a q jsou nesoudélnd), je M) = {0} a tedy trividné M) = ().
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V definici 5.1.33 tedy nepovolujeme nevlastni hodnoty derivaci. Pro néktera
pouziti derivaci, zejména ve vétach o stfedni hodnoté, je tato definice prili§
benevolentni. Pro existenci vlastni f(")(a) podle ni staci, aby byla predchozi
derivace f("~1) definovans jen na né&jaké mnoziné obsahujici a jako svij bili-
mitni bod. Véty o stfedni hodnoté viak potiebuji definovanost f(*~1) na celém
intervalu. Proto se v nich pfiklonime ke klasickému pojeti derivaci vyssich radu,
kdy existence vlastni f(")(a) znamena definovanost f("~%) na okoli bodu a.

Definice 5.1.35 (derivace vyssich Fadua klasicky). Pro a,§ € R, § > 0,
n € Ny a funkci
f:U(a,0) = R

definujeme f©O) = f a pro n > 0 rekurzivné
F™(a) = (f™ VY (a), pokud funkce f™V:U(a, ') - R
pro néjaké &' € (0,6] a md v ¢isle a vlastni derivaci.

Zavérem oddilu uvedeme piehled derivaci nékterych funkci. Mnoho jich lze
spocitat derivovanim mocninnych fad, viz tloha 4.2.2.

Tvrzeni 5.1.36 (derivace mocninné fady). Nechl r > 0 a tada

D ar”

absolutné konverguje. Pak pro kazdé x € (—r,r) Tady

g anz" a g na,z™*

absolutné konverguji a, pro libovolné ag € R, funkce
folerm) =R, f@) = a0+ Y ana”

md na celém intervalu (—r,r) vlastni derivaci f'(xr) = na,z" 1.

Dukaz. Tvrzeni o absolutni konvergenci vyplyva z ¢asti 1 tvrzeni 3.1.25. De-
rivaci nejprve spocteme v = 0. Pro nenulové h € (—r,r) podle tvrzeni 3.1.22
pro h — 0 mame

nhn_ ) )
a0+zfz aozzanhn_1=a1+hzanhn_2—>a1,
n>2

coz je skuteénd soudet fady > na,r" "' v 2 = 0. Necht nyni 0 < = < r, p¥ipad

—r < x <0 je podobny. Pro h € R, h # 0, an € N, n > 2, si pfipravime jeden
odhad. Podle binomické véty a identity

(i1) = s ()
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mame

2”: |~ 1(?%) kS Z <|h|> <Z+2) |h|n2(1;-2|hl/:v)"

Pro h € P(0,"5%) pak podle tvrzeni 3.1.22, binomické véty a naseho odhadu
mame nerovnost

1 n n n—1
’h<ao+2an(x+h) —ao—Za”m ) —Znana:
|h| h|* (n A"t (n
Z|an|x +— +o
T 3 " n
n>2

h h r+
B> wlano+ i < B 5wl (Z42)

n>2 n>2
S|hl

2

IN

)

kde S < +o0 je soucet posledni rady, jez konverguje podle ¢asti 1 tvrzeni 3.1.25.
Pro h — 0 tedy vychozi absolutni hodnota jde k 0 a derivace funkce ag+ > a,z™
vzije Y na,x" L. O

Protoze pro kazdé n € N, ba i kazdé n € Ny, je (a,z")" = na,z" !, ¥ika se,
ze derivace mocninné fady vznikne jejim zderivovanim clen po ¢lenu. Existuje
mocninnd fada ag + Y a,2™, kterou derivace nezméni? Ano, je to piesné ta, jez
pro kazdé n € N spliiuje

ap
n!

_ _ Ap—1
nanz” = ap_12"1, tedy a, =

a celkem a,, =

(zde jsme se ovSem opfeli o vétu 3.6.15, Ze rovnost funkei uréenych mocninnymi
fadami je totéZz jako rovnost jejich koeficienttt). Derivovdnim se tedy neméni
pravé a jenom mocninné rady

o0
apz"” -
E = Qg€
n!

n=0

(konvergujici absolutné na celém R), kde ag € R je libovolné.
Znovu jsme tak odvodili, ze (e”)" = e”. Nalezneme nyni derivace funkci sin z
a cos z. Zderivovanim mocninnych fad z véty 3.4.23 ¢len po ¢lenu dostavame

. s (—1)n$2n+1 / e (_1)71x2n
(sma:)’z(Z' zzilzcosx
— (2n+1)! —  (2n)!
> n 2n n 2n—1
(cosz)’ (nz;) ) :Z:: 2n—1 = —sinz .
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Tedy, shrnuto, (sinz)’ = cosz a (cosz)’ = — sinz, na celém R. Derivace vyssich
radu se tak opakuji s periodou ¢tyfi:

((sinx)(")> = (sinz, cosz, —sinx, —cosx, sinx, cosz, ...)
n>0

((cosx)(")) = (cosx, —sinz, —cosz, sinx, cosx, —sinz, ...).
n>0

Tak snadno to ale se sinem a kosinem nevyfidime. Kdybychom ted odvozeni
jejich derivaci ukondili, ukdzkové bychom spachali zlo¢in diikazu kruhem (bohu-
zel, v nékterych zavedenich sinu a kosinu v literatuie se kruhova argumentace
vyskytuje). Vétu 3.4.23 jsme totiz jesté nedokdzali. K jejimu dikazu se sice uz
blizime, bude ale zaloZen na Taylorové rozvoji funkce, ktery ovSem predpoklada
znalost derivaci vyssich fadt rozvijené funkce. V definici 3.4.20 jsme obé funkce
zavedli geometricky a jen z této geometrické definice musime odvodit jejich de-
rivace.

Tvrzeni 5.1.37 (sin’ a cos’ z geometrie). Pro kazdé x € R je
(sinz) =cosz a (cosz) = —sinz .

Dukaz. Dokazeme druhy vzorec a prvni nechdme ¢tenéfce jako tlohu 5.1.39.
Necht
A=(a,b)eC a B=(c,d)eC, a,b,¢,d>0,

jsou dva razné body jednotkové kruznice C' v prvnim kvadrantu a h,i > 0
jsou délky obloukt spojujicich bod (1,0) v kladném sméru s body A, B. Necht
a<c,tedy b>dah > i, auvazme dva trojihelniky T = ABD s D = (a,d) a
U=AEF s E=(0,0)a FF=(0,b). U vrcholi D a F maji pravé thly. Bod A
nechame pevny a bod B k nému posouvame. Pak se usecky AB a AE stavaji
témér kolmymi a trojuhelniky 7" a U se stavaji témér podobnymi: U vznikne
otocenim T kolem A po sméru hodinek o thel 5 a zvétsenim. Délka tisecky AB
je také skoro h —i. Tedy

Sy o a—C —|DB|_—|FE|__7__'
(cos)'(h) = Mim 5—5 = i Topr = Tap; — 1 Sk

Musime ale zdivodnit druhou a tfeti rovnost, ostatni jsou trivialni. Jednak
potfebujeme, aby pro B — A platilo &_BZ‘ — 1. Ale zfejmé h — i > |AB| a
tloha 3.4.15 d&va (G je stied usecky AB)

[AB|?
4

|AB?
2 )

h—i<AB|+2(1—EG|)=|AB|+2<1— 1 )<|AB+
coz dokazuje limitu 1. Déale potfebujeme, aby se pro B — A tihel mezi Gseckami
AB a AFE 1isil od § o veli¢inu jdouci k 0, ¢imz pomér obou pomért délek pro
odpovidajici dvojice stran trojuhelnikd 7" a U pujde k 1. Ale to je jasné, protoze
tthel u vrcholu E' v rovnoramenném trojiuhelniku AEB jde k 0. Tim jsou obé
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rovnosti dokdzané. Predpokladali jsme ale, Ze a < ¢, a spo¢tené limity tak jsou
jednostranné. Ale jednoduse se ovéri, Zze pro a > ¢ a b < d dostaneme totéz
a vysledek tak plati jako normalni limita. Pro 0 < h < § jsme tedy dokazali
vzorec (cos)'(h) = —sinh, ale v krajnich bodech h = 0 a h = 7 ho stle
méame jen jako jednostrannou derivaci. Podle tvrzeni 3.4.22 jsou ale kosinus a
sinus 27-periodické funkce a pro kazdé h € R plati vztahy cos(—h) = cosh,
sin(—h) = —sinh, cos(m — h) = —cosh a sin(r — h) = sinh. To vzorec pro
derivaci kosinu rozsifuje na vSechna h € R (tloha 5.1.38). |

VVVVV

2 [0, 3], ¢iviastne (0,75), na cele R?

Uloha 5.1.39. Dokazte, Ze (sinx)’ = cosz.

Pfipomerite si funkce tanz, arcsinx, arccosx a arctanx v definici 3.4.21.
Nyni zrekapitulujeme a doodvodime derivace zékladnich elementarnich funkci.

Tvrzeni 5.1.40 (prehled derivaci). Mdme ndsledujici derivace.

1. Na R je (e*) = ¢e*, (sinz) = cosz, (cosx) = —sinx, (arctanz)’ = ﬁ
a, pro n € Ny, (z") = na""!. Specidlné je derivace konstanty vsude
nulovd.

2. Vzorec (z") = na"~! plati pro zdiporné n € Z na R\{0} a pro neceloci-
selné n € R na (0, 400).

3. Na (0,400) je (logz)' = 2 a na R\{kn + Z | k € Z} je (tanz)’ = L

(cosz)? "

4. Na (—1,1) je (arcsinz) = \/11_? a (arccosz) = —

1—22’
Diikaz. 3. Vzorec pro derivaci logaritmu plyne z (*) = e a disledku 5.1.30:

1 1 1

1 g = = — .
(ng) (em)/ OlOgI elog T

Derivace tangensu plyne z derivaci sinu a kosinu, vzorce pro derivaci podilu
(¢4st 3 tvrzeni 5.1.18) a identity sin® x + cos® z = 1:

sinx>/ _ (cosz)(cosz) — (sinz)(—sinz) 1

(tanz)" = (

cosx cos? z cos?2z

1. Derivace funkci e*, sinx, cosz a 2" s n € Ny jsme odvodili jiz dfive.
Derivace arkus tangensu plyne z derivace tangensu, disledku 5.1.30 a identity

2 _ 1 v . v . . -2 2 _ . / 7
cos® & = . (coZ je vlastné identita sin® 2 +cos® z = 1): (arctan x)’ se rovnd

1
(tanz)’ o arctan

1 1
1+ tan®(arctanz) 1422

= cos?(arctanz) =
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2. Vzorec pro derivaci mocniny x™ se zapornym exponentem n € Z plyne z
pripadu nezaporného celého exponentu a ze vzorce pro derivaci podilu:

(2" = (1)’ I | ) L

:C—Qn

Pro n € R\Z pouzijeme vyjadieni 2™ = 198 které zderivujeme pomoci vzorci
pro derivaci exponenciély, slozené funkce (tvrzeni 5.1.25) a logaritmu:

(enlogz)/ _ enlogz . (nlogx)’ — 2. 77,/1’ _ nInfl .

4. Derivace arkus sinu a arkus kosinu plynou z derivaci sinu a kosinu, di-

sledku 5.1.30 a opét identity sin® z+cos? z = 1 (v podobéch cosx = /1 — sin? x
asinxz = /1 — cos? x): (arcsinz)’ se rovnd
1 1 1 1

(sinz) oarcsinz  cos(arcsin ) - \/1 _ sin?(arcsin z) V1 a2

a (arccosz)’ se rovné

1 1 1 1

(cosz) oarccosz  —sin(arccosz) /1 — cos?(arccos ) o VI—a?

O

Funkce f = e* je tedy pevnym bodem ¢ili jednocyklem operatoru derivovani,
f" = f. Jak jsme uz uvedli, funkce f = sin z je lenem étyteyklu £/, £/, f, f&*) =
f obsahujiciho ¢tyfi rtizné funkce +sinz, + cosz.

Uloha 5.1.41. Pro kazdé k € N wvedte priklad funkce f: R — R, kterd md na
R k-tou derivaci, |{f, ', f",..., f&* DV} =k a f* = f.

Uloha 5.1.42. Zderivujte funkce: %, 3%, \/1 4+ /1 + /.

Uloha 5.1.43. Mnozina
F={f(x) =cx®: (0, +00) = R | a, c € R}

konstantnich ndsobki mocnin se derivovdnim zobrazuje do sebe, kdyz f € F,
tak i f' € F. Rozhodnéte, zda je toto zobrazeni prosté a zda je na.

Je zajimavé, ze derivace transcendentnich funkci logz, arctanx, arcsinz a
arccos x vychazeji jako algebraické funkece, po fadé 1/x, 1/(1 + 22), 1/v/1 — 22
a —1/4/1 —22. Funkce f: M — R, kde mnozina M C R je neprazdna, je al-
gebraickd na M, kdyz existuje nenulovy redlny polynom P(z,y) o dvou pro-
ménnych, ze pro kazdé ¢ € M je P(c, f(c)) = 0. Neexistuje-li takovy polynom
P, je funkce f transcendentni na M. Ze posledni ¢éty¥i funkce jsou algebraické
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na svych defini¢nich oborech je jasné, tfeba pro funkci 1/v/1 — 22 stadi vzit
polynom

P(z,y)=(1-2%)y’ -1,
ale pro¢ jsou predchozi ¢tyfi funkce transcendentni? Da se to dokazat tieba
prévé pomoci derivaci a predvedeme to pro exponencidlu a logaritmus. Pomiize
nam nésledujici dloha.

Uloha 5.1.44. Dokazte, Ze kdy? je bijekce f: M — N algebraickd na M, potom
jeji inverz f~1: N — M je algebraicky na N.

Véta 5.1.45 (transcendence exponencidly a logaritmu). Funkce
e’ =exp(x): R — (0, +00) a logz: (0, +o0) = R

jsou transcendentni na kaZdém otevieném intervalu: kdyZ P(x,y) € Rlx,y] je
redlny polynom s dvéma proménnymi, 0 < b < ¢ jsou redlnd c¢isla a pro kaZdé
a € (b,c) je

P(a, loga) =0,
pak je P nulovy polynom (md véechny koeficienty nulové). Totéz plati pro funkci
e” a kaZda dvé cisla b < c.

Duikaz. Podle tlohy 5.1.44 je transcendence funkci log x a e® ekvivalentni. Do-

kézeme transcendenci funkce e®, ktera se snaze derivuje, na libovolném otevie-

ném intervalu (b, ¢). Nejprve ale dokdZeme, Ze pro kaZdou nenulovou raciondlni
a(z)

funkei 775 a kazdou nenulovou konstantu a € R je (¢/p) # agq/p. Kdyby totiz

platila rovnost (¢/p)’ = aq/p, podle vzorce pro derivaci podilu méme

qp—aqp' =aqp,
coz je kvuli stupiiim polynomt nemozné, leva strana ma vzdy mensi stupen nez
prava.

Necht je pro spor P(z,y) nenulovy redlny polynom s nejmensim y-ovym
stupném k € Ny, Ze na intervalu (b, ¢) plati rovnost P(a,e®) = 0. PfepiSeme ji
jako

(e)® + (") tri(a) + (M) Pra(a) + - +1ri(a) =0
s néjakymi racionalnimi funkcemi r;(z). Jisté k > 1 a protoZe e® # 0 pro kazdé a,
néktera racionalni funkce r;(z) je nenulova. Zderivovanim podle a a ode¢tenim
zderivované rovnice od k nasobku ptvodni rovnice obdrzime vztah

(e)"(ru(a) = 7 (a)) + (") 72 (2ra(a) — ry(a)) + - + (kri(a) — 14 (a)) = 0,

platny opét pro kazdé a € (b, ¢). Podle vodu diikazu je ale jr;(x) —r}(z) # 0,
takze (kdyZ odstranime jmenovatele raciondlnich funkci v zévorkdch vynéso-
benim vhodnym polynomem) dostdvdme nenulovy polynom Q(zx,y) s y-ovym
stupném nanejvys k — 1, Ze opét Q(a,e*) = 0 pro kazdé a € (b, ¢). To je ale spor
s minimalitou k. a

Uloha 5.1.46. Podejte primy dikaz transcendence funkce e* ¢&ilogx na R &
na (0, +00) bez pouZiti derivact, pomoct ristu u +o00.
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5.2 Lebesgueova véta o seCnach a tecnach

Lebesgueova véta o secndach a tecndch. Pasdz v klasické landauovské matematicke
némciné. Dukaz Lebesgueovy véty a pdr uloh na zdvér.

Seéna grafu funkce f: M — R je kazd4 piimka v roviné R? prochazejici
néjakymi dvéma rtiznymi body (a, f(a)) a (b, f(b)) na grafu f (tedy a,b € M a
a #b). Jeji sklon je podil %ﬁ(@ Dokazeme nésledujici vétu.

Véta 5.2.1 (H. Lebesgue, 1904). Necht a,b,c € R sa < b a hodnoty funkce
f:]a,b] = R pro kaZdé dva rizné argumenty xz,y € [a,b] spliuji nerovnost

‘f(y)—f(w)
y—a

<c.

Potom pro kazdé e > 0 existuje takovd posloupnost intervali (1,), I, = [an, by] C
R, Ze

{z € [a, b] | neexistuje vlastni derivace f'(x)} C U I, a Z b, —an] <e.
n=1

Jinymi slovy: maji-li vSechny sec¢ny grafu funkce f omezeny sklon, pak ma f
skoro vSude te¢nu. Obrat ,skoro vSude“ znamend, ze doplnék uvazované mno-
ziny —mnozina &isel z € [a,b], kde f'(x) € R neexistuje—se da pokryt po-
sloupnosti intervalti s libovolné malou celkovou délkou. Takovym podmnozindm
R se fikd mnoziny miry nula. TakZze: maji-li vSechny se¢ny omezeny sklon, pak
mnozina ¢isel z € [a, b], kde f nem4 teénu, méa miru 0.

Uloha 5.2.2. Ukaste, Ze jind definice mnozin miry nula, v niZ se povoli i ko-
necn€ posloupnosti pokryvagicich intervald, je ekvivalentni pivodni definici.

Uloha 5.2.3. Pro¢ je predesld parafrdze véty opravdu jeji parafrdzi, je s ni
ekvivalentni?

Uloha 5.2.4. Ukazte, Ze bez ijmy na obecnosti lze ve vété vzita =0, b=1 a
c=1.

Véta i s dikazem je pfevzata z [90, str. 35-39], klasické knihy E. Landaua a
D. Gaiera. Uvedme pro zajimavost uryvek originalu.

8 5.
Satz von Fatou.

Satz (von Lebesgue).
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Voraussetzung: Fs sei f(x) fir 02z =1 reel,
_ !
r—x fir0<2<1,0<2' <1,z +2'.
|A(z,2")| =1
Behauptung: f(x) ist fir 0 < x <1 bis auf eine Nullmenge
differentiierbaar.

Vorbemerkung: Fiir p > 0, a < 8 lehrt die triviale Trans-
formation

f@) = g Flat (8- a))

den entsprechenden Wortlaut fiir das Intervall o < 2 < 3 bei der
Annahme A <p.
Beweis: 1. Es sei 0 < € < 2. Man wéhle / und die (...)

Nyni vétu 5.2.1 dokazeme.

Dukaz. (G. Faber, 1910; E. Landau, 1929; autortiv pieklad a tpravy, 2018.)
Necht je tedy (podle tlohy 5.2.4) f: [0,1] — R funkce spliiujici \%{/(y)\ <1,
jakmile z,y € [0,1] a  # y. Takova funkce je pochopitelné spojitd (je dokonce
lipschitzovskd, viz tlohu 4.2.3). Ve shodé s E. Landauem si pro riznd ¢isla
x, 2’ € [0,1] oznacime

f(z) — f=)
Tz —a

Az, 2') =

a vezmeme ¢ € (0,2). Intervalem budeme v dikazu rozumét interval s kladnou
délkou. Pro (k + 1)-tici €éisel T = (0 = xp < 21 < --- < x = 1) jako d(T)
oznacime délku lomené ¢ary spojujici po fadé k + 1 boda

(07 f(O))a (.131, f(xl))7 L) (17 f(l))
lezicich na grafu funkce f a vezmeme supremum téchto délek
s=sup({d(Z) |xz; €[0,1], 0=xo<x1 <--- <zt =1, keN}).

Diky vychozi vlastnosti funkee f je d(Z) < 2 pro kazdé T (loha 5.2.5), takze i
s < 2. Zvolime pevné néjakou (I 4 1)-tici

T=0=zp<a1<---<a;=1),

d(T) >s—¢e*.

Vezmeme libovolny podinterval I = I; = [z;,2;41], 0 < j < 1 —1, a diky
spojitosti funkce A(z,z’) v kazdé proménné x a z’ (pfedbihdme ted ponékud
do Matematické analyzy II) vidime, Ze bud neexistuji dvé rtizn4 ¢isla x, 2’ € I's

oz, ') == A, o) = Alz), 2541)| 2 €
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nebo takova dvojice z,x’ existuje a lze o ni navic predpokladat, Ze ze vSech
téchto dvojic ma maximalni vzdalenost |z — 2’| (dloha 5.2.6).

Pro interval I provedeme néasledujici kostrukci, kterd bud ani nezacne (kdyz
ona ¢isla x, 2’ neexistuji) nebo skonéi po koneéné mnoha krocich nebo pokracuje
bez konce. Pro podinterval J C I jako (J) oznacime jeho vnitiek a jako |J| jeho
délku. Budte tedy

&, § €l =1I; = [z, 2j1]

dvé riiznd ¢&isla s p(&1,&]) > € a s maximélni hodnotou |&; — &}|. Jako K; ozna-
¢ime interval s konci & a &]. MnoZzina I'\(K7) se kromé& p¥ipadnych izolovanych
bodu skldada z nejvyse dvou uzavienych intervali. S kazdym nalozime stejné
jako s intervalem I a nalezneme v jednom z nich dva rtizné body &2, &) spliiujici
©(&2,&,) > € (funkce ¢ je definovana vyse) a |z — /| < |2 — & pro kazdé dva
rizné body z,z’ s p(x,z’) > € a vybrané (oba) z libovolného z téch nejvyse
dvou intervalt. Jako K5 ozna¢ime interval s konci &5 a &, a pokracujeme déle
stejné. V obecném kroku mame méme uzaviené intervaly K1, Ko, ..., K1 C 1
s disjunktnimi vnitfky a uvazime mnozinu

M =I\((K1) U (K2) U+ U (Kp-1)) -

Ta se, odhlédneme-li od izolovanych bodi, skladd z nejvyse m uzavienych in-
tervali. V kazdém z nich nalezneme, je-li to mozné, dvojice ruznych bodu s
( > ¢ a mezi nimi ty s maximalni vzajemnou vzdalenosti. Vezmeme pak dvojici
bodti, jez mé tuto maximalni vzdéalenost nejvétsi, oznacime ji jako body &, a
&/ a uzavieny interval mezi nimi jako K,,. Pokud konstrukce nikdy neskonéi,
je ziejmé (K, maji disjunktni vnitiky), ze

D> K| < 400 a [Kny| = 0.

m=1

Kazdopadné (Jedenfalls, jeder = kazdy, der Fall = pad — éestinu, jak znadmo,
obrozenci stvofili piekladem néméiny) maji intervaly K, nasledujici dvé vlast-
nosti (Eigenschaften, eigen = vlastni, atd.).

1) Kdyz x,2’ € I s  # 2’ a pro n&jaké m € N mame « ¢ Ky U---U K,
¥ & (K1) U- - U (K,;,) a interval s konci z a 2’ obsahuje néktery z intervali
K17. .. ,Km, pak

oz, 2") <e.

Platila-li by totiz opa¢na nerovnost, zvolili jsme obsazeny interval béhem kon-
strukce $patné jako moc kratky.
Q)Kdyzz, 2’ elsx#a2, 2 g K1UKyU... aa’ & (K1)U (K2)U..., pak
rovnez
oz, 2") <e.

Kdyz totiz interval s konci = a a2’ obsahuje néktery interval K,,, plyne to z 1).
Jinak pro kazdé m € N lezi oba body = a 2’ v nékterém z nejvyse m uzavienych
intervald mnoziny M. Kdyz konstrukce skonéila po koneéné mnoha krocich s
intervaly K, ..., K,,, vyplyva z jejiho ukonceni uvedena ostra nerovnost. Kdyz
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konstrukce nikdy neskonéila a kdyby platila opacna nerovnost, index m s | K, | <
|z — 2’| davé spor, interval K, jsme zkonstruovali Spatné.
Pro kazdé j = 0,1,...,l — 1 tak mame prazdnou nebo konec¢nou nebo kon-

vergentni fadu
S|

Tvrdime, ze
-1
55K <5
j=0 m

Vyplyne to z nerovnosti pro konecné sumy
-1
E=%Y"%" ‘ng)‘ <82,
j=0 m

kde carka oznacuje libovolny castecny soucet celé rady.
Abychom ji dokéazali, ozna¢ime si pro libovolné ale pevné j body déleni

intervalu I uréeného kone¢né mnoha intervaly souc¢tu Z;n K,(,{)’ jako
Tj=u <up <---<Uy,=2Tjq1
a polozime P; = (z;, f(x;)). Proi=0,1,..., h dale oznacime

v = f(u;), Qi = (ui, vi), ti = Ay, uit1) (P < h) a t=A(xj, zj41) .
Patrné |t;] < 1, [t] < 1 a pro ta i, Ze [u;,u;+1] je jeden ze zvolenych K,S{'), je
|ti — t| > €. Pro délky tsecek P;Pj;1 s konci na grafu funkce f pak mame
nasledovné rovnosti a nerovnosti.

h—1

Uiyt — Ui + H(vig1 — v;)
PPy = =
| J ]+1| |QOQh| ; m

V14t2y/1+4t2

h—1 1 (1+ tt;)? ,

h—1
14 tt;
= Z|Qin‘+1| i (4loha 5.2.7)
i=0

IN

h—1
B . B (t —t;)?
- ;)|Q1Qz+1| <1 2(1+t2)(1+t?)) .

A posledni suma je nejvyse

h—1 = h—1 2 ‘
> 1QiQis| — A D (i —w)(t — )7 <D 1QiQira| — 5 S OIKD
=0 =0 =0 m

225



— diky hotejsim odhadtm velikosti ¢isel ¢;,t a t—t; a diky nerovnosti |Q;Q;+1| >
ui+1 — u;. Tento horni odhad pro |P;Pj;1| mame pro kazdé j =0,1,...,1—1,
takZe po secteni je délka d(L) lomené ¢ary L prolozené body Q; z grafu funkce
fvoporadi j =0,1,...,1—1a, pro pevné j,i=0,1,...,h (hiQ; pfesné vzato
zavisi na j, ale pro jednoduchost znaceni je tato zavislost potlacena) odhadnuta
zdola jako

2
d(L) > d(T) + %E .
To vzhledem k s — e* < d(%) a d(L) < s dévé kyzeny odhad E < 8¢2.
Nyni kazdy interval Kﬁz) zvétsime se zachovanim jeho stfedu na %—krét delsi

interval L%) . Pak

1-1 9
ZZ’LS,{) <822 = 16¢.
j=0 m €
Body o, z1,..., 2 pokryjeme néjakymi uzavienymi intervaly celkové délky e.

Dohromady s intervaly L,/ maji viechny tyto intervaly celkovou délku nejvyse
17e.
Necht z € [0, 1] lezi mimo vSechny tyto intervaly, z,z’ € I; a = # «'.
I) Nepatii-li ' do zadného (Kg)), plati podle 2) nerovnost
|A(z, 2') = Ala, j41) <e.
IT) Kdyz «’ € (Ky(,{)), ozna¢ime jako z” ten konec intervalu K,(,Z), ktery je od
x vzdalenéjsi. Potom z

Az, 2')((x —2") + (2" — ")) = Az, 2")(x — 2") + A(2”, 2') (2" — 2')

prevedenim A(z,z”)(x — ) nalevo a A(z,z")(2” — 2’) napravo mame

/i
|A(z, 2') = Az, 2")| = ’(A(x, ') — Az, w/))%)
< o|T | g _
< T — 2 |L%)|/2

Diky trojuhelnikové nerovnosti a nerovnosti 1) pro druhou absolutni hodnotu
vpravo odtud mame

Az, o) — Alwg, w40)| < A ) — As, )] +
+ Az, 2") = A(zj, zj41)| <26+ =3¢.

Kdyz tedy « € [0, 1] lezi mimo vSechny ty intervaly, pak pro kazdé «’ € [0, 1]
s #' # x ale dostateéné blizké = (aby z',x € I;) je

|A(z, 2') — Az, zj41)] < 3e.

Ale 2’ dost blizké x taky lezi mimo ty intervaly, takze moznost IT) vySe se vlastné
nemusi uvazovat? Viz tloha 5.2.9.
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Kdyz pro bod y € (0,1) vlastni derivace f’(y) neexistuje, pak existuje &’ €
(0,2), Ze pro kazdé ¢ € R a kazdé & > 0 existuje 2’ € P(y,d) N (0,1) s

Ay, ) — ] = 3"

Coz ale podle pravé dokazané ostré nerovnosti znamena, ze takové y lezi v hotej-
gich intervalech sestrojenych pro ¢’ a s celkovou délkou nejvyse 17¢’. Sjednoceni
hofejsich systému intervalli sestrojenych postupné proe’ =¢/2" an =10,1,2,...
tak ddva spocetny systém intervalii pokryvajici vSechny body y € [0,1], kde
f'(y) € R neexistuje, a s celkovou délkou nejvyse 17(c + > e/2™) = 34e. Véta
je dokéazana. O

Uloha 5.2.5. Pro¢ plati nerovnost d(T) < 27

Uloha 5.2.6. Pro¢, kdy? existuji dva rizné body z,x' € I s p(z,2') > €, je lze
vzit s mazimding vzddlenosti |v — x'|?

Uloha 5.2.7. Odkud se vzaly dvé predeslé rovnosti ve vypoctu deélky |QoQn|?
Uloha 5.2.8. A odkud se vzala predesld nerovnost?

Uloha 5.2.9. Jak to tedy je, musi se moznost II) pro x' blizko u = uvaZovat
nebo ne?

5.3 Veéty o stfedni hodnoté a jejich dusledky

Rolleova véta. Posloupnost (logn) neni P-rekurentni. Lagrangeova véta o stiedni
hodnoté. Déravd Roleova véta. Cislo 0.11000100. .. nent algebraické. Cauchyova
a Schwarzova véta o stredni hodnoté.

Uvedeme ¢tyfi véty o stiedni hodnoté, které davaji do souvislosti hodnoty
funkci a jejich derivaci, a jejich riuzné aplikace.

Véta 5.3.1 (Rolleova véta). Necht a,b € R, a < b,
f:la, b = R je spojitd funkce

pro kazdé ¢ € (a,b) existuje derivace f'(c) € R* (i nevlastni) a f(a) = f(b).
Potom pro néjaké ¢ € (a,b) se

/) =0.
Dukaz. Interval [a,b] je kompaktni mnozina (viz poznamka za vétou 4.2.18) a

podle véty 4.2.23 tak f nabyva v néjakém d € [a,b] na [a,b] globdlni minimum
a v néjakém c € [a, b] globalni maximum. Patrné

fld) < f(a) = f(b) < f(e) .
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Plati-li ob& nerovnosti jako rovnosti, je f na [a, b] konstantni a f’(¢) = 0 dokonce
pro kazdé ¢ € (a, b). Necht je jedna nerovnost, napiiklad prvni, ostra (pro druhou
argumentujeme podobné). Tedy a < d < b a podle pfedpokladu existuje f’(d).
Véta 5.1.12 nam pak ik, ze f/(d) = 0. 0

Uloha 5.3.2. Uvedte tri priklady funkci f: [a,b] — R, které sphiuji predpoklady
véty 5.8.1 s jedinou viyjimkou — (i) vie je splnéno, jen je f v jediném bodé inter-
valu [a,b] nespojitd nebo (ii) vse je splnéno, jenom f v jediném bodé intervalu
(a,b) nemd derivaci nebo (iii) vie je splnéno, jenom f(a) # f(b) —a pro které
zdvér vety neplati.

Geometricky Rolleova véta pravi, ze —za uvedenych predpokladi — graf funkce
zacCinajici a kondici stejné vysoko mé vzdy nékde vodorovnou tecnu. Michel
Rolle (1652-1719) byl francouzsky matematik (v matematice pracoval zejména
v diofantické analyze, po ném nazvana véta se objevuje v pripadé polynoma v
r. 1690 v Rolleové spisu Traité d’algébre).

Rolleova véta mé fadu aplikaci a dvé si uvedeme. Druhou vymyslel autor
ucebnice.

Dusledek 5.3.3. Predpokladejme, Zen € N, a < o < 21 < -+ < &, < b jsou
redlnd ¢isla, funkce f: (a,b) = R md na (a,b) klasicky vlastni derivaci Fddu n
a f(xo) = f(z1) =+ = f(x,) = 0. Pak existuje ¢islo ¢ € (xg,x,), Ze

™) =0.

Diikaz. Indukce podle n. Pro n = 1 je podle tvrzeni 5.1.15 f na [z, x1] spo-
jitd a disledek tak plati podle Rolleovy véty. Pro n > 1 podle Rolleovy véty
existuji body ¢; € (z;,2:41), 1 =0,1,...,n—1, Ze f'(¢;) = 0. Podle indukéniho
predpokladu pro n — 1, body ¢; a funkci f/ mame

(fH)"D(e) = () =0
pro néjaké ¢islo ¢ € (co, cn-1) C (Zo, Zn). a

Pro druhé pouziti Rolleovy véty (pouZijeme ale i disledek nasledujici véty o
stfedni hodnoté) si fekneme, Ze posloupnost

(an) C R se nazyva P-rekurentni

kdyz existuji realné polynomy po(x), p1(x), ..., pr(z), ne vSechny nulové, Ze pro
kazdé n € N plati rekurentni vztah

Pk(N)antk + Pr—1(n)anir—1+ -+ po(n)a, =0.
Napiiklad (a,) = (n!) je P-rekurentni posloupnost vzhledem k rovnosti
apt1— (n+1)a, =0.

Je posloupnost (logn) hodnot logaritmu na pfirozenych ¢islech P-rekurentni?
Rolleova véta ukazuje, Ze ne.
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Véta 5.3.4 (Rolle a P-rekurence). Posloupnost
(4n) = (logn) CR

neni P-rekurentni. Obecnéji plati, Ze kazdd funkce

k

F: (0, +00) = R, F(x) =p(x) + Y _pi(x)log(x +b;)
=0

kde k € Ny, p(x) a pi(z) jsou polynomy s redlngmi koeficienty, které nejsou
vsechny nulové, a 0 < by < by < -+ < by je (k + 1)-tice rizngch nezdporngch
realnych cisel, md jen konecné mnoho nulovych bodu. To jest,

Ha € (0, 4+00) | F(a) =0}| < 400

Dikaz. P-rekurentnost posloupnosti (logn) by skuteéné znamenala, ze takova
funkce F(z) s p(xz) = 0 a b; = ¢ mé v kazdém pfirozeném ¢isle nulovy bod. Pro
spor predpokladame, ze F'(x) je n&jakd funkce uvedeného tvaru, ale F(a) = 0
pro nekoneéné mnoho a > 0. Podle véty 2.2.1 pak méme posloupnost 0 < a; <
ag < ... nebo a; > as > --- > 0, ze F(a;) = 0 pro kazdé ¢ € N. Pro kazdy
interval [a;, a;11] € [a;41, ;] a funkcl F(2) miizeme pouzit Rolleovu vétu 5.3.1,
F ma4 totiz na (0, +00) derivaci

k

k
Fla) = (@) + 3 pl(a) log(e + b)) + 3 2

=0 =0

a dostavame, ze i F'(¢;) = 0 pro kazdé ¢ € N a posloupnost 0 < ¢; < ¢z < ...
nebo ¢; > cg > -+ > 0 (Cisla ¢; se stiidaji s ¢isly a;). Opakovanym de-
rivovanim F(z) vidime, Ze F(z) ma na intervalu (0,+o0) derivace F(™(z)
vSech 7ada. Stejnd uvaha ukazuje, Ze pro kazdé n € Ny méame posloupnosti
0< an) < c;n) < ... nebo cgn) > c;n) > >0, ze F(")(cgn)) = 0 pro kazdé
i € N. Podle tilohy 5.3.5 ale lehce vidime, 7e pro dosteéné velké n € N je F(™) (x)
vlastné racionalni funkce, podil dvou polynomu. Takova funkce, neni-li identicky
nulovd, mé jen koneéné mnoho nulovych bodi (v kofenech polynomu v ¢ita-
teli), takze F(™(z) je identicky nulové. To ale podle dtisledku 5.3.11 znamené,
7e predchozi funkce F(*~1(z) je konstantni. Oviem F(~1(x) ma nekonecné
mnoho nulovych bodd, takze i F (”_1)(30) je identicky nulova. Zpétné deduku-
jeme, Ze ptuvodni funkce F(z) je identicky nulova. To uz ale dovedeme ke sporu
lehce vzhledem k nesluéitelnosti rasti logaritmu a polynomt. Patrné je néktery
polynom p; nenulovy. MZeme piedpokladat, Ze to je polynom po(z) a Ze by = 0
(pro¢? —tloha 5.3.6). Déle mtizeme predpoklddat, ze po(0) # 0, protoze pii-
padného m-nasobného kofene polynomu pg(z) v nule se zbavime m-nasobnym
zderivovanim (tloha 5.3.7), kvili tomuto kroku jsme museli vzit obecnéjsi funkei
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F(z) s polynomem p(z). Pak dostdvame spor

z—0t

k
0 = lim F(z)= xli}n& po(x)logz + :cligl+ (p(:t:) + ;pl(:r) log(z + b1)>

K
= po(0)(—00) +p(0) + Zpi(o) log b; = £o0 .

Prvni rovnost tu plyne z identické nulovosti F'(x) a nésledujici plynou z aritme-
tiky limit funkei a z nenulovosti pg(0). m|

Uloha 5.3.5. Dokazte, Ze opakovanym derivovdinim se pro kazdou funkci F(x)
ve véeté 5.3.4 nakonec zbavime logaritmu a pro dostatecné velké n je F(")(m)
podilem dvou polynomai.

Uloha 5.3.6. Jak se provede zdvér dikazu véty 5.3.4, kdy? je polynom po(x)
nulovy nebo by > 07

Uloha 5.3.7. Jak vyridime pripad, Ze po(z) = x™q(x), kde m € N a q(z) je
polynom s q(0) # 07

Uloha 5.3.8. Dokaste, Ze zddnlivé slabsi definice P-rekurentni posloupnosti,
ktera poZaduje platnost rekurentniho vztahu jen pro kazdé n > ng, je ekvivalentni
puvodni definici.

Uvedeme jesté tlohu na neplatnost Rolleovy véty pro ,déravé“ defini¢ni
obory.

Uloha 5.3.9. Naleznéte spocetnou mnozinu A C (0,1) (tvrzeni 5.3.12 ukazuge,
Ze nemiZe byt koneénd) a takovou nezdpornou spojitou funkei

f:00, INA — [0, +00) ,
Ze f(0) = f(1) =0 a pro kazdé c € (0,1)\A je f'(c) = 1.

V tloze 5.3.29 sestrojite takovou stejnomérné spojitou funkci.

Zobecnit Rolleovu vétu vypusténim podminky f(a) = f(b) je snadné: pak
obecnéji plati, ze graf ma nékde te¢nu rovnobéznou se se¢nou prochézejici obéma
konci grafu.

Véta 5.3.10 (Lagrangeova o stfedni hodnoté&). Necht a,b € R, a < b,
fila, b = R je spojitd funkce
a pro kazdé c € (a,b) existuje derivace f'(c) € R* (i nevlastni). Potom existuje

c € (a,b), Ze
F(b) -~ fla)

1o)==
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Dikaz. Funkce h: [a,b] — R definovana jako

splituje pfedpoklady véty 5.3.1, protoze (mimo jiné) h(a) = h(b) = 0 a, na (a, b),
W(x) = f(z) — L8 Nulovy bod ¢ derivace, #'(c) = 0, déva hledanou
hodnotu ¢ pro f(z ) O

Dausledek 5.3.11. Necht funkce f: (a,b) = R, kde a < b jsou redlnd ¢isla, md
na intervalu (a,b) nulovou derivaci. Potom je f konstantni funkce.

Diikaz. Necht ¢ < d jsou dvé &isla z intervalu (a,b). Podle véty 5.3.10 diky
néjakému e € (c¢,d) mame f(d) — f(c) = (d —¢)f'(e) = (d — ¢)0 = 0. Tedy
f(e) = f(d) pro kazda dvé ¢isla ¢,d z (a,b) a f je konstantni funkce. 0

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) byl italsko-francouzsky matematik (praco-
val v Italii, hlavné v Turiné, v Prusku (Berlin) a ve Francii (Pafiz), po I. New-
tonovi nové shrnul mechaniku, na jeho pojeti stala matematicka fyzika v 19.
stoleti).

Porovnejte nasledujici tvrzeni s tilohou 5.3.9.

Tvrzeni 5.3.12 (dérava Rolleova véta). Predpoklddejme, Ze mnoZina A C
(0,1) je konecnd, Ze nezdpornd spojitd funkce

£+ [0, TNA — [0, 4-00)

md pro kazdé ¢ € (0,1)\A derivaci f'(c) € R* (i nevlastni) a Ze f(0) = f(1) = 0.
Pak ezistuje ¢ € (0,1), Ze pro kazdé § > 0 pro néjaké a,b € (0,1)\A je

la—cl, b—c[ <6 a f(a) 202 f(D).

Dukaz. Necht A = {a1 < az < -+ < a} C (0,1). Pro k = 0, tj. A = 0,
vezmeme dva body Dy, = Dy = {0 < 1}. Pro k > 0 vezmeme takové spocetné
podmnoziny D; C [a;,a;+1]\A pro i =0,1,2...,k, kde ap = 0 a ag41 = 1, Ze
Dy ma nejmensi prvek 0 a jediny limitni bod a1, Dy mé jediny limitni bod ay
a nejveétsi prvek 1 a D; pro 0 < ¢ < k ma pravé dva limitni body a; a a;41. Pro
kazdé dva sousedni body {b1 < ba} C D; (tj. neexistuje b € D; s by < b < ba,
vzhledem k pfedepsanym limitnim bodam se kazda D; skladd z dvojic sousedit)
a kazdé i uvazime sklon s = M € R secny jdouci odpovidajicimi body
na grafu f v intervalu [a;, a;41]. Podle obvyklého usporadéni bodu [0,1] tyto
sklony tvoii pro Dy obyéejnou posloupnost pg = (s1, s2,...) C R, pro Dy, obré-
cenou ,posloupnost pp = (...,t2,t1) C R a pro D; s 0 < i < k oboustranné
nekonecénou posloupnost

pi= (..., u_1, ug, ur, ...) CR
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indexovanou celymi ¢isly. Patrné s; > 0 a t; < 0. Pokud néktera posloupnost p;
obsahuje dva sousedni sklony s opa¢nymi znaménky, to jest prvni je > 0 a druhy
< 0 nebo naopak, nebo kdyz k = 0 a A = (), jsme hotovi. Pak se totiZ lehce s
pomoci véty 4.2.4 (a pro k = 0 bez ni) v odpovidajicim tseku grafu funkce f
naleznou dva rtizné body se stejnou y-ovou soutradnici (pro k& = 0 méme pfimo
f(0) = f(1) = 0) a podle véty 5.3.1 pak méme dokonce bod

a=b=ce (0,1)\A s f'(c)=0.

Pokud tomu tak neni, £ > 0 a vSechny sklony v posloupnosti py jsou neza-
porné, v posloupnosti px nekladné a pro 0 < i < k v posloupnosti p; bud vSechny
nezaporné nebo vsechny nekladné. Existuje tedy ¢ € Ny, 0 < i < k, ze p; mé
pouze nezaporné sklony a p;;1 pouze nekladné. Na odpovidajici tseky na grafu
f pouzijeme vétu 5.3.10 a dostaneme body by < by < -+ < @41 < - <ca2 <1
v (0,1)\A, Ze by, — a1 1 ¢n — a1 avidy f/(by) > 0> f'(c,). Hledany bod ¢
je tedy ¢ = a;+1 a jako body a, resp. b, volime b,,, resp. c,, s dostatecné velkym
indexem n. a

Uloha 5.3.13. Na prikladu ukazte podstatnost nezdpornosti f.

Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté také zobecnime, ve vété 5.3.16, ale nej-
prve ji pouzijeme k odvozeni tak zvané Liouvilleovy nerovnosti pro algebraicka
realnd cisla. S jeji pomoci J. Liouville sestrojil prvni piiklady transcendentnich
Cisel.

Véta 5.3.14 (J. Liouville, 1844). Pro kaZdé algebraické ¢islo o € R stupné
n € N ezistuje konstanta ¢ = c(a)) > 0, Ze pro kazdy zlomek % € Q rizny od «
plati nerovnost

o — p‘ >

c
q an

q

Diikaz. Necht 7(x) = a 2™ + ap_12" 1 + - +a1x +ap, a; € Z a a, # 0,
je polynom v Z[z] nejmensiho stupné s r(«) = 0 a necht % je néjaky zlomek
rizny od «. Rozlisime dva piipady |o — §| >lala— §| < 1. V prvnim pfipadu
dokazované nerovnost trividlné plati s konstantou ¢ = 1. Ve druhém ptipadu
pouzijeme ptedchozi vétu 5.3.10 pro funkei r7(z) a vezmeme ¢islo § € R lezici
mezi o a %, Ze

r(p/q) —r(a) _
W =7'(8) .

Pouzijeme r(a) = 0 a vyjadfime absolutni hodnotu, kterd nas zajima, jako

Ir(p/q)|

a-E| - tEal.

G

Konstantu d > 0 definujeme jako

! ()|

= max
d  z€lp/q—1,p/q+1]

232



(prava strana je konecéna diky vété 4.2.23). Cislo 3 jisté lezi v intervalu definu-
jicim d, takze )

—>d.

=
(A co kdyz r/(B) = 0?7 Viz dale.) Déle tvrdime, Ze 7(p/q) # 0. Pro n = 1 to je
jasné, jediny kofen polynomu 7(z) je . Pro n > 1 to plyne z minimality stupné
n—kdyby nastalo r(p/q) = 0, vydélime r(z) polynomem z — g a dostaneme
raciondlni polynom stupné n — 1 (z néhoz lehce vyrobime celo¢iselny polynom),
ktery ve sporu s definici r(x) mé stale kofen a. Tedy r(p/q) # 0 (a specidlné
diky tvodni rovnici 7/(8) # 0) a

_ e fanap N4+ aipg" T faog”| 1
n

Ir(p/q)| =

)

qr T q
protoze Citatel je nenulové kladné celé ¢islo. Takze ve druhém pripadu mame
d
@ — p‘ 2 n
q q

s vySe definovanou konstantou d. Celkem tak nerovnost plati pro kazdy zlomek
rizny od « s konstantou ¢ = min(1,d). O

Dusledek 5.3.15 (0.11000100. .. je transcendentni ¢islo). Pro kaZdé pri-
tozené cislo k > 2 je soucet Tady

1 1 1 1 1 1
ak:ZW:E‘Fﬁ—FE—FW—Fm—F
transcendentni c¢islo. Pro k = 10 tak dostdvame transcendenci ¢isla
Z 10~™ = 0.110001000000000000000001 00 ... 00 100. .. .
—
95 nul

Dukaz. Podivame se, jak dobfe je ¢islo ay aproximovano zlomkem

S = Zk*"! = ]1:77:' <ar (pm €N).
n=1

Kdyz si opét vzpomeneme na geometrickou fadu a jeji soucet, dostaneme odhad

1\" 2 2/k™
|k — sm| < Z (k.m,‘) = (kmlym+1 = (k/rn')m

n>m

Protoze 2/k™ — 0 (a dosti rychle) pro m — oo, pro kazdé dané n € N a
¢ > 0 porusuje zlomek s, pro dostatecné velké m nerovnost predeslé véty.
Proto ¢islo oy, neni kofenem zaddného (nenulového) racionalniho polynomu a je
transcendentni. O

Nasleduje jesté obecnéjsi véta o stfedni hodnoté.
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Véta 5.3.16 (Cauchyova o stfedni hodnoté). Necht a,b € R, a < b,
fy g: [a, b = R jsou spojité funkce

a pro kaZdé ¢ € (a,b) existuje nenulovd viastni derivace ¢'(c) € R a derivace
f'(c) € R* (i nevlastni). Potom ezistuje ¢ € (a,b), Ze

f'(e) _ f(b) = f(a)

gc)  g(b) —gla)
Dukaz. Ve zlomku vpravo nikdy nedélime nulou, protoze g(b) — g(a) # 0 (tak-
zvany dikaz tautologii, dokazte to ale normalné v tloze 5.3.17). Polozime

h(x) = (f(2) = f(a))(g(b) — g(a)) = (9(x) — 9(a))(f(b) — f(a)) .

Neni tézké ovétit, ze h(z) spliiuje pfedpoklady véty 5.3.1 (ovéfte to prosim v
tloze 5.3.18) a Ze na (a,bd) je

W(x) = f'(2)(9(b) — g(a)) — g'(2)(f(b) — f(a)) -
Podle véty 5.3.1 tedy h'(c) = 0 pro néjaké ¢ € (a,b), coz po upravé dava
dokazovanou rovnost. a

Uloha 5.3.17. Proc¢ tedy g(b) — g(a) # 07

Uloha 5.3.18. Ukaste, e funkce h(x) definovand v predeslém dikazu je na
[a,b] spojitd, md na (a,b) derivaci a h(a) = h(b) = 0.

Uloha 5.3.19. Uvedte geometricky vijklad rovnosti ve vété 5.3.16.

Uloha 5.3.20. Kde bychom se v dikazu dostali do uzkijch, kdybychom i pro
g(x) dovolili nevlastni derivaci?

.....

derlvaceml vyss1ch radt. Vsimnéte si, ze pro fad n = 1 dostavame viceméné

(tiloha 5.3.22) vétu 5.3.10.

Véta 5.3.21 (Schwarzova o stfedni hodnoté). Budte diny n € N, redlnd
Cislaa <zg<x1 <+ <TY <b a funkce

f: (a, b) = R majici na intervalu (a, b) klasicky vlastni derivaci fddu n .

Potom ezistuje bod ¢ € (xg,xy), pro néjz plati rovnost mezi determinanty

1 2o a3 ... a0 b f(zo) 1 ozg ... xp ' ap

1oz 23 o 2t fx) I ARIC R NN g
: - onl

1 oz, 22 ... a1 f(z,) 1 oz, ... a7t an
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Dukaz. Podle dlohy 5.3.23 existuje takovy polynom
g(l’) :an$n+~~+a1x+a0,

ze pro kazdé i = 0,1,...,n je g(z;) = f(x;). Tedy (f — g)(x;) = 0 pro tato i a
podle dusledku 5.3.3 méme ¢ € (zg, z,), Ze

(f=9)"(e) =0 atedy f™)(c)=g"(c)=nlay
(protoze g(™ (x) je konstantni funkce nla,). Rovnosti
anzy + -+ a1z +ag = f(z;), 1=0,1,...,n,

lze vidét tak, Ze an,...,a1,aq je FeSeni linedrni soustavy, jejiz koeficienty jsou
mocniny ¢isel x; a pravé strany jsou hodnoty funkce f v téchto bodech. Podle
Cramerova pravidla (aloha 5.3.25) z linearni algebry se pak a, rovna podilu
dvou determinantti, totiz pravé téch ze znéni véty. Dosadime-li toto vyjadieni
an do f(")(c) = nla,, dostaneme po Upravé dokazovanou rovnost. Je ovSem
tfeba zdivodnit nenulovost toho determinantu, jimz délime (tGloha 5.3.24). O

Uloha 5.3.22. Pro¢ jsme vyjse napsali, Ze pro n = 1 véta 5.8.21 ,viceméné*
prejde ve vétu 5.8.107

Uloha 5.3.23 (Lagrangeova interpolace). Dokaste, Ze pro kazdych n + 1
dvojic (a;,b;) € R?, i =0,1,...,n an € Ny, s [{ag,a1,...,a,}| = n evistuje
polynom p(x) stupné n a s redlngmi koeficienty, Ze

p(GJO) = bOv p(al) = bl; sy p(an) = bn .
Nejlépe takovy polynom vyjddrete explicitné pomoci cisel a; a b;.

Uloha 5.3.24. Proc je determinant na pravé strané rovnice ve vété 5.8.21 ne-
nulovy?

soustavy pomoci determinanti, a jeho dikaz.

Uvedeme dalsi disledky vét o stfedni hodnoté. Prvnim z nich je popularni

. . oy o e , 0 0 o o . .
nastroj pro vypocet limit neurcitych vyrazt § a 2. Diikaz je zalozeny na Cau-

0
chyové vété o stredni hodnoté.
Véta 5.3.26 (’'Hospitalovo pravidlo). Necht
a € R* a jsou ddany funkce f, g: P(a,§) = R

magict na prstencovém okoli P(a,d) vlastni derivace a g' je na ném vsude ne-
nulovd. Pak plati ndsledujics.
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1. KdyZ limy, . f(2) = lim, q g(2) =0 alim, ., & = A € R*, pak i

)
il_rg g(z) A

Iz
g'(z

im 1) _ 4

ima g(z)

—~
N

2. Kdyz lim,_,, |g(z)| = 400 a lim,_,, = A eR*, pak i

N

Toté? plati pro jednostranné limity x — a~ ax — a™.

Dukaz. 1. Necht je a vlastni. Pro dané ¢ € (0,1) existuje d; € (0,6), Ze x €

(a,a+61) = g:gg € U(A,¢). Funkce f a g dodefinujeme v a jako f(a) = g(a) =
0, éimz dostaneme funkce spojité na [a,a + §1]. Podle véty 5.3.16, pouzité pro

interval [a,z] a dodefinované funkce, pro kazdé = € (a,a + 01) existuje ¢islo

c € (a,x), ze
f(x) _ fle) = fla) _ f'(c)
g(x)  g(x) —gla)  ¢'(c)

Tedy lim,_,,+ ggf; = A. Stejné se dokdze, Ze lim,_,,-

eU(Ae) .

f(=)
g(z
Necht a = +00. Substituce x = % prevadi limitu pro  — +oo na limitu pro

y — 07. Podle jiz dokdzaného piipadu limity ve vlastnim bodg,
/Y

im M = lim 7f(1/y) = lim v lim I'(1/y)
z—+oo g() y=0t g(1/y) gm0t —2UM ot g'(1/y)
B /(@)
r—+00 g’(:c)

(v prvni a posledni rovnosti jsme pouzili tvrzeni 4.1.24, ve druhé ’'Hospitalovo
pravidlo v bodé a = 0). Pro a = —oo pouzijeme substituci z = —1/y.

2. Mizeme pfedpokladat, Ze a je vlastni, pfipad a = Fo0 totiz pfevedeme
na vlastni a substituci z = % jako v prvni ¢dsti. Necht je nejprve A € R vlastni.
f(z)

g(x)
€ € (0,1). Pro kazdé dva body = < y z (a,a + &) méme pro néjaké z lezici mezi
nimi podle véty 5.3.16 rovnost

fo) — @) _ F)

9(y) —g(x)  ¢'(2)
Odtud upravou a trojuhelnikovou nerovnosti dostédvame

Dokazeme lim,,_,,+ = A, odvozeni limity zleva je analogické. Bud déno

@) i@ FE PG
o(z) i@ o0 e A
) V@)_fuxg@>+f«a_
o) 9G) o) 7
. vwn+wwvwa-m@n+fwo_4
9(@)] 7)
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(déleni g(z) neni problém, protoze podle Rolleovy véty a predpokladu o ¢'(z)
je g(x) na pravém okoli a nenulovd). Podle pfedpoklad mizeme y zvolit tak
blizko u a, Ze posledni absolutni hodnota je vzdy (pro kazdé z = z(z)) mensi

nez 5. Pak také |§:g§))\ < A+ 1 a protoze pro x — a* jde |g(x)| do 400, pro

kazdé z blizko u a je i piedposledni absolutni hodnota mensi nez 5. Pak celkem

18— Al <e.
Nechf nyni e > 0, a € Ra A = +oo (pfipad A = —oco je velmi podobny).

Hoftejsi rovnost z véty 5.3.16 ted napiseme jako

fl=) _ (1 B g(y)) f2) 1)

g(x) 9(x)) g'(z)  g(z)

f'(2)
g'(2)

Podle pfedpokladt mizeme y zvolit tak blizko u a, Ze vzdy (pro kazdé z = z(x))

=(1—u) +v

je J;:Ez; > g Protoze u,v — 0 pro z — a™, pro kazdé = dostateéné blizké zprava
kaje|u|<%a|v|<%.Pakcelkem%>%. ]

Guillaume F. A. markyz de ’Hopital (1661-1704) byl francouzsky matematik
(PHopital je skutedné ptivodni ortografie, narodil se ve vojenské roding, sdm ale
vojenské kariéry nakonec nechal kviili kratkozrakosti a vénoval se matematice, v
r. 1696 vydal jako prvni knihu o infinitesimalnim poétu, Analyse des Infiniment
Petits pour l’Intelligence des Lignes Courbes neboli Analyza nekonecné malgch
velicin pro porozumeénd kiivkdm).

Tvrzeni 5.3.27 (limita derivace). Necht a,d € R, § > 0, funkce
fila, a+96) = R je spojitd v bodé a ,

md na intervalu (a,a + 6) vlastnd derivaci a lim,_,,+ f'(x) = A € R*. Pak i
fi(a) = A. Ve druhé rovnosti vijpoctu

lim+ ) = lim+ ;I_IHL W = 1}1_1}; hm+ f(y;_ic(m)
= lim M = fli(a)

y—at y—a
tak formdlni zdmeéna poradi dvou limit funkce v bodé plati.

Dikaz. Podle véty 5.3.10 ihned mame

kde z = z(y) € (a,y). O

Diilezitou geometrickou charakteristikou grafu funkce jsou intervaly mono-
tonie — tseky, kde funkce roste a kde klesa. Lze je urcit pomoci jeji derivace.
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Véta 5.3.28 (derivace a monotonie). Necht J C R je neprdzdny interval a
spojita funkce

f:J =R md v kaZdém vnitinim bodé J derivaci .
Kdyz f' >0 (resp. f' > 0) na vnitrku J, je f na J neklesajici (resp. rostouct).
Kdyz ' <0 (resp. f' <0) na vnitiku J, je f na J nerostouct (resp. klesajict).
Duikaz. Necht tieba f’ < 0 na vnitiku J, ostatni pfipady jsou podobné. Jsou-li

N o 5o fO)=fla) _
a < b dva body z J, existuje podle véty 5.3.10 bod ¢ € (a,b), ze % =

1'(c) <0, tedy f(b) < f(a). Proto f na J klesa. O

Ve vété je dulezité, ze defini¢éni obor f nemd diry. S nimi pfestane véta platit.

Uloha 5.3.29 (roste a neroste). Sestrojte takovou stejnomérné spogitou funkci
f:10,1]nQ =R,

Ze £(0) = f(1) =0 a pro kazdé a v (0,1) NQ se f'(a) =1.

Jinou geometrickou charakteristikou grafu funkce detekovatelnou derivacemi
jsou konvexita a konkavita. Graf konvexni funkce je vyduty doli a konkéavni
nahoru. Pfesna definice je nasledujici.

Definice 5.3.30 (konvexni a konkavni funkce). Necht J C R je neprdzdny
interval a
f:J =R je funkce .

Rekneme, Ze f je na intervalu J konvexni (resp. konkdvni), kdyZ pro kaZdé ti
bodya <b<czJje

fle) = f(a)

cC—a

) < fla) + (b—a) (resp. f(b)>...).

Bod (b, f(b)) grafu funkce f tedy lezi na primce spojujici body (a, f(a)) a (¢, f(c))
grafu nebo pod ni (resp. na ni nebo nad ni). Plati-li ostrd nerovnost, mluvime
o ryzi konvexité (resp. ryzi konkavité).

Tvrzeni 5.3.31 (konvexita a jednostranné derivace). Bud ddn neprdzdny
interval J C R a na ném konvexni nebo konkdvni funkce

f:J—=R.

Pak md f v kaZdém vnitinim bodé a intervalu J obé vlastni jednostranné deri-

vace f! (a) a f'(a).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti J = [b,c] ab < a < ¢. Pro z < y z J jako
s(x,y) ozna¢ime smérnici pfimky jdouci body (z, f(z)) a (y, f(y)). Necht je f
na J konvexni, pfipad konkavity je podobny. Podle pfedchozi definice mame
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r<z<y= s(x,2) <s(z,y) < s(z,y). Takze funkce x — s(a,z) je na (a,c
neklesajici a zdola omezend hodnotou s(b,a). Podle tvrzeni 4.1.20 a 4.1.23 a
podle definice jednostranné derivace néasledujici limita existuje a je vlastni:

fi(a) = lim s(a,z) > s(b,a) .

ZIJ*}(Z

Podobné pro derivaci zleva. O

Je zajimavé, Ze vedle existence vlastni derivace jsou konvexita a konkavita dalsi
vlastnosti funkce implikujici spojitost.

Dusledek 5.3.32 (konvexita a spojitost). Funkce konvezni nebo konkdvni
na intervalu je na jeho vnitrku spojita.

Dukaz. Podle pfedchoziho tvrzeni a tvrzeni 5.1.15 je f v a spojita zleva i zprava
a tedy je spojitd v a. O

Pfedchozi tvrzeni a jeho dusledek ilustruje funkce f(z) = |z| v okoli poc¢atku.
Funkce tam je ryze konvexni, ma tak vlastni f/ a f’ a je spojita. Ale f'(0)
neexistuje vzhledem k f/ (0) =1# —1 = f’ (0).

Uloha 5.3.33. Ukazte na prikladu, e predchozi disledek neplati pro krajni body
intervalu (funkce v nich miZe byt nespojitd).

Konvexitu a konkavitu funkce pozname z jeji druhé derivace.

Véta 5.3.34 (konvexita a druha derivace). Necht a < b jsou redlnd éisla a
f:(a,b) = R je funkce, jezZ md na (a,b) spojitou pruni derivaci a definovanou
druhou derivaci. Pak

f">0 (f">0)na (a, b) = f jena (a, b) konvexni (ryze konveznt)

<0 (f"<0) na (a,b) = f jena (a, b) konkdvni (ryze konkdvni) .

Dtikaz. Necht tfeba f” > 0 na (a,b) a a < z1 < T2 < x3 < b jsou libovolné
tfi rizné body v intervalu (a,b). Véta 5.3.10, pouZzitd na intervalech [z1, 2] a
[x2, x3] pro funkci f, dava pro néjaké mezihodnoty y;, r1 < y1 < T2 a 2 < Y2 <

T3, 7€
f(Z'Q) - f(xl) _ f/(yl) < f/(y2) _ f(l‘g,) — f(l‘g) ’

T2 — 1 L3 — X2
protoZe podle véty 5.3.28 je f’ na (a,b) rostouci. Protoze tyto dva zlomky jsou
také smérnice pfimek jdoucich body (x1, f(z1)) a (22, f(x2)), resp. (z2, f(z2)) a
(23, f(x3)), vidime, Ze bod (2, f(x2)) lezi pod pt¥imkou jdouci body (z1, f(z1))
a (z3, f(x3)) (pro¢? —tloha 5.3.35). Proto je f na (a,b) ryze konvexni. Zbylé
t¥i pripady jsou velmi podobné. m]
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Uloha 5.3.35. Proc presné lezi bod (2, f(22)) pod tou primkou?

Definice 5.3.36 (inflexe). Nechta,d € R, § >0, a f: U(a,d) — R. Rekneme,
Ze funkce f md v a inflexi (inflexni bod), kdy? existuje vlastni derivace f'(a) € R
a graf [ prechdzi v okoli a z jedné strany tecny na druhou: existuje §, 0 < §' < 4,
Ze

z€(a—1d, a)= f(z) < fla)+ f(a)(z —a)

v € (a, a+ )= f(x) = f(a) + f'(a)(x - a)

nebo jsou nerovnosti vyménéné. Plati-li ostré nerovnosti, mluvime o ryzi inflexi
(ryzim inflexnim bodu).

Napiiklad f(z) = 23 ma v a = 0 ryz{ inflexn{ bod, protoze graf této funkce kii-
7zuje v x = 0 teCnu y = 0. Zhruba feCeno, inflexni bod je ekvivalentni vynulovani
druhé derivace. Rekneme to pfesné ve dvou tvrzenich.

Tvrzeni 5.3.37 (f” # 0 = neni inflexe). Necht a,§ € R, § > 0,
f:U(a, 0) = R
a f"(a) klasicky existuje, ale neni 0. Pak f nemd v a inflexni bod.

Dukaz.

Tvrzeni 5.3.38 (f” =0 = je inflexe). Necht
fi(a,b) =R,

I’ je na (a,b) spojitd, ¢ € (a,b), f” <0 na (a,c) a f” >0 na (¢,b) & naopak.
Potom je ¢ ryzim inflexnim bodem funkce f.

Dukaz.

5.4 Spojita funkce je derivaci, ale nemusi mit
derivaci

Nespojitd derivace. Kazdd spojitd funkce je derivact jiné funkce. Weierstrassova
(—Bolzanova) véta o existenci spojité funkce, jez nemd nikde derivaci.

V tomto oddilu uvedeme nékteré obecné vysledky o derivacich, vétsinou
déavajici do souvislosti derivaci a spojitost. Jiz jsme si v ... v8§imli jednoduché ale
dilezité véci, ze existence vlastni derivace funkce v bodé vynucuje jeji spojitost
v tomto bodé.
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Tvrzeni 5.4.1 (nespojita derivace). Funkce f: R — R definovand jako f(x) =
2?2 sin(1/z) pro x # 0 a f(0) = 0 md vlastni derivaci f'(a) pro kazdé a € R. Ta
viak jako funkce f': R — R nend spojitd v bodé 0.

Dukaz. Podle definice derivace

2 .
fn e xesin(l/xz) -0 . -
f(O)—i:nlO—x_O —il_r)l})xsm(l/x)—o,
protoze sin(1/z) € [—1,1] pro kazdé x € R\{0}. Podle ... pro kazdé nenulové z
mame

f'(z) = (2®sin(1/z))" = 2z sin(1/x) — cos(1/x) .

Pro z — 0 pfedposledni s¢itanec jde k 0, ale limita posledniho neexistuje, takze
dohromady lim,_,o f/(z) neexistuje a f’(z) neni spojitd v 2 = 0. O

Véta 5.4.2 (derivace na zlomcich). Pro kaZdou funkci f: Q — R existuje
takovd funkce F': Q — R, Ze F'(a) = f(a) pro kaZdé a € Q.

Dukaz. Zavedeme jisté podmnoziny roviny, takzvané omezovace. Omezovaé
O(a,b,c,d), kde a € Q, b,c € R ad € (0,1)\Q, je mnozina

O(a,b,c,d) = {(z,y) €R? |z € Pa,d) & |y — b —c(z — a)| < (z —a)?} .

Poznamenejme, e ziejmé pro kazdy bod B € O(a, b, ¢, d) existuje r > 0, ze kruh
se stfedem B a polomérem 7 cely lezi v O(a,b, ¢, d) (omezovade jsou oteviené
podmnoziny roviny) a na druhou stranu pro kazdy kruh K se stfedem (a,b) a
polomérem r > 0 pro kazdé malé d je O(a,b,c,d) C K. Ufelem omezovace je
pfimét funkci F' k hodnoté F'(a) = c. Ziejmé totiz plati (0 < d’ < d):

F:U(a,d)NQ =R, F(a)=b, F C O(a,b,c,d)U{(a,b)} = F'(a) =c.

Plyne to z definice derivace a definice omezovace.

Bud déna funkce f: Q — R. Vezmeme néjakou enumeraci (a,,) mnoZiny Q,
tedy prostou posloupnost zlomkt obsahujici kazdy zlomek. Budeme postupné
(indukeci) definovat posloupnost (O,,) omezovact O, = O(an, by, f(an),dn), n €
N, ktera bude mit vlastnost V', Ze pro kazdé m,n € N s m # n jsou O,, a O,
bud v inkluzi nebo jsou disjunktni a vertikalné se nepiekryvajici v tom smyslu,
7e zadna svisla racionalni pfimka z = a € Q neprotina soucasné O,,, i O,,. Prvni
omezova¢ O; mé dany parametr a; (a ¢; = f(a1)) a by, d; jsou libovolné, V
nyni plati trividlné. Necht jiz jsou definované omezovace O1,0s, ..., O, tak, ze
V plati. Definujeme nésledujici omezovaé O,,4+1. Necht A= {i € [n] | O; N (z =
ant1) # 0} a B = [n]\A. Diky vlastnosti V tvoii omezovace {O; | i € A}

fetézec vzhledem k inkluzi: O;;, D O;, D -+ D Oi‘ A Pro néjakou permutaci
i1,42,...,% 4| Cisel v A. Cislo b, 11 € R zvolime libovolné ale tak, Ze

(an+1,bn41) € Oipy N (T = ang1) ,
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tedy jako néjaky bod nejvnitinéjsiho priiniku primky a omezovace. Vzhledem
k pozndmce o omezovadich vyse a diky tomu, ze p¥imka (x = a,11) mé klad-
nou vzdélenost od kazdého omezovace O; s ¢ € B (proto poZzadujeme iracio-
nalitu parametru d), lze vzit tak malé d,11 € (0,1)\Q, Ze omezovaé Oy 41 =
O(@n+41,bn41, f(ans1), dny1) cely lezi v Oi\A\ a je disjunktni a vertikalné se ne-
prekryvajici s kazdym O; s i € B. K n-¢lennému seznamu omezova¢i pridame
Op+1 a vlastnost V se zfejmé zachova. Takto mizeme bez omezeni pokracovat
a dostaneme celou (O,,).
Funkci F': Q — R nyni definujeme hodnotami

F(a,) =bp, n€N.
Necht n € N je libovolné a § = min(d,,, |a1 — anl,|az — anl, ..., |an-1 — an|).

Podle konstrukce posloupnosti (O,,) pro kazdé raciondlni ¢&islo a € P(ay,d) je
(a, F(a)) € O,. Podle vyse uvedené vlastnosti omezovact F'(a,) = f(a,). O

Véta 5.4.3 (stejnomérné spojita funkce je derivaci). Necht § # M C R
je mnozina a f: M — R je stejnomeérné spojitd funkce. Pak existuje funkce
F: M — R, Ze pro kazdy bilimitni bod a € M mnoziny M plati F'(a) = f(a).

Dukaz.

Véta 5.4.4 (Weierstrass, 1877 (Bolzano, 18?77)). Necht g: R — [0,1] je 2-
periodickd pilovitd funkce, kterd pro x € [2n — 1,2n + 1], n € Z, md hodnotu
g(z) = |z — 2n|. Pak funkce f: R — R,

fl@) = (3/4)"g(4"x),
je spojitd, ale pro Zddné a € R nemd vlastni derivaci f'(a).

Dukaz.

5.5 Tayloriv polynom a Taylorova rada

Definice Taylorova polynomu a charakterizacni véta pro néj.
Vlastni derivace f'(a) dévé lokdlni aproximaci funkce u a linedrni funkei.

Vlastni n-ta derivace f(™ (a) dava lokalni aproximaci funkce polynomem stupné
nejvyse n.
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Definice 5.5.1 (Tayloruv polynom). Necht a,d € R, § > 0,
f:U(a, ) =R,

n € Ng a f md klasicky n-tou derivaci f(")(a) € R, coz pron = 0 chdpeme jako
spojitost f v a. Taylorid polynom rddu n funkce f v bodé a je polynom

O ,
TH(x) = Zf i!( )(ac—a)z

C M) @) a1 L@ Y@=

91 o nl

Uloha 5.5.2. Pron € N dokazte polynomidlni identitu
(T] (@) = T ()
aproi=0,1,...,n € Ny dokazte rovnosti (T;/*(x))(a) = f@(a) .

Lemma 5.5.3 (o polynomech). KdyZ P € Rlz| je polynom stupné nejvyse
neNg,aeRa
P
im (@)
z—a (x — a)"

:0’

pak P(x) je identicky nulovy polynom.

Dukaz. Necht P(z) neni nulovy polynom. Algebra nam #ika (tloha 5.5.4), ze
potom pro néjaké m € Ny s m < n a polynom Q(z) s Q(a) # 0 mame (jedno-
znaéné) vyjadieni

P(z) = (z —a)"Q(x) .
Tedy pro z — a

Pl) _ Q)
(r—a)" (z—a)rm 70,
protoze Q(z) — Q(a) # 0 a jmenovatel jde k 0 nebo k 1 (n —m > 0). O

Uloha 5.5.4. Pripomerite si, jak se presné v algebie formdiné dokazuje, Ze kazdy
nenulovy polynom P(x) md pro kaZdé a € R uvedené jednoznacéné vyjddrens.

Véta 5.5.5 (charakterizace Taylorova polynomu). Necht n € Ny,
f:U(a, 0) = R

(kde a,6 € R a § > 0) a Klasicky existuje n-td derivace f™(a) € R. Tayloriv
polynom T?(x) je jeding polynom P(z) stupné nejuyse n, pro néjz

i 1@) = P@)

=0.
T—a (1’ — a)"
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Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze T;%(z) ma uvedenou vlastnost. Postupujeme
indukci podle n. Pro n = 0 je T/%(z) = f(a) konstantni polynom, pro ktery
uvedend vlastnost plati dokonce ne jen v limité, ale identicky. Necht n > 1. Podle
vyse zminéné identity, ’'Hospitalova pravidla (jehoz pfedpoklady jsou splnény)
a indukéniho predpokladu je

o J@ =T@) (@) - T@) 1 f ) - T (@)

z—a (x—a)n T—a ((l‘—a)")/ - n r—a (a:—a)"_l

Necht nyni P(z) s deg P < n mé uvedenou vlastnost. Pak ale podle aritme-
tiky limit funkci, pfedpokladu a ¢asti 1 je

P T _ P -f@) | f@) =TI
i—m (x — a)" o i—)a (x — a,)” + nl—m (x — a)”

=0+0=0.

Podle hotejsi avahy P(x) — T)*%(x) je nulovy polynom a P(x) = T/ %(x). O
Jiny zapis aproximacni vlastnosti Taylorova polynomu je pomoci symbolu
malé o:
f(z) =T " (x) +o((z —a)"), z —~a,

coz presné znamena, ze zbytek Taylorova polynomu R{*(x) := f(z) — T)%(x)

jde pro z — a k nule fddové rychleji, nez mocnina (z — a)™:

fra
i L (@)
T—a (x — a)"

=0.

Uvedeme jesté jednu variaci na véty o stiedni hodnoté, pfesné vyjadieni
zbytku RJ-%(z) pomoci derivaci.
Véta (obecny tvar zbytku T. polynomu). Nechta,d € R, 6 >0, f,¢: U(a,d) —
R jsou dvé funkce, n € No, na Ul(a,d) existuji vlastni derivace f*+tV) o' a navic
na Ula,0) je ¢’ # 0. Potom pro kazdé x € P(a,d) existuje ¢islo ¢ leZici mezi a
azx, Ze

f,ax = f(z) — f,az :@(I)*S@(a) (n+1) Max — )
R (@) = f(0) - T(0) = 2 A e o

Z casovych divodid vétu nebudeme dokazovat. Konkrétni volbou funkce ¢ do-
staneme nasledujici vzorce pro RS (z):

Dausledek (zbytky T. polynomu). Za piedpokladic piedchozi véty mdme, pro
néjaké cislo ¢ mezi x a a,

1. Lagrangeuv tvar zbytku

Fr(e) (@ — )t

By (o) (n+1)!
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2. Cauchyiv tvar zbytku

Q@ - e - a)
n! ’

R} ()

Diikaz. Staci polozit p(t) = (z — )"+ a p(t) = t. O

Taylorova fada. Ma-li funkce v daném bodé vsechny derivace, mizeme
Taylortv polynom prodlouzit do nekonecné fady.

Definice (Taylorova fada). Necht a,6 € R, § > 0, f: U(a,8) — R, a pro

kazdé n = 0,1,2,... existuje hodnota n-té derivace f(a). Radu
oo
f™(a n " (a)(x — a)?
) =3 D0y = f0) 4 fla)e -0+ O

n=0
nazyvdme Taylorovou Fadou funkce f se stfedem v a.

Tato fada vZdy konverguje pro z = a a pak mé soucet f(a). Pro mnoho funkci se

ale da pomoci posledniho disledku dokazat vice: pro kazdé x z jistého oboru je

lim,, 00 R %(x) = 0, takZe pro takové x ma Taylorova fada soudet rovny f(z)

a funkce je vyjadiena pomoci mocninné fady. Uvedeme seznam takovych vy-

jadfeni, dikazy konvergence pro nedostatek ¢asu pomineme. Pro jednoduchost

znaceni se omezime na pripad Taylorovych fad se stfedem v nule, tj. a = 0.
Pro kazdé = € R je

o0

e’ = exp(x) = Zx— .

n=0

Pron =0,1,2,... je totiz (¢*)(™ = e a tedy vady f(™(0) = 1.
Pro kazdé x € R je

o o
) B (_1)nx2n+1 B (_1)71x2n
Slnl’—z)m a COS$—2:OW7

protoze (sin(") Z)p>0 = (sin,cosz, —sinz, —cosz,sinx,cosz,...) (derivace se
opakuji s periodou 4) a podobné pro derivace cosinu.
Uzite¢né jsou Taylorovy fady logaritmickych funkci:

o (71)n+1xn o
log(l+=x) = Z ———— pro kazdé z € (—1,1]
n
n=1
log(l—2) = — Z T pro kazdé = € [-1,1)
n
n=1
log(l—z)™' = Z % pro kazdé z € [-1,1) .
n=1
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Jako tlohu si spoététe derivace (log(1 + ))™ a ovéfte koeficienty v téchto
Taylorovych fadach. Pro z = 1 prvni fada dava znamy soucet

1 1

175

1 1
log2=1— =+ —
8 373
Uloha 5.5.6 (tloha z bakalaiek). Uvedte Tayloriv rozvoj funkce log(1 + x)
se stredem x = 0. Vypocitejte limitu

lim (z*(log(z + 1) —logz) — z) .

x—+00

Reseni. Jak vime, log(1 +z) =z — 7”2—2 + % - %4 + ..., pro |z| < 1. Prvni ¢ast
ulohy byla minéna i jako nadpovéda pro druhou ¢ast, Ze ona limita se da spocitat
(také) pomoci Taylorova rozvoje. Témét nikdo se ji ale nefidil. Uvedeme dvé
feseni.

Pomoci Taylorova rozvoje. Vyraz prepiSeme v proménné y = %, protoze pak
y — 07 a rozvoj pro logaritmus méme jen u nuly:

log (*+ 1 log1 _
x2(10g($+1)—10gx)—x:M_izw.

(1/z)> 1/ y?

Protoze log(1 +y) =y — y; + o(y?) pro y — 0, posledni vyraz pro y — 0 je

2
y— 5 +oly’)—vy
y2

1
= _5 + 0(1)

a hledand limita se rovna —%. Miuzeme si pri této prilezitosti vzpomenout i na

tvrzeni 4.1.24 o limité slozené funkce.
Pomoci I’Hospitalova pravidla. Protoze
log(x +1) —logz —1/x 0

1/12 _6 pro x — 400

z?(log(x +1) —logz) — x =

(log(z 4+ 1) —logz = log(1 4+ 1) — log1 = 0 pro  — o0, pro derivovani ale
samoziejmé nechame jako log(x + 1) —log =), zderivujeme ¢itatele i jmenovatele
a dostaneme

ﬁ—%—f—gﬂ%_:v3(:v2—m(x+1)+(x+1))_ x _)_}
-2 —222(x + 1)  =2(x+1) 2

pro  — +oo. Podle 'Hospitalova pravidla (véta 5.3.26) se tedy i vychozi hle-
dand limita rovna —%. a
Bohuzel byly ¢asto k vidéni i chybné tpravy ve stylu
. 2 . _ . 2 . _ . 2.0 —
lim 2 (log(x + 1) — logx) lim =« xl}rfoo log(1+1/x) xl}rfoo z“-0=0

r—+00 r—+o0
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(spravna limita je +00), kdy se zapomind, ze (+00) - 0 je neurdity vyraz, jenz se
muZe rovnat ¢emukoli, a véta o aritmetice limit se tak neda (a nesmi!) pouzit.
Pro kazdé = € (—1,1] je

o0
(_1)n,+1xn
arctanzr = —_—.
Z 2n—1
n=1
Ovéite koeficienty v této Taylorové fadé jako tlohu. Pro x = 1 dava znamy

soucet
7771 1+1 1+1
4 3 5 7 9

Koneéné pro kazdé x € (—1,1) aa € R je

(1”)“:i<z>w"» e <a> _ala-D(a=2)...(a=nt+1)

n n!

n=0

Tento rozvoj objevil anglicky fyzik, filosof a matematik (alchymista, numerolog,

feditel mincovny, ...) Isaac Newton (1642-1726) (druhy spolutviirce matema-
tické analyzy). Pro a € Ny dostavame klasickou binomickou vétu s koneénym
souctem, protoze pak (%) =0 pro n > a, ale pro a € R\N se binomicky koefi-
cient nikdy nevynuluje a Taylorova fada je nekone¢na. Napriklad pro a = —1 a
a= % dostavame rozvoje

(1+2)t=1—2+2*—2>+... (geometrickd fada)

2 3

1 1
r 2 =z 2(=2)(-2)...
V1 =14+ 2 2
TrEtS TR T * nl

(stale z € (—1,1)).

Skonc¢ime zajimavosti — souvislosti Taylorovych fad s enumerativni kombi-
natorikou. Necht p, je pocet téch permutaci a1, as,...,a, ¢sel 1,2,...,n, Ze
ay < ag > az < ag > ... (Fké se jim stFidavé &i cik-cak ¢ nahoru-doli per-
mutace). Napiiklad ps = 5 diky permutacim 1324, 1423, 2413, 2314 a 3412.
Posloupnost poctu stfidavych permutaci za¢ina

(Pn)n>0 = (1,1,1,2,5,16,61,272,...) .

Da se dokézat, ze pro x v okoli 0 plati rovnost

1 e pnxn
tanz +secx = tanx + —— =
cosz L~ n!
Dusledek 5.5.7 (stfidava harmonicka fada).
1 1 1 1
l1—--+-——4+-—---=log2.
5737175 o8
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Dusledek 5.5.8 (stfidava licha harmonicka fada).

Dausledek 5.5.9 (pfevriacena prvocisla diverguji). Necht P je mnoZina pr-
vocisel. Pak

Dukaz.

Véta 5.5.10 (kosinus a sinus analyticky). Pro kaZdé t € R plati rovnosti

nt2'n. > (_1)nt2n t2 t4
t = 1 AN AL TR
o8 + Z nz (2n)! 2t 21
) ( 1)n 1t2n 1 n 1t2n 1 tS t5
t - —_— = t _ — _
S 2 (2n — 1) z_: n—l 6 " 120

Dukaz.

Véta 5.5.11 (dokazana nekoneéné binomicka véta). Pro kaZdé z € (—1,1)
a kazdé o € R plati rovnost

I+ =1+ (Z)x”

(jak vime, (%) = LTIy (a — 1))
Dukaz.

5.6 Chovani systému n odpuzujicich se Castic

Newtoniv zdkon sily. Newtonuv gravitacni zdkon. Coulombiv zdkon. Odpuzugjict
se naboje. Zikon zachovdni energie. Reinova véta o odpuzujicich se édsticich.

V tomto oddilu pfedvedeme zakladni pouziti derivaci funkci, kdy se pomoci

nich formuluji zdkony a pravidla fidici evoluci fyzikalnich systémi. Jako ilu-
straci dokdzeme vysledek G. Reina z r. 2017: kazdy systém n bodovych naboji
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shodného znaménka se eventualné rozlétd do nekonecna po témér piimocarych
a rovnomeérnych trajektoriich se vzajemné riznymi vektory rychlosti.

Zacneme ale vztahem mezi silou ptisobici na Castici £ s hmotnosti m >
0 a pohybem ¢éstice. Castice, kterd mé zanedbatelnou velikost a miizeme ji
povazovat za ,hmotny bod“, se pohybuje v ¢ase ¢ € R v nasem tfirozmérném
euklidovském prostoru R2. Jeji pohyb modelujeme zobrazenim

= x(t) = (x(t)1, 2(t)2, z(t)3): R = R3 .
Zobrazeni v slozené z derivaci slozek zobrazeni .,
v=0ot) =1 =a(t) := (2 ()1, 2'(t)2, 2'(t)3): R = R?,

udava casovy vyvoj vektoru rychlosti pohybu ¢astice. Znaceni derivaci teckami
pochézi od I. Newtona. Podobné se znaéi & = (2" (t)1, 2" (t)2, 2" (t)3) a tak dal.
Sila, at uz to fyzikalné znamend cokoli, je uréité pisobeni F' na ¢astici v case,
modelované opét jako zobrazeni F': R — R3, které ovliviiuje jeji pohyb (¢ z néj
vyplyva?) takto:

F(t) = mo(t) =mi(t), teR.

To je slavny a dulezity Newtontdv zdkon sily, ktery se zapisuje i jako F' = ma,
kde F' znamena silu, m hmotnost ¢astice a a zrychleni jejitho pohybu zpisobené
danou silou. Zrychleni se tedy rovna druhé derivaci polohy a prvni derivaci rych-
losti a je pfimo timérné sile ptisobici na ¢astici a nepfimo timérné jeji hmotnosti.

Newtonuv gravitacni zdkon popisuje asi nejzndméjsi druh sily: mezi dvéma
¢asticemi (hmotnymi body) x1, 22 s hmotnostmi m, M > 0 a vzdalenosti r > 0
pusobi gravitaéni sila o velikosti

F = K‘,@ .

r
Zde k > 0 je takzvana gravitacni konstanta, k niz se za chvili vratime. Gravitace
je tak pfimo timérna hmotnosti a nepfimo imérna ¢tverci vzdalenosti. To je onen
zakon prevrdacenych ctvercu spojeny s I. Newtonem, ktery ptivodné objevil R.
Hook. Pted chvili jsme ale napsali, Ze sila je tfislozkovy vektor. Jaky mé tedy
gravitacni sila smér? Je to pritazliva sila ve sméru spojnice obou Castic, takze
presné gravitacni zdkon pro dvé castice (v definici 5.6.7 ho uvadime pro n ¢éstic
s jednotkovymi hmotnostmi a s Kk = 1) zni:

ilzld\/lM a jﬁgzﬂmﬂ.
21 — z2® 21 — 2 ]?

Zde jsme pouzili zdkon sily F' = ma: v prvni rovnici jsme zkratili m a ve druhé
M. Misto ¢tvercd mame kupodivu kuby, ale ¢tenaika hned vidi, ze tim se pravé
zachycuje smér vektoru gravitacni sily, na ¢astici x; ptisobi ve sméru od z; k
2o a na Castici xo opacné a

1

e -

L2 — I1 €1 — T2

|21 — z2|]? |21 — z2|?
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Pro 1 = (711,71,2,713) € R oznacujeme jako |lz1| € [0, +00) euklidovskou
normu,

sl = /23, + 235+ ods

Jeji Gtverec se zapiSe skalarnim sou¢inem jako ||z1|* = z1 - 71, kde

3
€Ty -T2 1= g T1,iL2,4
i=1

(vlastnosti skalarniho souéinu opakujeme v uloze 5.8.3). Skaldrni sou¢in a deri-
vace souvisi nasledovné.

Uloha 5.6.1. Necht z(t),y(t): R — R3. Spoctéte, Ze

(x(t) - y(t)" = @(t) - y(t) +x(t) - 5(1) -

Jakou velikost tedy méa gravitacni konstanta x? Musime pohovorit o fyzi-
kélnich jednotkiach (a nebude to kratké). Hmotnosti m, M, ... se méi v kilo-
gramech, zkratka kg. Kilogram je jedina fyzikalni jednotka, ktera je stale (v r.
2018) definovand nikoli fyzikalnim procesem ale pomoci prototypu. Tim je 39
mm vysoky i Siroky platino-iridiovy valecek, tzv. Le Grand K, vyrobeny v r.
1879 a ulozeny v Mezindrodnim tfadu pro miry a vahy v Seévres ve Francii.
Srovnavanim s kopiemi se zjistilo, ze za 100 let jeho hmotnost relativné poklesla
o zlomek asi 50 - 1079, Neni proto divu, ze je (jiz od r. 2005) pfipravovdna
nové definice kilogramu. Jednotka ¢asu sekunda se zkratkou s, ¢esky vterina, je
definovana jako doba trvani 9 192 631 770 period zéafeni, které odpovida pre-
chodu mezi dvéma hladinami velmi jemné struktury zékladniho stavu atomu
cesia 133Cs. Délka jednoho metru, zkratka m, je vzdalenost prob&hnuté svétlem
ve vakuu za m sekundy. Jednotkou sily je newton, zkratka N, sila, jez za
dobu 1 s zvysi rychlost volné ¢astice o hmotnosti 1 kg o 1 m/s. Takze

N=kg-m-s 2.
Je to definice zalozena na zakonu sily F' = ma. Jednotkovy rozmér konstanty
k plyne z gravitacniho zakona a zakona sily. Méfenim se dospélo k pfiblizné
hodnoté
K = (6.67408 £ 0.00031) - 10~ . kg™' - m3 . 572 .

Je to hodnota tak mald, ze gravita¢ni ptisobeni béznych téles a predméti kolem
nés, at by to byly hory ¢i zaoceanské lodé, nepozorujeme. Samoziejms, s vyjim-
kou Zemé pod naSima nohama a Mésice a Slunce nad nasimi hlavami (Mésic a
Slunce zpusobuji slapy, dmuti mofe).

Uloha 5.6.2. Jakou gravitacni silou na sebe pisobi dva 1000 kg hmotné body
vzdalené 1 ecm? Z jakého materidlu byste je vyrobili? Nechdame je pohybovat se
ve vakuu proti sobé jen vlivem jejich pritahovdni, bez pusobent jinych rusivych
sil. Odhadneéte, za zhruba kolik vtetin se srazi.
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Uloha 5.6.3. Realistictéji, jakou gravitacni silou piisobi 250 tunovy obelisk z
Luzoru na ndmeésti Svornosti v Parizi na 100 kg turistu vzddleného 10 m? Oba
povazujte za hmotné body. Nechdme je pohybovat se ve vakuu jako v predchozi
tloze. Dokazle, Ze za 15 minut se urcité nesrazi, ale za 11 hodin ¢ diive se jisté
srazi.

Vzhledem k rozpéti chyby u k stoji za to uvést, ze jind zékladni konstanta
prirody, rychlost svétla ve vakuu ¢, byla definici sekundy stanovena jako presny
celociselny ndsobek m/s,

c=299792458 m - s~! piesné!
Pohybam téles podle gravitacniho zakona vénujeme alespon jednu ulohu.

Uloha 5.6.4 (dvé planety bez slunce). UvaZujme dvé planety x1 a x2, 0bé
s hmotnosti 1 a pohybujict se v roviné z = 0 podle vztahi

x1(t) = (cos(ct), sin(ct), 0) a x2(t) = (—cos(ct), —sin(ct), 0), t e R,

kde ¢ > 0 je zatim neuréend konstanta (ne rychlost svétla). Pro jednoduchost
poloZime k = 1. Pro jaké c obihaji planety 1 a x2, které jsou v kazZdém case
antipoddlni vzhledem k (0,0,0) a pohybuji se po jednotkové kruznici, v souladu
s gravitacnim zdkonem? Jakd je pak jejich obéznd doba?

Varianta této tilohy se sluncem se naléza v tloze 5.8.6.

Jinou silou, téz zndmou z kazdodeni zkusenosti a fidici se zdkonem prevra-
cenych ¢tverci, je coulombouvskd sila mezi elektricky nabitymi ¢asticemi 1 a 5.
Podle Coulombova zdkona mé velikost

F=kr4E,
T

Zde F je oznaménkovand velikost sily (v newtonech), k. je Coulombova kon-
stanta, v > 0 je vzdélenost obou ¢astic (v metrech) a ¢;, ¢ = 1,2, jsou ozna-
ménkované velikosti jejich ndboji—mnaboj mize byt kladny i zaporny. Maji-
li ndboje obou ¢astic opacna znaménka, je F' < 0 a sila je pritazliva, jsou-li
znaménka shodnéa, F' > 0 a sila je odpudiva. To predstavuje podstatny rozdil
oproti gravitaci, jez vzdy jen pritahuje. Dalsi rozdil je, ze konstanta k. zavisi na
prostiedi obklopujicim z; a x2, kdezto gravitace pronika v§im beze zmény. Jed-
notkou naboje je neptekvapivé coulomb, zkratka C, mnoZstvi ndboje prenesené
za jednu sekundu (konstantnim) proudem jednoho ampéru. Ampér, zkratka A,
ma pozoruhodnou silovou definici:

Ampér je staly elektricky proud, ktery pti prichodu dvéma pfimymi
rovnobéznymi nekonecné dlouhymi vodici zanedbatelného kruhového
prifezu umisténymi ve vakuu ve vzajemné vzdalenosti 1 metr vyvola
mezi nimi stalou silu o velikosti 2 - 1077 newtonu na 1 metr délky
vodice.
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Maéme tu co do ¢inéni s dalsi, uz tieti, silou, se silou magnetickou. Pohybujici se
naboje v jednom vodic¢i vytvareji magnetické pole pusobici na ndboje ve druhém
vodici. Teorie elektromagnetismu a jej popisujici Maxwellovy rovnice, kde jsou
derivace funkci opét stézejni, vSak presahuji ramec tohoto textu. Zakon sily
spolu s Coulombovym zdkonem davaji pro konstantu k. ve vakuu hodnotu

k. =899-10° -N-m?.C2.

Ve srovnéni s gravitaci jde o velmi vysokou hodnotu. Konstanta k. je na tom
nakonec po vSech zménach definic jednotek stejné jako rychlost svétla ve vakuu
¢, definicemi byla totiz stanovena na (jednotky vynechdvéme)

1 1
e~ = = (8. 1 1764...)-10° presné!
A e e YITYE) (8.9875517873681764...) - 10° piesné

Zde gg je tzv. permitivita vakua a pg tzv. magnetickd konstanta, s definovanou
hodnotou py = 47 - 107"H/m ptesné. Henry, zkratka H, je jednotka induké-
nosti, definovana jako indukénost obvodu, v némz zména elektrického proudu
rovna jednomu ampéru za jednu sekundu vyvola vysledné elektromotorické na-
péti o hodnoté jednoho voltu. Volt, zkratka V, je jednotka elektrického napéti
(¢ potencidlu), definovand jako velikost elektrického napéti na vodiéi, kterym
prochazi konstantni proud jednoho ampéru, pfi kterém se na tomto vodici roz-
ptyluje vykon jednoho wattu. Jednotka vykonu watt, se zkratkou W, je vykon,
pfi némz se vykona prace jednoho joulu za jednu sekundu. Konecné jednotka
energie a prace joule, se zkratkou J, je prace, kterou koné sila jednoho newtonu
plisobici po dréze jednoho metru ve sméru pohybu.

Uloha 5.6.5. Ve vakuu (¢esky vzduchoprdzdnu) umistime jeden metr od sebe
dve Zelezné krychlicky o hrané 1 mm a predpokldddme, Ze atomy Zeleza v nich
jsou uplné ionizované, zbavené elektronu, a obé krychlicky tak sestavaji jen ze
Zelezngch (kladné nabitgch) atomovych jader. Jakou coulombovskou silou se bu-
dou odpuzovat? Porovnejte ji s vahou celé Zemé. Potrebné materidlové konstanty
vyhledejte na Internetu.

Jednotka naboje nese jméno po francouzském fyzikovi a inzenyrovi Charlesi-
Augustinu de Coulombovi (1736-1806) (kromé elektromagnetismu se zabyval i
pevnostnim inzenyrstvim a stavitelstvim, v letech 1764-1772 byl zodpovédny
za vybudovani pevnosti Port Bourbon, nyni Fort Desaix, ve Fort-de-France,
hlavnim mésté Martiniku). Jednotce elektrického proudu dal jméno francouz-
sky fyzik a matematik André-Marie Ampére (1775-1836) (v dobé jakobinského
teroru byl jeho otec Jean-Jacques 24. 11. 1793 gilotinovan, sdim André-Marie
se kromé elektromagnetismu zabyval i chemii a matematikou, v niz publiko-
val prace o pravdépodobnostni teorii her, parcialnich diferencidlnich rovnicich
a variaénim poctu).

Ve zbytku oddilu se vénujeme pohybu systému nékolika elektrickych naboju
shodného znaménka, které se vzajemné odpuzuji coulombovskou silou. Definu-
jeme ho nasledovné.

252



Definice 5.6.6 (n odpuzujicich se &astic). Necht n € N. Systémem n odpu-
zujicich se ¢astic rozumime 2n redlngjch zobrazeni

i =xi(t), v =v;(t): R =R i=1,2,...,n,

jejichZ vsech 6n slozek md na R pruni derivace a ty spliiuji soustavu diferenci-
dlnich rovnic
.i?iZ’Ui, 1.}1‘: Z m,iZLQ,...,n.
j=1, j#i J

Zatim jsme uvazovali jen dvojice ¢astic (af pro gravitaci ¢ coulombovskou silu),
zde zobecnujeme pomoci principu superpozice na systém vice Castic: sila, jiz
plisobi na danou ¢astici = ostatni ¢astice y, z, ..., je (vektorovym) souctem sil
piisobicich na x ve dvojicich (z,y), (z,2), ... . Pro coulombovskou silu tento
princip ve vakuu plati. Protoze jde o odpudivou silu, mame v citateli rozdil
x; — x5, systém ovlddany gravitaci by mél x; — x;. Pro ucely odkazovéani a tloh
tento systém zaznamendme.

Definice 5.6.7 (n pFitahujicich se se astic). Systémem n pfitahujicich se
castic rozumime 2n redlnych zobrazent jako v predeslé definici, kde v soustavé
na pravych strandch v citatelich rozdil x; — x; nahradime rozdilem x; — x;

V definici 5.6.6 dale predpokladame, Zze na Castice nepusobi jiné sily nez cou-
lombovské (ve skutecnosti by pohybujici se nadboje budily i magnetické sily a
ovliviiovala by je i velice slaba gravitace a moznd i jiné sily), Ze kazd4 Gastice
ma hmotnost 1 a ze, pro jednoduchost, k. = 1. Nasim cilem je véta 5.6.12 nize,
kterd popisuje vyvoj tohoto systému v Case ¢t — +o0o. K tomuto cili nejprve
odvodime, Ze energie systému se zachovava.

Tvrzeni 5.6.8 (zdkon zachovani energie). Necht z;, v;: R — R3 je systém
n odpuzugicich se édstic z definice 5.6.6. Potom funkce E: R — [0,400), defi-
novand jako

n

E= B = B0+ Byl = ol + Y —

)
it 17— @
je konstantni.

Duikaz. Ukazeme, ze E'(t) = 0 pro kazdé ¢ € R. S vyuZitim soustavy v defi-
nici 5.6.6 mame

n

(lvill?) = (i -v) =200 -0y =2 >

PSR
LT P
Sectenim pfes i = 1,2,...,n a sloucenim dvou zlomki se jmenovatelem |x; —
z;]|* = ||z; — x;||> dostaneme pro kazdou dvoubodovku {i, j} piispévek




Podobné (opét diky i; = v;)

(”xi 1 xj”>/ _ —(\/(ifi'— gj) (@i —a;)) _ (wi—wy)-(vi—vy)

Roznasobenim skalarnich soucinti, se¢tenim pfes vSechny dvojice riznych cisel
i,7 a sloufenim dvou p¥ispévka od i, a j,4 mdme pro dvoubodovku {i,j}
opacny prispévek

ZCi"UZ'-I-.’Ej"Uj—ZL'i"Uj—{Ej"UZ' xj~vj+xi~vi—xj-vi—xi~vj

l@; — a;]® 25 — @4
o 72:172 Vi X5V — Ty V5 — X
s = ;]1®
Vse se proto secte na 0. O

Zde L}, je kinetickd energie systému a F), je jeho potencidlni energie. PYesnéji,
jsou to jejich dvojnésobky (ano, spravné Ej, = 3muv?), definici jsme si upravili
pro zjednoduseni vypoctu. Jinou zachovavajici se veli¢inu systému predstavuje

hybnost.

Uloha 5.6.9 (zékon zachovani hybnosti). Dokazte, Ze v situaci definice 5.6.6
i zobrazeni H: R — R3, definované jako

H:H(t) = ivi s
i=1

je konstantni.

Pro ilustraci pohybu podle definice 5.6.6 jsme chtéli uvést néco jednoduchého
a hezkého jako v iloze 5.6.4, ale nepovedlo se ndm to nalézt. Uvadime proto
alespon néasledujici disledek a jeho pokracovani v tloze 5.8.4.

Dusledek 5.6.10 (dva shodné nédboje). Predpoklidejme, Ze 1 a x2 je sys-
tém dvou odpuzujicich se édstic podle definice 5.6.6 (tedy n = 2) a Ze spliiuje

x1(0) = (—0.5,0,0), v1(0) = v2(0) = (0,0,0) a z2(0) = (0.5,0,0) .
Uloha 5.8.4 ukazuje, Ze takové cdstice existuji a Ze v ¢ase t > 0 magji polohu
z1 = (—X(¢),0,0) a xz2 = (X(),0,0) pro jistou funkci X(t) > 1/2 (popsanou

v uloze 5.8.4) jdouci pro t — +00 monotoné do +oo. Pak turdime, Ze vektory
rychlosti se rovnaji

v1(t) = (—y/1—-1/2X(¢),0,0) a wva(t) =(v/1—1/2X(t),0,0) .
Prot — +oo tedy obé cdstice od sebe odlétaji po ose x stejné velkymi ale opacné

smerujicimi rychlostmi, jejichZ velikosti se zdola blizi k 1.
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Diikaz. Ze symetrie (¢i tlohy 5.6.9) mdme v; = —vy a 27 = —x5 pro kazdé t.
Téz je jasné, Ze se obé Castice pohybuji po ose x. Podle tvrzeni 5.6.8 pro ¢t > 0
mame
1 1
+
[z1 = z2f| w2 — 24|

1

Reseni pro ||v1]| dava uvedené vyjadieni rychlosti. O

E(t) = [lva]* + [lv2]1* +

Dikaz véty 5.6.12 spociva na nasledujicim vysledku o derivacich.

Tvrzeni 5.6.11 (kli¢ovy krok). Necht funkce f: (0,4+00) — (0, +00) md vilastni
prong derivaci. Pak

kdyz YVt >1: f'(t) < @ potom YVt >1: f(t) < f(1)t.

Dukaz. Je prosty. Pro kazdé ¢ > 1 podle predpokladu mame

(f(t)>' _ St f@ -

t t2 t -

Funkce f(t)/t proto na [1,400) neroste a f(1) = f(1)/1 > f(t)/t pro kazdé
t>1. O

Nyni uz konec¢né slibovana véta.

Véta 5.6.12 (Rein, 2017). Necht z;, v;: R — R? je systém n odpuzugicich se
édstic z definice 5.6.6. Potom existuji konstanty 0 < ¢ < d a n riznych vektori
vi,..., v € R3, e pro kazdé redlnét > 1 ai,j € [n], i # j, je

et < ||zi(t) —x;(t)]| < dt
a prot — +o0o a kaZdé i € [n] mdme v;(t) — v} (tj. ||vi(t) —vf]| = 0) a
i (£) = (i (1) + t0)]| = o(t) -
Chybovy ¢len o(t) lze odhadnout silnéji jako O(log(t + 1)).

Trajektorie i-té ¢astice se tak od rovnomérné a pfimocaré trajektorie z;(1) +tv}
odchyluje o relativni chybu jdouci pro ¢ — +o0o dosti rychle k 0.

Uloha 5.6.13. Dokazte, Ze véta plati pro n = 1, dokonce s chybou o(t) = 0,
protoZe jedind cdstice leti rovnomérné a primocare.

Dukaz. Horni odhad ||z;(t) — z;(¢)|| = O(t) pro ¢ > 1 hned plyne ze zachovani

energie v tvrzeni 5.6.8: rychlosti jsou omezené, pro kazdé t € R a i € [n] je
llvill = llvi(@®)|| < /E(0), a podle véty stfedni hodnoté (pouzité v kazdé ze t¥i
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slozek) tedy ||z;|| = ||z:i(¢)|| = O(t) pro t > 1. Trojihelnikové nerovnost dava
uvedeny odhad.
Abychom dokéazali dolni odhad a zbytek véty, pouZijeme veli¢iny

levz = /WO (¢ #0) a I(t lel’z (O]l

Po roznésobeni skalarniho sou¢inu vidime, ze F(t) = Ey(t)—(1/t)I' (t)+(1/t2)I(t)
(Ep a Ey jsou definované v tvrzeni 5.6.8). Kliova je identita

(BBF(t) + (2B, (1)) = tE,(1) .

Skutecné,

It = (22@ v (¢ >
2B (t) + 2 zn: 2i(t) - S =20

B FICRFNOI E

= 2E(t) + E,(t) = 2E(t) — E,(t)

(pro zdtvodnéni posledni rovnosti viz loha 5.6.14) a odtud s pomoci konstant-
nosti energie dostavame

(2F(t) + 2B, (1))’ (BPE(t) + I(t) — tI'(t))’

UE(t) — t(2E(t) — E,(t))

t2F(t) + 2 E,(t)
t

protoze F'(t) > 0. Podle tvrzeni 5.6.11 pro kazdé ¢ > 1 méme

= tE,(t) < (t>0),

t2E,(t) < t*F(t) + *E,(t) < (F(1) + E,(1)) - t

Tedy pro kazdé ¢t > 1 je

) < S

3

kde C = F(1) + E,(1) > 0 (podle alohy 5.6.13 lze pfedpokladat, ze n > 2) je
konstanta. Odtud podle definice E,, méme dolni odhad ||z;(t) — z;(t)|| > t pro
t > 1 (ai# j). Takze podle definice 5.6.6 pro t > 1 a i € [n] méme

n n

. Tj; — X 1 -2
. fr— . 119 < M — 12 t ’
19:] 2 lzj — |3 || — 2 lz; — il|? <

=1, i =1, j#i

S pomoci véty o stfedni hodnoté (pouzité na tii slozky zobrazeni v;) pro kazdé
dva ¢asy t' >t > 1 mame cauchyovskost

|vi(t) —vi(t)]] <t
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Tedy existuje limita v} := lim;_, o0 v;(t) € R? a pro ¢ — +00 a pevné t > 1
mame tyz odhad pro konvergenci k ni,

|vi(t) —vf|| <t
Pro ¢t > 1 napiSeme polohu z;(t) jako vyraz

Lt]
zi(t) = @i(l)+tof + Y (wi(k +1) —@i(k) =)
k=1

+ (2i(t) —2i([t) + 1)) = (¢ = [¢])o7

(postupujeme krkolomné, protoze jesté neumime integrovat). S¢itanec v sumé
oznad¢ime jako si. Véta o stfedni hodnoté a odhad konvergence v;(t) k v} dévaji

llskll < k1

(tloha 5.6.15). Posledni a pfedposledni séitanec ve vyrazu pro x;(t) jsou v normé
omezené (vzhledem k omezenosti rychlosti), takze

Lt) Lt)
lzs(t) = (2i(1) + )| < D llsill +O(1) < Y % <log(t+1).

k=1 k=1

Pokud by pro néjaké i,j € [n], i # j, bylo vf = v}, dostaneme se do sporu s

dolnim odhadem ||z;(t) — z;(¢)|| > ¢ pro ¢t > 1. Limitni vektory rychlosti jsou
tedy vzajemné rizné. ]

Uloha 5.6.14. Dokaste, Ze

x;(t) — z;(t) - 1
2 2 O L noF 2, e -nol
Uloha 5.6.15. Pro k € N odvodte odhad
|i(k +1) —zi(k) —vf | < k1.
Uloha 5.6.16. V disledku 5.6.10 rychlosti v case t = 0 zménime na v1(0) =
v2(0) = (0,1,1). Jakd bude poloha édstic x;(t), i = 1,2, v caset > 07

5.7 Barvinokovo pocitani

5.8 Poznamky a dalsi ulohy
0ddil 5.1. J. Obdrzélek v uéebnici [107, Dodatek A.1 ,Primitivn{ funkce [ d?x

aneb matematik vs. fyzik“] popisuje matematikiiv a fyziktiv vypocet primitivni
funkce k 1/x, viz Gloha 5.8.1.
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0ddil 5.2. Jak jsme uvedli jiz tam, dikaz véty je pfevzat z [90, str. 35—
39]. Prvni ji dokdzal H. Lebesgue v [91] a pak G. Faber v [42]. E. Landau ji
zahrnul do své monografie [90], ktera vysla poprvé v r. 1916, podruhé v r. 1929
a kterou v r. 1986 zrevidoval a rozsiril D. Gaier. E. Landau v [90, pozndmka 6)
pod ¢arou na str. 10] k prezentovanému dtikazu poznamenal: ,FABER 3, S. 381.
Der FABERSCHE Beweis muf3te in vielen Punkten berichtigt werden und konnte
verkiirzt werden.“.

0ddil 5.4. Preiss a Tartagliova [115] dokézali vétu, Ze mnozina derivaci

D:={f:R—R| f=F prongakou F: R — R}

je vzorové definovatelnd (viz tlohy ?? a ?7?). Znamen4 to, Ze kazdou f: R — R,
jez neni derivaci (f € D), odliSuje vzorem od vSech derivaci néjakd podmnozina
E C R: pro kazdou g € D je f~1(E) # g~ '(E). Cesky matematik David Preiss
(1947) () ptsobi od r. 1990 ve Velké Britanii, nejprve na University College
London a pak na Univerzité ve Warwicku.

0ddil 5.6. Zajimavé knihy o fyzice, které matematika piiuci fyzice, fyzikal-
nimu pojeti matematické analyzy a jejim fyzikalnim aplikacim, jsou Jex, Stoll
a Tolar [73], Kulhanek [88], Machacek [94], J. Obdrzélek [107] a zejména epo-
pej Feynmanovych prednasek z fyziky [45, 46, 47] (Feynmantv Zivotopis sepsali
Mehra [99] i Gleick [53]). Odtud a také z Wikipedie jsme Gerpali fyzikdlni udaje
a inspiraci. Sila ovliviiuje pohyb, avSak tak zvané nepravé sily naopak povsta-
vaji z pohybu ([45, str. 180]), napfiklad odstfediva sila v rotujici neinercidlni
vztazné soustavé. I kdyz je gravitacni pritazlivost béznych objektd slaba, jem-
nymi pokusy ji 1ze zaznamenat a zméfit. Poprvé a dosti pfesné se to podafilo
H. Cavendishovi v letech 1797-98 ([45, str. 102], [94, str. 7], [165]). Princip su-
perpozice obecné neplati pro coulombovské sily ve hmotném prostiedi ([94, str.
?]) a neplati ani pro ,spravny“ gravitacni zdkon v obecné teorii relativity ([45,
str. 178]). Vétu 5.6.12 jsme zpracovali podle Reinova preprintu [123], v dikazu
jsme ale feSeni diferencialni rovnice nahradili jednodussim tvrzenim 5.6.11.

Véta 5.6.12 rigorézné potvrzuje intuici, ze kazdy systém odpuzujicich se ¢as-
tic (definice 5.6.6 i zobecnéni s riznymi hmotnostmi) se vyviji ocekdvanym fad-
nim zpusobem, ¢astice od sebe odlétaji po témér primocarych a rovnomérnych
trajektoriich. Pro pfitahujici se ¢éstice (definice 5.6.7 i zobecnéni s riznymi
hmotnostmi) je ovSem situace naprosto jina, jak nakonec ukazuji uz tlohy 5.6.4
a 5.8.6. Klasické je samoziejmé newtonovské feseni problému dvou téles, které
v typickém piipadé obihaji kolem té&zisté po koplanarnich elipsach, viz [73, ka-
pitola 4.4 a 4.7], [88, kapitola 1.4.3] a [45, kapitola 7]. Gravitace ale umoziiuje
se naleznou v ¢lancich Montgomeryho [104, 105] a Montaldiho a Stecklesové
[103].

Dalsi alohy

Uloha 5.8.1. Prostudujte kapitolu [107, Dodatek A.1] v ucebnici J. Obdrzdlka
turdict, zhruba Teceno, Ze matematik a fyzik vypocitaji primitioni funkci k 1/x
kazdy jinak. Uvedeny ,paradox® pak vysvétlete.
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Uloha 5.8.2. Ukaste, Ze pro kazdou derivaci f: R — R (tedy f = F' pro
néjakou F: R — R) existuji takové spojité funkce fr,: R — R, n € N, Ze pro
kazdé a € R je

lim fy(a) = f(a) .

n—oo

Uloha 5.8.3 (vlastnosti skalarniho sou¢inu). Dokazte, Ze pro x,y,z € R"
aacRje (x-y=>3" 1Y)

xy=y-x, - (y+z)=x-y+x-2z a x-ay=az-y).

Uloha 5.8.4 (dva shodné naboje, pokradovani). Zde popiseme zobrazeni
x1 a To Tesict dusledek 5.6.10 —pohyb dvou shodnych ndboji s jednotkovymsi
hmotnostmi pri ke = 1, nachdzejicich se v ¢ase t = 0 v klidu ve vzddlenosti 1.

Uloha 5.8.5. Necht z;(t) (av;(t) = 2;(t)), i = 1,2,...,n, jsou cdstice spliujici
definici 5.6.6 a «;(t) = a;t+b; s a;,b; € R je linedrnd transformace ¢asu vedouct
k novgm n édsticim y;(t) := x;(a;(t)). Pro které hodnoty koeficienti a;, b; tyto
nové cdstice urcité také spliugi definici 5.6.6% Jaky je fyzikdlni vyklad takové
transformace ¢asu?

Uloha 5.8.6 (dvé planety se sluncem). V iloze 5.6.4 priddme tieti planetu,
vlastné slunce, x3(t) spliugici x3(0) = v3(0) = (0,0,0). Pro které ¢ se ted celd
slunecni soustava pohybuje v souladu s gravitacnim zdkonem, tedy podle defi-
nice 5.6.7? Jakd je potom obéZnd doba planet x1 a xs?

Uloha 5.8.7 (deska a bod). V R? je v roviné z = 0 umisténa nekonecnd
velmi tenkd deska D s hustotou u kg/m? a ve vzddlenosti a > 0 metri od ni,
naptiklad v bodé (0,0,a), lezi &dstice o hmotnosti jednoho kilogramu. Vypodi-
tejte gravitacni pritazlivost mezi deskou a cdstici v newtonech. (D aproximugjte
souborem Cédstic.)
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Kapitola 6

Realna ¢isla jako nekonecné
desetinné rozvoje

V posledni kapitole, ktera predstavuje nejptivodnéjsi ¢ast skript, rozvineme od-
dil 1.7 a vybudujeme redlna c¢isla a aritmetické operace s nimi na zakladé neko-
ne¢nych desetinnych rozvoji. Dokadzeme vétu 1.7.20 a tvrzeni 1.7.21. Pro pohodli
¢tenarky v oddilu 6.1 zopakujeme, co vlastné budeme dokazovat.

6.1 Uvod

Pripomenuti R, R a aritmetickych operaci na R z oddilu 1.7.

MnozZinu realnych éisel jsme v oddilu 1.7 definovali jako R = R/~, kde R
jsou rozvoje, oznaménkované nekonecné posloupnosti

+agaias - - = tag.a1as ..., ay € Ng,
s 0<a, <9pron €N (a, jsou cifry rozvoje), a ~ je ekvivalence ztotoziiujic
+0.00---~—0.00..., +v99--- ~ +(v+1)00... a —v99---~ —(v+1)00... ,

kde v je libovolny koneény neprazdny pocatecni tsek rozvoje, ktery pro délku
alespon 2 nekonci devitkou, a v + 1 znamena zvétSeni jeho posledni cifry o 1.

Na R jsme zavedli aritmetické operace a linedrni usporadani. Toto linearni
usporadani je lexikografické a odvozené z obvyklého uspoirddani na Ny, s nej-
vyznamnéjsi cifrou ag, druhou nejvyznamnéjsi aq, atd. (a samozfejmé —r < +s
a—r < —s <= +r > +s pro kazdé +r,+s € R). V tloze 1.7.17 jsme jiz
dokézali (feknéme), Ze jde o ostré linedrni uspordddni na R a Ze se pfenasi na
ostré linearni uspofadani na R. Ve vété 1.7.30 jsme také dokazali, ze (R, <) je
uplné usporadani, to jest kazda neprazdna a shora omezena podmnozina R ma
supremum.
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Aritmetické operace jsme na R zavedli pomoci zkrdceni a formalnich limit.
Zkraceni je rozvoj, jehoz cifry jsou od urcitého mista nuly. Zkraceni rozvoje
a = tapajas -+ - € R na n-tém misté, n € Ny, je rozvoj

aln:==ag...a,00...

vznikly ndhradou n 4 1-té a dalsich cifer nulami, se zachovanim znaménka. Dvé
zkraceni umime seéist a vyndsobit, nebot je chapeme i jako zlomky,

:I:ag...anO()...:izzﬁzoailo,i cQ.

Naopak kazdy zlomek se jmenovatelem rovnym mocniné deseti je vlastné i zkra-
ceni.

Lemma 6.1.1. Necht a,b € R jsou dva rozvoje.
1. KdyZza~b, taka|n—>b|n — 0 pro n — oo.

2. Kdyz a ' b, tak existuji k,ng € N, Ze pro kaZdé n > ng je

1
—b —.
la|n |n|>k

Dukaz. 1. Z definice ~ plyne, Ze pro a ~ b se pro kazdé n € Ny rozdil a|n—b|n
rovna 0 nebo £107".

2. Necht a # b a k € Ny je prvni index, Ze ap # bg. Pokud k neexistuje, maji
a a b rizna znaménka a jako ! ozna¢ime index prvni (spole¢né) nenulové cifry,
jenz existuje. Pak |a|n —b|n| > 107! pro kazdé n > [. Kdy7 k existuje a a a b
maji riizné znaménka, pak |a|n—b|n| > 107* pro kazdé n > k. Necht k existuje
a a a b maji totéz znaménko. Pokud |ay — bgx| > 2, méme |a|n —b|n| > 107
pro kazdé n > k. Pokud aj — by = 1, jako | > k oznacime prvni dalsi index, ze
a; # 0 nebo b; # 9 (I existuje). Pak a|n —b|n > 107! pro kazdé n > I. O

Uloha 6.1.2. Zesilte druhou édst predchoziho lemmatu.
Posloupnost rozvoji (a(")) C R formdlné konverguje, kdyz se znaménko

v a™ od jistého indexu dale stabilizuje a kdy# totéz plati pro kazdou k-tou

cifru a,(cn). Rozvoj a s timto stabilizovanym znaménkem a témito stabilizovanymi

ciframi jsme nazvali formdini limitou posloupnosti a(™ (v R),

lim o™ :=a € R.
Posloupnost rozvoja (a(")) C R mé formdlni limitu v R, kdyz je (a(")) sjedno-
cenim dvou forméalné konvergentnich podposloupnosti s formalnimi limitami a

a b splnujicimi a ~ b. Pak jsme polozili

liﬂgn a™ :=[a] = [)) € R (blok ekvivalence ~ obsahujici a resp. b) .
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Soucet a + b a soucin ab = a - b dvou realnych cisel reprezentovanych rozvoji
a = tapaias ... a b= 1byb1bs ... jsme definovali jako formélni limity v R

a+b::1iﬂr§n(a|n—|—b|n) a ab:= liﬂgn(a\n)(bM) .
Véta 1.7.20 tvrdi, ze R s timto s¢itdnim, nasobenim a usporadanim je iplné

usporadané téleso, a tvrzeni 1.7.21 fika, ze jeho prvotéleso, to jest kopie Q v R,
je tvoreno pravé periodickymi rozvoji. DokazZeme to.

6.2 Korektnost séitani a nasobeni

Aritmetické operace a+b a ab (a,b € R) na R — definované formalnimi limitami
v R posloupnosti visledki téchto operact na zkrdcenich rozvoju a a b —jsou
korektné definovdny.

Ukézeme, 7e pro kazdé dva rozvoje a,b € R mé posloupnost souctlt (c,) :=
(a|n +b|n) isouéint (d,) := ((a|n)(b|n)) formalni limitu v R. Plyne to z
nasledujicich dvou lemmat.

Lemma 6.2.1. Plati ndsledujict.
1. Posloupnosti zkracent (c,,) a (d,) jsou cauchyouské.
2. Ma-li posloupnost zkrdaceni (a(")) formdlnd limitu v R, je cauchyovskad.

Dukaz. 1. Pro kazdé m < n z N a rozvoj a mame nerovnost

_ Umt1 a, 9 9 1
jaln =alml = Joner + o qor < Jomat T igee T 1on
Tedy pro m < n mame ¢, — ¢, < 2/10™ a |d,, — dy| = |(a|m)(b|m) —

(a|n)(b|n)| < la[m|-[b[m —b|n|+]a|m —a[n]|-|b|n|] < (a0 + bo + 2)/10™,
coz je cauchyovskost.
2. Toto plyne také z pfedchozi nerovnosti a z ¢asti 1 lemmatu 6.1.1. O

Nasledujici lemma je stézejni.

Lemma 6.2.2. KaZdd cauchyovskd posloupnost zkrdcent md formdini limitu v
R. Podrobnéji, kdyz je (a(”)) C R,Q posloupnost zkrdcent, kterd je cauchyovskad
ale formdlné nekonverguje, potom je (a(”)) sjednocenim dvou formdlné konver-
gentnich podposloupnosti s riznymi ale ekvivalentnimi formdilnimi limitams.

Dukaz. Kdyz je (a(")) cauchyovska ale formalné nekonverguje, nestabilizuje se
néktera cifra nebo se nestabilizuje znaménko. Za¢neme prvnim pripadem a jako
k € Ny oznac¢ime nejmensi index nestabilizujici se cifry. A C Ny budte cifry,
které se jako a,(cn) vyskytuji pro nekoneéné mnoho n. Mame |A| > 2, pro k > 1

z omezenosti al(") <9 a pro k = 0 z omezenosti a(()") plynouci z cauchyovskosti
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(a(”)). Vezmeme ng € N tak velké, ze Cl;-m) = G;nOH) =...prokazdé 0 < j <k
a &Igno)’ al(c’m“), ... € A. Protoze

ja®) — ()| > [af™) — a{"?|107% — 107

pro kazdé ny,ny > ng, mizeme predpokladat, ze A = {c,c + 1}, jinak nastane
spor s cauchyovskosti (a(™). Maji-li navic a(™) a a("?) riizné znaménko, plati
zesileni posledni zvyraznéné nerovnosti, kde vyraz | - — - | vpravo nahradime
virazem -+ - a posledni ¢len —10~* pomineme. Mtizeme tak piedpokladat, aby
nevznikl spor s cauchyovskosti (a(")), 7e viechna zkraceni (") q(mo+1)  maji

stejné znaménko. Necht se znaménka shoduji, tieba na —, a necht al(cnl) =c

a a,(cm) = ¢ + 1. Pak pouzijeme jiné zesileni posledni zvjraznéné nerovnosti:
posledni ¢len —10~* vpravo nahradime ¢lenem —10~% +10~! kde l € N, [ > k,
je prvni index, Ze al(nl) # 9 nebo al(m) # 0 (takové [ vidy existuje). Abychom ani
pak nedostali spor s cauchyovskosti (a(™), musi byt I — oo pro min(ny,ng) —

o0. To ale znamend, ze podposloupnost a(™ s a,(cn) = ¢ formalné konverguje

k rozvoji —a(()nO) . ..al(ﬁ)l) 99 ... a doplitkova podposloupnost a(™ s a,(cn) # c
formalné konverguje k ekvivalentnimu rozvoji —a(()"o) .. a,(cn_ol) (c+1)00....V

tomto piipadé mé tedy (a(™) formalni limitu v R, jak se tvrdi.

Podivame se na zbyly pfipad, kdy se kazda cifra v (a(")) nakonec stabilizuje
ale znaménko nikoli. Kdyz uvazime vysSe uvedené zesileni zvyraznéné nerovnosti
pro riizné znaménka (zkraceni vlevo), vidime, aby nevznikl spor s cauchyovskosti
(a(™), 7e se kazda cifra musi stabilizovat na hodnoté 0. Pak ale (a(™) snadno
rozdélime na dvé podposloupnosti, jedna s formalni limitou +00... a druha
—00..., takze (™) ma opét formalni limitu v R. O

Operace + a - tak mame fadné definované jako zobrazeni z Rx R do R. Ukazeme,
Ze zameéna rozvoje v argumentu + ¢i - ekvivalentnim rozvojem nezméni hodnotu,
takze jde o zobrazeni z R x R do R. Plyne to z néasledujiciho lemmatu.

Lemma 6.2.3. Necht (a(™), (b(™) C R,Q jsou takové posloupnosti zkrdcent,
ze (i) a™ — b — 0 pron — oo a (ii) (™) md formdini limitu v R. Pak ji
md i (b)) a limg a(™ = limg (™).

Diikaz. Protoze (a(™) mé formalni limitu v R, je cauchyovska podle ¢asti 2
lemmatu 6.2.1. Pak je podle (i) i (b)) cauchyovska. Podle lemmatu 6.2.2 ma
(b(™) formalni limitu v R. Kdyby se nerovnala limg a(™, vedou (i) a ¢asti 2
lemmat 6.2.1 a 6.1.1 ke sporu. O

Necht tedy a,b,c € R jsou rozvoje s a ~ b. Odvodime, ze ac = bc € R a
a+c=b+ c € R. Mame, podle ¢asti 1 lemmatu 6.1.1,

[(a[n)(c|n) = (b[n)(c|n)| = la|n—b|n[-[c|[n] =0, n—oco.

Polozime-li a™ = (a|n)(c|n) ab™ = (b|n)(c|n), dostavame podle posledniho
lemmatu a definice nasobeni, 7e ac = limg a(™ = limg b(™) = be. Stejny a o
trochu lehéi argument funguje pro soucet.
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Za cenu obtiznéjsich dikazu jsme si mohli vystacit jen s formalnimi limitami
v R misto R, jak ukazuje nasledujici uloha.

Uloha 6.2.4. Dokazte, %e pro kaZdé dva rozvoje a,b € R obé posloupnosti zkrd-
cent

(@[n+bln) a ((a[n)(b[n))

formdiné konverguji. Jak z prikladd v oddilu 1.7 vime, nevystaci se jen s cau-
chyovskosti téchto posloupnosti.

Lemma 6.2.5. Necht (a(™) C R,Q je posloupnost zkrdcent, kterd md
lima™ =a eR,
R
a necht a € « je néjaky rozvoj reprezentujici . Pak
a™ —aln—0, n—oo.

Dukaz. To plyne z definice formélni limity v R a z ¢asti 1 lemmatu 6.1.1. O

6.3 (R,+,:,<) je usporadané téleso
Bla.

Uz tedy mame na R fadné definované aritmetické operace a ty jsou odvozeny
z aritmetickych operaci se zlomky, pfesnéji se zkracenimi. To, Ze (Q,+,-) je
téleso, vezmeme jako dany vychozi bod. Vlastnosti operaci + a - pfeneseme
na R z podokruhu zkraceni télesa QQ limitnim pfechodem pomoci lemmatu o
zaméné poradi aritmetické operace a formalni limity v R.

Lemma 6.3.1. Necht (a(™), (b)) C R,Q jsou dvé posloupnosti zkrdcent, které
magi formdlni limity v R. Pak je magi i posloupnosti (a™ + b)), (a(™b™) q
plati, Ze

lim(a(") + b(")) lim @™ + lim ™
R R R

lim(a™ - 5™) = lima™ - limb™ .
R R R

Dukaz. Z existence limg a(™ a limg b(™ plyne cauchyovskost posloupnosti (a("))

a (b)) (¢ast 2 lemmatu 6.2.1). Z ni plyne cauchyovskost posloupnosti (a(™) +

b)Y a (a™ - b(™) (pro soudet to je jasné a pro soucin argumentujeme jako v

ditkazu ¢asti 1 lemmatu 6.2.1). Podle lemmatu 6.2.2 existuji limg (a(™ + b)) a

limg (a(™b(™). Necht a, b € R reprezentuji po fadé realna éisla limg a(™, limg (™),
¢ € R reprezentuje soucin ab € R a d € R reprezentuje limR(a(”)b(")). Pak, pro

n — oo, vSechny ¢tyti rozdily

din—a™p™ o™ —q|n, ™ —b|n a (a|n)(b|n)—c|n
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jdou k 0, podle lemmatu 6.2.5 a definice souc¢inu dvou rozvoju. Diky omezenosti
vSech zapojenych posloupnosti zkraceni zkombinovanim téchto ¢tyt rozdilu de-
dukujeme (viz tloha 6.3.2), Ze i rozdil

dln—c|n

jde pro n — oo k nule. To ale podle ¢asti 2 lemmatu 6.1.1 znamend rovnost
realngch é&isel [d] = [c], tedy limg (a(™b(™) = limg o™ limg (™). Limita soucinu
je tak soucin limit. Podobny a jednodussi argument dokazuje rovnéz, ze limita
souctu je soucet limit. m]

Uloha 6.3.2. Odvodte podrobné, e d|n —c|n — 0.

Reéln4 ¢isla 0 = {+0.00...,-0.00...} a 1 = {4+1.00...,40.99...} jsou
ziejmé podle definice souctu a soucinu redlnych ¢isel neutralnimi prvky pro tyto
operace. Z definice souc¢tu a soucinu téz hned plyne, ze pro realné ¢islo reprezen-
tované rozvojem +aga; ... je redlné ¢islo reprezentované rozvojem Fagay ... s
opa¢nym znaménkem inverznim prvkem pfi s¢itani a zZe s¢itani i nasobeni re-
alnych cisel je komutativni. Vychézime z toho, ze s¢itani a nasobeni maji tyto
vlastnosti v okruhu zkriceni, jenz je podokruhem télesa (Q,+, ).

Uloha 6.3.3. Ovérte podrobné, Ze 0 respektive 1 je neutrdlng pro scitdni respek-
tive ndsobent, Ze scitani a ndsobeni jsou komutativni a Ze kaZdé rediné cislo md
inverzni prvek pro scitand.

vvvvvv

zivaji zaménu poradi dvou limit. Dokazeme tieba distributivitu nasobem vzhle-
dem ke scitani. Pro libovolné rozvoje a,b,c dokdzeme rovnost redlnych cisel
a(b+c¢) = ab+ac. Necht d € R je libovolny rozvoj reprezentujici éislo b+ ¢ € R.
Pak skutecné

alb+c¢) = hﬂgn(a [n)(d|n) = liﬂrkn(a | n) liﬂrgl(d [n)
= hﬂgn(a|n)liﬂgn(b|n+c|n) = liﬂgn((a|n)(b|n+c|n))
= tim((alm)(b|n) + (a|)(e|n)
= hﬂ{{n(a|n)(b|n)—l—liﬂ@n(a\n)(dn):ab—l—ac,

kde prvni rovnost plati podle definice nasobeni v R, druha podle lemmatu 6.3.1,
tfeti podle definice s¢itani v R alemmat 6.2.3 a 6.2.5, ¢tvrta podle lemmatu 6.3.1,
pata podle distributivity nasobeni vzhledem ke s¢itani v okruhu zkraceni, Sesta
podle lemmatu 6.3.1 a sedmé podle definice nasobeni v R. Asociativita s¢itani
i nasobeni se dokaze podobnymi ale jednodussimi vypocty.

Ukézeme, ze (R, +,-) je obor integrity, tfebas to uz je zahrnuto v existenci
multiplikativnich inverzti nize v lemmatu 6.3.5. Necht a,b € R a ab = 0. Pak
podle definice nédsobeni v R a lemmatu 6.2.5 mame (a |n)(b|n) — 0 pron — co.
Bez dalsiho odtud neplyne, Ze a|n — 0 nebo b|n — 0, stai uvazit posloupnosti
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zlomkt 1,0,1,0,... a0,1,0,1,.... OvSem (a|n) i (b|n) je cauchyovska (podle
nerovnosti v dikazu ¢4sti 1 lemmatu 6.2.1), takze zde to plyne (viz tloha 6.3.4)
a tak (podle ¢asti 2 lemmatu 6.1.1 ¢i ziejmé) a = £0.00. .. nebo b = +0.00... .
Okruh R je proto obor integrity.

Uloha 6.3.4. Kdyz a,b, — 0 pro dvé cauchyovské posloupnosti (a,), (b,) C Q,
pak a,, — 0 nebo b, — 0. Jak se dd oslabit predpoklad cauchyovskosti, aby zdvér
stdle platil?

Ukézeme jesté, ze usporadani > na R je v souladu se s¢itdnim i ndsobenim. Necht
a,b,c € R,b>aab i a. Pakexistuje k € Ng,Zen > k = b|n—a|n > 107F (viz
dikaz ¢asti 2 lemmatu 6.1.1). Necht d, e € R reprezentuji po fadé b+c,a+c € R.
Z (b|n+c|n)—(a|n+c|n) > 107" pro kazdé n > k a lematu 6.2.5 dostavame,
ze d|n —e|n > 107%"! pro kazdé n > ng. Tudiz d > e a d # e. Necht
a,byc € R, b>a,c>0=0.00... ab a. Existuje k € Ny, ze pro n > k je
bln—a|n>10"%ac|n > 107*. Necht d, e € R reprezentuji po fadé bc, ac € R.
Z (b|n)(c|n)—(a|n)(c|n) > 10~2* pro kazdé n > k a lematu 6.2.5 dostavame,
7e d|n —e|n>10"2*"1 pro kazdé n > ng. Tudiz d > e a d £ e.

Existence multiplikativnich inverzu

Dikaz véty 1.7.20, ze (R,+,-, <) je uplné uspofadané téleso, je skoro hotovy.
Co zbyva dokézat je existence inverzu nenulového ¢isla vzhledem k nasobeni.
Provedeme to v nasledujicim lemmatu.

Lemma 6.3.5. Pro kaZdé nenulové a € R existuje § € R, Ze aff = 1 =
{+1.00...,40.99...}.

Dukaz. Funkce f: R —» R, f(x) = ax, je spojitd. Pro dostatecné velké k € N
jisté mame f(£10%) < 1 a f(F10F) > 1. Véta 4.2.4 o nabyvani mezihodnot
spojitych funkci dava existenci 5 € R's f(8) = 1. o

Tim je dikaz véty 1.7.20 dokoncen.

Neni ale dtkaz posledniho lemmatu néjaky pochybny a neskryva bludny
kruh? Pokud to ¢tenarku napadlo, je to spravné. Dikaz je sice elegantni a velmi
kratky, ovSem za cenu pouziti véty 4.2.4 o spojitych funkcich, ktera se objevuje
v pozdéjsi fazi vystavby analyzy neZ je zavedeni redlnych cisel. Vétu 4.2.4 a
pojem spojité funkce pred ni jsme uvedli ve chvili, kdy jsou redlna ¢isla jiz se-
strojena a jejich zakladni vlastnosti dokdzané. Vibec neni nepfipadna namitka,
ze se dikaz véty 4.2.4 nebo i sAm pojem spojité funkce snad opird téz o exis-
tenci multiplikativniho inverzu realnych c¢isel. Kdyby to tak bylo, byl by dikaz
lemmatu 6.3.5 diikkaz kruhem a logicky chybny. Nastésti to tak neni, jak ukazuje
nasledujici obecny vysledek.

Uloha 6.3.6. Necht S = (S, +, -, <) je tplngj uspoiddanyj okruh s tou vlastnost,
ze pro kazdé dva jeho kladné prvky o, 5 > 0 existuje v € S, Ze a > v > 0. Pak
S je téleso.

Protoze
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6.4 Prvotéleso v R jsou periodické rozvoje

Bla.

Zbyva dokazat tvrzeni 1.7.21. To fika, ze redlné ¢islo o € R je racionélni,
pravé kdyz kazdy rozvoj a € a je periodicky. Racionalita « znamend, Zze a = a/b
pro takové rozvoje a, b, Ze a,, = b,, = 0 pro kazdé n > 0 (a a b maji za desetinnou
teckou jen nuly). Rozvoj +(10™).00. .., m € Ny, oznaéime jako 10™ (uZ jsme tak
s nim pracovali v ditkazu lemmatu 6.3.5). Ditkaz je zaloZen na zfejmé vlastnosti
nasobeni timto rozvojem: kdyz a = +aga;--- € R, tak 10™ - a = +bgb; ...,
kde znaménko je totéz jako u a a b, = a4, pro kazdé n = 1,2,... (posunuti
desetinné tecky, hodnotu by nefesime). Jednodussi je dokdzat v tvrzeni 1.7.21
implikaci <. Necht a = +agay ... je periodicky rozvoj: existuji ng € Ngap € N,
Zen > ng = ap = an4+p- Pak ale, podle zminéné vlastnosti ndsobeni mocninou
deseti, mame 10" Pq—10"0a = [+bo.00...], kde rozvoj b = +b(.00. .. m4 totéz
znaménko jako a. Takze a = b/(10"° TP —10") = b/(+(10" TP —10"°).00...) a
a je racionalni.

DokéZeme opac¢nou implikaci =. Necht o = a/b je racionalni reilné ¢islo,
takze a,b € R maji za desetinnou teckou jen nuly, a ¢ € « je libovolny rozvoj
reprezentujici a. Dokazeme, Ze c je periodicky.

Proé¢ plati, ze 0.999--- =17

M4 odpovéd zni: tuto a pfibuzné rovnosti je logicky nutné postulovat (tech-
nicky jako ekvivalenci), aby bylo pravda, Ze kazda cauchyovskd posloupnost
zkraceni ma formalni limitu. Druhy hofejsi priklad

Uloha 6.4.1. Prostudugte si texty na internetu [161] a [76] o rovnosti 0.999 - - - =
1. Lze prijmout to jeji zdivodnéni, Ze 1 a 0.999... predstavuji tyz bod na redlné
ose?

6.5 Poznamky a dalsi tlohy
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Navody k reseni skoro
vSech 1loh

Uloha 1.0.1. Pokud ¢&islu 2 rozumime mnozinové jako 2 = {0, {0}} a pokud
a=1ab=0, pak md B jen dva rtizné prvky. Podle toho, co je a a co b miiZe
mit B i tfi ¢l ¢tyfi ruzné prvky. Ostatni moznosti nenastévaji.

Uloha 1.0.2. Tieba matrjoska v obchodé u Karlova mostu, ale bez vnitini
pevné babusky.

Uloha 1.0.3. #P(M) = 2#M.

Uloha 1.0.4. Pro M = {1,2,...,n} uvaite toto sparovani prvki mnoziny
P(M): (A, A\{1}),kdyz 1€ A, a (4,AU{1}), kdyz 1 & A.

Uloha 1.0.5. Tak to neplati, 0 # 1.
Uloha 1.0.6. Viz extenzionalita mnoZin.
Uloha 1.0.7. Plyne to hned pomoci extenzionality mnozin.

Uloha 1.0.9. Z prvniho tvrzeni o papeZi se vypusténim zévorek stane formule
znamenajici
(Vz: ze€l) = (x je papez)

(V véze silnéji nez =), jeZ neni ani pravdiva ani nepravdiva, protoze neni uza-
viend — tfeti vyskyt symbolu proménné x neni vazany zadnym kvantifikatorem.
(Pokud bychom tento vyskyt x povazovali za implicitné kvantifikovany obecnym
kvantifikdtorem V x, jak se to Casto déld, dostavame pravdivou formuli, protoze
implikace mé4 pro kazdé x nepravdivy predpoklad Vz : x € ().) Podobné druhé
tvrzeni o papeZi po vypusténi zavorek neni uzaviena formule a tedy neni ani
pravdivé ani nepravdivé.

Uloha 1.0.10. Existuje kladné ¢, Ze pro kazdé kladné § existuji v M dva prvky,
které jsou blize nez J, ale funkéni hodnoty v nich jsou vzdalené alespon ¢.

Uloha 1.0.11. alfa, beta, velkid gama, gama, velkd delta, delta, epsilon, zéta,
éta, velka théta, théta, idta, kappa, velkd lambda, lambda, mi, ny, velké ksi, ksi,
omikron, velké pi, pi, r6, velké sigma, sigma, tau, velké ypsilon, ypsilon, velké fi,
fi, chi, velké psi, psi, velkd omega, omega (,,J4 jsem alfa i omega“). Neuvedené
kapitalky se shoduji s latinkou, nap¥. A pro «, H pro n apod.
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1 1 41

Uloha 1.1.1. 27" = 27" — 277, Slo = 4 — o a ol = 4.5

1
) n24n n

Uloha 1.1.2. Na Bernarda Bolzana. Viz Pruni rozpravy o teorii mnoZin v mo-
numentalnim Vyprdvéni o krdse novobarokni matematiky [146] Petra Vopénky
(1985-2015) (Cesky matematik, filozof, spisovatel a politik, tviirce alternativni
teorie mnozin a autor fady vysledkt v klasické, cantorovské teorii mnozin a
topologii).

Uloha 1.1.3. Musime pochopitelné pfedbénout a pouzit limity posloupnosti a
konvergenci fad. Druhé rovnost v prvnim vypoctu plati trividlné. Prvni rovnosti
v obou vypoctech jsou spravné a plati podle ¢asti 2 tvzeni 3.1.9. Prvni rovnost
v uloze neplati, uz proto, ze vlevo lim a,, neni 0.

Uloha 1.2.1. Na n-prvkové mnoziné je 2("~1)/2 grafii a nekoneéné mnoho
multigrafa.

Uloha 1.2.2. Téchto multigraft je 33 = 27.

Uloha 1.2.4. Pro a € M definujeme X, = {b € M | aRb}. Pak P = {X, | a €
M} je rozklad M a mé pozadovanou vlastnost. Jing rozklad s tou vlastnosti
musi mit stejné bloky. Pfechod od P k R podobné.

Uloha 1.2.6. Reflexivitu dava hodnota n = 0. Symetrie plyne obracenim po-
sloupnosti. Tranzitivita plyne napojenim dvou posloupnosti.

Uloha 1.2.7. Ukaite, %e nejkratsi sled spojujici dva dané vrcholy je cesta.

Uloha 1.2.8. Pokud nékteré dva vrcholy nelze spojit cestou, lezi v riiznjch
komponentach. Graf tedy ma alespon dvé komponenty a popsany rozklad tvofi
jedna komponenta a sjednoceni vSech ostatnich. Ma-li graf popsany rozklad, pak
zaddny vrchol v jednom bloku nelze spojit cestou s vrcholem v druhém bloku.

Uloha 1.2.9. 1, 1, 2, 5 a 15.

Uloha 1.2.10. Pro kazdé nenulové n € Z se n a —n vzajemné déli, takze se
nejedna o usporadani. Na N dostavame neostré castecné usporadani, které neni
linearni.

Uloha 1.2.12. Ano, je to dokonce nejvétsi prvek dané podmnoziny.

Uloha 1.2.16. PotiZ je s neporovnatelnymi prvky: kdy# ¢ < a, pak ¢ neni horni
mezi Y, coz dosvédci i prvek v Y neporovnatelny s c.

Uloha 1.2.17. Jsou-li a a o’ dvé suprema podmnoziny Y, pak podle definice
a<adid <a,takiea=a'.

Uloha 1.2.20. M4-li slovo f defini¢ni obor [k] a slovo g defini¢ni obor [I], kde
k,l € Ny, pak mé slovo fg definiéni obor [k + {] a hodnoty fg(i) = f(¢) pro
1<i<kafgi)=g(i—Fk)prok+1<i<k+I.

Uloha 1.2.21. Protoze bijekce mezi mnozinami indukuje bijekci mezi mnozi-
nami jejich bijekci na sebe. KdyZ je f bijekce {1,2,...,n} na sebe, pak pro f(1)
mame n moznosti, pro f(2) (pro jiz uréenou hodnotu f(1)) o jednu méné, a tak
dél. Tedy n!l=n-(n—1)-...- 1.
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Uloha 1.2.22. Kdyz f a g jsou surjekce, pak i h je surjekce. Kdyz je h surjekce,
tak i g je surjekce. Kdyz f a g jsou injekce, pak i h je injekce. Kdyz je h
injekce, tak i f je injekce. A tak podobné dédle. Pocet tloh? V trojici (f,g,h)
prifadime jedné ¢i dvéma slozkdm jednu ze ¢tyt znacek {s, —s, i, i} (se zfejmym
vykladem) a ptdme, zda to néco implikuje pro nékterou z neoznacenych slozek.
Coz da 4(‘;’) +42 (g) = 60 dloh. Jsou mozné asi i jiné vyklady otazky po poctu
tuloh.

Uloha 1.2.23. V rela¢nim pojeti je f~! vidy surjekce a proto pro nesurjektivni
prostou f je (f~1)~1 # f.

Uloha 1.2.24. Je-li f bijekce, pak hledané g je f~!. Existuje-li k f popsané
zobrazeni g, pak definovanost g na N ukazuje, Ze f je na (b € N je obrazem
g(b) v f) a ,funkénost“ g ukazuje prostotu f (a,a’ € M s f(a) = f(a’) = b déva
a=g()ada =gb)), tedy a =d).

Uloha 1.2.27. Viechny.

Uloha 1.3.2. f d4 mnozinovy systém a AC dé4 g. Naopak, pro dany mnozinovy
systém uvazte vhodné zobrazeni f z | J,.; A; do I.

Uloha 1.3.3. Nepotiebujeme. Pokud zkratku X # ) rozvineme jako

iel

Jda: ae X,

stane se prvni formule tautologii, kterou dokaZeme jen z logickych axiomu bez
pouziti dal$ich mnozinovych axiomu. Pro ,zabaleni“ a ve druhé formuli jiz né-
jaké axiomy teorie mnozin potiebujeme, ne vSak AC. Vybér prvku z neprazdné
mnoZiny potom je pouhou reformulaci jeji nepréazdnosti. Zkratku X # ) ale
mizeme také rozvinout spravnéji (pfedchozim rozvinutim jsme si to uleh¢ili az
moc) jako
VZ: (-3z: z€Z)=~(X=2)

a pak k vybéru a z X, to jest k dikazu prvni formule s takto nahrazenou

podformuli X # ), jiZz potfebujeme axiom extenzionality (ale ne AC).

Uloha 1.3.4. Je-li uspofadani dobré, popsany fetézec zjevné neexistuje. Neni-li
dobré, fetézec sestrojime opakovanym vybérem (AC!) prvka popirajicich mini-
malitu.

Uloha 1.3.6. Mnozinu M lze chapat i jako mnozinovy systém {(m,m) | m €

Uloha 1.3.7. Obsahuje napfiklad linearni uspofddani na jednobodovce { f(X)}.

Uloha 1.3.8. Pro vlastni dolni mnozinu A v R, jez je i vlastni dolni mnozinou
v T, vybird f z jejtho dopliiku do X prvek, jenz je nejmensi v D(T)\A. Ten
zustavd nejmensi i v D(R)\A. Jediny novy piipad je A = D(T), ale pak je
F(X\A) = z, coz je nejmensi (totiz jediny) prvek v D(R)\A = D(R)\D(T).

Uloha 1.3.11. Prvni séitani & operace je a — a + ¢, kde a € C a ¢ € [0,27).
Druhé sé¢itani je ¢ + ¢, kde ¢, ¢ € [0,27). Pro zmateni nepfitele obé znacime
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tymz symbolem +. Podstatné je, ze (a+v)+¢ = a+ (1 + ). S¢itani a odecitani
thld je vlastné séitani a odeéitani éisel z intervalu [0, 27) modulo 27.

Uloha 1.4.2. Polozte M rovnou 0y a tém n € Ny, které maji predchtidce.
Uloha 1.4.3. Polozte M rovnou tém n € Ny, ze S(n) # n.

Uloha 1.4.4. Polozime Ny = {...,~7,-5,-3,-1,0,1,2,3,4,...}, 00 = 0 a
S(n) = n+ 2 pro kazdé n € Ny. Pak napf. 1 neni dosaZitelnd naslednikem
z 0. Princip indukce porusuje podmnozina {0,2,4,6,...}. Nebo jednoduseji:
No =NoU{a}, kde a € Ny, 0g =0 a S(n) =n+1 pron € Ny, S(a) = a. Pak a
neni dosazitelné naslednikem z 0y. Princip indukce porusuje podmnozina Ny.

Uloha 1.4.5. Reflexivita i tranzitivita < jsou jasné. Pro diikaz porovnatelnosti
libovolnych dvou prvka v Ny nejprve indukci dokazte, ze pro kazdé n € Ny
existuje pravé jeden pocéatecni usek, oznac¢me ho [0g, n], Ze n € [0g, n|, ale S(n) ¢
[09,n]. Dokazte, ze [0g,n]| je prunik vSech pocéatecnich tsekti obsahujicich n,
takze m <n <= [0g,m]| C [0g,n]. Indukci pak dokazte, ze kazdé dva [0y, m| a
[09,n], m,n € Ny, jsou porovnatelné inkluzi. To d4va i slabou antisymetrii.

Uloha 1.4.6. Vezmeme mnozinu M prvkd n € Ny s vlastnosti, ze kazd4a pod-
mnozina X C Ny obsahujici prvek < n mé nejmensi prvek. Lehce se ovéri, ze
0p € Mane M = S(n) € M. Podle indukce je M = Ny a tedy kazda
0 # X C Ny mé nejmensi prvek.

Uloha 1.4.9. 3 ={0,1,2} = {0, {0},{0,1}} = {0, {0}, {0, {0}}}.

Uloha 1.4.10. Napiiklad asociativita nésobeni: a(bc) = (ab)c pro kazda tii
¢isla a,b,c € Ny. Pro a = 0 rovnost plati, protoze jsme jiz indukci dokazali pro
kazdé a € Ny rovnost 0a = a0 = 0. Jako @’ ozna¢ime piedchiidce a a méme

a(be) = S(a’)(be) = d'(be) + be = (a’b)c + be = (a’b + b)c = (ab)c ,
kde jsme ve tfeti rovnosti pouzili indukci, ve druhé a paté definici nédsobeni, a
ve ¢tvrté distributivitu. Tu je tedy tfeba dokazat dfive ...

Uloha 1.4.12. Prvni dvé tvrzeni jsou jednoducha. Tvrzeni o sjednoceni plyne
z faktu, Ze méame-li injekci z A, popf. z B, do vlastniho pocatecéniho tseku
[0, m], pop¥. do [0, n], pak méme injekeci z AU B do vlastniho poéateéniho tseku
[0, m 4+ n + 1] (nikoli jen [0,m + n]!). Ten je ovSem tfeba dokézat.

Uloha 1.4.13. Pfevedte na analogicka tvrzeni pro vlastni po¢atecni tiseky Ng.

Uloha 1.4.14. Napi. zobrazeni n = 23" ...+ |a — b| + 1 (kde a,b € Ny) dané
prvociselnym rozkladem d¢isla n.

Uloha 1.4.16. Uvazte mnozinovy systém {f~1(b) | b € N}. V prvnim piipadé
pouzijte axiom vybéru.

Uloha 1.4.17. Plyne to z tlohy 1.4.13.
Uloha 1.4.19. Abychom méli sipkovou vlastnost.
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Uloha 1.4.20. Ziejmé bijekce mezi M a M’ a mezi N a N’ pfevedou situaci na
disjunktni mnoziny. Dokoncete to podrobné. Jde o jedno z mnoha pouziti triku
zvaného obchvat (bypass), probiraného v zajimavé Melzakové knize [100].

Uloha 1.4.21. Necht f: A — B @ A je bijekce. Pak A se rozkladd na A =
CUA; UAyU ..., kde Ay jsou ty a € A, ze f(f(...(f(a))...) € B pok
iteracich, a C jsou ty a € A, Ze iterovanim f se z a nikdy nedostaneme do B.
Lehce se vidi, Ze kazda Ay je v bijekci s B. Nekoneény soucet B&BO B ...
vylozime jako ({1} x B) U ({2} x B) U ({3} x B) U... . Druhy krok nacrtu je
celkem jasny, injekce z M do N je i bijekce mezi podmnozinou N’ C N a M.
Asociativita (X @Y)0Z ~ X @ (Y @ Z), zdménnost X Y = X0 Z~Y D Z,
komutativita X @Y ~ Y & X a tranzitivita X =Y =~ Z = X =~ Z se dokézou
snadno. Nekone¢né zaménnost X Y == X X B - =Y PY D ... je téz
lehka. Klicova nekonecna asociativita

B (AeB)®(A®B)®...)~(BdA)®(BOAD...

se zdivodni nasledovné. Na levé strané mame, pro i,5 € Naa € A,b € B,
mnozinu prvkia (1,d), (2,4,1,a), (2,4,2,b) a na pravé prvky (j,1,0), (4,2,a).
Hledanou bijekci dostaneme sparovanim (1,0) s (1,1,0), (2,4,1,a) s (j = 4,2, a)
a(2,i,2,b)s (j=i+1,1,b).

Uloha 1.5.2. Neni. Prosté jsme definovali 0° = 1. Nesmime ale zapomenout,

ze B. nerovnost plati pro kazdé n = 0,1,2,... a kazdé readlné x > —1 pouze s
touto definici. Viz poznamky o 0° v oddilu 2.6.

Uloha 1.5.4. Umocnéte na druhou a pouzijte, Ze vzdy ¢ > 0.

Uloha 1.5.5. Stadi to dokazat pro k = 2.

Uloha 1.5.6. Je-li | - | délka rovinného vektoru, pak pro kazdé dva vektory
u,v € R? plati nerovnost |u + v| < |u| + |v|— geometricky to znamen4, ze v
trojuhelniku s vrcholy 0, u a u + v je délka strany O(u + v) nejvyse soudet
délek zbylych dvou stran. Tato nerovnost plati i v mnoha dalSich situacich. Je

zakladem pro definici metrického prostoru, struktury dilezité pro matematickou
analyzu (viz Matematickd analyza II).

Uloha 1.5.9. Kdyby posilala dvé dvojice na totéz, la by v/2 vyjadiit zlomkem.

Uloha 1.6.1. Tieba tranzitivita. Ekvivalence a/b ~ ¢/d a c/d ~ e/ f znamenaji,
ze ad = bc a cf = de. Tedy adf = bef = bde a af = be (d # 0 lze zkrétit), ¢ili
a/b~ e/f. Pouzili jsme i tranzitivitu rovnosti.

Uloha 1.6.3. Tteba sé¢itani. Z a/b ~ c¢/d a e/f ~ g/h mame odvodit, Ze
(af +eb)/bf ~ (ch+ gd)/dh, to jest (af + eb)dh = (ch + gd)bf. Coz plati, leva
strana afdh + ebdh = bfch + fbdg, podle vychozich ekvivalenci, coz je prava
strana bf(ch + dg). Ostatni operace podobné.

Uloha 1.6.5. V Z jsou jednotkami jen 1 a —1, v Zyy zbytky nesoudélné s 24,
tedy 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23. Nula nikdy neni jednotkou.

Uloha 1.6.7. Pravé a jenom pro prvoéiselné m.
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Uloha 1.6.9. Jen pro jednoprvkovou a prazdnou A.
Uloha 1.6.10. Ani v R? ani v R® neni sklddéni volnjch pohybt komutativni.
Uloha 1.6.11. Kdyza € Ra0<a,tak0<a<2a=a+a<3a<4a<....

Uloha 1.6.12. Necht (R, +, ) je koneény obor integrity a 0 # a € R. Zobrazeni
x+— ar z R do R je prosté, takze ... .

Uloha 1.6.13. Uvaite nejmensi podtéleso P C T (P je vygenerované z 1 obéma
operacemi). DokaZte, Ze | P| = p pro néjaké prvocislo p. Ukazte, Ze T je vektorovy
prostor nad skalary P (skaldrni nasobeni prvkem z P je prosté nasobeni v T').
Podle vysledkii linearni algebry tedy |T| = |P|* = p”, kde k je velikost baze
tohoto vektorového prostoru.

Uloha 1.6.14. Tieba tranzitivita. Nechf ag...am < bg...b,, dosvédéeno in-
dexem ¢, a by...b, < cp...co, dosvédCeno indexem i'. Kdyz ¢ > i, pak a; =
bj =c¢; proj >1i aay < by <cy,takze ag...am < ¢o...co. Kdyz ¢ < i, pak
aj=bj=cjproj>iaa; <b =c;aopéap...am <co...Co.

Uloha 1.6.15. Pro velikd 2 > 0 je %Faizttams™ grorg 1,

amx™

Uloha 1.6.16. Berte za dané, Ze (Z[x], +, -) je okruh. Ovéfit, Ze piicteni jakého-
koli polynomu a vynasobeni jakymkoli kladnym polynomem zachova nerovnost
je pomoci predchozi ekvivalentni definice < snadné, pfevede se to na numerické
nerovnosti.

Uloha 1.6.17. Opét berte za dané, Ze (Z(x), +, ) je téleso. Je tieba ovétit, ze
=< je linearni uspotradani a je v souladu se sé¢itanim a nasobenim. Je to stejné
jako pro rozsifeni obvyklého usporadani ze Z na Q.

Uloha 1.7.5. Je to sloZenina dvou izomorfismii uspoiddanych téles, z nichz
jedno je vzdy Q.

Uloha 1.7.6. Prvek a je horni mezi dané mnoziny, a zadny mensi prvek ji neni
podle archimédovskosti.

vvvvvv

Uloha 1.7.8. Reflexivita a symetrie jsou jasné, tranzitivita plyne pomoci troj-
thelnikové nerovnosti.

Uloha 1.7.10. Bud M C R neprazdné a shora omezené. Sestrojte takovou
posloupnost zlomki (a,), Ze pro kazdé n € N je a,, horni mezi M, ale a,, — %
uz ne. Pak je (a,) cauchyovskd a je to supremum M.

Uloha 1.7.12. Supremum je sjednoceni dolnich polovin fezti.
Uloha 1.7.15. — < 4, — < — <= + > +.
Uloha 1.7.16. KdyZ a,b,c € X a {a, b} je skok, pak vzdy ¢ < a,bnebo ¢ > a,b.

Uloha 1.7.17. Viz tloha 1.6.14. Skoky jsou ptesné {a,b} C Rsa#baa~b
diky slovnikové definici uspofadani (R, <): pro a < b uZ mezi né nelze nic vlozit,
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pravé kdyz prvni rozdilna cifra je v a o 1 mens$i nez v b a po ni jsou v a samé
devitky a v b samé nuly.

Uloha 1.7.18. To hned plyne z definic.
Uloha 1.7.22. Protoze nejmensi i nejvétsi prvek mnoziny je jednoznacny.

Uloha 1.7.23. Co je inf())? Nejvétsi dolni mez mnoziny (), existuje-li. Kdy je
x € X dolni mezi §7 Vzdy: implikace a € ) = = < a plati vzdy (predpoklad
neni nikdy splnén). Mnozina dolnich mezi mnoziny 0 je tak celé X . Déle, inf(X)
je nejmensi prvek X, existuje-li. Ostatni tlohy jsou podobné.

Uloha 1.7.24. Infimum je nejvétsi spoleény délitel a supremum je nejmensi
spole¢ny nasobek.

Uloha 1.7.25. Infimum je priinik a supremum je sjednoceni.
Uloha 1.7.28. Pro neziporné zlomky a a 3, obecné neplati.

Uloha 1.7.29. Ostie klesajici fetézec N = {x =z —1 =2 —2 >~ ...} sestava z
hornich mezi M a pro kazdou horni mez h mnoziny M existuje p € N, ze h > p.

Uloha 1.7.31. Ma-li A kladné i zdporné prvky, sta¢i vzit jen ty kladné. Ma-li
jen zdporné prvky, pak posunutd A + ¢, pro néjaké ¢ € N, ma kladné i zdporné
prvky.

Uloha 1.7.33. Cislo ¢ z dtsledku neni 0, takZe —c # ¢, a —c je téz FeSeni rovnice
2?2 = 2, protoze (—c)? = ¢2. Mame tedy dvé rtizna feseni ¢ a —c rovnice x? = 2.
Necht d € R je néjaké dalsi feseni, d* = 2. Pak ale 0 = d?> — ¢? = (d — ¢)(d +¢),
jeden ¢initel musi byt 0 (pro¢?) ad=c ¢ d= —c.

Uloha 1.7.34. Napodobte ditkaz diisledu 1.7.32.

Uloha 1.7.36. Zadné, kdyz a < 0 a ¢ je sudé. Dvé Feseni, kdyz a > 0 a ¢ je
sudé. Jinak ma pravé jedno reseni.

Uloha 1.7.37. (cd)? = c?d?.

Uloha 1.7.38. (c¢*)7 = ¢*4.

Uloha 1.7.39. Podobné jako diisledek 1.7.32.
Uloha 1.7.41. Pouzijte tvrzeni 1.7.21.
Uloha 1.7.42. Mné se nelibi.

Uloha 1.7.45. Nezapomeiite pfi tom uvazovat i podmnoziny obsahujici nové
pridané prvky —oo a 400 (v tom se Casto déla chyba).

Uloha 1.7.47. To pravé obecné neni mozné, viz tvrzeni 1.7.27.
Uloha 1.7.49. MuZete pouzit i ilohu 1.4.15 a Cantorovu-Bernsteinovu vétu.

Uloha 1.7.50. Dvojice (a,b) uvadime v potadi podle vzriistajiciho souétu |a| +
|b|. Pro Z* podobné.

Uloha 1.7.52. Pomoci vzorce 1 + 2+ --- + k = (kgl)
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Uloha 1.7.54. Pro dané zobrazeni f: M — P(M) definujte mnozinu A C M,
ze A # f(m) pro kazdé m € M.

Uloha 1.7.55. Pouzijte charakteristickou funkci (pod)mnoziny.
Uloha 1.7.56. Pouzijte Cantorovu-Bernsteinovu vétu.

Uloha 1.7.57. Néavod pro 1: bijekci mezi A a N pfedélejte na bijekci mezi A
a {1,3,5,...}, popt. {2,4,6,...}. Navod pro 3: jsou-li f,: A, — N injekce,
uvazte zobrazeni ze sjednoceni do N dané pfedpisem A, > x +— 2"(2f,(z) + 1).

Uloha 1.7.58. Ma-li nekoneéné mnoho z mnozin A;, As, ... alespoii dva prvky,
je soucin nespocetny. Jinak je nejvyse spocetny.

Uloha 1.8.1. Viz A. Kanamori [75, str. 284].

Uloha 1.8.2. Existence k-tic plyne jednoduse z principu indukce, staci n dé-
lit prvocisly, dokud to jde. Jejich jednoznacnost plyne z platnosti implikace
plaias...ar = pla; pro néjaké i (p je prvocislo a a; € N). Ta plyne z Ba-
chetovy identity: jsou-li a,b € Z nesoudélné cisla, pak existuji c¢,d € Z, ze
ac+bd = 1. A ta plyne z déleni v Z se zbytkem.

Uloha 1.8.3. Protoze bijekce mezi mnozinami indukuje bijekci mezi mnozinami
jejich k-prvkovych podmnozin. Pocet (Z) se nalezne tfeba tak, Ze se nejprve
spocitaji uspofadané k-tice prvki z A, v nichz se prvky neopakuji, a pak se
spocte, kolik k-tic dava tutéz X.

Uloha 1.8.4. (}) = zpity-

Uloha 1.8.5. Existuje bijekce mezi monomy z¥y"* vzniklymi roznisobenim
3] g y 7Y Y
(z +y)™ a k-prvkovymi podmnoZinami jisté n-prvkové mnoziny.

Uloha 1.8.6. Podobné ale trochu jinak nez v tiloze 1.8.3: uvazte permutace
Cisel 1,2, ..., n, které se obsahem (bez ohledu na pofadi) shoduji na prvnich n;
mistech, i na nasledujicich ne mistech, a tak dale.

Uloha 1.8.7. Je jich %(n "o).

ek
Uloha 1.8.8. Pomoci jednozna¢nosti prvoéiselnych rozkladi.

Uloha 1.8.9. Dtto.

Uloha 1.8.10. Jsou a rovnaji se.

Uloha 1.8.11. Dosadte a = p/q € Q v zékladnim tvaru do p(z) a ziskejte spor.
Uloha 1.8.12. Ptevedte na nerovnost (szzlviﬁ aibj)? > 0.

Uloha 1.8.13. Pro kazdé a € F lze p(x) vyjadiit jako p(z) = (z — a)q(z) + b,
kde ¢ € Flz] m4 stupeii d — 1 nebo je nulovy polynom a b € F'.

Uloha 1.8.14. Rovnici vyjadiujici ze § je kofenem celo¢iselného polynomu
upravte na tvar, kdy to tvrdi o 1/5.
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Uloha 1.8.15. Linearni algebra je vSelék — piekracuje-li pocet vektort dimenzi
prostoru, jsou linearné zavislé. Zde vezmeme vekt. prostor linearnich kombinaci
monomu «'f?, i,j € Ny, s racionalnimi koeficienty.

Uloha 1.8.16. V 1 < |p? — 2¢?| rozlozte pravou stranu na soucin dvou line-
arnich faktortl a vytknéte ¢2. Pak diskutujte dva p¥ipady: p/q je daleko od v/2
(vzdalenost > 1/2) a p/q je blizko u /2.

Uloha 1.8.17. K N piidame nové prvky 0 a —n, n € N, a s¢itani a nasobeni
na né rozsifime oc¢ekdvanym zptisobem (m,n € N a +n, n € N, bereme jako n)

0+ (£n) = (£n) +0=+xn, (—-m) + (—n) = —(m+n),
pro m < n je
(=m)+n=n+(-m)=n—m, m+(-n) = (-n)+m=—(n—m)
a samoziejmé (—n) +n = n + (—n) = 0. Kone¢né
(£m)(£n) = (£ £)mn ,

kde + -+ =+, + - —=—-+=—a— —=+.

Uloha 1.8.18. Jiné piiklady jsou tieba g—g, % ¢l % Pro spoustu dalsich viz
Ekhadtv preprint [40].

Uloha 2.1.6. Jednoduché.

Uloha 2.1.7. Opét 1.

Uloha 2.1.8. Zabudovano v samotné definici limity.

Uloha 2.1.9. Posloupnost (b,) bud nemé limitu nebo ji mé rovnu a.

Uloha 2.1.11. Z principu indukce: kazd4 neprazdna podmnozina N mé nejmensi
prvek. Ekvivalentné, kazda neprazdna shora omezena podmnozina Z ma nejveétsi
prvek.

Uloha 2.1.12. M4-li limitu a € R, lezi vSechny jeji ¢leny aZ na koneéné mnoho
v(ea—1,a+1).

Uloha 2.1.14. Pro kazdé ¢ € R najdeme ng, ze a,, > c, takze ... .

Uloha 2.1.16. Napi. (1,1,...) je podposloupnosti (0,1, 0,1, .. .), ale ne naopak.
Ovsem (0,1,0,1,...) a (1,0,1,0,...) jsou vzajemné svymi podposloupnostmi.

Uloha 2.1.21. Pro prvni ne, pro druhou ano.

Uloha 2.1.24. Prvni neexistuje. Druh4 téz neexistuje, pokud lim b,, # 0. Pokud
lim b,, = 0, pak druha limita mtize i nemusi existovat.

nymi misto jediné. Vyhodou je ovSem podstatné silnéjsi zavér — dvojic posloup-
nosti ((an), (bn)), Ze {Gng+1,ng+2, - - } < {bng+1,bng+2,- - - }, je mnohem méné
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nez takovych dvojic, ze a,, < b, pro kazdé n > ng. Jak moc méné? To by bylo
na delsi povidani, néco naznacuje tloha 2.6.1.

Uloha 2.1.27. 1. To je trivialni. 2. Ditkaz se neméni, pro a > b se dostaneme do
sporu s prvni ¢asti. 3. Prikladem takovych posloupnosti jsou tfeba a, =1 — ﬁ
ab,=1- %

Uloha 2.1.29. Napiiklad pro a = —oo je: kdy# lim ¢, = —c0 a b, < ¢, pro
kazdé n > ng, pak i lim b,, = —o0.

Uloha 2.1.31. Doplikovy graf H ke G(a,,) (jeho hrany jsou nehrany v G(a,,)),
popisujici rovnosti mezi ¢leny posloupnosti (a,,), je disjunktni sjednoceni klik
(Gplngch graft).

Uloha 2.1.32. Pro posloupnost (a,) s limitou I a ¢&slo m € N mize platit
N_.(m) & N~ (m), jenom kdyz a,, = .

Uloha 2.1.38. Ve tieti a ¢tvrté. Spoleény vyraz neni definovany a krajni vyrazy
jsou, ale s rtiznymi hodnotami.

Uloha 2.2.3. Upravte vhodné uvedeny diikaz.

Uloha 2.2.4. Uvazte posloupnost, jez je rostoucim sjednocenim klesajicich po-
sloupnosti.

Uloha 2.2.7. Navic je tieba jen dokazat, Ze shora (zdola) neomezené posloup-
nost mé podposloupnost s limitou +oco (—00).

Uloha 2.2.10. Pro neomezeny interval nemusi konvergentni podposloupnost
vilbec existovat a pro neuzavieny muze limita lezet vné.

Uloha 2.2.14. Plyne to z mocninnych identit a monotonie mocniny, viz od-
dil 2.3. Podobné rovnosti plynou z vlastnosti redlné mocniny v oddilu 2.3.

Uloha 2.2.15. Vysledek plati beze zmény dale, jen je t¥eba aditivni Feketeho
lemma rozsifit na posloupnosti (b,) C RU {—o0} a pouzit vyjadieni 0 = 27°°.

Uloha 2.2.17. Bez podminky a; # a;41 by aaa ... bylo nekoneéné slovo neob-
sahujici vzor abba. Pro zakazany vzor p = aabb argument s Feketeho lemmatem
selhava: kdyz jsou u a v dvé slova nad disjunktnimi abecedami, ktera neobsahuji
p, pak jejich zfetézeni uv muze p obsahovat.

Uloha 2.2.18. --- <& ~» --- < |z| + (1 + |y|)e. Podobné pro nekoneéna.
Uloha 2.2.22. Napiiklad a,, = 1 pro n # m?, a,,> = 2.

Uloha 2.3.2. Tyto hodnoty jsou postulovany v definici. Kdyz (b,) = (—1/n) C
Q, pak b,, — 0, ale 0°» neni podle kroku 3 pro n > 1 definovana. Limitni definice
0° proto nefunguje, ale 0° jako 0°/¢ je bez problému.

Uloha 2.3.3. (i) Prvnf odmocnina z a je a. (ii) Vzhledem ke zlomkiim v zaklad-
nim tvaru se sta¢i omezit na p¥ipad p = kr, ¢ = ks s k € N. Ovsem kdyz b? = a,
a,b € Ry, pak i b?* = a*, a tak dal. Podobné se dokéaze (iii), ze ¥/a? = (/a)P.
(iv) Trivialita.
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Uloha 2.3.5. Ano, v kazdé ze tii identit: ((—1)(—1))Y/? = 1Y/2 = 1, ale
(-2 = N, (-2 = (=1)! = —1, ale (-1)/?> = N, a 010 = 1,
ale (0712 = N.

Uloha 2.3.6. Uz jsme to dokézali v dikazu.
Uloha 2.3.8. Ve vychazi z nerovnosti a,b > 1 = ab > 1. Pro a = 0 je kazd4

mocnina 0 a pro a < 0 se nerovnost obrati. Pro a = 1 resp. a = 0 je kazda
mocnina 1 resp. 0 (pro @ > 0) a pro 0 < a < 1 se nerovnost obrati.

Uloha 2.3.13. Nechf tfeba a > 1 a 0 < b < ¢ jsou realna éisla. Z a® = lim o’
pro zlomky b, — b a podobné pro a® mame z monotonie mocniny se zlomkovymi
exponenty a z monotonie limity nerovnost a® < a®. Ostra nerovnost plyne z toho,
zea " >a¢>1proc,—b,>d>0,deQ.

Uloha 2.3.14. Pak lim a’ = 0° = 0.

Uloha 2.3.15. Dokazte to nejprve pro r = 1 a pak iterujte. Pouzijte, Ze pro
kazdé prvocislo p je (‘;) pro 0 < i < p délitelny p.

Uloha 2.3.18. Vyuzijte vztah (1/a)¢ = a™¢.

Uloha 2.3.19. (log, b)(log, a) = 1.

Uloha 2.3.21. Logaritmus je iracionalni, pravé kdyz podily exponentt tychz
prvocisel v prvociselnych rozkladech ¢isel m a n nejsou vSechny stejné.

Uloha 2.3.23. Vyjde 2. Tedy pozadovanym piikladem je dand mocnina nebo
mocnina, jez je jejim zakladem.

Uloha 2.3.25. Modulo 11 je 72 = 5,74 = 3,7 = 9,716 = 4,732 = 5 a dal se to
opakuje. Tedy z 1000 = 512+256+128+64+32+8 méame 700 =5.4.9.3.5.9 =
9-5-1=1. Ale 7'° = 1 (podle tzv. Malé Fermatovy véty a?~! = 1 modulo p
pro kazdé prvocislo p a a € Z nedélitelné p), takze 71000 = (710)100 = 1100 — 1,

Uloha 2.3.27. Pouzijte zdporné exponenty.

Uloha 2.4.2. Komutativita plati z definice. Asociativita plati rovnéz, a + (b +
¢) = (a+b) + ¢ nebo ani jedna strana neni definovana a podobné pro nésobeni.
Distributivita se ztréci: (140)(400) = +00, ale 1(+00)+0(400) neni definovéno.

Uloha 2.4.8. Pak 07°° :=lim %" = 0 a 07°° := lim % = +o0.

Uloha 2.4.14. Stadi. Napt. (-1,0,1,-2,-3,-1,...,2,2 -3 -3+ 1, ...,3—
1
L3,—-4,...,...).
3 ’ ’

Uloha 2.4.17. Ze liminf < limsup je jasné, stejné jako Ze pii ostré nerovnosti
lim neexistuje. Je téz jasné, ze kdyz lim existuje, nastava rovnost. Nejzajimavéjsi
je ukazat, ze neexistence lim implikuje lim inf < lim sup.

Uloha 2.4.20. Funguje, v R* je sup(f)) = min R* = —o0.

Uloha 2.6.1. Jednoduse se vidi, ze Pr(A) = 3 -3 = ; a Pr(B) = 3% = ¢.
Uloha 2.6.2. Patrné r(n) < n. Kdyz A C [m + n] neobsahuje AP délky 3, pak
ani AN[m] ani AN[m+1, m+n] tuto AP neobsahuje, coz déva subaditivitu r(n).
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Pro delsi zakdzané AP se nic neméni. Vysledek, ze R = 0 je znama Rothova
véta dokdzand v r. 1952 v [125].

Uloha 2.6.3. Supermultiplikativitu f(n) ukazte pomoci operaci s permutacemi
KB XakO A @ (resp. ©) umisti kopii permutace A vpravo nad (resp. vpravo
pod) permutaci k. Ze vidy P < oo dok4zali v r. 2004 A. Marcus a G. Tardos
[96].

Uloha 2.6.4. Podobné jako v piedchozi tiloze dokazte supermultiplikativitu a,,:
polozte vedle sebe dva meandry, na 2m vrcholech a na 2n vrcholech, a propojte
je tak, Ze vznikne meandr na 2m + 2n vrcholech. M. Albert a M. Paterson v r.
2005 v [1] dokézali meze 11.38 < M < 12.901. Odhad M < 16 plyne ze ziejmé
nerovnosti a, < b2, kde b, je pocet NC parovani na vrcholech [2n], jenz je dan

Catalanovym éislem b,, = n%rl(z:)

Uloha 2.6.5. Narozdil od dvou pfedchozich tiloh ted dokazte submultiplikati-
vitu p,: cesta délky m + n se snadno rozdéli na cestu délky m a cestu délky
n. Jaka vlastnost grafu G se pritom vyuzije? C' < 3 vyplyva ze ¢tyfregularity
G. Vypoditatelnost C' algoritmem je dusledek vysledku J. Hammersleyho a D.
Welshe v r. 1962 v [60] (i kdyZ to v jejich ¢lanku neni piili§ zfetelnd napséno).

Uloha 2.6.6. Ze f(n) > 3n — 2 dosvédéuji slova tvaru 1212323434. Opac¢né
nerovnost plyne indukci podle n. Necht u je nad n-prvkovou abecedou a spliuje
(i) a (ii). Kdyz se v u n&jaky symbol vyskytuje alespoii ¢tyfikrat, jiny symbol x
se vyskytuje jen jednou a snadno se x Uplné zbavime vyhozenim nejvyse dvou
¢lent z u (tak, Ze se (i) a (ii) neporusi). Totéz se udéla, kdyz se prvni ¢ posledni
¢len u vyskytuje jako symbol tfikrat. Kdyz se prvni ¢len u rovna poslednimu,
méa u délku < 2n — 1. Tedy prvni a posledni ¢len u se 1isi, vyskytuji se kazdy
nejvyse dvakrat a kazdy symbol se vyskytuje nejvyse tiikrat — |u| < 3n — 2. To
je extremalni kombinatorika.

Uloha 2.6.7. 1+23 = (1+2)(1-x+2%) al+2?+2* = (1+z+22)(1 -2 +22).
Uloha 2.6.8.

Uloha 2.6.9. 1. 1, +0o (névod: odhadnéte (n/(n + 1)) Bernoulliovou nerov-
nosti) a —oo (névod: (n/(n—>5))3"*> < ¢ < +o0, protoze ((n—>5)/n)3"*5 > ¢ >0

diky Bernoulliové nerovnosti). 2. —7, 1 (navod: ¢itatel je n(n+1)/2) a 0 (ndvod:
rozdil ¢tverct). 3. —oo, 0 a 5 (navod: koneéna binomickd véta).

Uloha 2.6.10. Podélte (n + 1)-ty ¢len této posloupnosti n-tym.

Uloha 2.6.11. 1. —1, —c0 a 0. 2. %2 (ndvod: rozdil ¢tverctt), neexistuje a
neexistuje. 3. 0, —oo (ndvod: nikoli rozdil étvercii, ale vytknéte v/n) a +o0.

Uloha 3.1.4. Pro N = 1 méame prazdny souéin, ktery se obvykle z dobrjch
divodi definuje jako 1. Soucet je 1 a mame rovnost. Kdybychom zde prazdny
soucin definovali tfeba jako 2, méli bychom ostrou nerovnost i v Sylvesterové
nerovnosti.

Uloha 3.1.5. Pro kazdé k € Nv > b, = Y arin (zbytek fady Y a,) stale
lim b, = 0 a 3 by = +o00.
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Uloha 3.1.6. Posloupnost (s,,) je eventualné konstantni.
Uloha 3.1.8. Selze posledni a tedy i druha.

Uloha 3.1.11. Vytknéte ¢™.

Uloha 3.1.12. Vektor ubéhne

2 a a a/2

Uloha 3.1.15. Podle Cauchyova kondenzaéniho kritéria a konvergence ((s)
fada konverguje, pravé kdyz a > 1.

Uloha 3.1.17. Viz diikaz konvergence fady pro zeta funkci.

Uloha 3.1.21. Pro &istecné soudty s, fad —1)"*tq, je s; > s3> 55 >
y J

>...,
59 <854 <86 < ... a Sop_1 > Som, takze lim s9, 1 = lim s9,, = lim s,, € R.

Uloha 3.1.23. Aritmetika limit aplikovana na posloupnosti ¢asteénjch souctii.
Protiptikladem je t¥eba > (1 — 1).

Uloha 3.1.27. Staéi piedpokladat, ze (a,) je omezena (samoziejmé pii ay,, b, >
0), pak > anb, stale konverguje.

Uloha 3.1.28. Napf. a1 = by =ay =by=1aa, =b, =0 pron > 2. Napft.
a3 =by aa, =b, =0pron>1 Pak > apb, <> an > by.

Uloha 3.1.29. Napf. a,, = b, = (_\/1%" aa, = (_\/1%", by, = (_\/l%n +

S|

Uloha 3.1.32. Nelze.
Uloha 3.1.34. Postupujte podobné jako v paté ¢asti véty 3.1.31.
Uloha 3.2.2. Pro || < 1, zde neni rozdil ve srovnani s obyéejnou konvergenci.

Uloha 3.2.3. Rada konverguje absolutné pro s > 1, podminéné pro 0 < s < 1
a pro s < 0 diverguje.

Uloha 3.2.5. Uvazte (a1 + -+ + a,) — (laz]| + -+ + |an]) a (a1 + -+ + a,) +
(lax] + -+ lanl).

Uloha 3.2.6. Diky tomu, #e |a,,b,| < |b,| pro n > ng.

Uloha 3.2.11. 1 pomoci Dirichletova kritéria, |sin1 +sin2 + --- +sinn| < c

se dokéze pomoci €'Y = cos + isin . 2 pomoci Abelova kritéria. 3 Abel a 4
Dirichlet. Pomoci Leibnizova kritéria a linearni kombinace fad.

Uloha 3.2.16. Naznacime, jak pFerovnat neabsolutné konvergentni fadu, aby
neméla soucet, dosazeni souc¢tit +o0o je podobné. Jisty ¢asteény soucet kladnych
¢lent preroste 1, pridanim ¢astecného souctu zapornych ¢lent se dostaneme pod
—1, pak pridame dost kladnych ¢lent, az se dostaneme zpét nad 1, a tak déle.

Uloha 3.2.17. Vzdélenost ¢asteéného souctu a,() + -+ apmy s n < |Ki| a
nedokazeme odhadnout s¢itancem rady.
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Uloha 3.2.18. Ze je stejny jako > a,,.
Uloha 3.2.24. Sou¢in k fad Eiexj a;;, 3 =1,2,... .k, je fada

E Ay Qjg o v o Ay -

(i1 5eeesi ) EX1 X X X
Ditkaz induktivné z pfipadu k = 2.
Uloha 3.2.25.

Z apb; = Z arb + Z a2y +---=ab+ab+---=ab.
(k,1)ENXN (1,1)ENXN (2,))ENXN

Uloha 3.2.28. Uvaizte fady Y, cx, @n = Yopex, @n = - =1—35—5—§—....
Uloha 3.2.30. Kazdé n € N, n > 1, je délitelné néjakym prvocislem — to
plyne z principu indukce — a tedy je sou¢inem mocnin riznych prvocisel. Kdyby
tato vyjadfeni nebyla jednoznac¢na, platila by ostra inkluze, nékteré s¢itance +

bychom dostali vicekrat. Ale ona jednoznacna jsou, podle Zakladni véty aritmg—
tiky, takze skutec¢né plati rovnost fad.

Uloha 3.3.1. Podily po sobé jdoucich s¢itancii porovnejte s 1.

Uloha 3.3.10. Uvazte rovnice 22 = 1 a 22 = 2.

Uloha 3.3.15. Uvaizte zlomek 1+ 1/1!+--- + 1/a!.

Uloha 3.3.18. 3, (A /k! = e

Uloha 3.3.19. e ! je asi 37%.

Uloha 3.4.3. Na Maiselové radnici v Josefové.

Uloha 3.4.5. NemfiZze, protoze body A, B a C nelezi na jedné piimce.

Uloha 3.4.6. Vyraz urcujici orientaci trojihelnika je determinant 2 x 2 matice.
Nékteré volné rovinné pohyby odpovidaji nasobeni 2 x 2 maticemi.

Uloha 3.4.7. Na Mobiové pasce nebo jiné neorientované plose.

Uloha 3.4.9. Je-li £ dana rovnici y — ax — b = 0, pak na jedné strané od ni lezi
body (xz,y) spliujici y — az — b > 0 a na druhé body spliujici y — ax — b < 0.
Uloha 3.4.10. ), jednobodovky, uzaviené oblouky kladné délky mensi nez 2,

tyto bez jednoho ¢i obou koncii, C' bez jednoho bodu a konecéné cela C.

Uloha 3.4.12. 1. Koneénost |O| plyne z horniho odhadu v tiloze 3.4.15. Mo-
notonie plyne z 2. 2. Monoténni lomennou ¢aru vepsanou C a spojujici konce
O lze zjemnit, aby prochézela konci obloukd O;. 3. Délka tsecky se otocenim
nezméni. A rotaci oblouku vznikne zase oblouk.

Uloha 3.4.13. F se definuje jistou 2 x 2 matici A € R?*? s determinantem 1
jako F(v) = Av, kde v € R? = R?*! je sloupcovy vektor.
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Uloha 3.4.14. Pro § > 0 a oblouk O s 0 < |O| < 27 ho na obou koncich
trochu natdhneme, ¢imz vznikne oblouk O, ktery obsahuje O uvniti a spliiuje
|0|] < |0%] < (14 6)|0]. Klicové lemma je, ze pro kazdy oblouk O s |O| > 0,
jeho kazdy spocetny rozklad O = O; U Oy U ... na oblouky a kazdé § > 0
existuje kone¢na mnozina indext I C N, Zze O C {J,,¢; 0?. Tim se vie pievede
na cast 2 dlohy 3.4.12. Vyuzivame tu kompaktnost uzavieného oblouku: jeho
kazdé oteviené pokryti mé konec¢né podpokryti.

Uloha 3.4.15. Nechf ¢ je dana rovnici y = 1 — h € [0,1]. Délka tétivy na

O je vétsi nez x-ova vzdalenost jejich koncl a mensi nez soucet x-ové a y-ové
vzdalenosti.

Uloha 3.4.17. Pouzijte pfedchozi tlohu.
Uloha 3.4.18. —1/v/2.
Uloha 3.4.26. sint = - (exp(it) — exp(—it)) a cost = % (exp(it) + exp(—it)).

Uloha 3.4.27. Pomoci fad rozsifime sint a cost na t € C. Pak Eulerova identita
¢. 2 stéle plati. Vzorce z predchozi tlohy dévaji sini = 5-(1/e —e) = i(e —
1/e)/2=(1.175...)i acosi = 3(1/e+e) =1.543....

Uloha 3.4.29. Situaci mizeme zjednodusit tak, Ze béZec, jehoz osaméni se
mé dokdzat, ma nulovou rychlost a tedy stoji v (1,0). Ostatni dva bézci bézi

riznymi nenulovymi (ted uz ne nutné kladnymi) rychlostmi. Je tieba ukazat, ze
se nékdy oba soucasné budou nalézat v ihlové oblasti [27/3, 47 /3] kruznice C.

Uloha 3.4.31. Pouzijte indukci podle poétu vrchold.

Uloha 3.4.32. Kdyz j, j' € N jsou nekongruentni modulo b, jsou takova i ¢isla
ja+caja+e

Uloha 3.5.1. Identita (a; — a2) + (a2 — az) + -+ + (an_1 — an) = a1 — a, pry
pripomind sklddaci namornicky dalekohled.

1

sinx*

Uloha 3.5.2. secz = —— a cscx =

Uloha 3.5.4. Pomoci geometrické definice sinu a kosinu v oddilu 3.4. Pouzijte
definici délky oblouku pomoci lomennych ¢ar. Prevedte vSe na nerovnosti mezi
délkami tsecek (¢i lomennych ¢ar). Pékné cvideni z geometrie.

Uloha 3.5.7. Pro k € [n] je 3>y |x)=k LLiex @i = (=1)F 2%, stejné porov-
nani koeficientt u 2" ~* jako pro k = 1.

Uloha 3.6.4. V rozkladu mnoziny {1,2,...,n} uvazte blok obsahujici 1.

Uloha 3.6.7. Plyne to vlastné jen z absolutni konvergence exponencialy 1 +
> a™/n! pro kazdé x € R (diky podilovému kritériu). To déva absolutni konver-
genci fad v obou dikazech. V prvnim to je jasné. Druhy je nutné ¢ist odzadu a
jako disledek plyne, Ze > b,a™/n! je absolutné konvergentni pro kazdé x € R.

Uloha 3.6.8. Nahradte s,, ; ¢islem (—1)Fs,, .

Uloha 3.6.9. lim,_, ., e' ¢ =?
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Uloha 3.6.10. Odvodte pro u,, rekurenci podobnou té pro b,,. Kdyz uz vime,
7e u, # 0 nekonecné Casto, pak tato rekurence ukazuje, ze u, > 0 ani u,, < 0
nemuze platit pro vSechny n > ng.

Uloha 3.6.13. Kvadratické iracionality v zéavorkéach jsou koreny polynomu z2 —

z— 1.
Uloha 3.6.14. Pro zdporné n € Z vyjde f 1 = 0 a f, = (=1)"f_n_2 pro
n < —1.Tedy pron€Zje f,, =0 <= n=—1

Uloha 3.6.16. Staci, aby rovnost platila pro kazdé x = z,, kde (z,) C R
spliuji z,, # 0 a lim z,, = 0.

Uloha 3.6.19. Spis ne, viz [157].

Uloha 3.6.25. Bijekce se hned nahlédne vkladanim k — 1 oddélovatek do mezer
mezi n ¢arkami.

Uloha 3.7.1. a, = 22 — 1) + 15¥2(— /2 - 1)m.

Uloha 3.8.1. 1. Céaste¢né soucty fady >_ b, jsou podposloupnosti ¢astecnych
souctii fady > ay,. 2. Céstecné soucty fady > a,, se od posloupnosti ¢dstecnych
souctu fady by, lisi o chybu jdouci k 0.

Uloha 3.8.2. Napitklad (1-1)+(3+3—3—3)+(G+5+5 -3 -5-3)+... . Zde
>bp=040+---=0, ale Y _ a, nem4 soucet, i kdyz splituje nutnou podminku

konvergence.
Uloha 3.8.3. Viz t¥eba heslo ,ratio test ve Wikipedii.
Uloha 3.8.4. Pouzijte pfedchozi tlohu.

Uloha 3.8.5. Koeficienty b,, volte hladové tak, aby ¢asteény soudet fady byl
zdola co nejblize a.

Uloha 3.8.6. ® «
e® -1 +€17€

cosh(e” — 1) = 5

Ijloha 3.8.7. ﬁ

. 1
Uloha 3.8.8. (e DL

Uloha 3.8.9. Bijekce je popséna na str. 372 knihy [54] I. P. Gouldena a D. M.
Jacksona, jde o tlohu 2.5.12.

Uloha 3.8.10. Plyne to hned z rekurence pro f,, a definice maticového nasobeni.
Oznacime-li uvedenou 2 x 2 matici jako M a sloupec napravo jako F;,, mame
F,+1 = M"F; (pro¢?). Mocnina M™ se spoéte bindrnim mocnénim jako ve
véte 2.3.24.

Uloha 3.8.11. Viz heslo ,Viete’s formula“ ve Wikipedii.
Uloha 3.8.13. Odeététe By a porovnejte hodnoty v « a v —z. Poslete = k 27i.
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Uloha 3.8.14. Na (0,1) U (1, +00), protoZe tam konverguje fada vpravo (podle

Leibnizova kritéria) a faktor u ¢(s) neni 0. Rovna se (1—1/v/2)~1 3 (~1)"? ﬁ

Uloha 3.8.15. Sjednoceni dvou periodickych mnozin je periodickd mnoZina
(pro¢?) a doplnék mnoziny do Z také zachovava periodiCnost. Ale zaddné ne-
prazdné kone¢na podmnozina Z neni periodickéd. Tento dikaz pochazi od Casse
a Wildenberga [31], ktef{ jim zjednodusili tzv. topologicky dtikaz nekoneénosti
poctu prvocisel od Furstenberga [51].

Uloha 3.8.16. Po dosazeni rozvoje logaritmu a pfeskupeni s¢itanct staél jen
pouzit identitu -, ,, n(d) =0 pron > 1.

Uloha 3.8.17. Pouzijte indukci podle n.
Uloha 3.8.18. Polozte ag = 1, a; = z, ay = /2 a tak dal. Zlomky staci

rozsifit vhodnymi ¢initeli. V této a pfedchozi tloze jsme Cerpali z hesla [162] ve
Wikipedii.

Uloha 3.8.19. Napf. nadobu rozptlime rovinou rovnobéznou s dolni sténou, A
je horni polovina nadoby a vSechny ¢astice se pohybuji v dolni poloviné rovno-
bézné s pilici rovinou.

Uloha 4.1.2. Plyne snadno z definice okoli.

Uloha 4.1.4. Body vybrané z primiki P(a, %) N M vytvori pozadovanou po-
sloupnost. Pouzivime ovSem axiom vybéru. Naopak, je-li dana takova posloup-
nost, pak vzdy P(a,d) N M obsahuje skoro vSechny jeji ¢leny.

Uloha 4.1.6. Pak totiz f()) = () C cokoli.

Uloha 4.1.8. Neexistence limit v nekone¢nech je jasna. Pro kazdé a € R a
m € N existuje 6 > 0, Ze v P(a,d) nelezi zddny zlomek se jmenovatelem < m.

Uloha 4.1.10. Pouzijte vyjadieni sinu a kosinu fadami.

Uloha 4.1.12. Limitni bod je limitnim bodem zprava nebo zleva, ale ne nutné
oboustranné.

Uloha 4.1.16. Stejné jako dikaz ¢éasti 1.

Uloha 4.1.18. Zde, je-li ¢ nulova na néjakém prstencovém okoli a, pfestane

a byt limitnim bodem defini¢niho oboru funkce g Ei; V ostatnich pripadech se

defini¢ni obor nemeéni.

Uloha 4.1.21. Snad nejobecnéjsi verze je tato. Necht ) = M C R, f: M — R
je monoténni a bod b = sup(M) (kde mize byt i b = 4+00) je limitnim bodem
mnoziny M. Pak existuje limita lim,_,;, f(z). Podobné pro infimum.

Uloha 4.1.22. Diikaz je podobny ditkaziim tvrzeni 2.1.25 a 2.1.28, na néz se
da vétou 4.1.14 prevést.

Uloha 4.1.25. Libovolné blizko u a méme x € M, 7e  # a a f(g(z)) = f(A) #
B, takze to je jasné.
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Uloha 4.1.26. Kdyz plati podminka 1, je f definovana na néjakém obycéejném
okoli A a g do néj posila kazdé x blizko u a. Plati-li podminka 2, opét posila
g do N kazdé x blizko u a. Vzdy, plati-li podminka 1 ¢i podminka 2, je tedy a
limitnim bodem defini¢niho oboru funkce f(g(x)).

Uloha 4.1.27. Napiiklad g(z) = z pro z € (—1,0) a f(z) = x pro z € [0,1).
Pak lim, o g(z) = 0 i lim,_,o f(z) = 0 a jsou splnény ob& podminky 1 a 2. Ale
0 neni limitnim bodem defini¢niho oboru funkce f(g(x)), ten je totiz prazdny.

Uloha 4.1.28. Pouzijte definici spojitosti funkce v bodé, kterda ma na obou
stranach inkluze stejny typ okoli (obycejné), takZe to plyne z tranzitivity relace
podmnoziny.

Uloha 4.1.30. Kdyz pro § > 0 je b limitnim bodem uvedené mnoziny, libovolné
blizko u b najdeme body rfizné od b posilané f~! déle nez 6 od a. Kdyz to pro
74dné § > 0 tak neni, viechny body dostatec¢né blizko k b posila f~! do zvoleného
U(a,d).

Uloha 4.1.31. Ze A je limitnim bodem f (M) plyne z limity f v a a z prostoty
f (do A se f trefi nejvyse jednou). Z limity f v a a z prostoty f téz plyne, Ze pro
kazdé § > 0 posila f~! néco z P(A, §) do P(a, ). Pokud limita f~! v A existuje,
musi to tedy byt a. Pokud ale f posila néjaké body daleko od a libovolné blizko
k A (coz lim,_,, f(r) = A nevyluéuje), pak limita f~! v A neexistuje. Piiklady:
a=A=0a f(z)=xprox € R (limita f~' v A=0jea=0)a f(z) =2z pro
r<0a f(x)=2—1proz >1 (limta f~! v A = 0 neexistuje).

Uloha 4.2.2. Absolutni konvergence snadno plyne srovnavacim kritériem. Pro
diikaz spojitosti této funkce vyuzijte identitu 2 —y™ = (x —y)(z" L + 2" 2y +
cee xyn72 + ynfl).

Uloha 4.2.3. Napriklad funkce f(z) = 1: (0,1) — R je spojita, ale nenf lipschi-
tzovska.

Uloha 4.2.5. Protoze f(a,(1)) = f(a) <y < f(b) = f(bp(n)) a an(i+1) =
by, (4).

Uloha 4.2.6. Funce f je —1 na [0,1) a na (1,1] je 1. Tato funkce je spojita!
Druhy pfiklad podobné, s rozseknutim napiiklad v %

Uloha 4.2.9. Horolezec definuje dvé spojité funkce z [0,24] do [0, +00). Uvaite
jejich rozdil.

Uloha 4.2.11. Jednoduché, ihned z definice.
Uloha 4.2.12. Sjednoceni a priinik se vyméni.

Uloha 4.2.13. Necht M C R je obojetné, neprazdna a rtiznid od R. Proa < bz
R,ae€ M ab¢g M (¢ naopak) v intervalu [a, b] pomoci suprema vyrobte spor.

Uloha 4.2.17. Neni to pravda. Uvazte e”: R — (0, +00).

Uloha 4.2.19. Ano, je to uzaviend a omezena mnozina.
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Uloha 4.2.20. Plyne to z vlastnosti omezenjch a uzavienjch mnozin.

Uloha 4.2.21. Je, je omezena a jeji doplnék je sjednoceni otevienych intervali.
Neni, neni uzaviena.

Uloha 4.2.24. Pro naptiklad shora neomezenou M staéi vhodné prostiidavat
a napojovat funkce f(z) = z+a,,, —x + a,, (z0Zené na M) pro né&jaké konstanty
an, € R. Pro neuzavfenou M, z niz lze vykonvergovat do bodu a € R\M,
podobné konstrukce v okoli a¢ misto +oc.

Uloha 4.2.25. T¥eba f(z) = % pro z € (0,1], f(0) =0.

Uloha 4.2.27. Je to hotel s pokoji Py, P,..., ktery i pfi 100% obsazenosti
vzdy dokéaze ubytovat dalsiho hosta. Recepéni poprosi, pro kazdé n € N, hosta
v P,, aby se prestéhoval do P, 1, a nové pfichoziho hosta ubytuje v uvolnéném
pokoji P;.

Uloha 4.2.29. V predchozich krocich mohly z hodnot f(n), n € Ay, byt defi-
novany nejvyse f(1), f(2),..., f(k). Jiz pouzité hodnoty f(n) tvofi nejvyse spo-
¢etnou mnozinu, takZe kazda nespocetna mnozina P(f(k),0) obsahuje spoustu
nepouzitych prvki.

Uloha 4.2.30. Diikaz funguje beze zmény, ale abychom ukazali, Zze vzdy mi-
zeme zvolit racionalni hodnoty f na Ay limitici k f(k) a rtzné od jiz zvole-
nych, musime argumentovat jemné&ji, protoze vse je ted spocdetné a hypoteticky
bychom si potfebné hodnoty mohli vycéerpat jiz v pfedchozich krocich. To se ale
nikdy nemtize stat, pfedchozi hodnoty limiti k bodtm rtznym of f(k), takze
pro dostateéné malé 6 > 0 nebyl zddny zlomek z P(f(k),d) N Q jesté pouzit.

Uloha 4.2.32. To prvni je trivialita. Pro to druhé jako (b,) vezméte podpo-
sloupnost, jejiz kazdy ¢len lezi daleko od a.

Uloha 4.2.36. Mame = = log(exp z) (ne vSak exp(log z), ta m4 mensi defini¢ni
obor) a odmocninu vytvorime jako \/z = exp( logz), coz ale dé trochu mensi
defini¢ni obor, (0,400) misto [0, +00). P¥isné vzato, v/z a tedy i danou funkeci
nejspis nedokazeme vytvorit s plnym defini¢nim oborem, jen s trochu mensim,
pomijejicim hodnoty /0 = 0.

Uloha 4.2.37. Je to exp(3 log2?)/z.

Uloha 4.3.1. Néktery z tseki [0,1],[1,2],...,[20,21], nazvéme ho A, Tereza
nutné ubéhla za < 4 minuty a jiny, nazvéme ho B, nutné ubéhla za > 4 minuty.
Mezi A a B pak posouvame kilometrovy tisek C' a pouzijeme vétu o mezihodnoté.

Uloha 4.3.4. Rozvrhla si béh podle modifikované funkce z tvrzeni 4.3.3.

Uloha 4.3.5. f(1) je jakdkoli hodnota rtizna od V (), f(2) je jakakoli hodnota
riznd od V(f |[1]), atd.

Uloha 4.4.2. Pro 0 < 6§ < z < y odhadnéte shora % - i
Uloha 4.4.5. Napiiklad funkce sin(72-).

1—x
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$n+l

Uloha 4.4.9. Z identity 1 + 2 + 2> + --- + 2" + — = ﬁ plyne, ze nejde,
stejnomérnost se kazi u konci intervalu. A rovnéz z ni plyne, Ze na kazdém
intervalu [a,b] C (—1,1) je konvergence stejnomérna.

Uloha 4.4.10. f, na [0, %} roste z 0 do 1 a pad4 zpét do 0 a na [%, 1] je identicky
nulova.

Uloha 4.4.16. M = [0,1], f(0) = 1, f = 0 na (0, 1], f,, spojité a konvergujici
k f, fi=0nal0,1], fo(z) =1—2, X ={1,2}.

Uloha 4.4.17. Pro dikazy viz anglicka Wikipedie nebo [148, véta 3.10] nebo
[71, véta 163] (ve vSech téchto zdrojich je M = [a, b]).

Uloha 4.5.2. Jak vime z lemmatu 3.1.19, vzdalenost n-tého ¢aste¢ného souétu
a souctu je nejvyse ﬁ Posloupnost ¢asteénych soucti je tedy vycislitelnym
jménem cisla 7. Rtizné odhady zbytku této fady uvadi D. Rattagi v [121].

Uloha 4.5.3. Je-li ¢ € Q hodné blizko u &« € R a ¢ > 0 je malé a racionalni,
raciondlni interval [¢ — €, ¢ + €] obsahuje .. Na druhou stranu, kdyz [q1, ¢2] 3 «,
q; € Q arozdil g3 — ¢1 je maly, mize kazdy z obou konct ¢; poslouzit ve jméné
¢isla a.

Uloha 4.5.4. Pouhé definice pomoci suprema délek vepsanych monoténnich
lomenic vy¢islitelnost m nedava. Dostaneme ji ale, kdyz si pomtzeme odhadem
pomoci délek opsanych monoténnich lomenic.

Uloha 4.5.5. Mizeme piedpoklédat, Ze p(a) = 0, kde p € Q[z], a p'(a) # 0.
Ptlte intervaly.

Uloha 4.5.6. Argumentujte podobné jako v dikazu véty o aritmetice limit.
Uloha 4.5.7. Q je husta v R.

Uloha 4.5.12. Podobné jako uvedeny piiklad.

Uloha 4.5.14. Specialni piikaz Turingova stroje nahradte podprogramem pro
vycislitelné jméno cisla 3.

Uloha 4.6.1. 0, 0, +oc.

Uloha 4.6.2. —oo, neexistuje, 0.

Uloha 4.6.3. Ne, popira to tieba funkce f(z) =z pro = € [0,1), f(1) = 0.
Uloha 4.6.4. Pouzijte posloupnostni definici kompaktnosti.

Uloha 4.6.5. Ne, pro A = ) to neplati. Pro kazdou kompaktni A # ) to oviem
plati.

Uloha 4.6.6. Pro orientované tsecky spojujici dva body obvodu mnohothel-
nika a vzdy pilici tento obvod uvazte rozdily velikosti dvou ploch po jejich
stranéch.

Uloha 4.6.7. Skladani (napojovani) algoritmi.
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Uloha 4.6.8. Pro nalezeni racionalni aproximace k o s pomoci orakula Of(a)
vezméte algoritmus, ktery pocitd (blizké raciondlni) aproximace k hodnotam
f(%) proi=0,1,—-1,2—2,3,... (takovy algoritmus lze ziskat Gpravou algoritmu
vy¢islujiciho f) a porovnava je s odpovédi ordkula Oy (y).

Uloha 4.6.9. 2:46:03, [67, str. 369]. Ano, [67, str. 386].
Uloha 5.1.3. g(z) = W, f'(a) = g(a).

Uloha 5.1.5. Jedno mozné feseni: V (¢, B,e) = {a € R? |a= BV sin(;((jé))) <

e}, kde d(a, ) je vzdalenost a od B, respektive od pfimky £.

Uloha 5.1.7. Dva dostatecéné ostré tihly se spoleénym vrchlem a rtiznjmi osami
jsou, az na vrchol, disjunktni.

Uloha 5.1.9. Pro thly se svislou osou graf funkce nalevo od vrcholu lezi v horni
Spicce thlu a graf napravo v dolni nebo naopak.

Uloha 5.1.11. Ostra lokalni maxima vyplyvaji z toho, Ze dva riizné zlomky se
jmenovateli < m maji vzdalenost > m~2. Funkce m4 neostra globalni maxima
pravé v celych c¢islech a neostra globalni minima pravé v iraciondalnich ¢islech.
Derivace f’(0) neexistuje, f\ (0) = —oo a f’ (0) = +oo.

Uloha 5.1.13. Napiiklad, v pozménéné definici derivace, funkce f: [0,1] — R,
f(z) =z, m4 f'(0) = 1 a soudasné ostré globalni minimum v 0.

Uloha 5.1.17. cf(mgz:zf(a) = cf(m)ff:(a). Pro ¢ = 0 plati jen implikace <.

Uloha 5.1.19. Pouzijte aritmetiku limit funkci.

Uloha 5.1.20. Leva i prava strana Leibnizova vzorce jsou vyrazy symetrické
v obou argumentech f a g (hodnota vyrazu se jejich vyménou nezméni), takze
skutec¢né predpoklad o f je totéz jako predpoklad o g.

Uloha 5.1.23. Neexistuji. Ukdzeme to pro Leibniziv vzorec, pro druhy vzo-
rec argumentujeme podobné. Silny protipiiklad by (vpodstaté) musel vypadat
tak, ze f'(a) = ¢'(a) = +o00 a g(a), f(a) > 0, takze pravd strana vzorce je
+00, ale v n&jakém celém prstencovém okoli bodu a funkce g(x) nabyva vlevo
i vpravo od a a libovolné blizko u a pouze zadporné hodnoty a to takovym zpi-
sobem, 7Ze vyraz D(f(z),a)g(z) + f(a)D(g(x),a), v némz diferencidlni podily
D(f(x),a) a D(g(x),a) jdou oba do 400, jde ke koneénému h ¢ k h = —o0,
tudiz D(f(z)g(x),a) jde k h, coz je leva strana vzorce, ligici se od pravé. Takové
hodnoty funkce g(z) ale vynucuji ¢’ (a) = 400 a ¢/, (a) = —oo, tedy ¢'(a) v
rozporu s predpokladem neexistuje.

Uloha 5.1.24. Pouzijte indukci a rozklad 2 = 2 - 2™ L.

Uloha 5.1.32. Tvrzeni 5.1.25 (derivace slozené funkce) opravdu implikuje, 7e
kdyz (f~1) existuje, je vyjadiend z f’ vztahem (f~1) = 1/f'(f~1). V rovnosti

(f(9))(a) = f'(9(a)) - ¢'(a)
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tvrzeni 5.1.25 se ale predpokladé existence obou ¢initeld vpravo a odvodi se
existence hodnoty vlevo. Pro odvozeni existence derivace funkce ¢ = f~! v
daném bodé (coz tvrdi tvrzeni 5.1.28) bychom ale potfebovali mit vysledek s
predpokladem existence hodnoty vlevo a prvniho ¢initele vpravo. To ale neni, co
tvrzeni 5.1.25 fika. Podle autorova nazoru tak prisné vzato vzorec pro derivaci
funkce f~1 ze vzorce pro derivaci slozené funkce f(g) neplyne, existenci derivace
funkce f~! nelze predpokladat, méla by z tvrzeni 5.1.25 vyplynout, coZ se nedéje.

Uloha 5.1.34. f'(a) neexistuje v Z4dném nenulovém zlomku a, protoze plati
lim,_,, f(z) =0, ale f'(0) = 0.

Uloha 5.1.38. Napi. pro —% < x <0 je cos’ x limita, pro h — 0, z (cos(z +

h) —cosz)/h = —(cos(—z — h) — cos(—x))/(—h) (pouzili jsme rovnost cosz =
cos(—x)), coz je —(—sin(—z)) = —sinz, podle derivace kosinu v z > 0 a rov-
nosti sin(—xz) = —sin .

Uloha 5.1.39. Podobny geometricky argument, jako pro kosinus.

Uloha 5.1.41. Komplexni takova funkce f: R — C se udéld snadno: f(z) =
e*® kde a je primitivni k-t4 odmocnina z 1. Zkuste ji néjak zrealnit linearnimi
kombinacemi.

Uloha 5.1.43. Neni ani prosté ani na, derivace konstanty je nulové konstanta
ana z~! se nic nezobrazi.

Uloha 5.1.44. P(xz, f(z)) = 0 na M, pravé kdyz P(f~'(y),y) = 0 na N.

Uloha 5.1.46. Tteba pro e*: u +oo vidy z¥/e* — 0 pro kazdé k € N, takze
u +oo v kazdé (kone¢né) linedrni kombinaci monomt ay e®*z!, k,l € Ny a
ar,; € R\{0}, pravé jeden dominuje

Uloha 5.2.2. Kazdou kone¢nou posloupnost intervalt lze prodlouzit do neko-
necné za cenu jen, napiiklad, dvojnasobného zvétseni celkové délky.

Uloha 5.2.3. Diky tvrzeni 5.1.8. A taky proto, Ze takovato funkce nemiize mit
nikde nevlastni derivaci.

Uloha 5.2.4. Uvaite transformaci nahrazujici f(z) funkei a.f (Bz + 7).

Uloha 5.2.5. Délka tisecky v lomené ¢afe je < soucet dvou absolutnich hodnot,
|rozdil z-ovych| plus |rozdil y-ovych| soufadnic jejich koncti. Podle pfedpokladu
o f je druhé absolutni hodnota mensi ¢i rovna prvni.

Uloha 5.2.6. Vezméte konvergentni posloupnosti (x,), (z,) C I, ze vzdy plati
o(Tn, x)) > € a vzdalenosti |x, — 2),| jdou k jistému supremu.

Uloha 5.2.7. Pro kazdé «, 8,a,b > 0

5. Bt (/B = JaZ 12 @a /D)2
Ve - SO o S Ve (1458 VT

Uloha 5.2.8. Pro kazdé a je a < (1 +a?)/2.
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Uloha 5.2.9. Obecné musi. Nemusi se uvazovat, je-li intervalti KT(,{) konec¢né
mnoho. Je-li jich nekoneéné mnoho (konstrukce nikdy neskonci), mohou k
limitit a 2’ blizkymi k x se jim nelze vyhnout.

Uloha 5.3.2. (i) f(r) = signum na [~1,1] ,zkosené“ tak, ze f(—1) = f(1) = 0.
(ii) f(z) = |z| na [-1,1]. (ili) f(z) =« na [-1,1].
Uloha 5.3.5. (zFlog(z + b))’ = ka*~'log(z + b) + 2 /(x + b).

Uloha 5.3.6. Podivame se na nejmensi i, Ze p; je nenulovy a pracujeme zprava
u b; misto u 0.

Uloha 5.3.7. Pokud F(x) m-krat zderivujeme a vysledek vynasobime vhodnym
polynomem (jde ovSem o to, jakym pfesné), dostaneme funkci G(x) opét daného
tvaru, v niz mé log(x + bg) = log z polynomidln{ koeficient, ktery uz v 0 nem4
kofen.

Uloha 5.3.8. Pienasobte polynomem (n — ng)(n —ng — 1) ... (n — 1).

Uloha 5.3.9. A = (a,) C (0,1), kdeag =0<a; <ay <---<1lalima, =1,
f(z) =z —an_1 proneNazx € (ap_1,an), a f(0) = f(1) =0.

Uloha 5.3.13. Necht A = {3} a f(z) =2 na [0,3) a f(z) =z — 1 na (3,1],
pak [/ =1.

Uloha 5.3.17. Protoze w = ¢'(d) pro néjaké d.

Uloha 5.3.18. To je jednoduché.

Uloha 5.3.19. Vezmeme grafy obou funkci na [a, b]. V n&jakém c € (a,b) jsou
smérnice tecen ve stejném pomeéru jako smérnice seCen jdoucich konci grafi.

Uloha 5.3.20. h/(z) je linedrni kombinace f'(x) a ¢’(z), mohli bychom tak
dostat neurcity vyraz.

Uloha 5.3.22. Protoze ve vété 5.3.21 je silnéjsi predpoklad vlastni derivace,
kdezto véta 5.3.10 povoluje i nevlastni derivace.

Uloha 5.3.23. Vyraz bo(@—a)(@=az)..(z=an) 14 ¢ o — g5 hodnotu by a v

(ap—a1)(ap—az)...(ag—an)

ostatnich a; s ¢ > 0 hodnotu 0.

Uloha 5.3.24. Protoze se rovné soucinu viech rozdilt z; —2; s 0 <4 < j < n.
Tento vzorec je znamy jako tzv. Vandermonduv determinant.

Uloha 5.3.33. Piikladem je konvexni funkce f: [0,1] — R, identicky nulova na
[0,1) ale s hodnotou f(0) = 1.

Uloha 5.3.35. Z ostré nerovnosti mezi smérnicemi plyne, Ze bod (3, f(x3))
lezi nad pfimkou jdouci body (z1, f(x1)) a (22, f(z2)). Musime ji tedy otodit
kolem (z1, f(x1)) v kladném smyslu, aby ...

Uloha 5.5.2. Plyne pfimocaie z definice Taylorova polynomu.

Uloha 5.6.2. Silou zhruba 6.7 -10711(10%)2/(10~2)2 = 0.67 newtonu— to zase
neni tak malo. Po 1 s se oba hmotné body proti sobé pohybuji rychlosti > 0.6
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mm/s a do 10 s se ur¢ité srazi. Ovsem latka s hustotou pies 1570 kg/cm3,
aby jedna jeji tuna zabrala kulicku s polomérem pil centimetru (¢i méné), se
nikde na Zemi nenachézi. Platina, iridium ¢i osmium maji hustotu néco pfes
20 g/cm3, transurany nejvyse ke 40 g/cm?® a v zemském jadie hustota nepie-
sahuje 13 g/cm?®. Latku s pozadovanou hustotou byste ale nasli na tzv. bilych
trpaslicich, o neutronovych hvézdach nemluvé.

Uloha 5.6.3. Silou méné nez 6.7-10~1-250000-100/102 = 1.675-10~° newtonu
a vice nez 1.6-10~° newtonu. Pro vzdalenost 9 m je tato sila méné nez 2.1-107°
newtonu. Po 15 min < 1000 s takova sila udéli turistovi rychlost méné nez
1000 - 2.1 -1075/100 = 2.1 - 10~ metru za sekundu (obelisku mnohem méng),
kterou se piemisti z vjchozi polohy o méné nez 1000 - 2.1 - 10~% = 0.21 metru.
Predpoklad o vzdalenosti neklesajici pod 9 metrt tak je splnén. Obelisk a turista
se tedy urcité za ¢tvrt hodiny nesrazi. Na druhou stranu ale turista bude po
10 hod > 30000 s mit rychlost vice nez 30000 - 1.6 - 1072 /100 = 4.8 - 10~ metru
za sekundu. Za dalsi hodinu se touto rychlosti (kterd samoziejmé nartista) tak
premisti o vzdéalenost vice nez 3000-4.8-1072 = 14.4 metru. Nutné se proto nez
uplyne 11 hodin srazi s obeliskem.

Uloha 5.6.4. Po dosazeni do gravitaéniho zdkona pro dvé astice a zderivovani
dostaneme pro ¢ rovnici —c¢?> = —2, z niZ vypocteme, 7e ¢ = v/2. Obé&zna doba
tak je 27w /c = 4.4 sekundy.

Uloha 5.6.5. Zelezo m4 hustotu asi 7800 kg/m?®. Krychli¢ka s objemem 10~ m3
tedy obsahuje asi 7.8 - 1076 kilogramu neboli 7.8 - 1072 gramu Zeleza. Molarni
hmotnost Zeleza v g/mol je asi 56. Krychli¢ka tedy obsahuje asi 7.8-1073-56 =
0.43 molu Zeleza. Jeden mol latky obsahuje asi 6 - 1023 jejich atom & molekul
(Avogadrova konstanta). Ionizovana krychlicka tak obsahuje asi 26-0.43-6-10% =
6.7 - 10%* protonti, protoze atomové ¢islo (pocet protonti v jadie) zeleza je 26.
Proton m4 elektricky naboj asi +1.6-10719 coulombu. Kazd4 z obou krychli¢ek
mé tedy kladny naboj zhruba 6.7 - 1024 - 1.6 -107!? = 1.1 - 10® coulombu. Podle
C. zdkona se odpuzujf silou asi 9 - 10%(1.1 - 10%)2/12 = 1.1 - 10?2 newtonti. To
je vice nez 0.0001 vahy celé Zemé, kterd ma hmotnost asi 6 - 1024 kilogramt a
vahu v newtonech zhruba desetkrat vétsi.

Uloha 5.6.9. Ukazte, Ze H= (0,0,0), se¢tenim pies v8echny dvojice rtiznych
¢isel i, j v Coulombové zakonu.

Uloha 5.6.13. Pro n = 1 je suma v soustavé dif. rovnic v definici 5.6.6 prazdna,
tedy rovna 0, tudiz ¥; = 0 a v1(t) je konstantni funkce.

Uloha 5.8.5. Dvoji zderivovéani (jako v tloze 5.6.4) ukazuje, Ze nové &astice

budou dif. soustavu jisté spliovat, kdyz by = by = --- = b, a vSechny a; maji
spole¢nou hodnotu 1 nebo vsechny jsou —1 (dvé feseni rovnice 22 = 1). Cas
tedy méfime od nového ,,Casu nula“ a pro a; = —1 obratime jeho smér. Evoluce

daného systému tedy vydrzi ¢asovy posun a otoceni Sipky casu.
Uloha 5.8.6. Nyni vyjde ¢ = /10 a ob&7n4 doba se zkrati na 27 /c = 2 sekundy.

Uloha 5.8.7. Vyjde sila nezavisla na vzdalenosti a, rovna 27rp = 4.2-10710.
newtonu, viz [45, str. 194].
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Uloha 6.1.2. Bud liminf,, o, a|n—b|n > 0 anebo limsup,, , . a|n—b|n < 0.
Uloha 6.2.4. Zde

Uloha 6.3.6. Pro dané « € S, a > 0, uvazte supremum mnoziny {3 € S | Ba <
1}.

Uloha 6.4.1. Nelze. Co je to realna osa? Mnozina realnjch ¢isel. Argumentuje
se tu bludnym kruhem.
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