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Mocninna rada s koeficienty a, je vyraz

@)
Flz)=>_ anz™ = ag + a1z + asx’ + agzS + - - -,
n=0
kde an jsou Cisla (celd, realna, komplexni) a x
je proménna. F(x) je generujici funkce posloup-
nosti (ag,aj,as,...); an je Casto pocet Cehosi.

A generating function is a clothesline on which
we hang up a sequence of numbers for display.

(H.S. Wilf, generatingfunctionology, Academic
Press, 1994)

e zapouzdreni nekonecného objektu (ag,aq, .- .)
do vySsi entity F'(x), napr.

(1,1,2,3,5,8,13,...) jako F(z) =1/(1 — z — z°)
e dveé tvare m. rad, diskrétni a analyticka, napr.
(1,1,1,...) a funkce C\{1} 3 z+— 1/(1 — 2)

e preklad struktury objektd pocitanych an do
reCi algebraickych viastnosti F(x) a naopak
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Mocninné rady a generujici funkce v ma-
tematice a informatice

e matematicka analyza (funkce komplexni pro-
meénné, reSeni diferencidlnich rovnic, aplikace)
e teorie pravdépodobnosti (diskrétni rozdé-
leni, nahodné prochazky, tzv. charakteristické
funkce)

e teorie Cisel (obycejné gf v aditivni TC, Di-
richletovy Fady v multiplikativni T C, modularni
formy, zeta funkce)

e algebraicka geometrie (lokalni parametri-
zace krivek)

o diskretni matematika

e kombinatoricka enumerace (pocitani rdz-
nych struktur)

e teoreticka informatika (analyza algoritma,
teorie formalnich jazyka)

e algebra a logika (mocninné Fady jsou zaji-
mavé objekty i samy 0 sobé)
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Hlavni typy generujicich funkci (gf) posloup-
nosti (ag, aj, as,...):

e obycejnée gf

00
F('CU): Zanwn=a0+a1w+a2m2+a3x3+...

n=0
e exponencialni gf (Taylorovy rady)
o0 n 2 3
an aoxT a3
F(z) = —an+ajx + + 4.
() 2_: pl 0Tl 2 6
n=0
e Dirichletovy rady
@)
an ay a3 a4
F(s)=) —=aj+—=+_—"+—+--
(5 ps — TH T 9s T3s T ys

Obecné: \{ < A9 < ... budte realna Cisla, pak

oo
F(s)=>_ ane”\n®
n=0

dava ogf pro \p, = n (x = ¢ %) a Dirichletovu
radu pro \p, = logn. DalSi zobecnéni: vice pro-
meénnych, koeficienty a,, z okruhu R, ...
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Nasobeni ogf. Necht a, (resp. b,) je poclet
A-struktur (resp. B-struktur) vahy v(A) = n
(resp. v(B) = n), napr. poCet né&jakych graft

na mnoziné [n] = {1,2,...,n}. Soucin odpovi-
dajicich ogf
n
> apz™ ) bpa" = > ( > akbn_k)xn
n>0 n>0 n>0 k=0

ma tento smysl: koeficient u =™ je pocet dvojic
(a, B8), kde « je A-struktura, B8 je B-struktura a
v(A) +v(B) = n.

Nasobeni egf. Necht a, (resp. b,) je poclet
A-struktur (resp. B-struktur) na mnoziné [n].
Soucin odpovidajicich egf

anx” bnx™ "oon ™

> > =2 (2 (,)akbn—k)—

0 ™Moaso ™ n>0 (k:O <k> ) n!
ma tento smysl: koeficient u =™ je pocCet dvojic
(X, a),(Y,0)), kde (X,Y) je rozklad mnoziny |n],

o je A-struktura na X a g je B-struktura na Y.
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Priklad na nasobeni ogf (na egf pozdé&ji).
Necht a, (resp. by) je pocet slov délky n nad
{a,b,c} (resp. nad {1,2,3}). Pak ap =b, =3" a

Z anx'’ Z bnx" = ( Z 3":3")2

n>0 n>0 n>0

= > (n+1)3"z"

n>1

a (n+1)3" = # slov nad abecedou {a,b,c,1,2,3}
typu “nejprve pismena, pak Cislice”.

Nasobeni D¥F. V soucCinu Dirichletovych rad
Z s Z Zadbn/d
n>1 " n>1 ns n>1 <d\n >

dostavame Dirichletovu konvoluci (apn) a (bp).
Napr.

2
C(S)2= (Z 1) _ Z T(TL))

S S
n>1" n>1 T

kde 7(n) je poCet délitela Cisla n.
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Algebraicky pohled. Operace + a X na mno-
zing C|[z|| formalnich souctt 3, > anx™, an € C:

Z anx’ + Z bt = Z (an + bp)x"™

n>0 n>0 n>0

n
d apz x ) bpx" = ) ( > akbn_k)xn.
n>0 n>0 n>0 k=0

(Cl[z]], +, x) je obor integrity (komut. okruh s
1, FG=0= F =0 nebo G =0).

Jednotky: 1/5°,>panz™ existuje <= ag #0.

Teéleso zlomkut: mnozina C((x)) form. soucto
>on>kanz”, Kde k € Z (Laurentovy rady).

Formalni konvergence. Necht [z"]F je koefi-
cient u 2™ v F'. Posloupnost m. fad (Fy, Fy,...)
(formalné) konverguje, pokud pro kazdé n > 0
je posloupnost koeficientd

("] Fy, [x"| Fy, [2"]|F3, . . .)
od jistého Clenu dale konstantni. Pak F,, — F'.
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Necht
ord(F') = min{n > 0 | [x"|F # 0}, ord(0) = oco.
NekonecCné soucCty a souciny m. rad

00 00
> Fn oa J[(1+Gn)
n—=1 n—=1

jsou formalni limity c€asteCnych soucCtl a Cas-
teCnych soucint. Existuji, pravé kdyz ord(Fy,) —
oo a ord(Gp) — oo. Napfr.

o

[]1+=z") — 1+ az+a°+ 22 +22* +32° + - - -

n=1
Skladani. Necht F(z) =3 ,,>0anx™ a G splhuje
G(0) = [2Y]G = 0, pak F(G(z)) definujeme jako
formalni soucet

F(G(x)) = Z anG(x)"
n>0

(OK, protoze ord(anG™) > n). Naopak, pokud
G(0) # 0 a F neni polynom, nema substituce
F(G(x)) smysl. Skladani m. rad je asociativni.
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G(x) je kompozi¢ni inverz m. fady F(z), zna-
¢ime G = F\~1, pokud F(G) = z. Nutné ord(F)
ord(G) = 1.

Tvrzeni. FF ma kompozicni inverz, pravée kdyz
ord(F) = 1. Dale plati F\-U(F) = F(F{-1) = «.

Lagrangeova inverzni formule. Pro F' € C|[z]]
s ord(F') =1,

n(—1) _ Lo n—1y/ T \n
Ekvivalentné: pokud G(0) # 0 a F je feSenim
rovnice F = xzG(F), pak

1 - n
2" F = ~[a"Y(G(x))™.

n

Priklad. Rovnici F°—F+x = 0 v C[[z]] vyFedime
snadno: F = z(1+ F°), a tak, pro n =5m + 1,
1

P = a1ty = ()

a jinak [z"]F = 0. (V C|[z]] je jediné FeSeni.)
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Analyticky pohled. Pro m. radu
F(z) = Z anz" € Cl|z]]
n>0
mame prave jedno Cislo R — polomér kover-
gence F(z) — ze 0 < R < oo a F(z) absolutné
konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.
Kolik je R?

e Hadamard (1892, dizertace):
1

lim sup,, o |an|
~» Koeficienty a, pro n — oo rostou zhruba
jako (1/R)™.

1/n’

e R=min|s|, s € C je singularita funkce F(z).
~» R je modul singularity nejblizsi k 0.

e Pringsheim (<1932): Pokud an > 0 pro vSechny
n € Ny, pak R je singularitou F(z) = >, >0anz".
~> Singularitu nejblizsi k 0 pak stac¢i hledat na
kladné Casti realné osy.
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Priklady. 1. a, = # zobrazeni z {1,2,...,n} na
{1,2,...,m}, m <n (# surjekci). Ukazeme, Ze

@,

Flz) = Z anz" 1

| 9 2
—y 2—e

Ale 2 —e* =0 < z=log2+ 2kmi,k € Z, tedy
R=1og2 a an ~ (1/log2)™nl.

2. an = # dobrych uzavorkovani s n pary zavo-

rek, napf. a3 =5: )00, OC0), (OO, (OO) a

((())). Spocte se celkem snadno, ze

1
F(2)= Y anz™ = 142+22° 4+ = - (1=VI—14z).

n>0 <
Ale 1 —42 =0 <= z=1/4, tedy R = 1/4 a

an ~ 4"™. (Presnéji: apn = %H(%’;))

3. O dva slajdy dfive, v prikladu na LIF, jsme
meli F(z) = > ,>0anz™ splujici

2F° — F 4z =0.
Jak urime R bez vzorce pro an”?
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Véta o implicitni funkci a Pringsheim: dvojice
(2, F) = (R, F(R)) musi byt FeSenim soustavy
2FP—F42=0 & Op(zF°—F+z)=5zF*—1=0.
Jediné feseni se z > 0 je (%,ﬁ
4/5
2 @ an ~ (1/R)" = (35)" = (164938 ..)", coz

souhlasi s a, = %<(n_”i)/5).

). Takze R =

Obecnéji. Necht f(z) = S50 fnz® Ma v R > 0
singularitu a je analytickd v oblasti A = A(r, ¢) =
{z: |z| <mr |aglz—R)| > ¢}, r>Ral< o<
/2 (“camembertova” oblast). Necht o(z), 7(2)
jsou lin. kombinace funkci ze Skaly («, 8 € C)

1 1 1 16
( log ) :
(1—z/R)*\z/R ~1—2z/R
Véta. (Flajolet & Odlyzko, 1990). V této si-
tuaci plati pfenos asymptotik (z — R,z € A a
n — oo)

f(z)=0(2)+O(7(2)) = fn=0n+ O(mn).
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Obecnéji o implicitni funkci.

Véta. (Odlyzko, 1995). Necht m. fady E(z,w) =
ZZ]>Oewzw3 Sep =20 e <1 ae; 20a
( ) 27,21 fzz s f; > 0 splhuji:

(@) F(z) je analyticka v z = 0.

(b) F(z) = E(z,F(z)).

(©) fisfi, fxu >0a (j —i,k—1i) =1 pro n&jaka tfi
Cisla 0 <1< 5 <k.

(d) Existuji Cisla R, S, 6 > 0 takova, Ze E(z,w) je
analytickd v |z| < R+6 a |w| < S+46, E(R,S) =S,
E.(R,S)#0, Ew(R,S) =1 a Eyw(R,S) #0.

Potom R je polomé&r konvergence F(z), F(R) =
S a pro n — oo plati

fn=(1+ 0(1))J Qfgjffégsg) 32 <%>n
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Experiment v r. 2003, resp. 2006, s vyhledava-
nim v internetové databazi védeckych Casopis(
SCIENCE DIRECT (pres 1700 Casopish).

Dotaz na “power series’”’ v nazvech, abstrak-
tech a kliCovych slovech vratil 1324, resp. 1984,
Clankd. Dotaz na “generating function” vra-
til 1250, resp. 1890, Clankd. Nékteré Casopisy:

Advances in Mathematics

Chemical Physics Letters

Composite Structures

Chaos, Solitons & Fractals

Discrete Mathematics

Fluid Phase Equilibria

Fuzzy Sets and Systems

Historia Mathematica

Information Processing Letters
Insurance: Mathematics and Economics
International J. of Pressure Vessels and Piping



International Review of Financial Analysis
of Aerosol Science

of Crystal Growth

of Discrete Algorithms

of Number Theory

of Petroleum Science

. of Statistical Planning and Inference
M/croe/ectron/cs and Reliability
Neurocomputing

Nuclear Physics B

Ocean Engineering

Optics Communications

Performance Evaluation

Powder Technology

Reliability Engineering & System Safety
Signal Processing

Solar Energy Materials and Solar Cells
Stochastic Processes and their Applications
Tectonophysics

Theoretical Computer Science

T heoretical Population Biology

Thin Solid Films

Vacuum

Vistas in Astronomy

LLLLee
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Exponencialni generujici funkce (egf) po-
sloupnosti ag,a,... j& mocninna rada

o0 n 2 3
B anx’ ajr  ar” azx”
A(:I:) = g O o =ap+ T + ol -+ 3l +
n:

Soucinova formule: Posloupnosti (ag,aq,...) a
(bg, by, ...) MmEjte egf A(x) a B(x) a posloupnost
(co,c,-..) bud dana vztahem

Cn = i (Z)akbn_k

k=0
(cn, = # C-struktur na [n] tvaru (X, a),(Y,0)),
kde (X,Y) je rozklad [n|, o je A-struktura na X
a B je B-struktura na Y). Pak

l
n—0 n.

Priklad. Necht a,, = by, = 1, pak ¢, = # (pod-
mnozin mnoziny [n|) = 2". Vskutku,
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Kompozi¢ni formule. Necht A(z) a B(x) jsou
egf poCtl néjakych A-struktur a B-struktur na
mnozinach [n], n € N. Odvozena C-struktura
je dana rozkladem {Y7,...,Y,} mnoziny [n| na
neprazdné mnoziny, volbou A-struktury na [k]
a volbami B-struktur na mnozinach Yi,...,Y..
Pak pocCty C-struktur maji egf danou kompo-
Zici
o n
Cla) = > ™ = A(B(=))

l
n:O n.

Exponencialni formule je specialni pripad s
an =1 a tedy A(zx) = e%; Je-li ¢, = # struktur na
[’I’L] typu <Y17 617 YQ) 627 seey Yk:) ﬁk)r kde {Y17 ceey Yk}
je rozklad |n] a B; je B-struktura na Yj;, pak

O

C(:E) — Z cn” — eB(x).

n!

n=0
Poznamka. V obou formulich je nutné, aby
bo =0, tj. B(x) = byz+box?/21+- - -, jinak dosazeni
B(xz) nedava obecné smysl.
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Uvedeme nékolik priklad na tyto formule.
Bellova Cisla. Necht ¢, = # neusp. rozkladd
{Y1,..., Y} mnoziny [n] na neprazdné mnoziny.
PocCty ¢, se dostanou exp. konstrukci s b, =1
pron >1a by =0, takZe B(x) = exp(z) — 1. EXp.
formule dava

n!
n=0
Usporadana Bellova Cisla (# surjekci). Nyni
Cisla cp, pocCitaji usporadané rozklady (Y7, ..., Y:)

mnoziny |n|. Dostanou se komp. konstrukci s
an = n!, by = 1 pron > 1 a by = 0. Takze
Alz) =Y p>onla™/n! =1/(1-x), B(x) = exp(z)—1
a

X cnx” 1 1
C@):g_:o o ABE) =TT T e

Odtud se hned dostane asymptotika (¢ > 0 je
konstanta)

cn = (c+0(1))(1/1og2)"n! = (c+0(1))(1.44269 . . .)"n!.
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Odvodime Cayleyho vzorec (Cayley, 1857)

pro poCet strom@ (souvislych graf@l bez kruz-
nic) na mnoziné vrchold {1,2,...,n}.
NaprF. t; = 5° = 125, protoZe pro 5 vrcholfi mame

jen tri mozné neizomorfni typy stroma (cestu,
hvézdu a vidlicku):

coses o¥e eebe

a ty se na mnozin& {1,2,3,4,5} realizuji 3(3)2 +

5+3(3)2 =5+ 60+ 60 = 125 zptisoby.
Nebudeme pracovat s egf Cisel t,,, ale s egf

X knx"
K(z) = 3 o
— nl

poltd k, korenovych strom@ (strom@ s vyzna-
cenym vrcholem). Zrejmé k, = nty,.
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Korenovy strom 7' se po vypusSténi korene roz-
padne na mnozinu nékolika korenovych stroma,
které maji dohromady o 1 méné vrchold a z
nichz se T' da jednodusSe zrekonstruovat. Takze:

#{kofenové stromy T na |nl|}
= #{(A, (B1,T1), (B2, T3), - - -, (Bg, Tip)) },

kde {A, By,..., B} je rozklad [n] na neprazdné
mnoziny, |A| = 1 (kofen T) a T; je korenovy
strom na B;. Podle souCinové a exponencialni
formule dostavame rovnici
1t
K(@) = = exp(K (2)) = @ exp(K ().
VyreSime ji Lagrangeovou inverzni formuli:

|
kn = nlz"K(z) = <[z exp(x)”
n
onl ~ nl- nn—1
= " exp(nx) = T
_ nn—l

a tedy tn = kn/n=n""t/n=n""2
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Stridave permutace. ¢ = oy09...0n J€ Stri-
dava permutace Cisel 1,2,...,n, pokud

01 <09 >03< 04 >05< -,

pn = F Strf. permutaci =77 Klademe p; = 1.
Zkusime pomoci egf P(x) rovné

Z Pnx _ Z p2<m—|—1m 1)' 4 Z p%g’;:)'

n>0 n! oIm+1>1
= L(x)+ S(x).

Pokud o € L a |o| > 1, pak o = (k,n,\), kde
k,A€ L. Pokud o € Salo| >0, pak o = (k,n, A),
kde ke L aXxe§S. A naopak ...
Takze P(x) = L(x)+ S(x) a

(L(z) —2) = L(z)* a (S(z)—1) = L(z)S(x).
Vyresenim diferencialnich rovnic dostaneme

x’l’L
> b — = L(xz)+ S(x) = tanx +
n>0 n!
Nenulovy koeficient u z™ v Taylorové rozvoji
funkci secx = 1/cosx a tanz je tedy roven pp/n!.

COS T
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Ogf — racionalni funkce. Ddalezitou tridou
ogf jsou racionalni m. rady, charakterizované
touto veétou:

Veéta. Nasledujici tri vlastnosti mocninné rady
F(x) =Y ,>0anz™ € C[lz]] jsou ekvivalentni.

1. F(x) = p(x)/q(x), kde p,q jsou polynomy.
2. Pro n > ng plati

an + c1a,_1+ coap,_9+ -+ crap—r = 0,
kde ¢; € C jsou konstanty.
3. Pro n > ng plati, ze

an = pi(n)og + pa(n)oy + -+ p(n)og,

kde p; jsou polynomy a «; € C jsou r@zna Cisla
(kofeny polynomu g(x)).

Dusledek. Operace Hadamardova soucinu
Z anT'’ * Z bnx" = Z anbnx”
n>0 n>0 n>0
zachovava tridu racionalnich m. rad.
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Metoda prechodové matice (transfer mat-
rix method). Ulohy ‘“lokalniho” charakteru Ci
s “koneCnou” historii vedou na racionalni ogf.

GG bud orientovany graf, nasobné Sipky a smyCky
jsou povoleny. Prochdazka (v G) délky n z vr-
cholu v do vrcholu v je posloupnost n na sebe
navazujicich Sipek ejey...en, zaCinajici v u a
konCici ve v. G mdze vypadat treba takto:

el
1
Necht ma kazda hrana e z G vahu w(e) € R
(R je komut. okruh s 1). Pro prochazku P =
eres . ..en definujeme w(P) = w(ej)w(ey) ... w(en).
Grafu G, kde V(G) = {vy,...,vp}, a délce pro-

chazky n € N pfiradime p x p matici A(n) =

(Asj(n)),

Aji(n) = Z w(P).

P z vy do vj, |P|=n
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Klademe A;;(0) = §;;. Pro n =1 mame matici
sousednosti A = A(1), A;; = > vah Sipek jdou-
cicich z v; do v;.

Pozorovani: A;;(n) = (A");; a tedy A(n) =A™

Definujeme ogf a matici
Fii(Gyx) = > Ajj(n)z" € R[]
n>0
F(G,z) = (Fj;(G,z)) € R[[z]]P*P.

Diky R||z|P*P = RP*P|[z]] a pozorovani mame

F(Gx) =Y An)z" =Y A" = (I —zA)~],

n>0 n>0

z Cehoz plyne

Véta (MPM). F,;(G,z) je (I —zA)™1);;, a tak

(N
(=1)*TI det(I — xA : j,1)
det(I — zA) '
F;;(G,x) je tedy racionalni m. fada z R|z]| a
posloupnost A;;(0), A;;(1), A;5(2),... splhuje li-
nearni rekurenci s konstantnimi koeficienty.
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Priklad. Necht a, je pocet slov u = ujuy...un
délky n nad abecedou {1, 2,3} takovych, ze ani
11 ani 23 se neobjevuje jako u;u; 1. Kolik je an™?

Definujeme orientovany graf G na {1, 2,3} tak,
ze 1 — 7, pokud v u mdze nasledovat 5 po :. G
Jje na predpredesiém slajdu. Nyni R=72 a

011
A=AD=|110
111

Ozna¢ime Q(z) =det(I —zA) =1 -2z —z*+2° a
Qij = det(I —xA : j,1). Podle MPM mame
S ap g0 325 i1 Qi)

1 p—

n>0

3+ — a?
1 —2x — 22+ a3
Odtud an = 2a,,_1+a,_o—a,_3 pron > 4 (a; = 3,
a9 = 7, a3 = 16).
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ogf v aditivni TC. V r. 1770 Lagrange doka-
zal, ze kazdé Cislo n € N je souCtem 4 Ctvercq,
napr. 5= 22+ 12+ 0%+ 02, 300 = 16% + 6° + 22 + 22.
(Cisla tvaru 8n + 7 nejsou souctem 3 Ctvercd.)
Dukaz (Jacobi, 1829). Necht

ra(n) = #(x1, 29, x3,24) € ARE :U%—I—x%—l—az%—l—xi.
Chceme ukazat, ze vzdy r4(n) > 0. Mame

@

> ry(n)z” = ( > xn2)4.

n>0 n=—00

Po sérii transformaci se ¢tvrta mocnina vpravo
nakonec pretransmutuje v

4
1+8 :
nz>:1 —an nz>:1 1 —zin
Ovsem
nx’
Zl—xn = Z(nazn+naz2n+naz3n+---)
n>1 n>1

= X (Xd)e”

n>1 dn
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Tedy r4(0)=1a pron > 1,
ryn)=8 > d.
dn, 4 fd
Pro n € N skute¢né ry(n) =8(1+---) >8> 0. O

Napf. r4(20) = 8(14+2+45+10) = 144, coz souhlasi
S 20=4°+224+0°+ 02 =32+ 32+ 12+ 1°.

Dalsi identity? Treba rg(n) = 163 4,,(—1)""d
(Jacobi, 1829) nebo (Milne, 2002)

ros(n) — (—1)”%6(170§(n)—|—8ag(n)—|—20;(n))

n—1
no12 Z—l (ol(m)ol(n —m)
—05(m)0g(n — m)),
kde
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Rozklad N na AP. Mnozinu N ={1,2,3,4,...}
Mmudzeme rozlozit jako

N = {1,3,5...}u{2,4,6,...}
{1,3,5,...} U{2,6,10,...} U{4,8,12,...}
atd.

Lze NN psat jako disjunktni sjednoceni aritme-
tickych posloupnosti Aq,...,A; (I > 1) se vza-
jemné rlznymi diferencemi dy > do > ... > d;?

Ne:
sz = sz+2zk+---+22k
k>1 kEAl kEAg kEAl
z z%1 z%2 z %
— —|— _|_ .« . e _|_
1 — 2z 1 —2d1 1 — zdo 1 — 2%

a vezmi z — exp(2mi/dy).

Bez disjunktnosti ano: kazdé n € N splhuje ale-
spoh jednu ze 3esti kongruenci: =0 (2), =0 (3),
=14), =3(8), =7 (12) a = 23 (24) (Erdés,
1950).



—Teorie Cisel 4—

Dirichletovy Fady v multiplikativni TC. Di-
richletova Ffada posloupnosti (aj,a9,...) je

F(s)= Y " (obvykle s € C).
nZlTL
Pro (1,1,...) dostavame dzeta funkci

=T (=1/) " =Y = (Re(s) > 1)
n=1 n=1
Odtud
) = T (1—1/p%) = >3 20,
n=1 n=1

kde p(n), Mobiova funkce, se rovna (—1)" pro
n = pips...pr A jinak pu(n) = 0.

MObiova inverze. Necht posloupnosti an, a by,
pro Vn € N splhuji b, = de ay. Tedy

D MDD P pla

S S
n>1" n>1" n>1

a ekvivalentné a, = Ed|n M(d)bn/d
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Dtikaz nekonecCnosti pocCtu prvocisel. Pr-
vocisla: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41,43, ...
Podle Zakladni vety aritmetiky ma kazdé Cislo
n € N jednoznacny rozklad n = pilpy2...p%r,

kde 2 < p; < py < ... Jjsou prvocCisla a a; € N.

Euclides (-3. st.): Existuje nekonecné mnoho
prvocCisel.

Dukaz (Euler, 18.st.) Sporem. Nejprve ale
Lemma. Necht dvé rady kladnych realnych Ci-
sel A=ap+a;+ay+---a B=by+b;+by+---
konverguji. Potom konverguje i jejich soucin

aon + (a0b1 + albo> + (a0b2 + a1b1 + agbo) -+
Totéz pro vice rad.
Dukaz. Pro cp =" ja;b,—; mame

cot+cl+---+cen
<(apg+aj+---+an)(bg+by+---+bpn)
< AB.
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PokraCujeme v Eulerové (?7) df@kazu nekonec-
nosti poCtu prvocisel. Pro kazdé prvocislo p ge-
ometricka rada

1 1 1 1

=1+ —+ + +- -
1—1/p® p*  (p?)*  (p°)8
konverguje pro s > 0. Pokud je prvocCisel ko-
neCcné mnoho, p{,po,...,pr, SOUCin téchto rad

se podle ZVA rovna

i 1 k 1 1
1= = (g

i=1 i=1 p; (P
1 1 1 1 1 1
T s s T3 T TEs e T
© 1
= —SZC(S)
nzln

a podle Lemmatu konverguje taky pro s > 0.
Ale vysledna rada pro 0 < s < 1 diverguje —
Spor. O
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Usporadané faktorizace. Necht m(n) je pocCet
zpAsob, jak prirozené Cislo n vyjadrit jako sou-
Cin nékolika Cinitelt vétsSich nez 1, priCemz za-
lezi na poradi. Napr. m(1) =0, m(2) =1, m(12) =
8 (12, 2x6, 6x2,3x4,4x3,2x2x3,2x3x2,
3 x 2 x2). Hodnoty m(n) pron=1,2,...,60:

,1,1,2,1,3,1,4,2,3,1,8,1,3,3,8,1,8, 1,8, 3, 3, 1,
20,2,3,4,8,1,13,1,16,3,3,3,26,1,3,3,20,1,13, 1,
8,8,3,1,48,2,8.3.8.1,20,3,20,3,3,1,44, . ..

Jak (ne)smi byt velka hodnota m(n)? Pomaze
nam Dirichletova rada. Pomoci

1 1 1
Cs) = 1= oot ot gt g
mame
Fls)= 3 ™0 _ S (e - 1 =
=1 ™ k=0 2= ((s)

F(s) konverguje pro s > p, kde p =1.72864... je
reseni rovnice ((p) = 2. Takze m(n) > cnP*e, ¢ >
0 je konstanta, nemU@ze nastat pro nekonecné
mnoho n. Tudiz m(n) = o(nP*€) pro n — co.
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Vlastné plati m(n) < nf pro kazdé n € N . D@-
kaz indukci (Coppersmith & Lewenstein, 2005):
m(l)=1<1Papron>1

m(n) = ) mn/d)< DY nf/df

d|n, d>1 dln, d>1
< 0P Y 1/d = wP(C(p) — 1)
d>1
= nP.

Presné&jsi odhady m(n). (Klazar & Luca, 2007)
Pro kazdé > 0 pro vSechna n > ng(e) plati

nP

exp ((log n)/P /(loglog n)1+5)
a existuje nekoneCné mnoho n takovych, ze

m(n) <

nP
exp (3(log n)/P /(loglog n) 1/P> |

Dolni odhad dokazujeme pomoci Dirichleto-
vych rad. (p=1.72864... a 1/p = 0.57848 .. .)

m(n) >
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gfp. X bud diskrétni nahodna veliCina s hod-
notami v Ng. Jeji gfp, gf pravdépodobnosti, je

plu) =px(u) =) PX=n) u"
n>0
Zrejmé p(1) = 1.

Priklad. X = X, = # nul v max. pocatecC-
nim uaseku nul ve slové v € {0,1}" a Y =Y, =
celkovy # nul v u; kazdé slovo u ma pravdé-
podobnost 1/2". Patrné ((V) je char. funkce
vyroku V)

O0<k<n) (k=n)

P(X - k) - ok+1 T om
I /m
P(Y =k) = Q—n(k).
Takze
n—1 4 n n n
u u (u/2)" =1 wu
pxtu) = 2 ot =", 5 Tom

1=0

i) = L= (5%)"

1=0




—Teorie pravdépodobnosti 2—

Str. hodnota a rozptyl z gfp. Patrné

B(X) = Y nP(X =n)=py()
n>0

V(X) = E(X?) - E(X)*
= px(1) +px(1) — px(1)%

Limitni zakony. V prikladu s binarnimi slovy
pro pevné k a n — oo mame P(X, = k) — 1/2k+1
(diskrétni limitni zakon, geometrické rozdélent)
aP(Y,=k)— 0, ale — pro un =n/2, onp =+/n/2
a pevné y —

2
P(Yn < pin + yon) — ®(y) - —t/2 g

1 /y
= — e
V2w J—o0

(spojity limitni zakon, normalni rozdé&leni).

“Centralni limitni zakony”: gfp pn(u) pro n —
oo splhuji jisté podminky = nahodné veliCiny
Xy, Maji pro n — oo spojity limitni zakon s nor-
malnim rozdélenim.
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Bender & Richmond, 1983; Hwang, 1994:
Véta. Necht gfp pn(u) nah. veli¢in X, v pev-
Nném oOkoli uw =1 pro n — oo stejnomeérné splhuji

pn(u) = A(u) B(uw)’(1+ O(1/kn)),
kde posloupnosti By, kn — oo, A(u) a B(u) jsou
analytické v u =1, A(l) = B(1) =1 a B"(1) +
B'(1) — B/(1)2 # 0. Pak
(F2=Hn < ) = b(y) + O(L/kn + 1/y/Bn),

On

P
kde

Ly = A/(l)—l—ﬁnB/(l)—l—O(l/ﬁzn)
os = A1)+ A'(1) — A'(1)

+ Bu(B"(1) + B'(1) = B'(1)°) + O(1/rn).
Aplikace. Necht X,, = m v nahodné surjekci
n| — [m|, m <n. Plati, ze X, > & s up ~ Cin
d on \/@, kde C7 = 1/210g2 a (y = (1 —
log 2)/(41log 2)2.



—Informatika 1—

Frobeniuv problém. aj,a9,...,a; € N budte
vesmes nesoudélna Cisla a

S ={z1a; +x9a90+ - -+ x4a4: x; € Ny} C Ny

budte nezaporné linearni kombinace Cisel a;, tj.
aditivni pologrupa generovana ai,...,agq. Da se
lehce dokazat, ze S obsahuje vSechna n > ny.

Napr. proai=4aay=7mame 1 =2-4—-1.7,
takze 42 =6-7, 43 =42+1 =2-445.7, 44 = 43+1 =
4-44+4.7, ..., 48 =12-4+0-7,49=7-7, 50 = 2-44+6-7
atd. Ve skuteCnosti ale S D [18,+o0) a 17 € S,
takze 17 je nejvétsi N ¢ S = S(4,7).

e Frobenius: jaké je nejvétsi N € S(ay,...,aq)?
e [eorie slozitosti: pro neomezené d je to NP
tézka uloha.

e Erdds a Graham, 1972: pro kazdé d mdaze byt
N velké az > t?, kde t = max(ay, a9, ...,ay).
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e Kannan, 1992: existuje algoritmus, ktery pro
pevnhné d nalezne N v pocCtu krok( polynomi-
alnim ve velikosti vstupu aj,a9,...,ag5 (= d +

fozl logo a;).

Existuje polynomialni algoritmus, ktery by pro
pevné d a vstup ay,a9,...,ag (+ pripadné dalsi
parametry jako a,b € N) nalezl poCet n € N\S?
Pocet n € [a,b]\S? PoCet n =a (mod b),n & S7

e Takovy algoritmus, zalozeny na racionalnich
m. radach ve vice proménnych, nasli v r. 2003
Barvinok a Woods.

Nastin jejich algoritmu. Pro A C Np, necht
flA;2) =3 ,,ca2™ Je-li p(z)/q(z) rac. funkce,

f(A;z) = p(2)/q(2)

chapeme jako rovnost pro |z| <1 (a z # poly).
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Pro danda (nesoudélnd) aj,a9,...,ag € N a S =
S(ai,...,aq) mame trividlné
SN+1
f(Siz)= 2 2" =plz) +—

nes
kde N = max(N\S) a p(z) je polynom stupné
< N (a s koeficienty 0 a 1). Tato reprezentace
f(S;z) je vS8ak obecné& exponencialné velkd ve
velikosti vstupu.

VEéta (Barvinok a Woods, 2003). Necht d je
pevné. Pak existuje s = s(d) € N a polyno-

mialni algoritmus, ktery pro vstup aj,a9,...,ay
nalezne f(S:;z), S = S(aq,...,ay), ve tvaru
o; ZPi
f(S;2) = . oy —,
Z.EZ; (1— zbll)(l — zbz2) (1= zbzs)

kde I je mnozina indexl, a; € Q, p;,b;; € Z a
b;; # 0. (A rovnost chapeme jako vyse.)
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ProtoZze je tato reprezentace vygenerovana po-
lyn. algoritmem, |I| = O(|vstup|®); podobné jsou
Cisla «;, p; a b;; jen polynomialné velka. Hledany
pocet Cisel v N\S se pak rovna

N\S| = lim (15— = £(S:2),

N

kde se z vhodné blizi k 1. Podobné se efektivné
spocCtou i #|a,b]\S a #n =a (mod b),n & S.

Véta je dadsledkem dvou obecnéjsSich vysledk(.
e Barvinok, 1994: Pro pevné d ex. polyn. al-
goritmus, ktery pro vstupni racionalni polyedr
P C R% nalezne pro gf ¥, _prga @it .. gt efek-
tivni reprezentaci racionalni funkci.

e Barvinok & Woods, 2003: Totéz pro gf mno-
Zin tvaru T(P N Z%), kde T je linedrni transfor-
mace T : R? — R* T(Z% c Z*, a polyedr P je
omezeny.

Ve Frobeniové pr. vezmeme P = {z € RY, :
|zl < N}aT:RY— R, T(z) = zja;+- - -+ x40y



Dekuji!



