Cviceni 5, 30. 10. 2013

Priklady
1. Jsou euklidovské prostory R a R? homeomorfni?

2. Uloha na laméni hlavy pro zéjemce (na cviéeni to nevyfesime). Necht
je MP (M, d) obloukové souvisly, takze pro kazdé dva body a,b € M
existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — M s f(0) = a a f(1) = b.
Dokazte, ze pak existuje takové zobrazeni f, jez je navic prosté.

3. Je prunik dvou uplnych podmnozin v MP-u Gplnd mnozina? A co roz-

dil?
4. Dokazte, ze kompaktni podmnozina v MP-u je tplna.

5. Jak vypadaji oteviené podmnoziny X C R (euklidovskd metrika), které
jsou uplné?

6. Ano nebo ne: jsou-li dvé funkce f, g : R — R kontrahujici (euklidovska
metrika), potom je i jejich sou¢tova funkce f + g kontrahujici.

Domaci tkoly (po 3 bodech) — lhita pro odevzdéani je 6. 11. do
12:00

1. Necht X a Y jsou dvé tplné podmnoziny v MP (M, d). Rozhodnéte, zda
jejich sjednoceni X UY je tiplnd podmnozina a odpovéd zdiavodnéte.

Reseni. Ano, je. Kdyz A = (a,) C X UY je libovolna cauchyovska posloupnost,
pak A mé (nekonecnou) podposloupnost A’ danou indexy 1 < ky < ko < ..., Ze celd
A" = (ay,) lezi v X nebo v Y. Reknéme, ze A’ C Y (pifpad A’ C X je podobny). A’
je cauchyovska (zdédila to z A) a Y je Gplnd, takze lima,, = a € Y. ProtoZe celd
A je cauchyovskd a ma podposloupnost s limitou a, (jednoduché odhady ukazuji,

7Ze) je a limitou i celé posloupnosti A. Oviem a € Y, tedy a € X UY.

2. Které z nasledujicich podmnozin R? jsou tiplné a pro¢: a) rovina xy (tj.
body se soufadnici z = 0), b) piimka bez jednoho bodu dané rovnicemi
r=y=0,2z+#1,c){0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),...}.

Reseni. a) je tplna, je to uzaviena podmnozina (doplnék je otevieny, bod mimo

rovinu lezi mimo ni s malou kouli kolem néj) uplného prostoru. b) neni uplna,



body na pfimce limitici k vypusténému bodu tvofi nekonvergentni cauchyovskou

posloupnost. c) je Gplnd, opét je to uzaviend podmnozina tplného prostoru.

. Je zobrazeni f(z) = 2% : (0,%2) — (0,%) (vzhledem k euklidovské

» 2 ]
metrice v R) kontrahujici? Odpovéd zdivodnéte.

Reseni. Ne, neni. Protoze z = | f(z) — f(y)|/|z —y| = |z +y|, pro rtzné z,y € (0, 1)
a blizké k % se podil z priblizuje libovolné blizko zdola k 1 a z nelze shora omezit

konstantou mensi nez 1.



