6.

Cviceni 3, 16. 10. 2013

Piiklady

. Necht X = {%|n=1,2,... }U{0} je mnozina v euklidovském prostoru

R. Popiste jeji vnitini, vnéjsi, hrani¢ni, limitni a izolované body.

. Je prostor

X = ({0} x [-1,1)) U {(a,sin(1/2)) |0 < 2 < 1)} C R?
(s euklidovskou metrikou roviny) souvisly?

Jaké souvislé podmnoziny obsahuje diskrétni metr. prostor (v ném?z
jsou vSechny vzdalenosti 0 nebo 1)7

Dokazte nebo vyvrafte: sjednoceni dvou souvislych mnozin je souvisla
mnozina. Totéz pro prunik.

. Jsou intervaly (0,1) a (0,+o00) (jako euklidovské prostory) homeo-

morfni?

Jsou euklidovské prostory R a R? homeomorfni?

Domaci tkoly (po 3 bodech) — lhita pro odevzdani je do 12:00

1.

23. 10.
Jsou intervaly [0,1) a (0, 1) (jako euklidovské prostory) homeomorfni?

Reseni. Ne, nejsou. Interval [0,1)\{0} = (0,1) je souvisly a jeho obraz v piipad-
ném homeomorfismu f z [0, 1) do (0, 1) by musela byt souvisld mnozina, ale mnozina
(0,1)\{f(0)} je vzdy nesouvisla. Jiné feseni je toto. Homeomorfismus f je prosta
spojita funkce, tedy (podle v&ty o nabyvani mezihodnot) je na intervalu [0,1) ros-
touci nebo klesajici. Pak f(0) je nejmensi nebo nejvétsi prvek obrazu f([0,1)), coz

tedy nemuze byt interval (0,1).

Necht A a B jsou dvé souvislé mnoziny v metrickém prostoru, které se
protinaji (tj. AN B # ). Dokazte, ze AU B je souvisld mnozina.

Reseni. Nechft AUB = X UY, kde X,Y jsou dvé oteviené mnoziny v AU B a
X NY = (). Ukdzeme, Ze X nebo Y je prazdnéa. Z definice oteviené mnoZiny snadno



plyne, Ze priniky X4 = X N A a Yy = Y N A jsou oteviené mnoziny v A. Tyto
mnoziny jsou disjunktni a jejich sjednoceni je A. Protoze A je souvisld, je nékterd
z téchto mnozin, napi. X 4, prdzdna. Podobné je nékterd z mnozin Xp = X N B a
Yp =Y N B prazdnd. Kdyz je Yp prézdnd, pak ACY a B C X, tedy AN B = (),
ve sporu s predpokladem. Takze je Xp prazdnd. To znamend, Ze celd mnozina
X = X4 U Xp je prazdna.

. Necht X = {z e R? | ||z =1—%n =1,2,...} je mnoZina v eu-
klidovské roving R? (kde ||z|| = /2% + 22 je euklidovskd norma, ¢ili
vzdélenost od pocéatku (0,0)). PopiSte jeji vnitini, vnéjsi, hrani¢ni, li-

mitni a izolované body.

Reseni. Mnozina X se skladé z pocatku a kruznic se stfedem v ném a polomérech

3.2,2, ..., které limit{ ke kruznici L = {z € R? | ||z| = 1}. Takze
vni. b. X = 0,

vné. b. X = R*\(X U L),

hra. b. X = X UL,

lim. b. X = (X\{(0,0)}) UL,

izo. b. X = {(0,0)}.

Je treba si jen vsimnout, ze kazdé okoli kazdého bodu na L protind X a ze body

lezici mimo X a L tuto vlastnost nemaji.



