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letńı semestr 2022/23

přednášej́ıćı: Martin Klazar

PŘEDNÁŠKA 11 (3. 5. 2023). TOPOLOGIE 2:

STANDARDNÍ KONSTRUKCE A ODDĚLOVACÍ AXIOMY

(podle skript prof. A. Pultra, kapitola V.4–V.5)

• Podprostory. Necht’ (X, τ ) je topologický prostor a necht’ Y ⊆
X . Lehce se vid́ı, že

τ |Y := {U ∩ Y | U ∈ τ}

je topologie na Y . Tato topologie je označována jako topologie pod-

prostoru nebo jako topologie indukovaná na podmnožině.

Úloha 1 Necht’ Y ⊆ X a (X, τ ) je topologie. Dokažte, že (Y, τ |Y )

je topologický prostor. Uved’te př́ıklad množin Z ⊆ Y ⊆ X, že

Z je otevřená v prostoru Y , ale ne v prostoru X.

Pro zobrazeńı vložeńı j : Y → X , j(y) = y, máme Y ∩ U =

j−1[U ]. Tedy j : (Y, τ |Y )→ (X, τ ) je spojité. Nav́ıc je tato topo-

logie extrémńı v tom smyslu, že τ |Y je nejmenš́ı systém otevřených

množin nezbytný k tomu, aby j bylo spojité. To má d̊uležitý d̊usledek.

Tvrzeńı 2 (o podprostorech) Necht’ Y je podprostor prostoru

X, j : Y → X je zobrazeńı vložeńı a g : Z → Y je zobrazeńı.

Pokud je zobrazeńı jg : Z → X spojité, pak g je také spojité.

Úloha 3 Dokažte toto tvrzeńı.
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Vid́ıme, že pro libovolný prostor (X, τ ) a Y ⊆ X jsou v prostoru

(Y, τ |Y ) uzavřené množiny přesně množiny tvaru A ∩ Y , kde A

je uzavřená v X . Uzávěr množiny M se źıská z p̊uvodńıho uzávěru

jako M ∩ Y a okoĺı jsou pr̊uniky p̊uvodńıch okoĺı s Y .

Vložeńı podprostoru. Trochu obecněji, pokud (X, τ ) a (Y, θ) jsou

topologické prostory, pokud j : Y → X je prosté zobrazeńı a pokud

θ := {j−1[U ] | U ∈ τ} ,

o j mluv́ıme jako o vložeńı podprostoru. Uvědomte si, že toto je

přesně ten př́ıpad, kdy je restrikce (x 7→ j(x)) : Y → j[Y ] zobrazeńı

j homeomorfismus.

• Součiny. Mějme systém (Xi, τi), i ∈ J , topologických prostor̊u.

Na kartézském součinu
∏

i∈J Xi definujeme topologii τ subbáźı

{p−1j [U ] | j ∈ J, U ∈ τj} ,

kde pj :
∏

i∈J Xi → Xj jsou standardńı projekce (xi)i∈J 7→ xj.

Takto źıskaný topologický prostor se nazývá součin systému (Xi, τi),

i ∈ J , a pokud chceme zd̊uraznit, že mluv́ıme o prostoru a ne pouze

o nosné množině
∏

i∈J Xi, ṕı̌seme∏
i∈J

(Xi, τi) .

Pro konečné systémy ṕı̌seme

(X1, τ1)× (X2, τ2), X × Y × Z, X1 × · · · ×Xn

atd. Všimněte si, že podprostory a součiny jsou projektivně gene-

rovány. Topologie je určena požadavkem, aby preferovaná zobrazeńı

(v prvńım př́ıpadě vložeńı, ve druhém projekce) byla spojitá s co
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nejmenš́ımi systémy otevřených množin. Podobně ńıže faktorový

(pod́ılový) prostor a suma budou generovány injektivně. Všimněte

si také, že pro konečné systémy metrických prostor̊u źıskáme to-

pologii v souladu se součiny metrických prostor̊u, jak jsou známy

z kurzu matematické analýzy.

Věta 4 (o součinech) Necht’

fi : (Y, θ)→ (Xi, τi), i ∈ J ,
je systém spojitých zobrazeńı. Pak existuje právě jedno spojité

zobrazeńı

f : (Y, θ)→
∏
i∈J

(Xi, τi) ,

že pif = fi pro všechna i ∈ J .

Důkaz. Množinové zobrazeńı f , pro něž pif = fi pro všechna

i ∈ J (konkrétně f (y) = (fi(y))i∈J) je spojité podle d̊usledku 16

v posledńı přednášce (kritérium subbáze): máme

f−1[p−1i [U ]] = f−1i [U ] .

2

• Faktorové (kvocientńı) prostory. Necht’ (X, τ ) je topologický

prostor a necht’ q : X → Y je na. Zejména máme na mysli situaci,

kdy na X je ekvivalence E a q je projekce (x 7→ Ex) : X → X/E.

Na Y definujeme topologii

θ := {U ⊆ Y | q−1[U ] ∈ τ} .
Je to opět extrémńı topologie (zde největš́ı), že konkrétńı zobra-

zeńı (zde q : X → Y ) je spojité. Mluv́ıme o faktorové nebo kvoci-

entńı topologii a o faktorovém nebo kvocientńım prostoru nebo

jednoduše o kvocientu. Analogicky tvrzeńı 2 snadno dokážeme:
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Tvrzeńı 5 (o kvocientech) Necht’ Y je kvocient prostoru X

podle zobrazeńı q : X → Y a g : Y → Z je zobrazeńı. Jestlǐze

gq : X → Z je spojité, pak je také g spojité.

Úloha 6 Dokažte toto tvrzeńı.

• Sumy (kosoučiny). Mějme systém (Xi, τi), i ∈ J , topologických

prostor̊u. Na disjunktńım sjednoceńı∐
i∈J

Xi :=
⋃
i∈J

Xi × {i}

definujeme topologii τ báźı

{ιi[U ] | i ∈ J, U ∈ τi} ,

kde ιj : Xj →
∐

i∈J Xi jsou injekce x 7→ (x, j). Źıskaný topologický

prostor označujeme jako sumu nebo kosoučin systému (Xi, τi).

Jsou-li množiny Xi disjunktńı, použijeme jako nosič jejich sjedno-

ceńı
⋃
i∈J Xi.

Věta 7 (o sumách) Necht’

fi : (Xi, τi)→ (Y, θ), i ∈ J ,

je systém spojitých zobrazeńı. Pak existuje právě jedno spojité

zobrazeńı

f :
∐
i∈J

(Xi, τi)→ (Y, θ) ,

že fιi = fi pro všechna i ∈ J .

Důkaz. Samozřejmě je to zobrazeńı definované pomoćı f ((x, i)) =

fi(x). 2
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Daľśı terminologie: pokud τ a θ jsou stejné topologie na téže

množině a pokud τ ⊆ θ, řekneme, že τ je slabš́ı (hrubš́ı) než θ,

a že θ je silněǰśı (jemněǰśı) než τ .

• Oddělovaćı (separačńı) axiomy Ti. Jsou to r̊uzné podmı́nky

na topologii (X, τ ) zajǐst’uj́ıćı dostatečnou bohatost množinového

systému τ otevřených množin. Zhruba řečeno, s rostoućım indexem

i tyto axiomy definuj́ı bohatš́ı a bohatš́ı topologie.

• T0 topologie. Řekneme, že prostor (X, τ ) splňuje axiom T0 (nebo

že je T0-prostor), pokud

∀x, y ∈ X, x 6= y ∃U ∈ τ
(
x ∈ U 63 y) ∨ (y ∈ U 63 x

)
. (T0)

Úloha 8 X je T0-prostor ⇐⇒

∀x, y ∈ X
(
{x} = {y} ⇒ x = y

)
.

• T1 topologie. Řekneme, že prostor (X, τ ) splňuje axiom T1 (nebo

že je T1-prostor), pokud

∀x, y ∈ X, x 6= y ∃U ∈ τ
(
x ∈ U 63 y

)
. (T1)

Úloha 9 X je T1-prostor, právě když jsou všechny konečné

množiny v X uzavřené. Tedy právě tehdy, když je každý bod

{x}, x ∈ X, uzavřená množina.

• T2 topologie. Řekneme, že prostor (X, τ ) splňuje axiom T2 (nebo

že je T2-prostor nebo že je Hausdorff̊uv prostor), pokud

∀x, y ∈ X, x 6= y ∃U, V ∈ τ
(
x ∈ U ∧ y ∈ V ∧ U ∩ V = ∅

)
.

(T2)
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Tvrzeńı 10 (spojitá zobr. do T2-prostor̊u) Necht’

f, g : X → Y

je spojité zobrazeńı a Y je Hausdorff̊uv. Potom je množina

{x ∈ X | f (x) = g(x)}

uzavřená v prostoru X.

Důkaz. Ukážeme, že doplněk

M := {x ∈ X | f (x) 6= g(x)}

je otevřený v X . Pro libovolné x ∈M vezmeme v Y dvě disjunktńı

otevřené množiny Ux 3 f (x) a Vx 3 g(x). Pak

M =
⋃
x∈M

f−1[Ux] ∩ g−1[Vx]

a proto je M otevřená množina v X . 2

Podmnožina M ⊆ X v topologickém prostoru je hustá (v X),

pokud M = X . Z předchoźıho tvrzeńı máme hned tento d̊usledek.

Důsledek 11 Necht’

f, g : X → Y

jsou taková spojitá zobrazeńı do Hausdorffova prostoru Y , že

pro nějakou hustou množinu M ⊆ X plat́ı, že f |M = g |M .

Potom f = g.

Kvazidiskrétńı topologie (X,≤) je T0, když≤ je částečné uspořádáńı

(a ne pouze předuspořádáńı). S výjimkou diskrétńıho př́ıpadu, a

to také plat́ı pro Scottovu topologii, neńı T1. Kofinitńı topologie
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je T1, ale pokud je základńı množina nekonečná, neńı Hausdorf-

fova. Metrizovatelné topologie (a také Sorgenfreyova př́ımka) jsou

Hausdorffovy. Jsou to ale mnohem bohatš́ı topologie, které disku-

tujeme v následuj́ıćıch odstavćıch.

Úloha 12 Dokažte, že kofinitńı topologie je T1, ale pokud je

základńı množina nekonečná, neńı Hausdorffova.

• Zariskiho topologie. Je d̊uležitá topologie použ́ıvaná v algebraické

geometrii.

Věta 13 (zavedeni Zariskiho topologii) Necht’ n ∈ N, K

je komutativńı těleso a K[x1, . . . , xn] je okruh polynom̊u v n

proměnných xi a s koeficienty v K. Pro P ⊆ K[x1, . . . , xn]

definujeme

Z(P ) := {a ∈ Kn | ∀ f ∈ P
(
f (a) = 0K

)
} .

Pak

(Kn, {Z(P ) | P ⊆ K[x1, . . . , xn]})
je topologie definovaná pomoćı uzavřených množin.

Důkaz. Je zřejmé, že ∅ a Kn jsou v systému množin jako ∅ =

Z({1K}) a Kn = Z({0K}); zde 1K a 0K označuj́ı odpov́ıdaj́ıćı kon-

stantńı polynomy. Pokud Pi, i ∈ J , jsou podmnožinyK[x1, . . . , xn],

pak je snadné vidět, že⋂
i∈J Z(Pi) = Z(

⋃
i∈J Pi) .

Daná soustava množin je tak uzavřena na libovolné pr̊uniky. Konečně,

pokud P,Q ⊆ K[x1, . . . , xn], pak

Z(P ) ∪ Z(Q) = Z({fg | f ∈ P, g ∈ Q}) .
Množinový systém je tedy uzavřený na konečná sjednoceńı. 2
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Úloha 14 Dokažte posledńı dvě rovnosti.

Úloha 15 Dokažte, že Zariskiho topologie je T1.

Dá se ukázat, že pokud je těleso K nekonečné, pak se každé dvě

neprázdné otevřené množiny Zariskiho topologie prot́ınaj́ı, takže

neńı T2.

• T3 topologie. Prostor (X, τ ) splňuje axiom T3 (nebo je T3-prostor

nebo je regulárńı prostor), pokud

∀x ∈ X ∀ uzavřenou množinu A ⊆ X s x 6∈ A
∃U, V ∈ τ

(
x ∈ U ∧ A ⊆ V ∧ U ∩ V = ∅

)
. (T3)

Věta 16 (o regulárńıch prostorech) Následuj́ıćı tvrzeńı o to-

pologickém prostoru X = (X, τ ) jsou ekvivalentńı.

1. X je regulárńı.

2. Pro každý x ∈ X a každé okoĺı M bodu x existuje takové

uzavřené okoĺı N bodu x, že N ⊆M .

3. Pro každou U ∈ τ ,

U =
⋃
{V | V ∈ τ ∧ V ⊆ U} .

Důkaz. (1) ⇒ (2). Necht’ x ∈ X a M ⊆ X je okoĺı x: existuje

takové W ∈ τ , že x ∈ W ⊆ M . Ale x 6∈ X \W a tedy podle (1)

existuj́ı takové U, V ∈ τ , že x ∈ U , X \W ⊆ V a U ∩ V = ∅.
Necht’ N = U . Pak opravdu

x ∈ U ⊆ U = N ⊆ X \ V ⊆ W ⊆M .

(2) ⇒ (3). Necht’ U ∈ τ . Pro každý x ∈ U vybereme podle (2)

k okoĺı U 3 x otevřenou množinu Vx a uzavřenou množinu Nx tak,
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že

x ∈ Vx ⊆ Nx ⊆ U .

Pak Vx ⊆ U a máme U =
⋃
x∈X Vx.

(3) ⇒ (1). Předpokládejme, že x ∈ X \ A, kde A ⊆ X je

uzavřená množina. Pomoćı (3) vezmeme U ∈ τ , že x ∈ U a U ⊆
X\A. Potom U 3 x a X\U ⊇ A jsou disjunktńı otevřené množiny

a jsme hotovi. 2

• T3.5 topologie. Prostor (X, τ ) splňuje axiom T3.5 (nebo je T3.5-

prostor nebo je úplně regulárńı prostor), pokud ([0, 1] je reálný

jednotkový interval s euklidovskou topologíı)

∀x ∈ X ∀ uzavřenou množinu A ⊆ X s x 6∈ A
∃ spojité zobr. f : X → [0, 1]

(
f (x) = 0 ∧ f [A] ⊆ {1}

)
. (T3,5)

Snadno vid́ıme, že podmnožina D intervalu [0, 1] je hustá, když

pro libovolné a < b v [0, 1] existuje d ∈ D, že a < d < b. Necht’

(X, τ ) je topologie. Pro otevřené množiny U, V ∈ τ ṕı̌seme

U <∗ V ⇐⇒ ∃ hustá D ⊆ [0, 1] s 0, 1 ∈ D ∀ d ∈ D
∃Ud ∈ τ

(
U0 = U ∧ U1 = V ∧ (d, e ∈ D, d < e⇒ Ud ⊆ Ue)

)
.

Věta 17 (o úplně regulárńıch prostorech) Následuj́ıćı tvr-

zeńı o topologickém prostoru X = (X, τ ) jsou ekvivalentńı.

1. X je úplně regulárńı.

2. Pro každý x ∈ X a každou otevřenou množinu U 3 x exis-

tuje taková otevřená množina V 3 x, že V <∗ U .

3. Pro každou U ∈ τ ,

U =
⋃
{V ∈ τ | V <∗ U} .
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Důkaz. (1)⇒ (2). Necht’ x ∈ U ∈ τ . Pomoćı (1) vezmeme takové

spojité zobr. f : X → [0, 1], že f (x) = 0 a f [X \ U ] ⊆ {1}.
Polož́ıme D := [0, 1] a

Ua := f−1[ [0, (1 + a)/2) ], a ∈ [0, 1] .

Potom U1 = U . Je zřejmé, že x ∈ U0 <
∗ U1 = U .

Implikace (2)⇒ (1) vyplývá z tvrzeńı 18 o spojitém zobr. v mi-

nulé přednášce.

Že plat́ı ekvivalence (2) ⇐⇒ (3), je zřejmé. 2

• T4 topologie. Prostor (X, τ ) splňuje axiom T4 (nebo je T4-prostor

nebo je normálńı prostor), pokud

∀ uzavřené množiny A,B ⊆ X s A ∩B = ∅
∃ U, V ∈ τ

(
A ⊆ U ∧B ⊆ V ∧ U ∩ V = ∅

)
. (T4)

Věta 18 (Urysohnovo lemma) Prostor X je normálńı tehdy

a jen tehdy, když pro každé dvě disjunktńı uzavřené množiny

A,B ⊆ X existuje takové spojité zobrazeńı f : X → [0, 1], že

f [A] ⊆ {0} a f [B] ⊆ {1}.

Důkaz. Implikace⇐. Necht’ A,B ⊆ X jsou uzavřené a disjunktńı.

Vezmeme uvedené zobr. f . Potom např́ıklad f−1[ [0, 1/3) ] ⊇ A a

f−1[ (2/3, 1] ] ⊇ B jsou disjunktńı otevřené množiny.

Implikace⇒. MnožinyA aB odděĺıme otevřenými a disjunktńımi

množinami U a V a polož́ıme U(0) := U a U(1) := X \ B.

Předpokládejme, že otevřené množiny U(d) již byly definovány

pro všechny d = k/2m s m = 0, 1, . . . , n a 0 ≤ k ≤ 2m, takže

U(d) ⊆ U(e), když d < e. Vezmeme disjunktńı uzavřené množiny

U(k/2n) a X \U((k+ 1)/2n), odděĺıme je disjunktńımi otevřenými
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množinami U ⊇ U(k/2n) a V ⊇ X \ U((k + 1)/2n) a polož́ıme

U((k+ 1)/2n+1) := U . Takto induktivně źıskáme, pro všechna dya-

dická racionálńı č́ısla d ∈ [0, 1], otevřené množiny U(d) splňuj́ıćı

předpoklad tvrzeńı 18 o spojitém zobr. z minulé přednášky. Pomoćı

něj źıskáme požadovanou funkci odděluj́ıćı A a B. 2

Úloha 19 Dokažte, že každý MP (M,ρ) nese normálńı topo-

logii (M, τ ). Nápověda: oddělte disjunktńı uzavřené množiny

A,B ⊆M pomoćı funkce f : M → [0, 1] dané jako

f (x) =
ρ(x, A)

ρ(x, A) + ρ(x, B)
,

kde ρ(x,A) je vzdálenost bodu x od množiny A.

Úloha 20 Ukažte, že metrizovatelná topologie (M, τ ) je T1.

• Separačńı axiomy a standardńı konstrukce. Sekvence

T0 ⇐ T1 ⇐ T2 ⇐ T3 ∧ T1 ⇐ T3.5 ∧ T1 ⇐ T4 ∧ T1
směřuje z obecných prostor̊u do prostor̊u stále v́ıce

”
geometrických“

(hned uvid́ıme1, že prostory splňuj́ıćı T3.5 ∧ T1 vypadaj́ı téměř jako

podprostory euklidovských prostor̊u — s t́ım rozd́ılem, že mohou

mı́t nekonečnou
”
dimenzi“).

Žádnou z výše uvedených implikaćı nelze obrátit. U prvńıch dvou

jsme již uvedli př́ıklady. Dokázat, že Hausdorff̊uv prostor neńı nutně

regulárńı je také velmi snadné a vidět, že úplná regulárnost neimpli-

kuje normalitu také neńı př́ılǐs těžké. Ale vztah úplné regulárnosti

a regulárnosti byly poměrně dlouho otevřeným problémem.

Dále si všimněte přidaných požadavk̊u T1. Bez daľśıho předpokladu

by
”
vyšš́ı“ separačńı axiomy neimplikovaly ty

”
nižš́ı“. Abychom

1Viz kapitola V.5.9.
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źıskali T1 z (úplné) regulárnosti, stačilo by přidat jen T0. Normalita

plus T0 však nedává T1.

Žádné oddělovaćı axiomy se nezachovávaj́ı při faktorizaci (triviálńı

př́ıklad: zobraz R na {0, 1} posláńım racionálńıch č́ısel na 0 a ira-

cionálńıch na 1, pak kvocientová topologie neńı ani T0). Na druhou

stranu suma zachovává všechny Ti z triviálńıch d̊uvod̊u.

Zaj́ımavěǰśı jsou podprostory a součiny.

Věta 21 (podprostory a součiny) Axiomy Ti, i = 0, 1, 2, 3

a 3, 5 jsou zachovány v podprostorech a produktech.

Důkaz. Př́ıpady i = 0, 1, 2 jsou triviálńı. Pokud (xi)i∈J 6= (yi)i∈J
v součinu, pro nějaké k je xk 6= yk v prostoru Xk. Body xk a yk
odděĺıme pomoćı U , nebo pomoćı U a V , a použijeme množiny

p−1k [U ] a p−1k [V ].

Regulárnost a úplná regulárnost. Pokud je X (úplně) regulárńı,

Y ⊆ X , A ⊆ Y je uzavřená v Y , a pokud y ∈ Y je taková, že

y 6∈ A, zvoĺıme B uzavřenou v X tak, že A = B∩Y . Potom y 6∈ B
a pokud odděĺıme y od B v X (pomoćı otevřených množin U , V

nebo pomoćı reálné funkce f ), dále U ∩ Y a V ∩ Y , resp. f |Y ,

podle potřeby odděĺıme y od množiny A.

Nyńı necht’Xi, i ∈ J , jsou regulárńı (resp. úplně regulárńı), necht’

A ⊆ X =
∏

i∈J Xi je uzavřená a necht’ x ∈ U := X \A. Protože U

je otevřená v X , existuj́ı takové i1, . . . , in ∈ J , že x ∈
⋂n
j=1 p

−1
ij

[Uj]

pro nějakou Uj otevřenou v Xij . V regulárńım př́ıpadu zvoĺıme

(podle věty 16) množiny Vj otevřené v Xij a takové, že xij ∈ Vj ⊆
Vj ⊆ Uj. Polož́ıme V =

⋂n
j=1 p

−1
ij

[Vj] a W = X \
⋂n
j=1 p

−1
ij

[Vj].

Potom x ∈ V ; pokud y ∈ A máme y 6∈
⋂n
j=1 p

−1
ij

[Uj] a tedy pro

nějaké k máme yik 6∈ Uk, a tedy yik 6∈ Vk a y ∈ W a A ⊆ W . Je
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zřejmé, že V ∩W = ∅.
V úplně regulárńım př́ıpadu zvoĺıme spojitá zobr. fj : Xij →

[0, 1], j = 1, . . . , n tak, že fj(xij) = 0 a fj[Xij \ Uj] ⊆ {1}. De-

finujeme f : X → [0, 1] jako f (y) = max(f1(yi1), . . . , fn(yin)). Je

zřejmé, že f (x) = 0. Pokud y ∈ A pak existuje takové j, že yij 6∈ Uj
a tedy f (y) = 1. Je snadné cvičeńı dokázat, že f je spojité. 2

Normalita se však obecně nezachovává ani v podprostorech ani

v součinech. Na př́ıklady ale ještě nejsme připraveni, nejsou však

těžké.

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 14, 15, 19 a 20.
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