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přednášej́ıćı: Martin Klazar

PŘEDNÁŠKA 10 (19. 4. 2023). TOPOLOGIE 1:

ZPŮSOBY ZAVEDENÍ, SPOJITÁ ZOBRAZENÍ

(na základě poznámek k přednášce A. Pultra, kapitola V.1–V.3)

• Opakováńı metrických prostor̊u. K pojmu prostor lze přistupovat

několika zp̊usoby. Studenti se obvykle nejprve setkaj́ı s metrickými

prostory. Množina bod̊u X plus nezáporná reálná funkce ρ na

kartézském součinu X ×X (metrika nebo funkce vzdálenosti) kde,

ρ(x, y) = 0, právě když x = y.

ρ(x, y) = ρ(y, x) (symetrie).

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (trojúhelńıková nerovnost).

Funkce f : X → Y , či f : (X, ρ) → (Y, σ), mezi metrickými pro-

story je spojitá, pokud

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃ δ > 0
(
ρ(x, y) < δ ⇒ σ(f (x), f (y)) < ε

)
.

Úloha 1 Ukažte, že ze tř́ı axiom̊u lze odvodit nezápornost ρ.

Úloha 2 Necht’ X := R(a, b) (Riemannovy integrovatelné funkce

f : [a, b]→ R) a

ρ(f, g) :=

∫ b

a

|f (t)− g(t)| dt .

Rozhodněte, zda (X, ρ) je metrický prostor.
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Na druhou stranu se studenti velmi brzy dozv́ı, že pro mnoho

účel̊u (např́ıklad pro základńı problémy matematické analýzy) konkrétně

zvolená metrika neńı až tak d̊uležitá — např́ıklad v euklidovské ro-

vině mı́sto geometricky intuitivńı vzdálenosti

ρ((x1, x2), (y1, y2)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

vezmeme pohodlněǰśı vzdálenost

max(|x1 − y1|, |x2 − y2|)

a všechno, co se týká spojitosti z̊ustává v platnosti.

• Zrozeńı okoĺı. V roce 1914 Felix Hausdorff představil struk-

turu spojitosti založenou na pojmu okoĺı. Ujal se (v několika vari-

antách — později dáme přednost př́ıstupu využ́ıvaj́ıćımu tzv. otevřené

množiny). Intuice je velmi uspokojivá: modeluje koncept obklo-

peńı a nikoli ležet “jen na hranici”. Např́ıklad bod a v euklidovské

rovině, pro který ρ(a, (0, 0)) < 1 je obklopen množinou M =

{x | ρ(x, (0, 0)) ≤ 1}, zat́ımco takový bod b, že ρ(b, (0, 0)) = 1 j́ı

obklopen neńı, ačkoli do ńı také patř́ı. Spojitost je pak definována

t́ım, že se požaduje

pro každé x ∈ X a pro každé okoĺı V hodnoty f (x) existuje

okoĺı U bodu x, že f [U ] ⊆ V .

Př́ıklady. 1. Na reálné ose vezměte M za okoĺı z x, pokud existuj́ı

taková č́ısla a, b, že a < x < b a {y | a < y < b} ⊆ M . Všimněte

si, že spojitá zobrazeńı v tomto smyslu se shoduj́ı s těmi spojitými

ve standardńı metrické ε, δ-definici.

2. Pojem okoĺı situaci zjednodušuje. Např́ıklad vezměme rozš́ı̌renou

reálnou osu R∪{−∞,+∞}, definujeme okoĺı x ∈ R jako dř́ıve a za
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+∞ (resp. ∞) vezmeme M , pro které existuje č́ıslo K s {x | x >
K} ⊆M (resp. {x | x < K} ⊆M). Pak požadavek

pro každé okoĺı U bodu b existuje takové okoĺı V bodu a,

že f [V \ {a}] ⊆ U

definuje limitu funkce f v a jako b pro libovolné a a b, at’ jsou tyto

prvky konečné nebo nekonečné.

• Okoĺı. Topologie na množině X je definována okoĺımi, pokud

je každému prvku x ∈ X přǐrazena neprázdná množina U(x) ⊆
P(X) tak, že

(nb1) Pro každé U ∈ U(x) je x ∈ U .

(nb2) Pokud U, V ∈ U(x), pak U ∩ V ∈ U(x).

(nb3) Pokud U ∈ U(x) a U ⊆ V ⊆ X , pak V ∈ U(x).

(nb4) Pro každé U ∈ U(x) existuje W ∈ U(x) s W ⊆ U a

takové, že pro každé y ∈ W je U ∈ U(y).

Úloha 3 Pokud plat́ı podmı́nky (nb1)–(nb4), pak máme také

formálně silněǰśı

(nb5) Pro každé U ∈ U(x) existuje W ∈ U(x) s W ⊆ U a ta-

kové, že pro každé y ∈ W je W ∈ U(y).

• Otevřené množiny. Nyńı představ́ıme jiný př́ıstup (brzy uvid́ıme,

že je ekvivalentńı s předchoźım). Řekneme, že máme topologii na

množině X definovánu otevřenými množinami, pokud je dána

taková množina τ ⊆ P(X), že

(op1) ∅, X ∈ τ .
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(op2) Pokud U, V ∈ τ , pak U ∩ V ∈ τ .

(op3) Pokud Ui ∈ τ pro každé i ∈ I , pak
⋃
i∈I Ui ∈ τ .

Prvky U ∈ τ jsou otevřené množiny. Koncept otevřené množiny

neńı tak intuitivńı jako koncept okoĺı, ale je mnohem jednodušš́ı s

ńım pracovat. Všimněte si také, že už nemáme žádný požadavek

podobný nepř́ılǐs pr̊uhlednému (nb4).

Dva prezentované př́ıstupy (a daľśı budou uvedené později) jsou

ekvivalentńı v tom smyslu, že jsou na sebe vzájemně převeditelné.

Proberme to podrobněji.

Pokud máme topologii U na X ve smyslu okoĺı, definujeme τ ⊆
P(X) jako

U ∈ τ , pokud U ∈ U(x) pro každé x ∈ U (*)

(to znamená, že U je otevřená, pokud je okoĺım každého svého

bodu). Čtenář snadno ověř́ı, že takový systém τ splňuje požadavky

(op1) až (op3).

Pokud máme topologii τ ⊆ P(X) ve smyslu otevřených množin,

definujeme okoĺı U jako

U ∈ U(x), pokud existuje V ∈ τ takové, že x ∈ V ⊆ U . (**)

Opět je snadné vidět, že takový systám U splňuje požadavky (nb1)

až (nb4).

Začneme s U a vytvoř́ıme τ pomoćı (*). Vezmeme tuto τ a defi-

nujeme U ′ pomoćı (**). Ukazuje se, že U ′ = U .

Začneme s danou τ a definujeme U pomoćı (**). Poté z U defi-

nujeme τ ′ podle (*). Ukazuje se, že τ = τ ′

Úloha 4 Dokažte obě
”

Ukazuje se, že . . .“.
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• Uzavřené množiny. Topologie na X je dána pomoćı otevřených

množin. O podmnožině A ⊆ X řekneme, že je uzavřená, pokud je

X \ A otevřená. Z De Morganových pravidel máme

sjednoceńı konečně mnoha a pr̊unik libovolně mnoha uzavřených

množin je uzavřena množina.

Můžeme samozřejmě zač́ıt se systémem, který má tuto vlastnost a

definovat otevřené množiny jako doplňky uzavřených.

• Uzávěr. Necht’ (X, τ ) je a topologie. Pro M ⊆ X definujeme

uzávěr množiny M jako

M :=
⋂
{A |M ⊆ A ⊆ X a A je uzavřená} .

Protože pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je uzavřená

množina, vid́ıme, že M je ve smyslu inkluze nejmenš́ı uzavřená

množina obsahuj́ıćı M .

Úloha 5 Dokažte následuj́ıćı vlastnosti operace uzávěru.

1. M ⊆M a ∅ = ∅.

2. M ⊆ N ⇒M ⊆ N .

3. M ∪N = M ∪N .

4. M = M .

Pokud chceme definovat uzávěr z okoĺı, polož́ıme

M = {x ∈ X | ∀ okoĺı U bodu x plat́ı, že U ∩M 6= ∅} .

Úloha 6 Dokažte to.
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Topologie může být definována i tak, že se začne uzávěrem. Za

základńı pojem pak považujeme uzávěr jako zobrazeńı u z P(X)

do P(X), M 7→M , splňuj́ıćı požadavky z úlohy 5. Pak definujeme

otevřené množiny U jako ty, pro které u(X \U) = X \U a M ⊆ X

je okoĺı x, pokud x 6∈ u(X \M). Lze ověřit ekvivalenci, podobně

jako v (*) a (**) výše.

A ještě jedna definice: vnitřek množiny M ⊆ X je největš́ı

otevřená množina obsažená v M . Vnitřky maj́ı vlastnosti (duálně)

analogické vlastnostem uzávěru (jak přesně?), a mohou být též

vzaty pro topologii jako základńı.

Úloha 7 Popǐste podrobně duálńı vlastnosti vnitřk̊u.

Shrnut́ı a definice. Topologický prostor je dán topologíı defi-

novanou kterýmkoli ze zp̊usob̊u popsaných výše. Nezálež́ı na tom,

kterým z pojmů začneme (okoĺı, otevřené nebo uzavřené množiny,

uzávěr, vnitřek), stejně pracujeme se všemi. V těchto přednáškách

kv̊uli jednoduchosti obvykle začneme otevřenými množinami.

• Př́ıklady. Nejprve uvažujeme metrické prostory. V metrickém

prostoru (X, ρ) definujeme pro x ∈ X a ε > 0 množinu

Ω(x, ε) := {y ∈ X | ρ(x, y) < ε}

(otevřená koule se středem x a poloměrem ε). Okoĺı bodu x ∈ X
je libovolná M ⊆ X , že pro dostatečně malé ε je Ω(x, ε) ⊆ M .

Otevřená množina je ta, která je v tomto smyslu okoĺım každého

svého bodu. Tedy ta U , že pro každé x ∈ U existuje ε, že Ω(x, ε) ⊆
M . Pro bod x ∈ X a podmnožinu A ⊆ X definujeme ρ(x,A) :=

inf({ρ(x, a) | a ∈ A}). Polož́ıme

A := {x ∈ X | ρ(x, A) = 0}
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a prohláśımeA za uzavřenou, pokudA = A. Ověřte, že vztahy mezi

takto definovanými pojmy souhlaśı s výše uvedenými definicemi.

O topologickém prostoru źıskaném t́ımto zp̊usobem z metrického se

řeknw, že je metrizovatelný.

Diskrétńı prostor. Na množině X vezmeme za τ celou P(X).

T́ım pádem všechny M ⊆ X jsou otevřené i uzavřené, každá

množina obsahuj́ıćı bod x je jeho okoĺı a M = M pro libovol-

nou M ⊆ X . V tomto př́ıpadu mluv́ıme o diskrétńı topologii na

X .

Antidiskrétńı prostor je opačný extrém: jako otevřené (a uzavřené)

množiny vezmeme jen ∅ a X . Pak každý bod má jediné okoĺı,

konkrétně celou X , a uzávěrem jakékoli neprázdné množiny je také

celý prostor.

Kofinitńı topologie je jen o něco méně primitivńı př́ıpad: otevřené

množiny jsou ∅ a doplňky konečných množin. Uzavřené množiny

jsou pak přesně ty konečné a celý prostor a uzávěrem nekonečné

množiny je celý prostor.

Úloha 8 Ověřte, že kofinitńı topologie je skutečně topologie.

Alexandrovova (kvazidiskrétńı) topologie. Necht’ (X,≤) je

předuspořádáńı (následuj́ıćı definice se obvykle použ́ıvá pro posety,

ale předuspořádáńı stač́ı). Vzpomeňme si na předchoźı zápis ↑M
a ↓M . V Alexandrovově topologii jsou otevřené množiny všechny

rostoućı množiny (tj. ty U ⊆ X , že ↑U = U). Uzavřené množiny

jsou pak všechny klesaj́ıćı (tj. ty U ⊆ X , že ↓U = U a uzávěr je

dán jako M =↓M . Všimněte si, že v této topologii

(qd) všechny pr̊uniky otevřených množin jsou otevřené, všechna

sjednoceńı uzavřených množin jsou uzavřená a
⋃
i∈JMi =

⋃
i∈JMi
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pro jakýkoli systém podmnožin.

To je d̊uvod, proč se Alexandrovovy prostory často nazývaj́ı kvazi-

diskrétńı prostory. Jako jednoduché cvičeńı dokažte, že pro každý

prostor splňuj́ıćı podmı́nku (qd) existuje takové předuspořádáńı, že

topologie je dána, jak popsáno (definujte x ≤ y pomoćı {y} ⊆
{x}).

Scottova topologie. Opět začneme s posetem (X,≤). Podmnožinu

U ⊆ X prohláśıme jako otevřenou

(Sc) pokud je rostoućı a pokud pro každou usměrněnou množinu

D plat́ı, že supD ∈ U ⇒ U ∩D 6= ∅.

Tato topologie hraje d̊uležitou roli v teoretické informatice.

• Báze a subbáze topologie. Báze topologie τ (dané otevřenými

množinami) je podmnožina B ⊆ τ splňuj́ıćı, že

∀U ∈ τ
(
U =

⋃
{B ∈ B | B ⊆ U}

)
.

Všimněte si, že báze může být mnohem jednodušš́ı a transparentněǰśı

než celá topologie: např́ıklad můžeme vźıt otevřené intervaly jako

bázi topologie reálné osy (a vystač́ıme si i s otevřenými intervaly

(a, b) s racionálńımi konci a a b). Podobně lze za bázi topologie

roviny vźıt otevřené čtverce.

Subbáze topologie τ je S ⊆ τ splňuj́ıćı, že množina všech konečných

pr̊unik̊u prvk̊u S je báze topologie τ . Subbáze mohou být opět

mnohem jednodušš́ı než báze. Např́ıklad pro topologii reálné osy si

vystač́ıme se subbáźı {(−∞, a), (a, +∞) | a ∈ Q}.

Úloha 9 Podmnožina S ⊂ P(X) je subbáźı topologie, totǐz

nejmenš́ı topologie, ve které jsou všechny U ∈ S otevřené.

Řekneme, že tato topologie je generovaná množinou S.
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Tvrzeńı 10 (o báźıch) Množinový systém B ⊆ P(X) je báźı

topologie (X, τ ), právě když plat́ı následuj́ıćı dvě podmı́nky.

1. X =
⋃
B.

2. Pokud A,B ∈ B, pak A ∩B =
⋃
{C ∈ B | C ⊆ A ∩B}.

Úloha 11 Dokažte toto tvrzeńı.

• Daľśı dva př́ıklady. Intervalová topologie. Necht’ (X,≤) je

lineárně uspořádaná množina, přičemž v X neńı ani minimálńı

ani maximálńı prvek. Množina všech interval̊u (a, b) := {x ∈
X | a < x < b}, a, b ∈ X , tvoř́ı bázi topologie. Ta se nazývá

intervalovou topologíı na (X,≤).

Úloha 12 Ověřte, že intervaly (a, b) tvoř́ı bázi topologie.

Sorgenfreyova př́ımka. A ještě jedna, trochu bizarńı topologie

na množina reálných č́ısel (lze ji použ́ıt pro tzv. polospojitost, ale

také teoreticky pro ilustraci r̊uzných podivnost́ı). Sorgenfreyova

topologie je generován polouzavřenými intervaly. Přesněji řečeno

má bázi

B := {[a, b) | a, b ∈ R} ,
kde [a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b}.

Úloha 13 Dokažte, že B je báźı topologie na R.

Tvrzeńı 14 (o Sorgenfreyově př́ımce) Na rozd́ıl od obvyklé

euklidovské topologie na R nemá Sorgenfreyova topologie žádnou

konečnou nebo spočetnou bázi.

Důkaz. Necht’ Ui ⊆ R, i ∈ I je systém otevřených množin v

Sorgenfreyově topologii tvoř́ıćı jej́ı bázi. Každá Ui je tedy sjedno-

ceńım několika interval̊u tvaru [a, b) a každý interval [a, b), a < b,
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je sjednoceńım

[a, b) =
⋃
i∈J Ui

pro nějakou J ⊆ I . Kĺıčový postřeh je, že pak existuje reálné č́ıslo

c s c > a (a vlastně c ≤ b) a takový index j ∈ J , že [a, c) ⊆ Uj.

Proto můžeme definovat zobrazeńı f : R → I pomoćı f (a) := j,

kde j ∈ J je onen index pro interval [a, b) = [a, a + 1). Nemůže

platit, že

f (a) = f (a′) = j ∈ I
pro nějaká reálná č́ısla a < a′. To by totiž znamenalo, že pro nějaká

reálná č́ısla c > a a c′ > a′ je

[a, c) ⊆ Uj ⊆ [a, a + 1) ∧ [a′, c′) ⊆ Uj ⊆ [a′, a′ + 1)

a a ∈ [a′, a′ + 1), což neplat́ı. Funkce f je tedy injektivńı a I je

nespočetná. 2

• Spojitá zobrazeńı. Zobrazeńı f : X → Y je spojité zobrazeńı z

topologie (X, τ ) do jiné topologie (Y, σ), psáno i jako f : (X, τ )→
(Y, σ), pokud pro každé x ∈ X a každé okoĺı V hodnoty f (x)

v topologii σ existuje takové okoĺı U bodu x v topologii τ , že f [U ] ⊆
V .

Úloha 15 Dokažte, že f je spojité, právě když

∀V ∈ σ
(
f−1[V ] ∈ τ

)
.

Dokažte tuto ekvivalenci i pro uzavřené množiny.

Úloha 16 Dokažte, že složeńım dvou spojitých zobrazeńı mezi

topologickými prostory vznikne spojité zobrazeńı.

Je-li X vybavena diskrétńı topologíı nebo Y je vybavena anti-

diskrétńı topologíı, pak každé zobrazeńı f : X → Y je spojité.
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Důsledek 17 Necht’ S je subbáze topologie σ. Pak f : (X, τ )→
(Y, σ) je spojité, právě když pro každou U ∈ S je f−1[U ] ∈ τ .

Tvrzeńı 18 (jedno spojité zobr.) Necht’ D ⊂ I = [0, 1] (I

je vybaven topologíı indukovanou standardńı metrikou) splňuje,

že pro ∀ a < b v I ∃ d ∈ D, takže a < d < b. Necht’ Ud, d ∈ D,

jsou takové otevřené množiny v topologickém prostoru X, že

d < e⇒ Ud ⊆ Ue .

Pak zobrazeńı f : X → I definované jako

f (x) := inf({d ∈ D | x ∈ Ud})

je spojité.

Důkaz. Pro a ∈ (0, 1) plat́ı, že

f (x) > a ⇐⇒ x 6∈
⋂
{Ud | a < d} ⇐⇒ x ∈ X \

⋂
{Ud | a < d} .

Též

f (x) < a ⇐⇒ x ∈
⋃
{Ud | a > d} .

Množiny f−1[ (a, 1] ] a f−1[ [0, a) ] jsou tedy v X otevřené. Protože

{(a, 1], [0, a) | a ∈ I}

je d́ılč́ı subbáze prostoru I , dostáváme tvrzeńı. 2

Toto tvrzeńı využijeme později.

• Homeomorfismy. Pokud pro spojité zobrazeńı f : (X, τ )→ (Y, σ)

mezi top. prostory existuje inverzńı spojité zobrazeńı g : (Y, σ) →
(X, τ ), řekneme, že f je homeomorfismus a že prostory (X, τ )

a (Y, σ) jsou homeomorfńı.
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Úloha 19 Necht’ S = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} je jednotková

kružnice v rovině a zobrazeńı f : [0, 2π)→ S je dáno jako

f (t) = (cos t, sin t) .

Je f homeomorfismus mezi euklidovskými topologickými pro-

story [0, 2π) a S?

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 2, 5, 11 a 19.
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