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• Axiom výběru, krátce AC je axiom v teorii množin, který požaduje,

aby

∀A
(
∅ 6∈ A⇒ ∃F

(
F : A→

⋃
A) ∧ (B ∈ A⇒ F (B) ∈ B

))
.

Jak jistě v́ıte, suma
⋃
A z A je taková množina

⋃
A, že

B ∈
⋃
A ⇐⇒ ∃C ∈ A

(
B ∈ C

)
.

Zápis F : A→ B, tj. F je funkce (zobrazeńı) z A do B, zkracuje

fakt, že F je taková množina uspořádaných dvojic (C,D), že vždy

C ∈ A, D ∈ B a pro každé C ∈ A existuje právě jedno D ∈ B
s (C,D) ∈ F .

Úloha 1 Ukažte, že AC je ekvivalentńı s tvrzeńım, že

∀ surjekciF : A→ B ∃G : B → A
(
FG = F ◦G = idB

)
.

Úloha 2 Ukažte, že AC je ekvivalentńı s tvrzeńım, že pro každý

systém množin (Ai | i ∈ I), kde vždy Ai 6= ∅, existuje funkce

F : I →
⋃
i∈I Ai, že vždy F (i) ∈ Ai (

”
vždy“ je ∀ i ∈ I).

Úloha 3 Uved’te př́ıklad ukazuj́ıćı, že v prvńı formulaci AC

nelze obecně mı́t prostou funkci F .
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• Ekvivalence a rozklady. Připomeneme si relace ekvivalence a de-

finujeme rozklady. R ⊆ A×A je relace ekvivalence (na A), pokud

je R

• reflexivńı (∀ a ∈ A
(
aRa

)
),

• symetrická (∀ a, b ∈ A
(
aRb⇒ bRa

)
) a

• tranzitivńı (∀ a, b, c ∈ A
(
aRb ∧ bRc⇒ aRc

)
).

(Množinový) rozklad množiny A je taková množina B, že ∅ 6∈ B
a

(C, D ∈ B ⇒ C = D ∨ C ∩D = ∅) ∧
⋃
B = A .

Pro relaci ekvivalence R na množině A definujeme bloky R jako

množiny

[a]R := {b ∈ A | aRb}, a ∈ A .

Úloha 4 Ukažte, že pro každou množinu A a každou relaci

ekvivalence R na A je

A/R := {[a]R | a ∈ A}

je rozklad množiny A.

Úloha 5 Ukažte, že pro každou množinu A a každý rozklad P

množiny A je

R(P ) := {(a, b) ∈ A2 | ∃B ∈ P
(
a, b ∈ B

)
}

relace ekvivalence na A.

Úloha 6 Ukažte, že pro každou množinu A, každou relaci ekvi-

valence S na A a každý rozklad P množiny A palt́ı, že

R(A/S) = S a A/R(P ) = P .
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Úloha 7 Pro n ∈ N = {1, 2, . . . } necht’ Bn (tzv. Bellovo č́ıslo1)

je počet všech relaćı ekvivalence na n-prvkové množině X. Proč

Bn záviśı pouze na mohutnosti X a ne na prvćıch X? Dokažte,

že pro každé n je

Bn < Bn+1 .

• Neměřitelné množiny. Nechat

S := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

je jednotková kružnice v euklidovské rovině R2. Pro libovolný úhel

ϕ ∈ [0, 2π) označ́ıme

Fϕ : S → S, (x, y) 7→ (?x, ?y) ,

rotace proti směru hodinových ručiček kolem počátku o úhel

ϕ; je to bijekce. Úhel ϕ ∈ [0, 2π) je racionálńı, pokud ϕ/π ∈ Q.

Množinu racionálńıch úhl̊u označ́ıme [0, 2π)Q. Je zřejmé, že [0, 2π)Q
je spočetná množina.

Úloha 8 Definujte aditivńı abelovskou grupu ([0, 2π)Q,+) sč́ıtáńı

modulo 2π. Najděte výše uvedené vzorce ?x a ?y v definici Fϕ
a ukažte, že pro libovolné úhly ϕ, ϕ′ ∈ [0, 2π)Q je

Fϕ ◦ Fϕ′ = Fϕ+ϕ′ .

Ukažte, že pro pevné x ∈ S je funkce Fϕ(x) injektivńı v proměnné

ϕ ∈ [0, 2π).

Pro podmnožinu X ⊆ P(S) potence množiny S (tj. P(S) je

množina všech podmnožin S) s S ∈ X , ř́ıkáme, že funkce

λ : X → [0, +∞)
1Pojmenováno po E. T. Bellovi (1883–1960).
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je délka oblouku na X , pokud plat́ı následuj́ıćı tři podmı́nky.

1. λ(S) > 0 − celá jednotková kružnice má kladnou délku ob-

louku.

2. Pro všechny po dvou disjunktńı množiny An ∈ X , n ∈ N, s⋃∞
n=1An ∈ X plat́ı, že

λ(
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 λ(An)

− délka oblouku je σ-aditivńı.

3. Pro každé ϕ ∈ [0, 2π) a A ∈ X , pokud Fϕ[A] ∈ X , pak

λ(Fϕ[A]) = λ(A)

− délka oblouku je při rotaćıch neměnná.

Věta 9 (problémová množina) Existuje množina X ⊆ S,

že množina

{Fϕ[X ] | ϕ ∈ [0, 2π)Q}
je rozklad množiny S.

Důkaz. Relace ∼ na S, definovaná pomoćı

a ∼ b ⇐⇒ ∃ϕ ∈ [0, 2π)Q
(
Fϕ(a) = b

)
,

je podle úlohy 10 relace ekvivalence. X ⊆ S definujeme pomoćı

AC tak, že z každého bloku ∼ vezmeme jeden reprezentativńı pr-

vek. Ukážeme, že pro ϕ prob́ıhaj́ıćı [0, 2π)Q jsou množiny Fϕ[X ]

disjunktńı a rozkládaj́ı S. Jejich sjednoceńı je S, protože každé

s ∈ S lež́ı v nějakém bloku B relace ∼ a tedy Fϕ(r) = s pro

nějaký úhel ϕ ∈ [0, 2π)Q pro reprezentanta r ∈ X bloku B. Pokud

Fϕ[X ] ∩ Fϕ′[X ] 6= ∅ pro dva odlǐsné racionálńı úhly ϕ a ϕ′, pak

Fϕ(r) = Fϕ′(r
′) pro nějaké r, r′ ∈ X .
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Potom r 6= r′ d́ıky prostotě Fϕ(x) ve ϕ pro pevné x (úloha 8). Též

Fϕ−ϕ′(r) = r′ pro ϕ− ϕ′ ∈ [0, 2π)Q

(opět úloha 8) a tedy r ∼ r′, což je nemožné pro dva r̊uzné prvky

množiny X . Je jasné, že každá množina Fϕ[X ] 6= ∅. 2

Úloha 10 Dokažte, že relace ∼ na S definovaná v předchoźım

d̊ukazu je relaćı ekvivalence.

Důsledek 11 (nemožná délka oblouku) Neexistuje délka ob-

louku λ na celé potenci P(S).

Důkaz. Předpokládejme pro spor, že

λ : P(S)→ [0, +∞)

je délka oblouku a uvažme množinu X ⊆ S z předchoźı věty. Pak

dostaneme pomoćı věty a pomoćı tř́ı vlastnost́ı délky oblouku spor,

že λ(S) ∈ (0, +∞) se rovná∑
ϕ∈[0, 2π)Q

λ(Fϕ[X ]) =
∑

ϕ∈[0, 2π)Q

λ(X) = 0 nebo +∞ ,

podle toho, zda λ(X) = 0 nebo je > 0. 2

Úloha 12 Pokud v definici délky oblouku nepožadujeme vlast-

nost 1, předchoźı d̊usledek neplat́ı.

• Dobré uspořádáńı. Relace≤X⊆ X2 je lineárńı uspořádáńı (na

X), je-li reflexivńı, tranzitivńı, slabě asymetrická (a ≤X b ∧ b ≤X
a ⇒ a = b) a totálńı (∀ a, b ∈ X

(
a ≤X b ∨ b ≤X a

)
). Lineárńı

pořad́ı≤X na X je dobré, pokud každá neprázdná množina Y ⊆ X

má minimálńı (tj. nejmenš́ı) prvek y ∈ Y : pro každé z ∈ Y je

y ≤X z.
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Úloha 13 Dokažte, že minimálńı prvky jsou jedinečné (jedno-

značné).

Úloha 14 Dokažte, že lineárńı uspořádáńı (X,≤X) je dobré,

pokud neexistuje nekonečný ostře klesaj́ıćı řetězec x1 >X x2 >X

. . . , xn ∈ X (x >X y znamená, že y ≤X x a y 6= x).

Úloha 15 Předpokládejte, že na každé množině existuje dobré

lineárńı uspořádáńı a odvod’te z toho AC.

Věta 16 (Zermelova věta) Axiom výběru plat́ı ⇐⇒ každá

množina má dobré (lineárńı) uspořádáńı.

Důkaz. Část ⇐ je dokázána v úloze 15. Dokážeme druhou im-

plikaci: pokud plat́ı AC, pak každá množina má dobré uspořádáńı.

Necht’ X 6= ∅ a f : P(X) \ {∅} → X je selektor na X , tj. funkce

splňuj́ıćı, že f (A) ∈ A (tu garantuje AC). Vezmeme množinu

L := {R | R ⊆ D(R)2, D(R) ⊆ X, R je lin. usp. na D(R)}

všech lineárńıch uspořádáńı R na podmnožinách D(R) množiny X .

Pro libovolné R ∈ L polož́ıme

DR := {A ⊆ D(R) | x, y ∈ D(R), y ∈ A, xRy ⇒ x ∈ A} .

DR je tedy množina všech dolńıch množin v lineárńım uspořádáńı

R. Nechte dále

C := {R ∈ L | A ∈ DR, A 6= D(R)⇒ f (X\A) = min
R

(D(R)\A)}

jsou ty lineárńı uspořádáńı R na podmnožinách D(R) množiny X ,

pro které pro každou vlastńı dolńı množinu A v R selektor f vyb́ırá

z jej́ıho doplňku do X prvek, který je také minimálńım prvkem
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doplňku A do D(R). Ukážeme, že C obsahuje dobré uspořádáńı

celé množiny X . Patrně C 6= ∅, protože např́ıklad {(f (X), f (X))}
je v C.

Nejprve ukážeme, že každá R ∈ C je dobré uspořádáńı množiny

D(R). Necht’ R ∈ C. Pro každou neprázdnou množinu B ⊆ D(R)

polož́ıme

A = {y ∈ D(R) \B | x ∈ B ⇒ yRx} .

Množina D(R) \ A obsahuje B a je tedy neprázdná. Je zřejmé, že

A je dolńı množina v R. T́ım pádem

y := f (X \ A) = min
R

(D(R) \ A) .

Z fakt̊u, že D(R) \ A ⊃ B a že y je minimálńı prvek v D(R) \ A,

dostaneme yRx pro každé x ∈ B. Pokud y 6∈ B, měli bychom

y ∈ A podle definice A, což je nemožné. Proto y je v B a je

minimálńım prvkem B, i nadmnožiny D(R) \ A.

Za druhé ukážeme, že pro každá dvě lineárńı uspořádáńı R, S ∈
C jedno z nich rozšǐruje druhé: D(R) ∈ DS ∧R ⊆ S nebo D(S) ∈
DR ∧ S ⊆ R. Necht’ R, S ∈ C. Definujeme A jako množinu

{x ∈ D(R)∩D(S) | Rx = Sx∧R∩ (Rx×Rx) = S∩ (Sx×Sx)}

(zde Rx = {y ∈ D(R) | yRx} a podobně pro Sx). Množina A

se skládá přesně z prvk̊u, které určuj́ı tutéž dolńı množinu v R

a v S, která je nav́ıc v R a v S uspořádána stejně. Tvrd́ıme, že

A ∈ DR ∩DS − A je dolńı množina jak v R, tak v S. Necht’

z, y, x ∈ X s x ∈ A a yRx .

Potom ySx, protože Rx = Sx. Pokud zRy, pak zSy a naopak

(v obou př́ıpadech y, z ∈ Rx = Sx a tato množina je uspořádána

7



stejným zp̊usobem v R a v S). Tedy Ry = Sy. Tato množina je

obsažena v Rx = Sx, a proto je uspořádána stejným zp̊usobem jak

v R, tak v S. Proto y ∈ A a A je dolńı množina v R. Stejně se

ukáže, že A je dolńı množina v S.

Pokud nyńı D(R)\A a D(S)\A nejsou prázdné, y = f (X \A)

je minimálńı prvek D(R) \A vzhledem k R a též minimálńı prvek

D(S) \A vzhledem k S, a tak Ry = A∪ {y} = Sy. Je také jasné,

že R a S uspořádávaj́ı A ∪ {y} stejně (přidaj́ı nový prvek y na

konec), a tak y ∈ A, což je spor. Tak např́ıklad A = D(R), R ⊆ S

a S rozšǐruje R.

Za třet́ı ukážeme, že

T :=
⋃
C ∈ C ,

takže C má (jedinečný) maximálńı prvek vzhledem k inkluzi. Podle

předchoźıho odstavce je T lineárńı uspořádáńı na

D(T ) =
⋃
R∈C D(R)

a pro x, y ∈ D(T ) máme xTy, právě když xRy pro nějaké R ∈ C
s x, y ∈ D(R). Zkontrolujeme, že T má vlastnost definuj́ıćı C.

Necht’ A ⊆ D(T ) je vlastńı dolńı množina v T a b ∈ D(T ) \ A
je libovolné. Tedy b ∈ D(R) pro nějakou R ∈ C. Ukážeme, že

A ⊆ D(R). Když a ∈ A je libovolné, pak a ∈ D(S) pro nějaké

S ∈ C. Pokud D(S) ∈ DR, pak a ∈ D(R). Pokud D(R) ∈ DS

a aSb, pak znovu a ∈ D(R). Př́ıpad bSa se nevyskytuje (pak by

bylo b ∈ A). Proto A ⊆ D(R) a D(R) \ A 6= ∅. Proto prvek

y = f (X \A) je minimálńı prvek v D(R)\A a yRb. Protože b bylo

libovolné, y je minimálńı prvek v D(T ) \ A a vid́ıme, že T ∈ C.

Na závěr ukážeme, že D(T ) = X , a T je tedy hledané dobré

uspořádáńı množiny X . Pokud D(T ) 6= X , pak bychom mohli T
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rozš́ı̌rit prvkem x := f (X \D(T )) do tohoto R:

D(R) := D(T ) ∪ {x} a yRx pro každé y ∈ D(R) (1)

− do T přidáme nový maximálńı prvek. Je jasné, že R ∈ C

(úloha 17). Protože R ostře rozšǐruje T , máme spor s maximali-

tou T . 2

Předchoźı d̊ukaz je převzat z poznámek prof. A. Pultra.

Úloha 17 Ukažte, že lineárńı uspořádáńı R definované v rov-

nici (1) skutečně patř́ı do C.

• Paradox proroka. Necht’ (X,≤X) je lineárńı uspořádáńı. Pro

libovolné a ∈ X a libovolnou funkci f : X → Y jako f|a označ́ıme

zúžeńı funkce f na množinu

{b ∈ X | b <X a} .

Pro lineárńı uspořádáńı (X,≤X) a systém F funkćı f : X → Y ,

je (X,F)-prorok funkce

P : {f|a | f ∈ F , a ∈ X} → Y .

Hodnota P (f|a) ∈ Y je odhad P pro f (a). Prorok se snaž́ı uhod-

nout z hodnot f (b) pro všechna b <X a hodnotu f (a). Pokud

P (f|a) = f (a), pak P uhádl f (a), jinak P chybuje v f (a).

Úloha 18 Necht’ (X,≤X) := (R,≤) jsou reálná č́ısla se stan-

dardńım lineárńım uspořádáńım a necht’

F = C(R) := {f : R | f je spojitá}

je množina všech reálných funkćı, které jsou spojité na R. Najděte

(R, C(R)) proroka který uhádne f (a) pro každou f ∈ C(R)

a každé a ∈ R.
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Na druhou stranu máme následuj́ıćı stejně jednoduchý výsledek.

Tvrzeńı 19 (všichni proroci se mýĺı) Pro n ∈ N necht’

(X, ≤X) = ([n], ≤) := ({1, 2, . . . , n}, ≤)

je standardńı lineárńı pořad́ı na prvńıch n přirozených č́ıslech

a necht’

F := Y [n] = {všechny funkce z [n] do Y } ,

kde Y je množina s alespoň dvěma prvky. Pak plat́ı, že pro

každého ([n], Y [n])-proroka P existuje taková funkce f ∈ Y [n],

že

∀ a ∈ [n]
(
P (f|a) 6= f (a)

)
− P chybuje v f (a) pro každé a ∈ [n].

Důkaz. Necht’ P : {g | g : [m] → Y, m ∈ {0, 1, . . . , n − 1}} →
Y je ([n], Y [n])-prorok; zde [0] := ∅. Hodnoty f (m) požadované

funkce f : [n] → Y definujeme indukćı podle m = 1, 2, . . . , n. Na

začátku nastav́ıme f (1) ∈ Y tak, že f (1) 6= P (∅) (což je možné

d́ıky |Y | ≥ 2). Pokud m ∈ [n], m > 1 a f (1), f (2), . . . , f (m − 1)

jsou již definovány, polož́ıme

f (m) ∈ Y \ {P (f|m)}

(opět je to možné d́ıky |Y | ≥ 2). Je jasné, že P chybuje u funkce f

při každém jej́ım argumentu. 2

Úloha 20 Co se stane, když |Y | ≤ 1?

Někdo by si mohl myslet, že když se ve cvičeńı 18 rozš́ı̌ŕı ro-

dina spojitých funkćı do rodiny F := RR všech reálných funkćı,
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źıskáme výsledek podobný předchoźımu tvrzeńı, totiž že každý pro-

rok se muśı kv̊uli nějaké problematické funkci velmi často mýlit.

Překvapivě za předpokladu AC plat́ı opak: existuje prorok, který se

pro každou reálnou funkci téměř nikdy nemýĺı.

Věta 21 (paradox proroka) Necht’ (X,≤X) := (R,≤) je stan-

dardńı lineárńı uspořádáńı reálných č́ısel a

F := RR = {všechny funkce z R do R} .

Pak existuje takový (R,RR)-prorok P , že

∀ f ∈ RR ({a ∈ R | P chybuje v f (a)} je nejvýše spočetná
)
.

Důkaz. P definujeme pomoćı dobrého uspořádáńı(
RR, �

)
,

které existuje za předpokladu AC podle věty 16. Pro g ∈ RR a

a ∈ R polož́ıme

P (g|a) := g0(a), kde g0 := min
�

({h ∈ RR | h|a = g|a}) .

Nyńı necht’ je dáno f ∈ RR. Vezmeme množinu

X := {a ∈ R | P (f|a) 6= f (a)}

chyb P v f (a). Necht’ a < b s a ∈ X jsou dvě reálná č́ısla,

ga := min
�

({g ∈ RR | g|a = f|a}︸ ︷︷ ︸
Ma

) a gb := min
�

({g ∈ RR | g|b = f|b}︸ ︷︷ ︸
Mb

) .

Z a < b dostaneme, že Mb ⊆Ma a ga � gb. Z

ga(a) = P (f|a) 6= f (a) = gb(a)
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vid́ıme, že ga 6= gb. Tedy ga ≺ gb. Vid́ıme, že lineárńı uspořádáńı

(X,≤) (se standardńım uspořádáńım ≤ reálných č́ısel) je dobré. Ji-

nak bychom podle úlohy 14 měli v (X,≤) nekonečný ostře klesaj́ıćı

řetězec a1 > a2 > . . . , což by podle úvahy výše dalo nekonečný

ostře klesaj́ıćı řetězec ga1 � ga2 � . . . v (RR,�). Ale tento řetězec

neexistuje, protože (RR,�) je dobře uspořádaná. Protože (X,≤) je

dobré uspořádáńı, podle úlohy 22 je množina X nejvýše spočetná.

2

Úloha 22 Necht’ (R,≤) je standardńı lineárńı uspořádáńı a X ⊆
R je taková, že lineárńı uspořádáńı

(X, ≤)

je dobré. Dokažte, že pak je množina X nanejvýš spočetná.

Nápověda: definujte injekci f : X → Q.

Posledńı věta je převzata z knihy.

Ch. S. Hardin a A. D. Taylor, The Mathematics of Coor-

dinated Inference, Springer, 2013.

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 7, 8, 14 a 22.
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