MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar
PREDNASKA 9 (22. 4. 2022). UVOD DO KOMPLEXNI
ANALYZY, CAST 1

o Komplexni c¢isla. V této a dvou nasledujicich prednaskach po-
stupné dokazeme vétu 6 uvedenou nize: ma-li funkce f: C —
C vsude derivaci, je souctem mocninné rady, tj. existuji takové
komplexni koeficienty ag, aq, ..., ze pro kazdé z € C se f(z) =
Y nso 2. Komplexnd cisla

C={z=a+bi|la, beR}, i=+v—-1,
tvoil normované téleso (C,0,1,4,-,|---|) (viz diive), s normou

12| = |a + bi| = Va? + b2

Uloha 1 Dokaste pro komplexni ¢isla trojuhelnikovou nerov-
nost, zeVu,v € C: |u+v| < |u| + |v].

Je to 1 metricky prostor (C,d) s metrikou d(z1, 20) = |21 — 29|,
ktery je izometricky klasické euklidovské roviné R? a ktery je tplny.

Uloha 2 Dokazte, zZe (C,d) je uplny metricky prostor.

Symboly U, Uy, Uy, . .. oznacime neprazdné oteviené podmnoziny
C a z je komplexni proménna. Pripominame znaceni

re(a + bi) :=a a im(a+ bi) = b

pro realnou a imaginarni ¢ast ¢isla a + bi. Pro dané u € Car > 0
oznacime jako

B(u,r)=4{2€C||z—u| <r}
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kouli se sttedem wu a polomérem r > 0.

e Holomorfni a analytické funkce. Pro funkci f: U — C a bod
2o € U je jeji derivace f'(z9) v bodé zy definovana stejné jako pro
realné funkee:

f/(Zo) — lim f(Z) — f<20>

z—2 Z— 2

e C,

pokud tato limita existuje. Explicitné feceno, ¢islo f'(zg) € C je
derivace funkce f v bodé zy, pravé kdyz

Ve>036>0: zeUANO<|z—2x| <=

— f(Z) T f(ZO) . f/(ZO) < e
Z — 2
Funkce f: U — C je holomorfni (na U), ma-li v kazdém bodu
2o € U derivaci. Celd nebo také celistva funkce f: C — C je

holomorfni na celé komplexni roviné C. Komplexni derivace ma

stejné algebraické vlastnosti jako derivace realna. Nebudeme je tu
znovu dokazovat, dukazy ponechame jako tlohu.

Tvrzeni 3 (vlastnosti derivace) f,g: U - C a h: Uy — C
bud'te holomorfni funkce a o, 8 € C. Plati ndsledujic.

1. Funkce af+Bg je holomorfnina U a (af+B9) = af'+59 .

2. Soucin fg je holomorfni na U a (fg) = f'g+ fq'.

3. Kdyz g # 0 na U, pak je podz’l§ holomorfnina U a (f/g) =
(f'g—19')/9"

4. Kdyz hlUy| C U, pak je slozend funkce f(h): Uy — C holo-
morfni na Uy a (f(h)) = f'(h)-}.
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Uloha 4 Dokazte toto tvrzend.

Dale, jako pro realné funkce, pro n € N na C mame (") =
nz"1 derivace konstantni funkce je nulova funkce a kazd4 ra-
cionalni funkce je holomorfni na svém definiénim oboru a jeji deri-
vace je taz jako v redlném pripadé (tj. je dand touz formuli).
Funkce f: U — C je analytickd (na U ), pokud pro kazdy bod

29 € U existuji takova komplexni ¢isla ag, aq, ..., ze

)

ze€UANB(z, |z—20|) CU = f(2) Zanz—z()

—analyticka funkce je v kazdém kruhu se stiedem zy, ktery je
obsazeny v definicnim oboru, vyjadrend mocninnou radou s kom-
plexnimi koeficienty a stfedem z;. S MRami s komplexnimi koefi-
cienty pocitame tplné stejné jako s redlnymi MRami, jak jsme to
popsali v predminulé prednasce.

Uloha 5 Dokaste, ze kazdd analytickd funkce f: U — C je na
U holomorfni.

o Ctyri odlisnosti komplexni a rediné analyzy. Prvni odlisnost.

Véta 6 (holom. = anal.) Je-li f: C — C celd funkce, pak

existuji komplexni koeficienty ag, a1, ... , Ze pro kazdé z € C je
(0. @]
f(z) = Z anz"
n=0

Pro jednoduchost v nasich prednaskach dokazeme jen tuto verzi pro
celé funkce, ale plati silnéjsi verze: f je na U holomorfni = f je na
U analyticka. Pro realné funkce to zdaleka neni pravda:
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Uloha 7 Funkci f: R — R definujeme pro x < 0 jako 0 a pro
x> 0 jako f(x) = 2% Dokaste, Ze (i) pro kazdé x € R existuje
vlastni derivace f'(x), ale (ii) neexistuji redlnd (ani komplexns)
¢isla ay,, Ze na okoli 0 by bylo f(x) = > <yanx". (Ndvod pro
(i): wvazte derivovdni MR.) R

Druha odlisnost. Funkce f: U — C je omezend, kdyz d¢ >
0VzeU: |f(z)] < c Dokazeme i nasledujici vétu.

Véta 8 (J. Liouville, 1847) Kdyz je f: C — C celd a ome-
zend funkce, pak je f konstantni.
To pro realné funkce také neplati:

Uloha 9 Dokaste, e funkce f(x) = e R — R je pro-
tiprikladem pro redlnou Liouwvilleovu vétu.

Uloha 10 Odvod’te z Liouvilleovy vety Zakladni vétu algebry,
kterd pravi, Ze kazdy nekonstantni komplexni polynom p(z) md
koten. (Ndvod: uvazte (celou?) funkci 1/p(z).)

Treti odliSnost realné a komplexni analyzy se tyka spojitosti
derivace.

Disledek 11 (holom. funkce ma V derivace) Kazdd holo-
morfnd funkce f: U — C md derivace f™(z) vsech rddin € N.
Specialné je jeji derivace f': U — C spojitd funkce.

Diikaz. Plyne to derivovanim MR z faktu, ze holomorfnf funkce je
analyticka. O

Uloha 12 Popiste funkci f: R — R, kterd ma derivaci f': R —
R, ale nema druhou derivaci f”: R — R.
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Uloha 13 Popiste funkci f: R — R, ktera md nespojitou de-
rivact f': R — R. Navod: takovd funkce byla uvedena v Mate-
matické analyze 1.

Ctvrta odlisnost realné a komplexni analyzy je mozna nejvice
prekvapujici.

Véta 14 (princip maxima modulu) Necht f: U — C je ho-
lomorfni funkce. Pak

VzoeUVodzeU: 0<|z—2| <IA|f(2)] > |f(20)] -

Pro zédnou holomorfni funkei f tedy funkce | f| nema ostré lokalni
maximum, zadna holomorfni funkce nema nikde, ani lokalnée, graf
svého modulu vyduty nahoru. Tuto vétu v prednaskach nedokazeme.

Uloha 15 Ukaste, Ze funkce f(z) = 1 — x% vyvraci princip
maxima modulu pro redlné funkce.

° Useéky a obdélniky. Pro dukazy vét 6 a 8 budeme potiebovat
integral pres usecku a pies hranici obdélnika. Proto tyto geometrické
objekty ted definujme. Pro dva ruzné body a,b € C je usecka
u=ab C C (mezi a a b) obraz

u=ab:=@[0, 1] ={pt)[0<t <1} CC
intervalu [0, 1] linearni funkei
et):=0b—ajt+a:|0,1] —-C.

Je orientovana poradim svych koncu, takze ab a ba jsou dvé ruzné
tsecky. Ma délku |u| = |ab| := |b—a| > 0. Déleni p isecky u = ab
je k + 1-tice p = (ag, aq, - - ., ar) C u, k € N, jejich bodu

Cbii:@(ti), i:O, 1,...,]43,
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které jsou obrazy bodu 0 =ty < t; < --- < t; = 1 tvoricich déleni
intervalu [0, 1]. Takze ag = a, ay = b a body ag, a1, . .., ax bézi na
u od a do b. Norma ||p|| déleni p je

Ip]| == Iax |ai—1a;| = Inax a; — a;1|,

tedy nejvétsi délka podusecky délent.

Uloha 16 Dokaste, e pro kazdé délenip = (ag, ai, ..., a;) usecky

u = ab je
k

> laiia;| = |ab].

i=1
Pro funkci f: u — C a déleni p = (ag, aq,...,ax) usecky u
definujeme Cauchyovu sumu C(f, p) ajeji modifikaci C'( f, p) jako

k
C(f, p) = Zf(az) (a; —a;—1) € C a

k
C'(f, p) = Zf(az-_l) (a; —a;_1) € C.

Pripominaji Riemannovy sumy z definice Riemannova integralu.

Uloha 17 Dokaste pro Cauchyovu sumu a jeji modifikact od-
hady

[C(f; Pl 1C°(f, p)| < sup[f(z)] - [ul .

ZEU

Obdélnik R C C je mnozina

R={zeCla<re(z) <Ay <im(z) <}



dana realnymi ¢isly a < 8 a v < 4. Jeho strany jsou rovnobézné

s realnou a imaginarni osou. Kdyz  — a = 6 — v, jde o c¢tverec.
Kanonické vrcholy obdélnika R jsou (a, b, c,d) € C* kde

a=a+y, b=04+~v, c:=0+d a d:=a+0i1.

Zacinaji levym dolnim vrcholem a jdou proti sméru hodinovych
rucicek. Hranice OR obdélnika R je sjednoceni tsecek

OR :=abUbcUcdUda .
Vnitrek int(R) obdélnika R je
int(R) := R\ OR .
Obvod obv(R) obdélnika R je soucet délek jeho stran,
obv(R) := |ab| + |bc| + |cd| + |dal .

e Integrdly. Necht f: u, OR — C je spojitd funkce definovans na
usecce u nebo na hranici obdélnika R. Definujeme

/f lim C(f, pa) € C

n—o0

/(9sz_ /abf+ bcf+/cdf+ alaf7

kde (p,) je libovolna posloupnost déleni p,, tsecky u, kterd splnuje
lim ||p,|| = 0, a (a,b,¢,d) jsou kanonické vrcholy obdélnika R.
Hodnota [ f je integrdl funkce f pres dseckuua [, f je integrdl
funkce f pres hranici obdélnika R. Dokazeme korektnost téchto
definic a zakladni vlastnosti téchto integralu.



Véta 18 (o integralech) Necht u = ab, R a funkce [, g jsou
jako v horejsich definicich. Limita definujici fu f vidy existuje
a nezdvisi na posloupnosti (py,). Tedy i faRf je vZdy dobre de-
finovany. Oba integrdly maji nasledujict vlastnosti.

1. Pro kazdé o, € C je [ (af +Bg) = [, f+ B [ g atotéz
plati pro [,,.
2. Plati ML odhady

\/f\<maxf Jul a

(viz téz uloha 19).

2€E0R

f| < max|f(z)| - obv(R)
OR

3. Pro kaZdy vnitini bod c usecky u = ab, to jest c € ab a ¢ #
CL,b, je fabf facf+fcbf Tez fb f_ fabf'

Dikaz. Necht f: u — C je spojité funkce. Podle tilohy 20 staci
dokazat, ze Ve > 0 40 > 0, ze pro kazda dvé déleni p a g tsecky
ws [|pll; llqll <0 je

C(f,p)—C(f, q)| <e.

Ukazeme, ze tato Cauchyova podminka pro déleni p a ¢ je splnéna
diky stejnomeérné spojitosti funkce f. Ta vyplyva ze spojitosti f
a z kompaktnosti usecky u (tloha 21). Pro dikaz uvedené podminky
tak nejprve pro dané € > 0 vezmeme 0 > 0, ze

oy euNlz—yl <d=|[flz)— [yl <

Necht p = (ag,a1,...,a;) a g = (b, b1,...,b) jsou dve délent
usecky u s ||p|l, ||| < 6, kde navic predpokladame, ze p zjemnuje
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q, to jest ze ¢ C p, tudiz b; = a;;, j = 0,1,...,1, pro n¢jake indexy
O=1p <11 <--- <=k Pak

l
p) 2 ct py)
j=1

kde p; = (aij_l, Wis 41y - - ,aij) je délenf tisecky u; == a;;_,a;; =
bj—lbj; a

l
2)
j=1
kde g;: u; — C oznacuje funkei, ktera ma na wu; konstantni hod-
notu f(b;) (= f(a;)). Pak
l

Z|C(9j> pj) — C(f, pj)l

def. Z%agj Z Z (f(%) _ f(am)) . <am — am—l)

J=1 m:ai' 1+l

A-ova ner., § a a,,

] 1mal 1+1

tloha 16 uloha 16 € o
- Z|u| bj — bj- 1‘ ‘u‘ ‘u‘ €.

rovnice (1) a (2), A-ova ner.

IA

Pro dvé obecna déleni pouzijeme trik se spolenym zjemnénim.
Pro dané € > 0 vezmeme 6 > 0, jehoz existenci jsme dokazali
v predchozim odstavei, ze pro kazda dve déleni p’ a ¢’ usecky wu,
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ze [P\, ||l < ¢ a jedno z nich zjemnuje druhé, je |C(f, p') —
C(f,q)] < 5. Jsou-li nyni p a g dvé libovolnd déleni tsecky u
s pll; |l < 0, vezmeme jejich spolecné zjemnéni, déleni r = pUyq.
To zjemnuje pi g a splnuje ||| < §. Podle definice § mame kyzenou

nerovnost

C(f, p) = C(f, @) < |1C(f,p) = C(f, )| +
+ 10 = Clf.g)] < 5+

€
2

=£.

Tim je dokazana existence integralu fu fal] op J -

Dukazy ¢asti 1-3 limitnim prechodem n — oo jsou snadné.
Cést 1 plyne z linearity sum C(-,p,) v prvnf proménné. Prvni ML
odhad plyne z odhadu Cauchyovych sum v tloze 17 a druhy plyne z
prviniho. Prvni identita v ¢asti 3 plyne z aditivity Cauchyovy sumy
v druhé promeénné: C(f,p) = C(f,q) + C(f,r), kdyz q a r jsou
déleni tsecek ac a cb a p = qr je spojené déleni usecky ab (pa-
trné ||p|| = max(||q||, ||r]|)). Druha identita plyne jednak z faktu,
ze Ve > 036 > 0, ze pro kazdé déleni p tsecky u s ||p|| < 9 je
|C(f,p)—C"(f,p)| < e (dusledek stejnomérné spojitosti funkce f),
jednak z toho, ze pro kazdé déleni p = (ag, a1, . . ., ax) usecky ba se

k k
C(f,p) = Z fla;)(a; —a;—1) = — Z flag)(ai—1 — a;)

— _Cl(fa p/) )
kde p' = (ag, al,...,a;) = (a,ar_1,...,ap) je déleni tsecky ab
vzniklé z p obracenim tusecky ba. Samoziejmé ||p|| = ||p/||. O

Uloha 19 Pro¢ ezistuji mazima v druhé c¢dsti predeslé véty?
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Uloha 20 Ukaste, Ze kdyz plati Cauchyova podminka pro Cau-
chyovy sumy odpovidajici délenim p a q, pak existuje vlastni
limita definujict fu f a nezdvisi na posloupnosti (py,).

Uloha 21 Nechf A ¢ M je kompakitni mnoZina v metrickém
prostoru (M,d) a f: A — N je spojitd funkce do metrického
prostoru (N, e). Dokazte, Ze pak [ je stejnomérné spojitd, to
jest

Vedd: a,be ANd(a, b) <d=e(f(a), f(b) <e.

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsou: 2, 7, 10, 16 a 21. Deadline je (do konce dne)
3. 0. 2022.
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