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PŘEDNÁŠKA 8 (8. 4. 2022). PÓLYOVA VĚTA O

NÁHODNÝCH PROCHÁZKÁCH POMOCÍ MOCNINNÝCH

ŘAD.

• Pólyova věta, ale nejprve grafy a procházky. Než tuto větu, kte-

rou lze stejně dobře zařadit do teorie pravděpodobnosti jako (jak

to uděláme zde) do enumerativńı kombinatoriky, uvedeme, budeme

potřebovat řadu definic. Graf G = (V,E) sestává z množiny vr-

chol̊u V a množiny hran E ⊂
(
V
2

)
. Zde(

V
2

)
:= {A | A ⊂ V ∧ |A| = 2}

je množina všech dvouprvkových podmnožin množiny V .

Úloha 1 Nalezněte vzorec pro počet všech graf̊u s n-prvkovou

množinou vrchol̊u V .

V Pólyově větě nás ale budou zaj́ımat jisté nekonečné grafy. Graf

G = (V,E) je d-regulárńı, d ∈ N, má-li každý vrchol d soused̊u,

to jest

∀ v ∈ V : |
N(v)︷ ︸︸ ︷

{u ∈ V | {u, v} ∈ E} | = d .

G je lokálně konečný, má-li každý vrchol v ∈ V jen konečně mnoho

soused̊u, tj. množina N(v) je konečná. Procházka w v grafu G =

(V,E) je taková konečná, w = (v0, v1, . . . , vn) s délkou |w| := n ∈
N0, či nekonečná, w = (v0, v1, . . . ), posloupnost vrchol̊u vi ∈ V , že
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pro každé i ∈ N0 (< n) je {vi, vi+1} ∈ E. Vrchol v0 pojmenujeme

jako start procházky w. Definujeme

dn(v0, G) := |{w | w ⊂ V je proch. se startem v0 a |w| = n}| ,

počet procházek v G s daným startem v0 a s délkou n.

Úloha 2 Dokažte, že v d-regulárńım grafu je

dn(v0, G) = dn .

Rekurentńı procházka w = (v0, v1, . . . , vn) opětovně procháźı

startem: existuje i ∈ {1, 2, . . . , n}, že vi = v0. Jako

an(v0, G) := |{w | w ⊂ V je rek. pr. se startem v0 a |w| = n}|

označ́ıme počet rekurentńıch procházek v G s daným startem v0
a s délkou n.

Automorfismus grafu G = (V,E) je taková bijekce f : V → V ,

že

∀u, v ∈ V : {u, v} ∈ E ⇐⇒ {f (u), f (v)} ∈ E .

Úloha 3 Popǐste automorfismy cesty P6 a kružnice C6 délky 6.

Zde V = {1, 2, . . . , 6}, P6 má hrany

E = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}}

a C6 má hrany

E = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}, {6, 1}} .

Graf G = (V,E) je (vrcholově) tranzitivńı, když

∀u, v ∈ V ∃F : F je automorfismus G ∧ F (u) = v .
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Tvrzeńı 4 (procházky v grafech) Počet procházek, popř. re-

kurentńıch procházek, dané délky v tranzitivńım grafu nezáviśı

na startu: když je G = (V,E) tranzitivńı a lokálně konečný, pak

pro každé n ∈ N0 a každé dva vrcholy u, v ∈ V je

dn(u, G) = dn(v, G), popř. an(u, G) = an(v, G) .

Důkaz. Necht’ u, v ∈ V jsou dané vrcholy a n ∈ N0. Jako F

označ́ıme automorfismus grafuG pośılaj́ıćı u na v. Uváž́ıme konečné

množiny procházek v grafu G s délkou n

Pn := {w | w má start u} a Qn := {w | w má start v} .

Pro zobrazeńı J : V → V a procházku nebo libovolnou posloupnost

vrchol̊u w = (v0, v1, . . . , vn) definujeme

J(w) := (J(v0), J(v1), . . . , J(vn)) .

Lehce se pak vid́ı, že funkce

Pn 3 w 7→ F (w) ∈ Qn a Qn 3 w 7→ F−1(w) ∈ Pn
jsou injekce, takže |Pn| = |Qn|. Pro rekurentńı procházky je argu-

ment stejný. 2

V tranzitivńıch grafech G budeme tedy počty procházek, popř. re-

kurentńıch procházek, s délkou n označovat stručně jako dn(G),

popř. an(G).

Úloha 5 Ukažte př́ıkladem, že v obecném grafu počty procházek

záviśı na startu.

Úloha 6 Dokažte, že nekonečná cesta

P = (Z, {{n, n + 1} | n ∈ Z})
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je tranzitivńı graf a spoč́ıtejte, kolik obsahuje rekurentńıch pro-

cházek s daným startem a délkou 5.

Zobecněńım předešlého grafu je pro d ∈ N graf

Zd := (Zd, {{u, v} |
∑d

i=1 |ui − vi| = 1}) ,

kde ṕı̌seme u = (u1, . . . , ud) ∈ Zd.

Úloha 7 Dokažte, že grafy Zd jsou tranzitivńı a že Zd je 2d-

regulárńı.

Věta 8 (G. Pólya, 1921) Pro d = 1 a 2 je

lim
n→∞

an(Zd)
dn(Zd)

= lim
n→∞

an(Zd)
(2d)n

= 1

a pro d ≥ 3 je

lim
n→∞

an(Zd)
dn(Zd)

= lim
n→∞

an(Zd)
(2d)n

< 1 .

Pravděpodobnostně řečeno, v dimenźıch d ≤ 2 pro velké n náhodná

procházka délky n skoro jistě opětovně navšt́ıv́ı start, ale v di-

menźıch d ≥ 3 ho s pravděpodobnost́ı > 0 opětovně nenavšt́ıv́ı.

• D̊ukaz Pólyovy věty pomoćı MŘ. Použijeme následuj́ıćı větu

o mocninných řadách.

Věta 9 (slabá Abelova) Když MŘ

U(x) :=

∞∑
n=0

unx
n ∈ R[[x]]

konverguje pro každé x ∈ [0, R), kde R ∈ (0,+∞) je reálné

č́ıslo, a má všechny koeficienty un ≥ 0, pak následuj́ıćı limita
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a suma jsou definované a rovnaj́ı se —

lim
x→R−

U(x) =

∞∑
n=0

unR
n (=: U(R))

— bez ohledu na to, zda jsou konečné nebo +∞.

Důkaz. Pro každé N ∈ N je

N∑
n=0

unR
n = lim

x→R−

N∑
n=0

unx
n

≤ lim
x→R−

U(x) = lim
x→R−

∞∑
n=0

unx
n

≤
∞∑
n=0

unR
n ,

kde všechny limity a nekonečné součty jsou definované (s možnou

hodnotou +∞) d́ıky monotonii a nezápornosti. Úvodńı rovnost

plyne z faktu, že pro každé n ∈ N0 se limx→R− x
n = Rn. Dvě

následuj́ıćı nerovnosti plynou z nezápornosti koeficient̊u un. Limitńı

přechod N → +∞ dává větu. 2

Pólyovu větu 8 dokážeme jen pro dimenze d = 2 a 3. Symboly

dn (popř. an) označuj́ı jako dř́ıve počet procházek (popř. počet re-

kurentńıch procházek) v grafu Zd délky n.

Důkaz. Necht’ d = 2 a w = (v0, v1, . . . , vn) je procházka v grafu Z2

s délkou n ∈ N0. Necht’ bn je počet procházek w s vn = v0 = 0 a cn
je počet procházek w s vn = v0 = 0 ale vj 6= 0 pro j s 0 < j < n.

Jako v tvrzeńı 4 d́ıky tranzitivitě grafu Z2 tyto počty nezáviśı na

startu procházky. Polož́ıme c0 := 0. Je jasné, že pro každé n ∈ N0 je
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an ≤ dn, cn ≤ bn ≤ dn a dn = 4n. Procházky poč́ıtané an rozděĺıme

do skupin podle jejich prvńıho návratu do 0 ve vrcholu vj. Pomoćı

vztah̊u dn = 4n a an ≤ 4n dostaneme pro každé n ∈ N0 rovnice

an =

n∑
j=0

cjdn−j, takže
an
4n

=

n∑
j=0

cj
4j
≤ 1 .

Tedy stač́ı dokázat, že
∞∑
j=0

cj
4j

= 1 .

Druhý vztah, který použijeme, je mezi MŘami

B(x) =
∑
n≥0

bn
4n
xn = 1 + . . . a C(x) =

∑
n≥0

cn
4n
xn =

x2

4
+ . . . ,

totiž, že

B(x) =
1

1− C(x)
=
∑
k≥0

C(x)k .

Snadno se to nahlédne formálně, tedy jako vztah mezi formálńımi

MŘami, rozděleńım procházky poč́ıtané bn jej́ımi k+1 návraty do 0

na k úsek̊u s délkami j1, j2, . . . , jk splňuj́ıćımi j1+ · · ·+jk = n. Ty

jsou poč́ıtány č́ısly cj1, . . . , cjk . Ale tento vztah také plat́ı na úrovni

reálných funkćı B(x) a C(x) pro x ∈ [0, 1), protože obě MŘy maj́ı

poloměry konvergence ≥ 1 (nebot’ bn, cn ≤ 4n).

Nyńı stač́ı dokázat, že

lim
x→1−

B(x) = +∞ .

Skutečně, pak hořeǰśı vztah implikuje, že limx→1− C(x) = 1 a to
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podle věty 9 dává, že

∞∑
j=0

cj
4j

=: C(1) = lim
x→1−

C(x) = 1 .

To je přesně požadovaný součet nekonečné řady.

Abychom dokázali, že limx→1− B(x) = +∞, stač́ı podle věty 9

dokázat, že

B(1) :=

∞∑
j=0

bj
4j

= +∞ .

To dokážeme spočteńım bn. Patrně bn = 0 pro liché n. Pro sudé

délky n je

b2n =

n∑
j=0

(2n)!

j! · (n− j)! · j! · (n− j)!
=

(
2n

n

) n∑
j=0

(
n

j

)2

=

(
2n

n

)2

.

Prvńı rovnost plyne uvážeńım všech j krok̊u doprava v procházce

w. Ty vynucuj́ı týž počet j krok̊u doleva a stejný počet n − j

krok̊u nahoru a dol̊u. Tyto možnosti poč́ıtá multinomický koeficient(
2n

j,j,n−j,n−j
)
. Posledńı rovnost plyne ze známé binomické identity

v úloze 10. Stirling̊uv vzorec pro aproximaci faktoriálu (úloha 11)

vede na asymptotiku
(
2n
n

)
∼ cn−1/24n, pro n → ∞ a konstantu

c > 0. Takže 2n-tý sč́ıtanec v řadě B(1) je ∼ c2n−1 a

B(1) =

∞∑
n=0

bn
4n

=

∞∑
n=0

(
2n

n

)2

4−2n = +∞

protože
∑
n−1 = +∞. 2
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Úloha 10 Dokažte, že pro každé n ∈ N0 je

n∑
j=0

(
n

j

)2

=

(
2n

n

)
.

Návod:
(
n
j

)
=
(

n
n−j
)

a
(
n
j

)
je počet j-prvkových podmnožin n-

prvkové množiny.

Úloha 11 Připomeňte si Stirling̊uv vzorec

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, n→∞ .

Integrálńım odhadem sumy S(n) :=
∑n

m=1 logm dokažte jeho

slabou verzi S(n) = n log n− n + O(log n).

Důkaz. Necht’ d = 3. Veličiny an, bn, cn a dn, MŘy B(x) a C(x),

a součty řad B(1) a C(1) definujeme jako v předešlém d̊ukazu,

jen jsme ted’ v grafu Z3 a konstanta 4 je nahrazena konstantou 6.

Ted’ tedy B(x) :=
∑

n≥0
bn
6nx

n a C(x) :=
∑

n≥0
cn
6nx

n. Argument se

neměńı, jen ted’ naopak dokážeme, že

B(1) =
∑
n≥0

bn
6n
< +∞ ,

tedy že řada B(1) konverguje. Pak, protože jako dř́ıve B(x) =
1

1−C(x) a podle věty 9 jeB(1) = limx→1− B(x) aC(1) = limx→1− C(x),

dostaneme C(1) = limx→1− C(x) < 1. Č́ımž jsme jsme hotovi,

protože jako dř́ıve je

C(1) =

∞∑
j=0

cj
6j

= lim
n→∞

an
6n
.
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Dokážeme tedy konvergenci řady
∑

n≥0 bn/6n. Pro liché n je opět

bn = 0. Odhadneme shora b2n/62n. Pro n ∈ N0 máme horńı odhad

b2n
62n

=
1

62n

∑
j, k∈N0
j+k≤n

(2n)!

j! · j! · k! · k! · (n− j − k)! · (n− j − k)!

=

(
2n

n

)
4−n

∑
j, k∈N0
j+k≤n

[
1

3n

(
n

j, k, n− j − k

)]2

≤
(

2n

n

)
4−n max

x, y z∈N0
x+y+z=n

1

3n

(
n

x, y, z

)
=

(
2n

n

)
4−n

1

3n

(
n

x0, y0, z0

)
,

kde (x0, y0, z0) je (m,m,m), když n = 3m, (m + 1,m,m), když

n = 3m+1, a (m+1,m+1,m), když n = 3m+2 (zde m ∈ N0) —

úloha 12. Na prvńı řádce jsme poč́ıtali jako v předchoźım d̊ukazu: j

je počet krok̊u procházky doprava, k je počet jej́ıch krok̊u nahoru,

a n− j − k je počet jej́ıch krok̊u dozadu. Druhý řádek představuje

jednoduchou algebraickou úpravu. Na třet́ım jsme využili toho, že

podle multinomického rozvoje mocniny 3n = (1 + 1 + 1)n maj́ı č́ısla

[. . . ] součet 1, a použili jsme úlohu 13. Na čtvrtém řádku jsme našli

maximálńı hodnotu trinomického koeficientu podle úlohy 12.

Podle Stirlingova vzorce máme odhady(
2n

n

)
� 4n

n1/2
a

(
n

x0, y0, z0

)
� 3n

n
.

Takže
b2n
62n
� n−1/2 · n−1 = n−3/2
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a pro nějakou konstantu c > 0 je

B(1) =
∑
n≥0

bn
6n

=
∑
n≥0

b2n
62n

< c
∞∑
n=1

1

n3/2
< +∞ ,

což jsme potřebovali ukázat. 2

Úloha 12 Dokažte, že pro a, b ∈ N0 s a ≥ b + 2 je

1

a! · b!
≥ 1

(a− 1)! · (b + 1)!
.

Úloha 13 Necht’ A, a1, . . . , an ≥ 0 jsou taková reálná č́ısla, že

ai ≤ A a a1 + · · · + an = 1. Pak

n∑
i=1

a2i ≤ A .

DĚKUJI ZA POZORNOST!

Úlohy za dom. cv. jsou: 3, 6, 7, 10 a 11. Deadline je (do konce dne)

19. 4. 2022
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