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prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 8 (8. 4. 2022). POLYOVA VETA O
NAHODNYCH PROCHAZKACH POMOCI MOCNINNYCH
RAD.

e Polyova véta, ale nejprve grafy a prochazky. Nez tuto vétu, kte-
rou lze stejné dobie zaradit do teorie pravdépodobnosti jako (jak
to udélame zde) do enumerativni kombinatoriky, uvedeme, budeme
potiebovat fadu definic. Graf G = (V, E) sestava z mnoziny wvr-
choli V' a mnoziny hran E C (‘2/) Zde

(}) ={A|ACV A|A] =2}
je mnozina vsech dvouprvkovych podmnozin mnoziny V.

Uloha 1 Naleznéte vzorec pro pocet vsech grafi s n-prvkovou
mnozinou vrcholu V.

V Pdlyove vété nas ale budou zajimat jisté nekonecné grafy. Graf
G = (V, E) je d-reguldrni, d € N, ma-li kazdy vrchol d sousedt,

to jest
N(v)

VoeV: |{ueV |[{u, v} e E}|=d.

G je lokadlne konecny, ma-li kazdy vrchol v € V' jen konecéné mnoho

sousedu, tj. mnozina N(v) je konecnd. Prochdzka w v grafu G =
(V, E) je takova konecna, w = (vg, vy, ..., v,) s délkou |w| :=n €
Ny, ¢i nekonecnd, w = (vg, vy, . .. ), posloupnost vrcholu v; € V| Ze



pro kazdé i € Ny (< n) je {v;,v;11} € E. Vrchol vy pojmenujeme
jako start prochdzky w. Definujeme

dn(vg, G) == |{w | w C V je proch. se startem vy a |w| =n}|,
pocet prochazek v G' s danym startem vy a s délkou n.

Uloha 2 Dokazte, Ze v d-requldrnim grafu je

dn(’Uo, G) =d".
Rekurentni prochdzka w = (vg,v1,...,v,) opétovné prochazi
startem: existuje i € {1,2,...,n}, ze v; = vy. Jako
an(vg, G) = [{w | w C V jerek. pr. se startem vy a |w| = n}|

oznacime pocet rekurentnich prochazek v G s danym startem v
a s délkou n.

Automorfismus grafu G = (V, E) je takova bijekce f: V — V|

~

Vu,veV: {u,v} e E < {f(u), flv)} € E.

Uloha 3 Popiste automorfismy cesty Py a kruznice Cy délky 6.
Zde V ={1,2,...,6}, Ps md hrany

L= {{172}7 {273}7 {374}7 {47 5}7 {576}}
a Cg md hrany
E ={{1,2}, {2,3}, {3,4}, {4,5}, {5,6}, {6,1}} .
Graf G = (V, E) je (vrcholové) tranzitivni, kdyz

Vu,veV IF : F jeautomorfismus G A F(u) = v .



Tvrzeni 4 (prochazky v grafech) Pocet prochazek, popr. re-
kurentnich prochdzek, dané délky v tranzitivnim grafu nezdvisi
na startu: kdyz je G = (V, E) tranzitivni a lokdlné konecny, pak
pro kazZdé n € Ny a kazZdé dva vrcholy u,v € V' je

dy(u, G) = d,(v, G), popr. ay(u, G) = a,(v, G) .

Dukaz. Necht u,v € V jsou dané vrcholy a n € Ny. Jako F
oznacime automorfismus grafu G posilajici u na v. Uvazime konecné
mnoziny prochazek v grafu G s délkou n

P, ={w | wmastart u} a @, :={w | w ma start v} .

Pro zobrazeni J: V' — V a prochéazku nebo libovolnou posloupnost
vrcholu w = (vg, vy, . .., v,) definujeme

J(w) = (J(w), J@n), ..., J(v,)
Lehce se pak vidi, Ze funkce
P,ow— Flw)€Q, a Q,>w+— F(w)e P,

jsou injekee, takze | P,| = |@n|. Pro rekurentni prochazky je argu-
ment stejny. O

V tranzitivnich grafech G' budeme tedy pocty prochazek, popri. re-
kurentnich prochazek, s délkou n oznacovat strucné jako d,(G),

popt. a,(G).

Uloha 5 Ukaste prikladem, Ze v obecném grafu pocty prochdzek
24v1st na startu.

Uloha 6 Dokazte, Ze nekonecnd cesta
P=(Z,{{n,n+1} | ne€Z})
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je tranzitivni graf a spocitejte, kolik obsahuje rekurentnich pro-
chazek s danym startem a délkou 5.

Zobecnénim predeslého grafu je pro d € N graf
_ d
z =z, {{m, v} | i lui —vi| =1})
kde piseme @ = (u1, ..., uq) € Z°.

Uloha 7 Dokazte, ze grafy Z% jsou tranzitivni a Ze Z¢ je 2d-
requldrni.

Véta 8 (G. Pdlya, 1921) Prod =1 a 2 je
an(Z%) an(Z%)

I = i =1
w00 do(Z4)  noeo (2d)
a pro d > 3 je
d d
lim —an(Z ) = lim a(Z)

n—00 dn (Zd) n—00 (Qd)n

Pravdépodobnostné feceno, v dimenzich d < 2 pro velké n ndhodna
prochazka délky n skoro jisté opétovné navstivi start, ale v di-
menzich d > 3 ho s pravdépodobnosti > 0 opétovné nenavstivi.

o Dikaz Pélyovy véty pomoci MR. Pouzijeme nasledujici vétu
o mocninnych radach.

Véta 9 (slaba Abelova) Kdyz MR

Ulx) = > ua" € R[]

konverguje pro kazdé x € [0,R), kde R € (0,400) je redlné
¢islo, a ma vSechny koeficienty w, > 0, pak ndsledujici limita
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a suma jsou definované a rovnaji se —

z— R~

lim U(x) = ZunR” (= U(R))

— bez ohledu na to, zda jsou konecné nebo +oo.

Dtukaz. Pro kazdé N € N je

N N
g u, R" = lim E w, "
n=0 vl n=0
o0
< lim U(x) = lim E Up "
r— R~ r— R~ 0

o
<> u,R",
n=0

kde vsechny limity a nekonec¢né soucty jsou definované (s moznou
hodnotou +o0) diky monotonii a nezdpornosti. Uvodn{ rovnost
plyne z faktu, ze pro kazdé n € Ny se lim,_,p- 2" = R". Dvé
nasledujici nerovnosti plynou z nezapornosti koeficientu u,,. Limitni
prechod N — +oo dava veétu. O

Polyovu vétu 8 dokazeme jen pro dimenze d = 2 a 3. Symboly
d, (popf. a,) oznacuji jako diive pocet prochazek (popf. pocet re-
kurentnich prochazek) v grafu Z<¢ délky n.

Dtuikaz. Necht d = 2 aw = (v, vy, . .., v,) je prochdzka v grafu Z*
s délkou n € Ny. Necht b, je pocet prochdzek w s v, = vy = 0 a ¢,
je pocet prochdzek w s v, = vy =0alev; #0projs0 < j <n.
Jako v tvrzeni 4 diky tranzitivité grafu Z? tyto pocty nezévisi na
startu prochazky. Polozime ¢ := 0. Je jasné, Ze pro kazdé n € Ny je
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a, <d,, c, <b, <d,ad, =4". Prochazky pocitané a,, rozdélime
do skupin podle jejich prvnfho ndvratu do 0 ve vrcholu v;. Pomoci
vztahu d,, = 4" a a,, < 4" dostaneme pro kazdé n € Ny rovnice

n n
. . an__ Qj
a, = g cidn—j, takze i g 27 <1.
J=0 J=0

Tedy staci dokazat, ze

Druhy vztah, ktery pouzijeme, je mezi MRami

bn n 2
B(x):Z4_nxn:1+"‘ a C(az):ZZ—nx”:%+... :

n>0 n=>0

k>0
Snadno se to nahlédne formalné, tedy jako vztah mezi formalnimi
MRami, rozdélenim prochédzky poéitané b, jejimi k+1 navraty do 0
na k useku s délkami ji, Jo, ..., jg splnujicimi j1+---+7j = n. Ty
jsou pocitany ¢isly ¢;,, ..., ¢j,. Ale tento vztah také plati na irovni
redlnych funkef B(z) a C(z) pro x € [0, 1), protoze obé MRy maji
poloméry konvergence > 1 (nebot by, ¢, < 4™).
Nyni staci dokézat, ze
lim B(x) =400 .

rz—1-

Skutecné, pak horejsi vztah implikuje, ze lim,_,;- C'(x) = 1 a to



podle véty 9 dava, ze

= C(1) = lim C(z)=1.
> T (1) = lim C(z)
To je presné pozadovany soucet nekonecné rady.

Abychom dokazali, ze lim,_,;- B(x) = +o00, sta¢i podle véty 9
dokazat, ze

B(1) := ZE = +o0.
=0

To dokazeme spoctenim b,,. Patrné b, = 0 pro liché n. Pro sudé
délky n je

e zn:j! - <n—j§!27-1;!! =9 (27?) > @ ) (2:>2 |

J=0 J=0

Prvni rovnost plyne uvazenim vsech j kroku doprava v prochézce
w. Ty vynucuji tyz pocet j kroku doleva a stejny pocet n — j
kroku nahoru a dolu. Tyto moznosti pocita multinomicky koeficient
<j,j,nz7;,n—j)' Posledni rovnost plyne ze znamé binomické identity
v uloze 10. Stirlinguv vzorec pro aproximaci faktorialu (iloha 11)
vede na asymptotiku (2:) ~ en 124" pro n — oo a konstantu
2, —1

¢ > 0. Takze 2n-ty scitanec v tadé B(1) je ~ ¢*n™" a

) > /on\?
B(l)=) = (n) 472" = 400



Uloha 10 Dokazte, ze pro kazZdé n € Ny je

> () - (7):

Ndvod: (?) = (nfj) a (?) je pocet j-prvkovych podmnoZin n-
prokové mnoziny.

Uloha 11 Pripomenite si Stirlinguv vzorec
n

n
n! ~ 27Tn(—> , N — 00 .
e

Integrdalnim odhadem sumy S(n) = Y. _ logm dokazte jeho
slabou verzi S(n) = nlogn —n + O(logn).

Diikaz. Necht d = 3. Veli¢iny a,, by, ¢, a d,, MRy B(z) a C(x),
a soucty fad B(1) a C(1) definujeme jako v predeslém dukazu,
jen jsme ted v grafu Z> a konstanta 4 je nahrazena konstantou 6.
Ted tedy B(z) = Zn>0 e a C(z) =), " Argument se
neméni, jen ted naopak dokdZeme, Ze

bn
B(l) = — < 400,
(1) g o
tedy ze tada B(1) konverguje. Pak, protoze jako difive B(zx) =
— O( o @ podle vety 9 je B(1) = lim,_,;- B(x)aC(1) = lim,_,;- C'(x),
dostaneme C(1) = lim,_,;- C(x) < 1. Cimz jsme jsme hotovi,
protoze jako drive je



Dokazeme tedy konvergenci fady » - b,/6". Pro liché n je opét
b, = 0. Odhadneme shora by, / 62". Pro n € Ny méame horni odhad

bon 1 Z (2n)!

62n g2n gl kL k(= — k) (n— 1 — k)

6 6 PO i KlekEl-(n—j—k)!-(n—j—k)
Jt+k<n

omn Z 1 n 2
(:TL) : lgn(;L k,TL—-j-—lé)]
J, k€N

J+k<n

< 47" max —
n z,yz€Ng 3" \x, Y, 2

T+y+z=n

[ 2n 4_nl n
- \n 3" \Zo, Yo, 20/

kde (zo, o, 20) je (m,m,m), kdyz n = 3m, (m + 1, m, m), kdyz
n=3m+1a(m+1,m+1,m) kdyzn =3m+2 (zdem € Ny)—
uloha 12. Na prvni radce jsme pocitali jako v predchozim dukazu: j
je pocet kroku prochazky doprava, k je pocet jejich kroku nahoru,
an—j —k je pocet jejich kroku dozadu. Druhy radek predstavuje
jednoduchou algebraickou tpravu. Na tretim jsme vyuzili toho, Ze
podle multinomického rozvoje mocniny 3" = (1414 1)" maji ¢isla
... ] soucet 1, a pouzili jsme tlohu 13. Na ¢tvrtém tadku jsme nasli
maximalni hodnotu trinomického koeficientu podle tlohy 12.
Podle Stirlingova vzorce mame odhady

n 4n n 3"
<LK ——= a < —.
n nt/? L05 Yo, <0 n

2272 <n V2ol =pn32

Takze



a pro nejakou konstantu ¢ > 0 je
bgn 1
Z Z G2n S Z NETCI o0,
n>0 n>0 n=1

coz jsme potrebovali ukazat. O

Uloha 12 Dokazte, Ze pro a,b € Ny sa>b+2 je

1 1
> .
al -0l 7 (a—=1)-(b+ 1)

Uloha 13 Nechf A ay,...,a, > 0 jsou takovd redind cisla, Ze
a; <Aaa+---+a,=1. Pak

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsou: 3, 6, 7, 10 a 11. Deadline je (do konce dne)
19. 4. 2022
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