MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 7 (1. 4. 2022). STEJNOMERNA
KONVERGENCE. MOCNINNE RADY. ABELOVA VETA.

e Stejnomérnd a bodovd konvergence. Necht M C R je neprazdnd
mnozinaa f: M - Ra f,: M - R, n=1,2,..., jsou na ni de-
finované funkce. Rekneme, ze f, konverguji (na M) stejnomérné
k f, symbolicky

fo = f (na M),

kdyz (e > 0)
Vedng=no(e) Ve e M: n>nyg=|fulr) — fl2)] <e€.
Pokud
VeVaxe M 3Ing=nple, xz): n>ng=|fulz)— flz)| <e,
rekneme, ze f,, konvergugi (na M) k f bodové, symbolicky
fo— f(maM).

Jinymi slovy, Vo € M : lim f,(x) = f(x). Stejnomérna konver-
gence implikuje bodovou, ale ne naopak.

Pro funkei f: M — R definujeme jeji supremovou normu || f1~
jako

I flloe = sup({|f(z)| | z € M}) € [0, +o0) U {+o0} ,

s hodnotou 400 pro shora neomezenou mnozinu { . .. }. Nasledujici
tvrzeni je jasné.



Tvrzeni 1 (kritérium =) Necht M, f a f, jsou jako vyse.
Pak
fu= f (00 M) = L 1f = full = 0.

Uloha 2 Dokazte, Ze bodovd konvergence na konecné mnoziné
M je vZdy stejnomérnd.

Uloha 3 Necht M =N a f,(z) = =. Naleznéte limitni funkci
f a rozhodneéte, zda k ni funkce f, konvergquji stejnomeérne.

Uloha 4 Nechf M = [0,1] a f.(z) := z". Naleznéte limitni
funkci f a rozhodnéte, zda k ni funkce f, konverguji steynomeérneé.

Uloha 5 Necht M = R a f,(z) = Smgl—m) Naleznéte limitni
funkct f a rozhodnéte, zda k ni funkce f,, konvergquji steynomeérné.

M, f a f, budte jako vyse. Lokdlné stejnomérnd konvergence
loc

fn k f (na M), symbolicky f, = f (na M), znamen4, ze
VaeM3Is>0: fo=fmaMn(a—4d,a+9)).

loc

Véta 6 (= zachovava spojitost) Necht M C R, f: M —
R, f,: M — R pron € N, kazdd funkce f, je spojitd a

loc

fu 25 f (na M)
Pak 1 f je spojita.

Dukaz. Necht @ € M a bud ddno € > 0. Vezmeme § > 0, Ze f,
konverguji k f na N := M N (a — §,a+ §) stejnomérné. Vezmeme
ng,zen >nyAx € N = |f(x) — fu(r)] < 3. Vezmeme libovolné
n1 > ng a pak, diky spojitosti f,,, takové &y € (0,9), ze

re€MnN(a—0dy, a+dy) (CN)=|fula)— fo,(x)] <e/3.
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Pak pro kazdé x € M N (a — dp, a + dy) (C N) mame, ze

f(a) — flz)] <
< Lf(a)'—'fhl(a)|4‘\f%l(a)‘—'fhlcr)’4‘|fﬁ1@ﬁ)‘—Qf(13|
<e/3+¢/3+¢e/3=¢

— funkce f je spojita v bodé a. O

Snadno se vidi, treba podle ulohy 4, Ze pouze bodova limita spo-
jitych funkei muze byt nespojita.

Uloha 7 Dokazte, Ze na kompakini mnozine M C R je lokdlné
stegnomeérna konvergence ekvivalentni stejnomeérné.

Uloha 8 Pro M = R wved’te priklad funkci f, f,,: M — R, Ze

loc

na M mame f, = f, ale nikoli f, = f.

Pro M C R f- M — R, f,: M - Ras, = s,(x) =
2?21 f;(z) piseme (a iikame), ze na M

loc

> fuforesp. > fuforesp. Y fu— f,
n=1 n=1 n=1

pokud na M

loc

S, = f, resp. s, = f, resp.s, — f.

Tvrzeni 9 (Weierstrassuv test) Necht M C R je neprdzdnd
mnozina, f: M =R, fo: M =R a > f,— f (na M). Pak

S h=f (na M), pokud S Fyi= 3" [ fullee < 00
n=1 n—1 1
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Dikaz. Necht > ° || fulloo < +00. Nejdifv ukdzeme, ze castecné
soucty (s,(z)) tady > fu(z) jsou na M stejnomérné Cauchyovy.
Bud ddno e. Protoze ¢dstecné soucty fady > F, jsou Cauchyovy,
existuje ng, zen >m >nyg = Fpo1+---+ F, <e. Tedy

> filx)

m<j<n

re€MANn>m>ng=|sy(x) — splr) =

< Y i< Y F<e

m<j<n m<j<n

Pro dané € nyni vezmeme index ng zabezpecujici stejnomérnou
Cauchyovost pro 5. Pak pro dané x € M vezmeme index n(x) > ny,
ze | f(z) — sp)(x)| < 5, apro kazdé n > ng je

’f(aj) - Sn(aj)‘ < ’f(:l:’) - Sn(x)(x)‘ + ’Sn(x)(x) - Sn(x>’
<ef2+e/2=¢.

Tedy > f, = f na M. O

o Mocninné rady. Mocninnd tada se stredem a € R a koefici-
enty a, € R (a proménnou z € R) je funkéni rada

o0

Z an(r —a)" .

n=0
Pro jednoduchost budeme pracovat jen s mocninnymi rfadami se
stredy v nule, takze a = 0. Polomér konvergence R MR > ooy anx”
je nezaporné realné ¢islo nebo +o0:

1

~ limsup |a,|/"

kde % = 400 a +%o = 0. S témito konvencemi plati i ekvivalentni

I/n _ 1
= =

R € [0, +00) U {400} ,

vztah lim sup |a,|



Uloha 10 Uréete poloméry konvergence MR:

o0

o (0.9)
x" x" "
g —, E — a E nla™ .
n n!
n=1 n=1

n=1

Uloha 11 Dokazte, ze MR a jeji formdini derivace

o0 0.9)
E a,x" a g na,r" !
n=0 n=1

maji stejné polomeéry konvergence.

Véta 12 (o konvergencich MR) Necht

0

F(z) = Z apx"

n=0

je MR s polomérem konvergence R. Pak pro kazdé rediné x
s || < R tada F(x) absolutné konverguje a pro |z| > R diver-
guje. Kdyz R > 0, pak na intervalu (—R, R) rada F(x) konver-
guje lokdlné stejnomérné ke svému (bodovému) souctu.

Duikaz. Necht 0 < R < +oo0 az € R s || < R. Vezmeme ¢ a d,
0<c<l1l<d zedz|/R < c<1,avezmeme ng, ze pro kazdé
n > ng je |a,|" < d/R. Pak pro kazdé n > ng je

ana"] = (Jaq] " |2])" < (d|z]/R)" < ¢"

atada ) ., ap,x" absolutné konverguje porovnanim s geometrickou
fadou 3. - " Kdyz R = 0, tak redlné z s || < R neexistuje,
a kdyz R = +oo0, tak lim|a,|"" = 0 a podle piedchoziho odhadu
mame absolutni konvergenci fady ) -, an,2" pro kazdé = € R.



Necht 0 < R < +o00 a z € R spliuje, ze |x|/R > 1. Pak

— || lim sup |a,| " = J| > 1.

R

Tedy |a,z"| > 1 pro nekoneéné mnoho n a neni splnéna nutna

lim sup |a,z" "

podminka konvergence fady ., -ga.2" (tj., Ze a,z" — 0). Kdyz
R = +o00, tak redlné = s |x| > R neexistuje, a kdyz R = 0, tak

lim sup |a,|'/" = +o00 a |a,z"| > 1 pro nekonecné mnoho n pro

kazdé x # 0.

Necht S € R splituje 0 < S < R. Pomoci Weierstrassova testu
dokdzeme, ze tada > . a,2" na intervalu [—9S, 5] stejnomérné
konverguje ke svému souctu. Skutecné, pro néjaké ¢ € (0,1) je
la,|Y"S < ¢ < 1 pro kazdé n > ng. S M = [—=S, 5] tak je

(0. @] (0. @]
D llant"loe < (Jan]'"S)" < 400
n=1 n=1
O

[ s pomoci vysledku o AK radach v minulé prednasce je tak
mozné zduvodnit néasledujici kalkul MR, dukaz z ¢asovych duvodu
preskocime.

Véta 13 (poéitiani s MR) Necht
Az) = Zanazn a B(x) = anaz”

n>0 n=>0

jsou MRy konvergujici na néjakém intervaluy I = (—a,a), kde
a > 0. Stejné oznacime 1 odpovidajici funkce:

A B: I —>R.
Pro jejich (formdlni) soucet, soucin, podil a derivaci plati ndsledugict.
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1. MR (formdini soucet)
Clz) = Z(an + by)z"
n>0
konverguje na I a pro kazdé x € I je C(x) = A(z) + B(x).
2. MR (formdlni soucin,)

n

Cla) =Y (z kbk)x

n>0 N k=0
konverguge na I a pro kazdé x € I je C(x) = A(z) - B(x).

3. Necht by # 0 a d, := —b,/by. Pak existuje b > 0, Ze MR
(formdlni podil)

S A(z)
() nz:% Cp T B(x)
1 oo o
= Z apx" Z(dlx +dox® 4 ... )"

0 n=0 n=0

konverguje na intervalu J := (—b,b) a pro kaZdé x € J je
Az

C(x) = BE@%.

4. MR (formdini derivace)

C(x) = Z na,x"
n=1

konverguje na I a pro kazdé x € I je C(x) = A'(x).

V ¢asti 3 je pouzita formalni geometricka rada:
1 (0. 9]
:Z<d1$+d2£€2—|—...)n.

n=0

1 — (diz+dox® +...)
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Uloha 14 Naleznéte koeficienty ag, a1, as a az v podilu

l—x+222+24+ ...
2 —2x + 42?2 — 623 +

2
= ag + a1 + asx +a3333+...

Uloha 15 Naleznéte koeficienty ag, a1, as a ag v soucinu

(1 -5z —222+3°+ .. ) 2—ax—a®—2>+...)

2 3
= ag+ a1 + asx” +asxr” + ...

o Abelova véta. Nejprve dokazeme jednu uzitecnou nerovnost.

Tvrzeni 16 (Abelova nerovnost) Pro i = 1,2,...,n necht
a; €C,0,ERsby>by>--->b,>0, A =a14+as+ -+ q
a A :=max(|A1], |As]|,...,|As]). Potom

n

Z aibi

1=1

<A-b.

Dukaz. Polozime Ay = b,,.1 := 0 a mame, ze
n

Z(A Az 1

1=1
n

< Z‘AiKbi— i+1 <AZ bit1)

1=1

= A-b.

— z—l—l

Véta 17 (Abelova véta) Necht



je MR s polomeérem konvergence R € (0, +00) a definugict funkci
A (=R,R) = R. KdyZrada ), ., a,R" konverguje a md soucet

S = Z a, R" |
n>0
pak je limita zleva v R funkce A(x) rovna S':

lim A(x) lim Z a,x" = Z a,R" =

z— R~ x%R_

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti (tloha 18) lze vzit R = 1. Pro
kazdé x € (0,1) akazdé n € N pak mame podle Abelovy nerovnosti
odhad

J=0
Zn
fl n 0 n n n o0
_ . _ ] J _ e
<|S a;|+ a; a;x’ | + a;x E a;x
J=0 J=0 J=0 J=0 J=0
b; b;
J J
n . m A'
= z,+ a; (1 —27)| + lim E a; x’
m—oo
j=1 J=n+1

< zp+An)- (1 —2")+ B(n) - 2"
< zZn+An)- (1 —2")+ B(n),
kde A(n) := max(| Ay, |Asl,. .., |Au]), A =3 aj,a B(n) >0
je jakékoli éislo, pro néz je | Y52, ) a;| < B(n) pro kazdé m.
Protoze ) ,; a; konverguje k .S, muzeme posloupnost cisel B(n)
vzit tak, ze lim B(n) = 0. Z téhoz duvodu existuje A > 0, Ze
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A(n) < A pro kazdé n. Rovnéz lim z, = 0. Bud nyni déno e.
Vezmeme tak velké n, ze B(n) < ¢/3 a 2, < €/3, a pak vezmeme
tak malé 6 > 0, z¢ A - (1 — (1 —9)") < /3. Pak pro kazdé
re(l1—-9,1)je

‘S — zoo:ajxj

< zZn+A-(1—-(1-=0)")+ B(n)

=0
<€+€+8—5
3 3 3
a tedy lim,_,; Z;io ajx! =S O

Uloha 18 Pro¢ miizeme v dikazu polozit R =17

Uloha 19 Odvod'te s pomoci Abelovy véty, Ze

1 1-|-1 1-|— = log 2
5371 BRGhE

(Ndavod: Tayloriv rozvoj funkce log(1 + x).)

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsou: 4, 5, 10, 14 a 19. Deadline je (do konce dne)
12. 4. 2022.

10



