MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /21
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 6 (25. 3. 2022). DUKAZ DIRICHLETOVY
VETY. EULEROVO RESENT BASILEJSKEHO PROBLEMU
A DALSI POZNAMKY. p-ADICKA CISLA (new!)

e Dukaz Dirichletovy véty. Budeme pro néj potiebovat jedno po-
mocné tvrzeni.

Tvrzeni 1 (o Dirichletové jadie) Necht n € N a

1
Jo(x) = 5 Heosz + cos(2z) + -+ - + cos(nz) .

Pak pro kazdé x € R\ {2kw | k € Z} mdme
_sin((n+1/2)x)

Julw) = 2sin(z/2)
Ddale take
1Y 1 [T 1
_/ Jn<x) dx = —/ Jn(l’) dx = -
T T T 0

Duikaz. Pro g := € (i = v/—1 a x € R) mame

1 <=
_ - j
() = 5 Z ¢
Jj=—n
protoze pro k € N se g% + ¢ rovna

cos(kx) + isin(kx) + cos(—kx) + isin(—kx) = 2 cos(kx) .
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Takze

2isin((n +1/2)z) _ sin((n + 1/2)x)
2i sin(z/2) 2sin(z/2)

Co se tyce integralu, diky ortogonalité kosinu a sint je

/W Jo = (Ju, 1) = (5, 1) + 3271 {cos(jz), cos(0z))

: = 7+04+0+---+0=m.

0 s s
/Jn+/ Jn:/ Jo=7.
—T 0 —T

Protoze J,, je souctem sudych funkci, je to suda funkce, a prvni dva

N — DO —
)
|
}_\
DO | —
)
—
~
[N}
|
QI
—_
~
[\

Tedy

integraly se rovnaji. Tedy jsou rovny 7 /2 a jsme hotovi. O

S pomoci tohoto tvrzeni se pustime do dukazu Dirichletovy véty,
kterou zopakujeme.

Véta 2 (Dirichletova) Necht
fTR—=>R

je takovd 2m-periodickd funkce, Ze jeji ziZent na interval [—m, 7]
je po castech hladké. Pak jeji Fourierova tTada Fy(x) md pro
kazdé a € R soucet

Ff(a) _ f(a + O) _|2' f(a — O) - lim, o+ f(SU) —;— lim,,_,,— f(x) |




V kazdém bodu spojitosti a € R funkce f(x) tedy jeji Fourierova
rada md soucet rovny funkcni hodnoté, Fy(a) = f(a).

Duikaz. Necht x € R. Funkci G(u) = G.(u): [-7, 7] — R defi-
nujeme jako

fa+u)—f(z-0)
2sin(u/2) Lo uE [_ﬂ-? O) )

G(u) ==
f(ztu)—f(2+0)
2sin(u/2)

tteba G(0) := 0 (na této hodnoté nezalezi). Nasledujici limitu
spocitame podle I’'Hospitalova pravidla:
— —0
lim G(u) = lim f(x+u) fx=0)
u—0- u—0- 2sin(u/2)

AL 0

u—0- cos(u/2)
Pro u — 0~ totiz mdme, at  je nebo neni délici bod a;, ze f(x +
u) — f(x —0) — 0 diky predpokladu o f. Také 2sin(u/2) — 0,
takze limitujeme neurcity vyraz %. Uplné stejné

lim G(u) = f'(x +0) .

u—0t

u e (0,7 a

Odtud vyplyva, ze funkce G(u) je na intervalu |—m, 7| omezena.
Mimo jisté prstencové okoli nuly se jmenovatel 2sin(u/2) nebliz
k nule a citatel je omezena funkce, protoze funkce f je omezena
(Woha 3). Na onom prstencovém okoli nuly omezenost plyne z
existence pravé spocitanych vlastnich jednostrannych limit. Dale
ma G(u) na [—7, 7| jen konecné mnoho bodu nespojitosti, protoze
muze byt nespojita pouze v bodech a; — x, kde a; jsou body déleni
intervalu [—7, 7| pro po ¢astech hladkou funkei f, a pripadné v nule.
Podle teorie Riemannova integralu tedy G € R(—m, ).
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Necht s, = s,(x) je n-ty céstecny soucet Fourierovy rady funkce
f v daném bodu x:

a - -
S, = 50 + ;(ak cos(kx) + by sin(kx)) ,

kde

@), cos(k) -, (F(1), sin(kt))
aj = a 0 = .

v v

Rozdil hodnot s, (z) a LU0 eperg ngs zajimd, vyjadiime

za chvili pomoci funkce G(u) jako

flx+0)+ f(x—0) (G(u), sin((n+ 1/2)u)) |

sn(®) = 2 - s

Souctovy vzorec pro sinus,

sin(a £ ) = sinacos B £ cos asin 8
(uloha 4), dava
flx+0)+ f(x —0)

sp(x) — 5 =
= 2 ((Gw) cos(u/2), sinfnu)) + (Glu)sinfu/2), cos(nu)))

Podle teorie Riemannova integralu jsou obé funkce G(u) cos(u/2)
a G(u)sin(u/2) na intervalu [—, 7] integrovatelné (tiloha 5). Podle
Riemann-Lebesgueova lemmatu (tiloha 13 minule, vyplyva z Bes-
selovy nerovnosti) tedy pro n — oo oba predchozi skalarni souciny
jdou k nule. Proto také

sn(x)—f(x—i_())—;f(x_@) — 0 pro n — o0




a véta je/bude dokazana.

Zbyva odvodit vyjadreni tohoto rozdilu pomoci G(u). Vzhledem
k linearité skalarntho soucinu a definici koeficientu ay, a b a podle
souctového vzorce pro kosinus,

cos(av + ) = cos acos 8 F sin asin 3
(Wloha 4), mame

Sn(x)

t

(/ flx+u)J )du+/oﬂf(a:+u)Jn(u)du> :

Podle predchoziho tvrzeni mame

:U—O / F(z — 0V, () du
x—i—O /f:c+0

flx+0)+ f(x —0)
2

Takze rozdil

Sn(T) —



se rovna

%(/O(f(fBJru)—f(fC—O)Jn(u)du+
+ /Oﬂ(f(:c+u)—f(x+0)¢]n(u) du) :

S S i o

nice funkce G(u) proto predchozi rozdil upravime na

52(2) f(93+0)+f(93—0)

( / : G(u) sin((n + 3)u) du+ /O ' G(u)sin((n + )u) du)

/ G(u)sin((n +1/2)u) du
(G(u Sln((n—|—1/2) >

Podle predchoziho tvrzeni je J,(u) =

1
™
1
™

Uloha 3 Dokazte, Ze kazdd po cdstech hladkd funkce
f:la, b] = R
je omezend.

Uloha 4 Odvod’te vijse zminéné souctové vzorce pro sinus a ko-
SINUS.

Uloha 5 Dokaste: f,g € R(a,b) = fg € Rla,b). (Ndvod:
pouzijte Lebesgueovu vétu.)



sin(mz)
T
ma pro kazdé x € R vyjadreni nekoneénou (Taylorovou) fadou

e Fulerovo teseni Basilejského problému. Funkce f(x) :=

Sin(7r) oy ()2 (mx)?
fo) == = L g Ty Ty

Jeji nulové body jsou presné Z \ {0}, tj. x = +1,4+2,..., a mé
hodnotu f(0) = 1. Kdyz ji rozlozime jako polynom do soucinu
linearnich faktoru, dostaneme proto vyjadreni

m—2 X 2
_ e (T T
1w =) e =11 (-5
n=1 =1 N e’
(1—x/k)(14+x/k)
Koeficient u z? je vlevo

7.‘.2-2—2 7.‘.2

(_1)2_1(2 22— 6

Vpravo je tento koeficient, po formalnim roznasobent,

=1
_Zﬁ-
k=1

Tedy

Uloha 6 V ¢em je Fuleriv argument nerigorézni?

e Pozndmka o divergentnich raddch. Rade > ay, to jest posloup-
nosti (a,) C R, lze pritadit jeji ,soucet” i mnoha jinymi zpusoby;,
nez jen jako limitu

lim s, =lim(a; +as+ -+ + ay)

7



posloupnosti castecnych souctu. Jak je popsano v knize V. S. Va-
radarajana Euler Through Time: A New Look at Old Themes,
AMS, 2006, zacal s tim jiz L. Euler, ktery treba odvodil zobecnénou
sumaci, ze

1-1/t

16
dt & 0.59637 ... .

I—11421 =31 +41 — . ,,z“/
0

Jako ilustraci uvedeme dvé sumacni metody:.

(Abel) lim Zanx =5 = Zan =

r—1—

Abelovsky soucet fady > ° ((—=1)"=1—1+1—1+... je tedy

o0

1 1
lim —1)"2" = lim = — .
r—1— RZ:%( ) r—=1-1+x 2

Jind metoda je (s, = ay +as + -+ ayp)

(0. ¢]
(Cesaro)  lim Sl =5 = Z Ay =

n—00 n

n=1

Pro 2 (=) !=1—-1+1—-1+...je(s,) =(1,0,1,0,...)
a cesarovsky soucet vychazi opét jako % Této oblasti matematické
analyzy se vénuje zajimava monografie G. H. Hardyho Divergent
Series, Oxford University Press, 1949 .

Uloha 7 Naleznéte abelovsky a cesarovsky soucet Tady

1 -2+3—-445-6+7—....

o Absolutné konvergentni ¢iselné fady. Rekneme, ze fada Y a,, =
> ay, absolutné konverguje (je to AK rada), pokud konverguje
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rada Y |an| = >207 |an|, tedy

oo
Z a,| < +oo .
n=1

Uloha 8 Dokazte, Ze kaZdda absolutné konvergenini rada kon-
verguyje.

Uloha 9 Pro které ¢ € R absolutné konverguje geometrickd
rada Y " q" ¢

Pojem (AK) rady nyn{ rozsiifme. Necht A je nekonecnd spocetnd
mnozina. Pak 7adou ), _,a, (na A) budeme rozumét kazdou
funkci a: A — R, kde pro x € A misto a(x) stale piseme a,.
Rekneme, ze tato fada je obecnd AK fada, kdyz

d¢ > 0 Vkonetnou mnozinu B C A : Z la,| < c.
reB

Nasledujici véta ukazuje, ze nova definice AK tad je ekvivalentni
puvodni definici a ze pro AK tady plati komutativni zakon.

Véta 10 (o AK Fadéch) Necht > 4

Y ven Gz Je obecna AK tada, prdve kdyz pro libovolnou bijekci
m: N — A je klasickd Tada

a, je Tada na A. Pak

B(ﬂ-) = Z b(ﬂ-)n - Z bna bn = Qr(n)
n=1 n=1

AK tada. Vsechny rady B(m) jsou pak AK a maji tyz soucet,
nezdavisly na bijekct m.

Pro obecnou AK fadu ), ,a, tak definujeme jeji soucet jako
soucet ) b, fady ) by s by := ax(y) pro libovolnou bijekei 7: N —
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A. Zndamou Riemannovu vétu, ze soucet konvergentni ale ne AK
fady lze prerovnanim vhodnou bijekei m: N — N libovolné zmeénit,
pripomeneme jen nasledujici tlohou.

Uloha 11 Uvaste radu

0

S =l lfio sty
L atrate.

n=1
Dokazte, Ze md soucet > a, = 0. Naleznéte ale permutace (bi-
jekce) m,p: N — N, Ze

Zaﬂ(n) =400 a Zap(n) = —0 .
n=1 n=1

D ved Gz @ Y, cp b, budte dvé (obecné) tady. Jejich soucin, ci

Z ab, .

(x,y)€eAxB

Véta 12 (soucin AK Fad) Necht ) . a. a)’, pb, jsou obecné
AK rady se soucty

r::ZaxGR a s::ZbyGR.

reA yeB

souctnovd rada, je rada

Pak 1 jejich soucin je obecnd AK rada a md soucet rs.

Uvedeme dvé aplikace této véty. Prvni je dukaz zakladni identity
pro exponencialni funkei.

Tvrzeni 13 (exponenciila) Pro x € R necht

X n 332 333 5134
—=1l+r+—=—+—+—+....
n! 2 6 24

n=0

exp(x) ==
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Pak pro kazdé x,y € R plati identita

exp(z +y) = exp(z) exp(y) -

Dtikaz. Skuteéné, mame rovnosti souctu rad

def = "

cel. expu

exp(z)exply) = Y =
m

00
>
| |
—~ ml < n
véta 12 "yt
B m! nl
(m,n)eN2
oo k —l
oy
— T
k=0 [=0
00 k

algebra 1 k _
el Z k_ 3 (l ) .CClyk [
bmom véta Z k'

def.:expu exp(:L' X y) .

O

Druhou aplikaci véty 12 je jeden z dukazu nekonecnosti poctu
prvocisel.

Tvrzeni 14 (prvocisel je co mnoho) MnozZina prvocisel
P:.={2, 3,5 7,11, 13, 17, 19, 23, ... }

je nekonecna.
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Dtukaz. Predpokladejme pro spor, ze mnozina P je konecna. Pak
ale mame vskutku spor:

1 1 =1
Ralll_l:HE ﬁzglﬁ:—l—%.
n=

peP D pEP k=0
——
rada R

Prvni rovnost jen pouziva vzorec pro soucet geometrické rady. Vyraz
| S0P * je konecny soucin AK fad, coz je podle véty 12
(presnéji podle jejiho rozsiteni na koneéné souciny) obecna AK rada
R se souttem rovnym soucinu souctu fad Y ;- p~*. Ale kazdé
n € N je souCinem mocnin ruznych prvocisel, takze fada R ob-
sahuje pro kazdé n € N scitanec % alespon jednou (podle Zakladni
vety aritmetiky ho obsahuje prave jednou). Tim dostavame odhad
pro soucty R > ) % Harmonicka rada % vsak diverguje, coz
dava spor. O

o Zuplnéni MPu a p-adickd ¢isla. V prednasce 2 byly zminény
soucty fad v metrickém prostoru M, = (Q, |z — y|,) s p-adickou
metrikou a navazovaly na to dvé ulohy. Problém ale je, Ze tento MP
neni uplny (a ty dve tlohy tak nemaji dobry smysl). Pro doplnéni
ted struéné popiseme ziplnéni metrickych prostorti a jeho strukturu
pro MP M,

Véta 15 (existence zuplnéni) Pro kazdy MP (M, d) existuje
MP (N, e) s ndsledujicimi vlastnostmi.

1. (N, e) je uplnyg MP, tj. kazdd Cauchyova posloupnost (a,) C
N ma limitu lim a,, € N.

2. M C N (presnéji viz nize), d =e| (M x M) (metrika d je
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restrikce metriky e) a M je hustd v N, takZe pro kazdy bod

b€ N ezistuje takovd posloupnost (a,) C M, Ze lim a, = b.
Navic kazdyj jinyg MP (N, €') s vlastnostmi 1 a 2 je izometricky
MPu (N, e).

Duikaz. (Jen nacrt.) Necht Cy; je mnozina vsech Cauchyovych
posloupnosti v (M, d) a ~ je relace ekvivalence na C; dand jako
(ap) ~ (b,) < lim d(ay,, b,) =0.

Pak polozime

N = Cy/~
a M do N vnoiime pomoci M 3 a +— |(a,a,...)] € N. Metriku e
definujeme jako

e([(an)], [(bn)]) = lim d(an, by) .
O

Toto zuplnéni muzeme pro téleso zlomki Q s p-adickou normou |-|,,
provést nasledujicim explicitnim zpusobem. Polozime

Q=" ap" | k€Z,a,€{0,1,....,p—1}, ar >0},
0, :=0p" 4+ 0p* + ... aord,(>.°7, ap™) =k, s ord,(0,) := +o0.
Tyto nekoneéné p-adické rozvoje mezi sebou séitame, odecitame,
nasobime a délime ziejmym zpusobem, s prenosy p-adickych cifer
do vyssich tadu. Napriklad
2-37'4+0-3"+2-3" 4. ) x(2-3"+2-3 1324 ...)
=(2-2)-31'4+(2-240-2)-3°+(2-14+0-242-2)-3" + ...
=431 4+4.3%46-3'+...=(1-3"+1-3YH) .37+
+(1-3%4+1-3H-3"+(2-3H -3+ ..
=1-3"+2:30+1-3" +...
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nebo

2-371+0-3"+2.3"+ . )+ 23" +2-3 4132 +..)
=231+ (04+2)-3+24+2)-3 +(..)-3F+...
=231 423" +1- 3 (14+..) 3

Déle polozime 1,, := 1-p"+0-p'+0-p*+. .. a, proa = > 7, a,p",
laly = (1/p) 0l
Téz 0,, = 0.
Tvrzeni 16 (o Q,) Algebraicka struktura
Qp = (Qp, Op, 1, +, %, |- [p)

je uplné normované téleso. Rika se mu téleso p-adickych cisel.

Q, je zuplneéni télesa zlomku Q vzhledem k p-adické normeé.

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsow: 3, 5, 7, 8 a 11. Deadline je (do konce dne)
5. 4. 2022
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