MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 5 (18. 3. 2022). RESENI BASILEJSKEHO
PROBLEMU POMOCI FOURIEROVYCH RAD

e Basilejsky problém. Ten pozadoval nalézt soucet rady
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Podle (anglické mutace) Wikipedie tento problém predlozil Pietro

Mengoli v r. 1650 a vytesil ho v r. 1734 Leonhard Euler:

7'('2

§
Problém se jmenuje podle Eulerova rodného mésta. Tam sidlil i ma-
tematicky klan rodiny Bernoulliti, kteri problém netispésné resili.

e Rady. Piipomeneme zdkladni definice z teorie (nekonecnych)
fad, aby predchozi vibec davalo smysl. Rada Y a, = > °°

n=1
je vlastné posloupnost (a,) C R, které je pritazena posloupnost

an

castecnych souctu
(sp) :=(ay+as+---+a, CR.

Pokud posloupnost (s,) ma limitu, fekneme, ze tada md soucet.
Je-li tato limita vlastni (€ R), pak fada konverguje, jinak (soucet
je +00 nebo neexistuje) diverguje. Soucet fady se oznacuje stejnym
symbolem jako Tfada sama, takze také

o
Zan:Zan =lim s, =lim(a;+as+---+ay,).
n=1
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V tlohach si zopakujeme par zakladnich vysledku o radach.

Uloha 1 (nutna podminka konvergence) Kdyz rada ) a,
konverguje, pak lim a, = 0.

Uloha 2 K dyz rada > a, md skoro vsechny scitance nezaporné,
tedy kdyz n > ng = a, > 0, pak >_ a, konverguje nebo md
soucet +00.

Uloha 3 (harmonicks fada) > i =+o0.

Uloha 4 3 —L_ =1.

(n+1)n -

Uloha 5 Dokazte pomoci predchozi ilohy, e fada 3" 1/n* v Basi-
lejském problému konverguje.

Uloha 6 (geometrickd fada) Pro kazdé q € (—1,1) je
S
n=0 - q

Uloha 7 (Leibnizovo kritérium) Kdyz a; > ay > -+ > 0

a lim a, = 0, pak vada > (=1)""a, = a; — ay + a3 — ... kon-
verquje.

Uloha 8 Odvod’te jednoduse:

1 2 _1n—1 2
Y5

e Trigonometrické rady. Jsou to rady

ao

5+ ; (an cos(nz) + by sin(nz)) |
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kde a,,, b, € R jsou koeficienty a x € R je proménna. Je to fakticky
parametricky systém rad parametrizovanych proménnou x. Nasim
cilem je odvodit vyjadteni siroké tiidy funkel f: [—m, 7] — R po-
moci trigonometrickych tad, ¢ehoz nakonec vyuzijeme k odvozeni
Eulerova reseni Basilejského problému.

Necht R(—m, ) je mnozina viech funkef f: [—m, 7] — R, které
maji na intervalu [—m, 7] Riemannuv integral. Pro f, g € R(—mn, 7)
definujeme

(f, 9) :—/ngeR

(z teorie Riemannova integralu plyne, ze kdyz f,g € R(—m,7),
pak i fg € R(—m,m)). Pfipomina to skalarni soucin:

Uloha 9 Dokazte, Ze
(fr9) =19, f), (. /) =0
a, pro a,b € R,
(af +bg, h) =a(f, h) +b{g, h) .
Ale uplné to skalarni soucin neni:
Uloha 10 Ekvivalence
(f. ) =0 < f=0

neplati.

Funkce f: R — R je 2w-periodickd, kdyz pro kazdé x € R je
flx+2m) = f(x).



Tvrzeni 11 (ortogonalita sind a kosint) Pro kazdd dvé celd
cisla m,n > 0 je

(sin(max), cos(nx)) =0 .
Pro kazZda dvé cela c¢isla m,n > 0, kromé m =n =0, je

T ... M=N a

(sin(maw), sin(nx)) = (cos(mx), cos(nx)) = { 0 ... m#n.

Konecné
(sin(0z), sin(0x)) =0 a (cos(0x), cos(0zx)) = 27 .
Dikaz. Necht m,n € Ny. Spocitdme hodnoty

Smn = (sin(ma), sin(nx)), T, = (cos(mz), cos(nx))

U = (sin(mx), cos(nz)) .
Ziejme Sy = 0, Top = 2w a Upy = 0. Necht m nebo n neni 0,
tteba m # 0 (pro n # 0 je vypocet podobny). Integrace per partes
pomoci sin(mz) = (—cos(mzx)/m) a cos(mx) = (sin(mx)/m)’
dava

Sm,n = (n/m)Tm,na Tm,n — (n/m)sm,n a Um,n = _(n/m>Un,m )

protoze prvni ¢len [...]" _ ve vzorci je vzdy nulovy, nebot ... je
2m-periodicka funkce. Prvni dvé rovnice dohromady davaji

(1 - (n/m)z)Smm =0=(1— (n/m)Q)Tm,n :

Kdyz n # m, pak odtud mame S,,,, = T}, = 0. Kdyz n = m,

2

pak vime, 7e Sy = Tym. Ale 7 identity sin*z + cos?z = 1 pro
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kazdé z € R plyne, ze té2 Sy, + T m = f:r 1 = 2m. Tedy Spm =
Thm = m. Tieti hotejsi rovnice pro m = n dava Uy = —Upm
a tedy Upm = 0. Abychom vypocetli U, , pii m # n, vyjadiime
Up.m integraci per partes opét pomoci cos(max) = (sin(maz)/m)":

Upmn = —(n/m)Up, -

Dohromady U,,.,, = (n/m)?Uy,.p a zas Uy, = 0. Shrnuto: Sy, =
Tym = mprom € N, S0 = 0 a Tpp = 2m, a vSechny ostatni
hodnoty Sy, n, Tinn & Uy, pro m,n € Ny jsou rovny nule. O

e Fourierova Tada funkce. Pro kazdou funkci f € R(—m, m) defi-
nujeme jeji kosinové FOU'm'emvy koeficienty

(f(x), cos(nx))

e /f Jcos(nx) dx, n =10, 1,

7

a stnové Fourierovy koeﬁcz’enty

(f(x), sin(nx))

T

b, =

/f ) sin(nz) dx, n =1, 2,

Fourierova tada funkce f (€ R(—m,m)) je trigonometricka rada

0,9)
Fy(x) = % + Z (ay cos(nz) + by sin(nz)) |
n=1
kde a, a b, jsou, po radé, jeji kosinové a sinové Fourierovy koefi-
cienty. Geometricky nahlizeno, pracujeme v nekonecné-rozmérném
vektorovém prostoru se (skoro) skalarnim soucinem (-, -), v némz
jsou ,souradnymi osami“ (prvky ortogonalni baze) funkce

{cos(nx) | n € No} U {sin(nz) | n € N} .



Fourierovy koeficienty dané funkce f jsou jeji souradnice na téchto
nekonecné mnoha souradnymi osach. V kontrastu s kartézskymi
soufadnicemi bodu v R" se ale zdaleka ne kazda funkce rovna souctu
své Fourierovy fady. Podminky postacujici k tomu uvedeme za chvili
v Dirichletoveé vété a jejim dusledku.

e Besselova nerovnost.

Véta 12 (Besselova nerovnost) Pro Fourierovy koeficienty
a, a b, funkce f € R(—m,m) plati nerovnost

+Z 2 1 b2) § /f2

Dikaz. Jako s, = s,(z), n = 1,2,... oznatime n-ty ¢astecny

soucet Fourierovy rady funkce f:

Sp = % + Z (ak cos(kx) + by sin(kx))
k=1

3

— (aj, cos(kx) + b sin(kx)) |
k=0

kde
arp =7 Nf, cos(kx)), by = 7 H{f, sin(kx)), k=0,1,2, ...,

ay = ao/2, ap, = aj pro k >0, by =0 a b, = by pro k > 0. Diky
linearité (skoro) skalarniho soucinu (-, -), definici ¢isel aj, b}, ag, by



a ortogonalité funkef sin(kx) a cos(kz) mame

n

(Sp, Sn) = Z ((ay)*(cos(kz), cos(kz)) + (b),)*(sin(kx), sin(kz)))

a také

(sny £) = Y (apcos(ka), f) + bi(sin(kz), f))

k=0
@G N2,
k=1
Na druhou stranu je

OS <f_3n7 f—3n>: <f7 f>_2<3n7 f>+<3n7 Sn>7
tudiz 2(sp, f) — {(sn, sn) < (f, f). Odtud pro kazdé n je

a0+2(a2 2):2<Sn7f>_<3n73n><<f7f>.

i T

Rada ¢tverctt Fourierovych koeficienti funkee f tedy konverguje a
jeji soucet je shora omezen uvedenou hodnotou. O

Uloha 13 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma) S pomoci Bes-
selovy nerovnosti dokazte, Ze pro kazdou funkci f € R(—m,m)

hm/ f(z)sin(nz dx-hm/ f(z)cos(nz) dx =0

n—o0 n—oo

(Ndvod: viz iloha 1).



e Po castech hladké funkce a Dirichletova véta. Funkce
fila,b] = R,

kde a < b jsou realnd cisla, je po cdastech hladkd, kdyz existuje
takové déleni

a=ayg< a1 <ay<---<ap=>b keN,

intervalu |a, b], Ze na kazdém intervalu (a;_1,a;), i = 1,2,...,k,
ma f spojitou derivaci f’, pro kazdé i = 1,2, ..., k existuji vlastni
jednostranné limity

fla; —0):= lim f(z) a f'(a;—0):= lim f'(x)

x%ai_ x—mi_
a pro kazdé ¢ = 0,1,...,k — 1 existuji vlastni jednostranné limity
fla; +0) = hm flz) a f'(a;+0):= hm f(z) .
LL’—>CL .’L‘%CL

Po castech hladka funkce tedy muze byt v nékolika bodech intervalu
la, b] nespojita, ale v bodech nespojitosti ma vlastni jednostranné
limity a ma v nich definované jednostranné nesvislé tecny.

Uloha 14 Je funkce f:1=1,1] = R, definovand jako f(x) =
(—2)Y3 pro x € [=1,0] a f(x) = 2'/3 pro x € [0, 1], po édstech
hladka?

Uloha 15 Je funkce signum sgn: [—1,1] = R, definovand jako
Sgn( ) = =1 pro x € [—1,0), sgn(0) = 0 a sgn(z) = 1 pro
€ (0,1], po ¢dstech hladkd?

Véta 16 (Dirichletova) Necht
ffR—=>R
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je takovd 2m-periodickd funkce, Ze jeji ziZend na interval |—m, 7|
je po cdstech hladké. Pak jeji Fourierova tada Fy(x) md pro
kazdé a € R soucet
Fla+0)+ fla—0) lim, e f(z) +lim, . f(x)
Ff(a) = = .
2 2

V kazdém bodu spojitosti a € R funkce f(x) tedy jeji Fourierova
rada md soucet rovny funkcni hodnoté, Fy(a) = f(a).

Dikaz. Priste. O

Rekneme, 7e funkece f: [a,b] — R je hladkd, kdyz mé na inter-
valu (a, b) spojitou derivaci f’ a v krajnich bodech a a b maji f(x)
i f'(x) vlastni jednostranné limity.
Dusledek 17 (o hladké funkci) Necht f: R — R je 2w-periodickd
a spojitd funkce, jejiz zizZeni na interval [—m, | je hladké. Po-
tom pro kazZdé a € R je

Fy(a) = f(a) .
Spojita a hladkda funkce se tedy rovnd souctu své Fourierovy
rady.
Dukaz. Plyne to z predchozi véty: v kazdém bodé a € R je f
spojita podle predpokladu. O

o Zpét k Basilejskému problému. Necht I C R je interval syme-
tricky vzhledem k pocatku a f: I — R . Rekneme, ze funkee f je
sudd (resp. lichd), kdyz pro kazdé x € I je f(—x) = f(z) (resp.
f(=z) = —f(z)).

Uloha 18 Nechf f € R(—m, ). Dokaste, Ze vsechny sinové

(resp. kosinové) Fourierovy koeficienty sudé (resp. liché) funkce
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f gsou nulové. Jak se zjednodusi kosinové (resp. sinové) Fou-
rierovy koeficienty sudé (resp. liché) funkce?

Spocitame Fourierovu tadu funkce f: R — R, kterd je na in-
tervalu [—, | definovand jako f(z) = 2% a pak je 2m-periodicky
rozsitend na celé R (coz je mozné diky tomu, Ze (—7)* = 72). Jej si-
nové Fourierovy koeficienty jsou nulové podle predchozi tlohy. Prvni
(vlastné nulty) kosinovy Fourieruv koeficient je (podle této ulohy)

2 [ 2m?
aoz—/ 2dx= o
™ Jo 3

(sin(nz)/n)’
—

2 s
a, = —/ r? cos(nz) dx
T Jo

Dalsf jsou (n € N)

— %[ﬁsni(rnx)]a—% 0 r sin(nx) dx
0—0=0
m 4 "
= 5l & cosinx)]@—W/O cos(nx) dx
= R v a—
.
= (=1)"—.

Protoze funkce f je spojita a na [—m, 7| hladka, podle Dusledku 17
pro kazdé¢ a € R je

o0
:%+nz:1ancos(na) —+4Z ncos(n
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Pro a = m dostavame

2 o0 n o0 2
2 . T E : n(_l) E : 1 . T
o= f(ﬂ') = ? + 4 (—1> ’]’L2 ) tedy £ E = E .

n=1

Uloha 19 Funkce f(z) je definovand na intervalu [—m, w) jako
f(z) =7 —x a je 2mw-periodicky rozsitend na R. Rozvirte ji do
Fourierovy rady.

Uloha 20 Jaky soucet nekonecné rady dostaneme z predchoziho
rozvoje (pomoci Dirichletovy véty) pro x = 5 ¢

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsow: 1, 5, 13, 14 a 18. Deadline je (do konce
dne) 29. 3. 2022.
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