MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 4 (11. 3. 2022). DUKAZ Zvalg. UPLNE
PROSTORY. BAIREOVA VETA

e n-té komplexni odmocniny. Nejprve si uvédomime, ze pii hledani
n-tych odmocnin z komplexnich ¢éisel se stac¢i omezit na liché n a na
¢isla s modulem 1, tedy lezici na komplexni jednotkové kruznici S.

Uloha 1. Dokaste pomoct poslednich dvou tloh uvedenych v mi-
nulé prednasce, Ze kdyz pro kaZdé w € S a kaZdé liché n € N
existuje v € S, Ze v" = u, pak plati nasledujici véta.

Véta 2 (n-té odmocniny v C). Komplexni ¢isla obsahuji
vsechny n-té odmocniny, tedy

VueCVneNdveC: vV=u.

Dtukaz. Podle predchozi tulohy predpokladame, ze u € S a ze
n € N je liché. Potrebujeme dokazat, ze zobrazeni

flz)=2":58—=29,
které je zrejmé spojité, je na. Pro spor predpokladejme, ze existuje
¢islo
we S\ fI5],
to jest w nema n-tou odmocninu. Vzhledem k lichosti n i —w €

S\ f1S], protoze vidy f(—z) = —f(2). Body w a —w vedeme
primku ¢ C C. Pak mame rozklad

C=AU(UB,
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kde A a B jsou oteviené poloroviny urc¢ené primkou £. Podle tlohy 3
nize to jsou disjunktni oteviené mnoziny. Podle tlohy 4 nize mame:
(AuB)NS = S\ {w,—w}, {1,—-1} C fIS]N(AUB) a |AN
{1,—1}| = 1. Mnoziny A a B tedy trhaji mnozinu f[S] a ta je
nesouvisla. To je ale spor s vétou 21 v minulé prednasce, protoze
f1S] je obraz souvislé mnoziny S (jeji souvislost jsme zduvodnili
minule) spojitou funkel f a je tedy souvisla. O

Uloha 3. Dokazte, zZe pro kazdou primku ¢ C C je C\ ¢ sjed-
noceni dvou disjunktnich otevrengych mnoZin.

Uloha 4. Nechf ¢ c C je primka jdouci pocdtkem, £ NS =
{w,—w} a A a B jsou ji urcené oteviené poloroviny. Dokazte,
ze (AUB)NS = S\{w, —w} a Ze pro kazdy bod u € S\{w, —w}
lezi body uw a —u v ruznych polorovindch A a B.

Prejdeme k druhému kroku dukazu ZVAlg: pomoci kompaktnich
podmnozin v C ZVAlg odvodime z existence n-tych odmocnin.
Pripominame, ze komplexni ¢isla C jsou MPem (C, |u — v]), ktery
je izometricky Euklidovskému prostoru (R?, es).

Uloha 5. Dokaste, e pro kazdd redlnd éisla o < o' a 8 < f8'
je obdélnik

R={a+bi|la<a<d ANB<bZF}
kompaktni mnozina

Tvrzeni 6 (redukce na n-té odmocniny). Kdyz C obsahuje
vsechny n-té odmocniny, pak plati Zvalg a kaZdy nekonstantni
komplexni polynom md koren.



Dukaz. Necht
p(2) =ag+aiz +ag2® + -+ +a,2"

je nekonstantni komplexni polynom, tedy n € N, a; € C a a,, # 0.
Funkce

f(z):=1p(z)]: C =0, 400) C C
je patrné spojitd. Dokazeme, ze f(u) = 0 pro néjaké u € C. Pak
i p(u) =0 a u je koren polynomu p(z).
Nejprve dokazeme, ze f nabyva na svém definicnim oboru C
nejmens{ hodnotu f(u), a pak, ze nutné f(u) = 0. Necht redlné
¢islo K > 0 je tak velké, ze

> Jag| Z! ol < 100

Potom pro z € C mame odhad, ze

Kn‘an‘

o> K = 1) = 1p(a) 2 el (Jad = S ol )

J=0

> |ao| = [p(0)] = f(0) .
Definujeme obdélnik
R={a+bi| —K<a,b<K}CC.

Patrné z € C\ R = |z] > K. Podle véty 15 ve druhé prednasce
(princip maxima) a ulohy 5 existuje u € R, ze f(u) < f(v) pro
kazdé v € R. Protoze ale 0 € R, je f(u) < f(0) a podle hotejstho
odhadu mame vlastneé, ze

VoeC: f(u) < f(v)
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a f tak v u nabyva nejmensi hodnotu na svém celém definicnim
oboru C.

Dokazeme, ze f(u) = 0. Za tim tcelem vyjadiime polynom p(z)
podle tlohy 7 ve tvaru

p(z) = bi(z—u)
=0

kde b; € Cab, = a,. V tomto vyjadieni tedy f(u) = |p(u)| = |by|.

Pro spor predpokladame, ze f(u) = |by| > 0. Nalezneme prvni
nenulovy nekonstantni koeficient v polynomu p(z) a napiseme p(z)
jako
o k k+1 n
p(2) =bo+ br(z — w)" + bpyr(z —w)"™ + -+ bz —u)" |
a(2)

kde g € Clz], k € N, by # 0 a by # 0. Pouzijeme predpoklad o
n-tych odmocninach a vezmeme o € C, ze

Je jasné, ze pro z — u je q(z) = o((z — u)¥), tedy Ze

lim ¢(2)(z —u)™" =0 .

Z—U

Muzeme tedy vzit takové realné 6 € (0, 1), ze pro

vi=u-+du
je
b
o)) < ot 20



Pak dostavame spor, ze f(v) < f(u):

f(v) = |p(v)] = [bo + bra*8" + g(v))]
TS (1= ) +q(v)]
A-ové ner. a mult. |- | f

< [bol(1 = 6%) + |q(v)|

TS = 6t2)

de(0,1)
< |bo| = f(u) .

Tedy f(u) =0a p(u) = 0. O

Uloha 7. Dokazle, Ze pro kazZdé n € Ny a kazZdd komplexni ¢isla
ag, ai, ..., a, au existuji takovda komplexni ¢isla by, by, ..., b,, Ze
b, = a, a plati rovnost polynoma

Zajz] Zb z—u)’

o Uplné mnoziny a uplné MPy. MP (M, d) je uplny, je-li kazda
Cauchyova posloupnost (a,) C M konvergentni. Cauchyova po-
sloupnost (a,) spliuje, ze

Vedng: m,n>nyg= dany, a,) <€ .
Mnozina X C M je uplnd, je-li podprostor (X, d) aplny.

Uloha 8. Necht (M,d) je MP o« X C Y C M. Dokaste, e
mnozina X je uplnd v MPu (Y, d), pravé kdyz je iplnd v MPu
(M, d).

Uloha 9. Dokazte, Ze kartézsky soucin
(M x N, dxe)

5



uplnych MP4u (M, d) a (N, e) je uplny MP.
Zakladnim prikladem uplného MPu je Euklidovsky prostor

(Ra 61) - (Rv ’33 - yD 3

ktery je uplny diky tomu, ze posloupnost (a,) C R je konvergentni,
prave kdyz je Cauchyova. Podle tlohy 9 jsou vSechny Euklidovské
prostory (R" e,), n € N, uplné. Mnoho tplnych MPu sestrojime
pomoci nasledujiciho jednoduchého vysledku.

Tvrzeni 10 (tplnost uz. podprostoru). V kazdém dplném
MPu (M, d) je kazdd uzaviend mnozina X C M iplnd.

Dukaz. Necht (a,) C X je Cauchyova posloupnost v uzaviené
mnozine X C M v uplném MPu (M,d). Tedy existuje a :=
lim a, € M. Protoze X je uzaviena mnozina, je a € X (uzaviené
mnoziny jsou uzaviené i na limity). Takze mnozina X je uplna. O

Uloha 11. Nechf X C M je kompaktni mnoZina v MPu (M, d).
Dokazte, Ze X je uplna.

Uloha 12. Uved'te priklad uplné a nekompakini mnoziny X C
R v FEuklidovském MPu (R, eq).

Uloha 13. Rozhodnéte, zda v MPu (M, d) plati ndsledugici im-
plikace

1. X C M je uplnd mnozina = X je uzavrend.

2.X CMaY C M jsou uplné mnoziny = X UY je uplna
Mnozina.



3. X CMaY C M jsou uplné mnoziny = X NY je uplnd
mnozina.

4. X C M je uplnd mnoZina = X je omezend.
5. X C M je konecnd = X je uplnd.

e Baireova véta. Hlavnim vysledkem o uplnych MPech je, vedle
uplnosti konkrétnich MP1, Baireova véta: tiplny MP neni spocetnym
sjednocenim fidkych mnozin. Mnozina X C M v MPu (M, d) je
ridkd (v M ), pokud

Vae MVr>03dbe M ds5>0:
B(b, s) C B(a, ") ANB(b, s)N X =1 .

Kazda koule v MPu (M, d) tedy obsahuje podkouli disjunktni s X.
Podobné mnozina X C M v MPu (M, d) je hustd (v M ), pokud

Vae MVYr>0: Bla,/)NX #£0.
Kazda koule v MPu (M, d) tedy obsahuje prvek mnoziny X.

Uloha 14. Necht (M,d) je MP a X C M je podmnozina.
Dokazte ekvivalenci:

X je husti <= Yae M d(a,) C X : lima,=a.

Tvrzeni 15 (hustota a spojitost). (M, d), (N, e) jsou MPy,
X C M je husta v M a

f,g: M — N

gsou spojitd zobrazeni s f | X = g| X (zuZeni obou zobrazeni na
mnozinu X se shoduji). Pak f = g.

7



Dukaz. Necht a € M je libovolny bod. Protoze X je hust4, podle
predeslé ulohy existuje takova posloupnost (a,) C X, ze lim a, =
a. Pomoci Heineho definice spojitosti funkce a predpokladu o f a g
mame, ze

f(a') = lim f(an) = lim g(an) - g(a)°
Tedy f =g. O

Uloha 16. Dokazte, Ze konecné sjednoceni ridkych mnozin je
ridkd mnozina. UkazZle na prikladu, Ze to obecné neplati pro
spocetnd sjednocent.

Uloha 17. Dokazte, Ze prunik dvou hustych mnozin, z nichz
jedna je otevrend, je hustd mnozina. UkaZte na prikladu, Ze to
obecné neplati, vynechame-li predpoklad otevrenosti.

Pro a € M a redlné r > 0 wzavrenou kouli B(a,r) v MPu
(M, d) rozumime mnozinu

B(a,r)={x e M |d(a, z) <r}.

Uloha 18. Ka#dd uzaviend koule B(a,r) je uzaviend mnozina
a zZe pro kazdé a € M a kladné r,s € R sr < s je

B(a, r) C B(a, s) .
Véta 19 (Baireova). Necht (M, d) je 1iplng MP a

M—QXn.

Pak nektera mnozina X, neni ridka. Jinak receno, Zadny uplny
metricky prostor nent spocetnym sjednocenim ridkiych mnozin.
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Dtukaz. Pro spor predpokladame, ze vsechny mnoziny X, jsou

ridké. Sestrojime posloupnost (B,,) do sebe vnorenych uzavienych
kouli, jejichz stredy konverguji k bodu a € M lezicimu mimo
vsechny X,,, coz je pochopitelné spor.

Necht B(b,1) C M je libovolnd koule. Protoze X je i{dkd
mnozina, existuje a3 € M a sy > 0, ze B(ay,s1) C B(b,1)
a B(ay,s1) N X1 = 0. Polozime

B(ay, r1) :== B(ay, min(sy/2, 1/2)) .
Pak B(ai,r) C Blai, s1), tedy Bla;,r)NX; =0, ar <1/2.

Necht jsou uz definované takové uzavirené koule

B(ay, r1) D Blag, m9) D -+~ D Blay, ) ,

zeproi=1,2,...,nje Bla;,r;)NX; = 0 ar; <27 Protoze X,
je ridkd mnozina, existuje a,.1 € M a s,411 > 0,7e B(ay11, Sna1) C
B(an, ) a B(apy1, Sni1) N X1 = 0. Polozime
E(CLTH_l, Tn_|_1) = E(CLTH_l, min(8n+1/2, 2—71—1)) .
Pak
B(an+17 Tn—i—l) C B(an; Tn) M B(an—i—l; Sn—i—l) 3

tedy 1 E(anﬂa Sn+1) M Xn+1 - ®7 a T'n41 < 2—n—1.
Posloupnost (a,) C M stredi vyse definovanych uzavienych
kouli je Cauchyova, protoze

_ _ 1
m >n = Blan, ) C Blay, r,) atedy d(ay, a,) < r, < TR

Pouzijeme tiplnost MPu (M, d) a vezmeme limitu
a:=lima, € M.
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Protoze m > n = a,, € B(a,,r,) a podle tlohy 18 je kazd4
B(ay, ry) uzaviena mnozina, lezi limita a v kazdé uzaviené kouli
B(ay,ry) atedy v zadné z mnozin X,,, coz je spor. O

Baireova véta mé fadu aplikaci, z nichZ si ted uvedeme jen jednu.
Bod a € M v MPu (M, d) je izolovany, pokud

dr >0: B(a,r)={a}.
Uloha 20. Dokaste, ze v MPu (M, d) plati:
a € M neni izolovany bod <= {a} C M je ridkd mnoZina .

Disledek 21 (o tplném MPu). Kazdy uplng MP (M, d) ne-
obsahujici izolované body, je mespocetny.
Diukaz. Pro spor necht je mnoZina M spocetné. Pak ale
M = J{a}
aceM

je spocetné sjednoceni a protoze kazda mnozina {a} je podle pred-
chozi ulohy ridka, dostali jsme spor s Baireovou vétou. O

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsou: 7, 11, 13, 16 a 20. Deadline je (do konce
dne) 22. 3. 2022.
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