MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 3 (4. 3. 2022). KOMPAKTNOST
A SPOJITOST. HEINE-BORELOVA VETA. SOUVISLE
MNOZINY. ZAKLADNI VETA ALCEBRY
o Kompaktnost a spojitost. Nejprve ovérite, ze restrikce spojité
funkce na podprostor je spojita funkce.
Uloha 1. Necht (M,d) a (N, e) jsou MPy, X C M je neprdzdnd
mnozina a f: M — N je spojita funkce. Pak 1 ziZeni
fIX: X =N, X>a— f(a) €N,
definované na podprostoru (X, d) je spojitd funkce.
V minulé prednasce jsme se setkali se dvéma ekvivalentnimi verzemi
spojitosti funkee: (i) klasickou v e-d tvaru a (ii) Heineho zalozenou

na limitach posloupnosti. Nyni zavedeme treti ekvivalentni definici
spojitosti, tak zvanou topologickou spojitost.

Tvrzeni 2 (topologickd spojitost). Necht f: M — N je
zobrazeni mezi MPy (M, d) a (N,e). Potom (OM je zkratka pro
,oteviend mnozina“)

f je spojité <—
VOMACN: fHA={xc M| f(x) € A} C M je OM .

Dukaz. Implikace =. Necht je f spojité v -0 smyslu, A C N je
oteviend mnoZina a a € f~1[A]. Tedy f(a) € A a existuje € > 0,
7e B(f(a),e) C A. Tedy existuje 6 > 0, ze

flB(a, §)] C B(f(a),e) C A.
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Tedy B(a,d) C f~'[A] a f~![A] je oteviend mnozina.

Implikace <. Necht je f spojitd v topologickém smyslu, a € M
a € > 0. Protoze koule B(f(a),e) C N je oteviend mnozina, je
f7YB(f(a),e)] oteviend mnozina. Protoze a € f~1[B(f(a),¢)],
existuje & > 0, ze B(a,d) C f~YB(f(a),e)]. To ale znamen4, 7e

fB(a, 9)] € B(f(a), €) .

Takze f je spojita v e-0 smyslu. O

Uloha 3. Dokazte tuto ekvivalenci s uzavrenymi mmnoZinami
misto otevrenych.

Topologickou definici spojitosti zobecnime na podprostory.
Uloha 4. Necht (M,d) a (N,e) jsou MPy, X C M a f: X —
N. Potom (OM je opét , oteviend mnoZina“)
f je spojité zobrazent, definované na podprostoru (X,d) <
> YVOMACNIOMBCM: f'[A]=XNB.

Dokéazeme, Ze spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni
mnozina.

Tvrzeni 5 (spojity obraz kompaktu). Necht (M, d) a (N, e)
jgsou MPy, X C M je kompaktni mnozina a

f: X—=N
je spojitd funkce. Pak obraz f|X] C N je kompaktni mnoZina.

Duikaz. Necht (a,) C f[X] je libovolnd posloupnost. Vezmeme
posloupnost (b,) C X s f(b,) = a, a vybereme v ni konvergentni
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podposloupnost (by,,) s lim b,,, = b € X. Z Heincho definice spo-
jitosti mame, ze

lim a,,, =lim f(by,,) = f(b) € f]X].

Dostali jsme konvergentni podposloupnost posloupnosti (a,,) s limi-
tou v f[X]. Tedy f[X] je kompaktni. O

Uloha 6. Na prikladu ukazte, Ze vzor kompaktni mnozZiny spo-
qitou funkci nemusi byt kompaktni mnozina.

Jind uzitecna vlastnost kompaktnich mnozin je nasledujici.
Tvrzeni 7 (spojitost inverzu). Necht
f: X —>N

je prosté spojité zobrazent z kompaktni mnoziny X C M v MPu
(M, d) do MPu (N, e). Potom inverzni zobrazent

X=X

je spojité.

Dukaz. Pouzijeme verzi topologické definice spojitosti v uloze 3.
Potiebujeme dokéazat, ze pro kazdou mnozinu A C X, ktera je
uzaviend v podprostoru (X, d), je jejl vzor (f~1)7HA] = f[A] C
fIX] zobrazenim f~! uzaviend mnozina v podprostoru (f[X], e).
Podle jedné z uloh v minulé prednasce vime, ze A je kompaktni (je to
uzaviena mnozina v kompaktnim prostoru). Podle predeslého tvr-
zeni vime, ze f[A] je kompaktni mnozina v podprostoru (f[X], e).
Tedy, podle tvrzeni v minulé prednasce, je f[A] uzaviend v tomto
podprostoru. O



e Homeomorfismy MPu. Zobrazeni f: M — N mezi MPy (M, d)
a (N, e) je jejich homeomorfismus, je-li f bijekce a jsou-li fa f~!
spojita zobrazeni. Existuje-li mezi (M, d) a (N, e) homeomorfismus,
jsou tyto prostory homeomorfni.

Uloha 8. Popiste homeomorfismus mezi Fuklidovskymi pro-
story (0,1) CR a R.

Uloha 9. Necht I :=[0,27) C R je Euklidovsky prostor, stejné
jako jednotkova kruznice

S ={(x,y) eR*|*+¢y* =1} C R*.

Je zobrazeni I > t — (cost,sint) € S homeomorfismem obou
prostoru?

Uloha 10. Necht (M, d) a (N, e) jsou homeomorfni MPy. Je
pravda, Ze M je kompakini <= N je kompakini a Ze M je
omezeny <= N je omezeny?

e Heine—Borelova véta. Tato véta podava charakterizaci kom-
paktnich mnozin v MPech pomoci otevienych mnozin. Rekneme,
ze podmnozina A C M MPu (M, d) je topologicky kompaktnt,
pokud pro kazdy systém otevienych mnozin {X; | i € I} v M
plati:

UXi > A = 4 konecnd mnozina J C I : UXi O A.

iel ieJ
Rekneme: kazdé oteviené pokryti mnoziny A md konecné pod-

pokryti“. Dokazeme, ze tato definice kompaktnosti je ekvivalentni
puvodni definici.



Véta 11 (Heine—Borelova). PodmnozZina A C M metrického
prostoru (M, d) je kompaktni, prdvé kdyz je topologicky kom-
paktni.

Dikaz. Bez ujmy na obecnosti muzeme vzit A = M (tloha 12).
Dokézeme implikaci =. Necht (M, d) je kompaktn{ MP a

M =X
iel
je jeho oteviené pokryti, takze kazda X; je oteviend. V systému
{Xi|iel}
nalezneme konecéné podpokryti. Nejprve dokazeme, ze

V9 > 0 3 koneéna mnozina Ss C M : U B(a, §) = M .
ac€S;
Kdyby to tak nebylo, pak by existovalo 6y > 0 a posloupnost (a,,) C
M, 7ze m <n = d(anm,a,) > . Ve sporu s predpokladanou kom-
paktnosti mnoziny M tato posloupnost nema konvergentni pod-
posloupnost. Skuteéné, kdyby (negujeme hotejsi tvrzeni o d a Sy)
existovalo dp > 0, ze pro kazdou koneé¢nou mnozinu S C M je

M\UaESB(a7 50)7&(97
pak —mame-li jiz definované body a1, as, ..., a, s d(a;,a;) >
pro kazdé 1 < i < j < n—vezmeme a,+1 € M \ J:_, B(a;, dp)
a a,.+1 ma od kazdého bodu aqy, a9, ..., a, vzdalenost alespon d.
Tak definujeme celou posloupnost (ay,).
Pro spor nyni predpokladejme, ze hotejsi oteviené pokryti mnoziny

M mnozinami X; neméa konecné podpokryti. Tvrdime, ze odtud
vyplyva, ze (konecné mnoziny Sy jsou definované vyse)

VneN3b, €85, Viel: Bb,1/n) ¢ X;.

5



Kdyby to tak nebylo, pak (negujeme predchozi tvrzeni) by existo-
valo ng € N, Ze pro kazdé b € S, existuje 4y € I, ze B(b,1/ny) C
Xi,. Pak ale, protoze M = Ub€S1/n0 B(b,1/ng), davaji indexy J =
{iv | b€ S/} C I ve sporu s predpokladem konecné podpokryti
mnoziny M.

Na samostatném radku uvedené tvrzeni o n a b, tak plati a lze
vzit posloupnost (b,) C M. Podle predpokladu ma konvergentni
podposloupnost (b, ) s b := lim by, € M. Protoze X; pokryvaji
M, existuje 7 € I, ze b € X;. Diky otevienosti X; existuje r >
0, ze B(b,r) C Xj. Vezmeme tak velké n € N, ze 1/k, < r/2
a d(b,by,) < /2. Pro kazdé x € B(by,,1/k,) pak podle A-ové
nerovnosti mame, ze d(z,b) < d(z, by, )+d(bg,,b) < r/2+r/2 =r.
Tedy

B(by,, 1/k,) C B(b, r) C X, ,

ve sporu s hofejsi vlastnosti bodu b,,. Predpoklad, Ze konecné pod-
pokryti neexistuje, vede ke sporu. Proto pokryti M mnozinami X,
1 € I, ma konecné podpokryti.

Dokazeme implikaci <=, coz je lehéi. Predpokladame, ze kazdé
oteviené pokryti mnoziny M ma konecné podpokryti a odvodime
z toho, ze kazda posloupnost (a,) C M ma konvergentni podpo-
sloupnost. Nejprve ukazeme, ze predpoklad

Vbe M 3r,>0: My:={neN]|a,e€ B(b, r)} je konetna

vede ke sporu. Z pokryti M = (J,c,, B(b, 1) bychom totiz vybrali
koneéné podpokryti dané konecnou mnozinou N C M a nahlédli,
ze existuje ng, ze n > ng = a, & Uy B(b, 13), protoze mnozina
indext J,cy Ms je konecna (je to konecné sjednoceni konecnych
mnozin). To je ale spor, protoze | J,.y B(b,75) = M. Predpoklad
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tedy neplati a naopak (negujeme ho) je pravda, ze

beMVr>0: M, ={n€ N |a, € B(br)} jenekonetns .
Ted uz lehce 7 (a,,) vybereme konvergentni podposloupnost (ay,)
s limitou b. Necht uZ jsme definovali indexy 1 < k; < kg < -+ <
Ky, ze d(b, ay,) < 1/iproi=1,2,...,n. Mnozina indextt M /(41
je nekonecna, takze muzeme zvolit takové k,.1 € N, ze k,.q1 >
kn a kpyr € Myjgq). Pakid(b,a,,,) < 1/(n + 1). Takto je
definovana podposloupnost (ay, ) konvergujici k b. O

Uloha 12. Pro¢ mizeme v predchozim dukazu vzit A = M?
o Souvislé mnoziny a MPy. Podmnozina X C M v MPu (M, d)
je obojetnd (anglicky clopen), je-li soucasné oteviena i uzaviena,
jako jsou napiiklad mnoziny () a M. Prostor M je souvisly, nema-li
netrividlni (ruznou od @) a M) obojetnou podmnozinu. Jinak, ma-li
M obojetnou podmnozinu X C M s X # 0, M, je M nesouvisly.
Podmnozina X C M je souwisld, resp. nesouwvisld, je-li podprostor
(X, d) souvisly, resp. nesouvisly.

Uloha 13. Které konecéné mnoziny X C R v Euklidovském
prostoru R jsou souvislé?

Uloha 14. Je mnogina X C R? v Euklidovské roviné R?, dand
jako

X = ({0} x [-1, 1)) U{(t, sin(1/t)) |0 <t < 1},
souvisla?

Necht (M, d) je MP a X, A, B C M. Rekneme, 7e mnoziny A
a B trhaji mnozinu X, pokud A a B jsou oteviené a

(X CAUBIAN(XNAADAXNBAN(XNANB=0).
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Uloha 15. Dokazte, ze X C M je nesouvislda mnozina v MPu
(M, d), pravé kdyz existuji mnoziny A, B C M, které ji trhay.

Uloha 16. Necht (M,d) je MP a A, B C M jsou takové sou-

vislé mnoZiny, Ze AN B # (). Dokazte, Ze pak je mnozina AU B
souvisla.

o Zdkladni véta algebry (Zvalg). Dokazeme ji pomoci kompaktnich
a souvislych mnozin v MPu C.

Véta 17 (Zvalg). Kazdy nekonstantni komplexni polynom md
koren, tedy
(nZl)/\(aO, at, - .., CI’?IE(C)/\(a%;éO):>
=3JaecC: Y7 jajo! =0.
K tomu ale musime jesté odvodit nékolik vysledku o souvislych
mnozinach. Z pohledu kompaktnich mnozin jsme uz pripraveni: MP
C = (C, |u — v]) je vlastné Euklidovsky prostor (R?, ey) a X C C
je kompaktni, pravé kdyz X je uzaviena a omezena.

Redlnou osu R bereme jako obsazenou v C a nejprve dokazeme,
ze kazdy interval |a,b] C R C C je souvisla mnozina v MPu C.

Véta 18 (souvislost intervali). Kazdy interval [a,b] C C,
kde a,b € R a a < b, je souvisld mnozina.

Dikaz. Necht pro spor A, B C C jsou oteviené mnoziny, které
trhaji interval |a, b] (iloha 15). Lze predpokladat, ze a < b a ze
a € Aabe B (uloha 19). Uvazime ¢islo

c:=sup({x € [a, b] | z € A}) € [a, b] .

Pak ¢ € AU B. Pokud ¢ € A, je ¢ < b. Z otevienosti A plyne, ze
kazdé ¢’ s ¢ < ¢ < b a dostatecné blizké k ¢ lezi v A. To je ale spor
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s tim, Ze ¢ je horni mez mnoziny A N |a, b]. Pokud ¢ € B, je a < c.
Z otevienosti B plyne, ze kazdé ¢’ s a < ¢ < ¢ a dostateéné blizké
k ¢ lezi v B, tedy mimo A. To je ale spor s tim, Ze ¢ je nejmensi
horni mez mnoziny A N |a, b]. O

Uloha 19. Pro¢ lze v dikazu predpokladat, 2e a € A a b€ BY?
Uloha 20. Dokaste ekvivalenci
mnozina X C R je souvisla <= X je interval .

Stejné jako kompaktni mnoziny se i souvislé zachovavaji spo-
jitymi zobrazenimi.

Véta 21 (souvislost a spojitost). Necht f: X — N je spo-
Jité zobrazeni ze souvislé mnoziny X C M v MPu (M,d) do
MPu (N, e). Potom

fIXI={fz)|ze X} CN
je souvisld mnozina.

Dukaz. 7 nesouvislosti f[X] odvodime nesouvislost X. Necht
oteviené mnoziny A, B C N trhaji mnozinu f[X]. Podle tlohy 4
existuji oteviené mnoziny A’, B’ C M, ze

FUAl=XNA a fYB]l=XNB .

Lehce se vidi, Ze mnoziny A" a B’ trhaji mnozinu X a ta je tedy
nesouvisla. O

Ted uZ snadno dokdzeme, Ze komplexni jednotkovd kruzinice
S={2eC||z|=1}cC
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je souvisla mnozina. Nejjednodussi (ve skutecnosti tiplné ne) je vzit
spojitou funkei f(t) = cost +isint: I .= [0, 27| — C. Pak

S = fl

a S je souvisla diky obéma predchozim vétam. Fakticky to neni
uplné nejjednodussi vzhledem k tomu, Ze pouzité transcendentni
funkce sin a cos maji definice (a odvozeni pottebnych vlastnosti),
které nejsou vubec jednoduché. Muzeme se jim vyhnout tak, Ze
misto f vezmeme dvé spojité funkce f* f~: I = [-1,1] —» C
definované jako

ffit) =t+iv/1—1t2 a f7(t)=t—ivV1—t2.
Pak
S=fruju f[I]
a S je souvisla diky obéma predchozim vétam a tloze 16.

Ted uZz se mizeme pustit do prvniho ze dvou kroku dukazu
ZVAlg. Dokazeme v ném, ze C obsahuje vsechny n-té odmocniny
pro n € N; opét bez pouziti sinu a kosinu. Dva specialni pripady
tohoto faktu vam necham jako tlohy.

Uloha 22. Dokazte, Ze pro kazZdé nezdporné x € R a kaZdé
n € N existuje nezaporné y € R, Ze y" = x.

Uloha 23 (druhi odmocnina v C). Ya+ bi € C mdme pro
vhodnou volbu znamének v redalnych cislech

N N
+ a d:==+ :
V2 V2

Ze (c+ di)* = a + bi. Jakd je presné tato volba znamének? Jak
byste tyto vzorce odvodili? (Ovérit jejich sprdavnost je lehké.)

C =
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Véta 24 (n-té odmocniny v C). Komplexni c¢isla obsahuji
vsechny n-té odmocniny, tedy

YVueCVneNdveC: vV"=u.

Tuto vétu ale dokazeme az priste, kdy také dukaz Zvalg dokoncéime
druhym krokem zalozenym na kompaktnich mnozinach.

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsou: 4, 9, 13, 14 a 23. Deadline je (do konce
dne) 15. 3. 2022
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