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prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 2 (25. 2.2022). OSTROWSKIHO VETA.
KOMPAKTNI MNOZINY A MPy

e Ostrowskiho véta. Na libovolném télese F' mame trividlni normu.
Je to funkce || - || s ||Op]| =0 a ||z|| =1 pro x # Op.

Uloha 1. Dokazte, Ze trividlni norma je norma.

Z obvyklé absolutni hodnoty |-| na Q, R a C dostaneme umocnénim
spoustu dalsich norem

Uloha 2. Dokazte, ze pro ¢ > 0 je | - | norma (na Q, R a C),
prave kdyz c < 1. Tuto normu nazveme modifikovanou absolutni
hodnotou.

Pro @ € Q a prvocislo p je kanonickd p-adickd norma || - ||,
definovana jako
—ordy(a)

el = p ,
to jest v obecné p-adické normé | - |, klademe ¢ := 1/p.
Uloha 3. Nechf M :={2,3,5,7,11,... }U{co} a || || :=| - |

(obycejnd absolutni hodnota). Dokazte pro kazdé nenulové ¢islo
a € QQ soucinovou formuli

[T lal,=1.

peM

Uloha 4. Necht ||-|| je netrividgini norma na télese Q. Dokazte,
Zedn eN: n>2A|n| # 1.



Uloha 5. Dokazte, Ze pro kazZdd dvé nesoudélna cisla a,b € Z
existugi cisla c,d € 7, Ze

ac+db=1

Véta 6 (A. Ostrowski, 1916). Necht ||-|| je norma na télese
raciondlnich cisel Q. Nastdvd pravée jedna ze tri nasledujicich
mozZnosti.

1. Je to trivialni norma.

2. Existuje redlné c € (0,1], Ze ||z] = |x|°.
3. Existuje redlné ¢ € (0,1) a prvocislo p, Ze ||z| = |x|, =
Cordp(x).

Modifikovand absolutni hodnota a p-adické normy jsou tedy je-
diné netrivialni normy na télese raciondalnich cisel.

Diuikaz. Necht || - || je netrividlni, neni tvaru 1. Pak diky tloze 4
existuje n € N\ {1}, Ze ||n|| # 1. Mdme dva pripady.

1. Ezistuje n € N, Ze ||[n|| > 1. Jako ng oznacime nejmensi
takové n. Patrné ng > 2 a

I<m<ny=|m|<1. (1)
Existuje jednoznacné realné cislo ¢ > 0, ze
In0]| = ng - (2)
Kazdé n € N lze pri zakladu ng zapsat jako

n:a0+a1n0+a2ng+-~+asn3, kde
a;, s €Ny, 0<a;,<ng a as#0.
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Pro ng = 10 se jedna o obvykly zapis v desitkové soustave. Takze

In|] = ]]ao—l—alno+a2n(2)+---+a3n8\|

A-ner. a multipl. || - ||

< > i—o lajll - lInoll’
rov. (1) a (2) 5 je U i
< ijo ny < ng’ )iz (1/n)
ny<n .
< n‘C, kde C :=> 7, (1/n§)" .
Tedy
Vn eNy: |n]| < Cnc. (3)

Tato nerovnost ve skutecnosti plati dokonce s C' = 1. Pro kazdé
m,n € N multiplikativita normy a nerovnost (3) davaji

In]™ = ™[] < €' (n™)" = C (0" .

Vezmeme-li zde m-tou odmocninu, dostaneme ||n|| < CY™n¢. Pro
m — oo mame C'/™ — 1. TakZe skutecné

VneNy: ||n]| <nf. (4)

Podobné odvodime opacnou nerovnost ||n|| > n¢ n € Nj. Pro
kazdé n € N horejsi zapis cisla n pti zakladu ng dava

ngtt >n>nj .
Podle A-ové nerovnosti mame
[nol™ = |lng ™ || < |nll + Ing™" —nl| -
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rov. (2) a (4) sil)e
Inll > ol =gt =nll > ey = (gt — )
"IN (Do el sve . (st1) 1\°
>z 0y — (ng" —ng) = ny (1_( _n_o))
n8+1>n ¢
> nC', kde C":=1-— (1 — n%) > 0.

Trik s m-tou odmocninou opét dava
VneNy: ||n]| >nf

a tedy
VneNy: [[n|| =n°.

7Z multiplikativity normy dostavame ||x|| = |x|° pro kazdy zlomek
xr € Q. Podle tlohy 2 je ¢ € (0, 1]. Takze plati pripad 2 Ostrowskiho
vety.

2. Zbyva pripad, kdy pro kazdé n € N je ||n|| < 1 a existuje
n €N, Ze ||n]| < 1. Necht ng je nejmensi takové n, opét ng > 2.
Tvrdime, ze ng = p je prvocislo. Kdyby totiz ng mélo rozklad ng =
ning sn; € Z al < ny,ng < ng, dostali bychom spor

L> [lnol| = lnane| = lnall - fInofl = 1-1 =1,

kde jsme pouzili multiplikativitu normy a to, ze ||m|| = 1 pro kazdé
m € Ns1<m < ng. Ukdzeme, ze kazdé jiné prvocislo ¢ # p ma
normu ||g|| = 1. Pro spor necht ¢ # p je dalsi prvocislo s normou
lg|] < 1. Vezmeme tak velké m € N, ze ||p||™, ||q||™ < 1. Podle
vysledku z elementarni teorie ¢isel v tloze 5 existuji cela cisla a a b,
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ze aq" + bp™ = 1. Znormovani této rovnosti dava spor:

1 1
L= (100 = flag™ 05" < llall-lall™+ bl [p™ < 154105 =1

Zde jsme vyuzili trojuhelnikovou nerovnost, multiplikativitu normy
a to, ze nyni ||a|| < 1 pro kazdé a € Z.

Tedy ||q|| = 1 pro kazdé prvocislo ¢ ruzné od p. Odtud pomoci
multiplikativity normy a rozkladu nenulového zlomku x na soucin
mocnin prvocisel dostavame vyjadieni

[T @@= T lal" = |p|st

q=2,3,5,. q=2,3,5,.
), kde ¢ = = |lpll € (0, 1)

lzll =

Téz ||0]] = %) = ¢> = 0. Dostali jsme pifpad 3 Ostrowskiho
vety. O

Piedchozi dukaz je pfevzaty z knihy

N. Koblitz, p-adic Numbers, p-adic Analysis, and Zeta-Functions,
Springer-Verlag, New York, 1984.

Ta obsahuje mnoho zajimavého o p-adické norme || - ||, a odvozené
p-adické analyze. Bohuzel se uz s timto tématem musime rozloucit,
podivejte se ale alespon na nasledujici dvé ulohy.

Uloha 7. Uvazme metricky prostor (Q, |z — yl|,) s p-adickou
metrikou. Dokazte, Ze v ném pro a, € Q rada
Zan konverguje <= |a,|, — 0 pron — oo .

n=1



Uloha 8. Pro kterd prvocisla p konverguji rady

(0.9) (0.9) 1 (0. 9]
Z n!, Z T Z 10"
n=1 n=1 n=1

v metrickém prostoru (Q, |z —y|,)?

e Kompaktnost mnozin v MPech. Nejprve zavedeme pojem limity
posloupnosti v MPu. Necht (M, d) je MP, (a,,) C M je posloupnost
bodit v ném a a € M je bod. Rekneme, ze (a,) mé limitu a
(v (M,d)), pokud

Vedny: n>ny=da,, a) <e.

Zde (a déle) € > 0 je redlné ¢islo a ng,n € N. Piseme lim a, = a
¢i lim, o @, = a. Ma-li posloupnost (a,) limitu, fekneme, zZe je
konvergentni, jinak je divergentns.
Necht (M, d) je MP a X C M, napi. X = M. Rekneme, 7e
mnozina X je kompaktni, pokud
V(a,) C X (ay,) Ja€e X lim a,, =a.

n—oo

Slovy: kazda posloupnost bodu mnoziny X ma konvergentni pod-
posloupnost s limitou v X. MP (M, d) je kompaktni, kdyz mnozina
M je kompaktni.

Bolzano—Weierstrassova véta rika, ze na realné ose, tj. v MPu
(R, |z — yl|), je kazdy uzavieny a omezeny interval X = |a, b
kompaktni mnozina. Uvedeme si par prikladu kompaktnich mnozin
a kompaktni MPu.

Uloha 9. V kazdém MPu je kazZdd konecénd mmnozZina kom-
paktni.



Uloha 10. Je redind osa (s metrikou |z —y|) kompaktni MP 2

Uloha 11. Které dalst intervaly na redlné ose kromé [a, b] jsou
kompaktni mnoziny?

Uloha 12. Necht X = [a,b] x [¢, d] je obdélnik v roviné, to jest
v Euklidovském prostoru (R* es). Dokaste, ze X je kompaktni
Mnozina.

Uloha 13. Nech? (M,d) je MP, A, B C M a pisme krdtce
sje k.“ misto ,je kompakitni mnozina“. Rozhodnéte, zda plati
implikace

AiBjek. = AUDB jek.

A1 B jek = ANB je k.

ACB aBjek = A je k.

AiBjek = A\ B jek.
e Rozsirime princip maxima z redlné osy na obecny MP. Nejprve
ale musime zavést spojita zobrazeni mezi MPy. (M,d) a (N,e)
budte MPy a f: M — N bud zobrazen{ mezi nimi. Je spojité
v bodé a € M, pokud

VeddVeeM: dlx,a) <d=e(f(x), fla)) <e.

Zde 0 > 0 je realné. Zobrazeni f je spojité, je-li spojité v kazdém
bodu a € M.

Uloha 14. Necht f: M — N je zobrazeni mezi MPy a a € M
je bod. Dokazte Heineho definici spojitosti f v a, tedy dokazte
ekvivalenci

f je spojité v a <—
< VY(a,) C M: lima, =a=lim f(a,) = f(a).
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Véta 15 (princip maxima). Necht (M, d) je MP,
fM—R

jge spojitd funkce z M do redlné osy a X C M je neprdzdnd
kompaktni mnozina. Pak

da,be X Vaxe X: fla) < f(x) < f(b) .

Funkce f tedy na mnoziné X nabyvd svou neymensi hodnotu
f(a) a nejvétsi hodnotu f(b).

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze obraz f[X] = {f(z) | » € X}
je omezena podmnozina R. Kdyby mnozina f[X] nebyla omezena
shora, nasli bychom posloupnost (a,) C X slim f(a,) = 400, tedy
takovou, ze Ve dng : n > ng = f(a,) > c. Podle predpokladu
ma (a,) konvergentni podposloupnost (a,,) s lim a,,, = a € X.
Podle spojitosti f v a a ilohy 14 je lim f(a,,,) = f(a) € R. To ale
je spor, protoze lim f(a,,, ) = +0o0. Podobné se dokaze omezenost
f1X] zdola.

Muzeme tedy definovat redlna cisla A = inf(f[X]) a B =
sup(f[X]). Podle definice infima existuje posloupnost (a,) C X,
ze lim f(a,) = A. Podle predpokladu ma (a,) konvergentni pod-
posloupnost (a,,,) s lim a,, = a € X. Podle spojitosti f v a
a ulohy 14 je lim f(a,,) = f(a). Soucasné ovsem, protoze podpo-
sloupnost zachovava limitu, lim f(a,, ) = A. Tedy f(a) = A a pro
kazdé x € X je

fla)=A< f(2),
protoze A je infimum mnoziny f[X]. Podobné nalezneme b € X,
ze f(b) = B, a podobné f(b) = B > f(x) pro kazdé x € X. O



e Soucin MPu. Pro MPy (M, d) a (N, e) definujeme jejich soucin
(M x N,d x e) tak, ze M x N je kartézsky souc¢in mnozin M a N
a metrika d X e na ném je dana jako

(d X 6)((&1, ag), (bl, bg)) = \/d(&l, 51)2 + 6(&2, 62)2 .
Uloha 16. Dokazte, e soucin dvou MP1 je MP.

Uloha 17. Dokazte, Ze soucin dvou Euklidovskych MP
(R™, e,,) a (R", ey)
je (aZ na formalitu ve znaceni) Euklidovsky MP
(R™ emin) -

Co je ta ,formalita“?

e Charakterizace kompaktnich mnozin v Fuklidovskych MPech.
Koule B(a,r) v MPech jsme definovali minule. Mnozina X C M
v MPu (M, d) je oteviend, pokud

Vae X dr: Bla,r) C X .

Zde r > 0 je realné cislo, polomér koule B(a,r). X je uzaviend,
pokud M \ X je oteviena. X je omezend, pokud

dae M 3dr: X C B(a, 1) .

Diametr (pramér) mnoziny X jes V := {d(a, b) | a, b € X} C
0, +00) definovany jako

sup(V) ... mnozina V je shora omezena a

diam(X) == {

+00 ... mnozina V je shora neomezena .



Uloha 18. Dokazte, Ze mnozZina X je omezend, prdvé kdyz
diam(X) < +o0.

Uloha 19. Dokazte, Ze kaZda neomezend mnozina X obsahuje

takovou posloupnost (a,) C X, Ze m < n = d(an, a,) > 1.

Ve dvou nasledujicich ulohach si pripomeneme zakladni vlast-
nosti otevienych a uzavienych mnozin v MPu.

Uloha 20. Necht (M,d) je MP. Pak plati ndsledugict.
1. Mnoziny ) a M jsou otevrené i uzaviené.

2. Konecny prunik otevrrenych podmmnozin mnoziny M je oteviend
mnozina a konecné sjednocent uzavrenych podmnozin mnoziny
M je uzavrend mnozina.

3. Libovolné sjednoceni otevrenych podmmnozin mnozZiny M je
otevrend mnozina a libovolny prunik uzavienych podmnozin
mnoziny M je uzaviend mnozina.

Uloha 21. Necht (M,d) je MP a X C M. Potom

mnozina X je uzavrend <
<— V(a,) CXVaeM: lima,=a=a€ X .

Véta 22 (komp. = uz. a om., souéin). Plati ndsledujict.

1. Kdyz X C M je kompaktni mnozina v MPu (M, d), pak X
je uzavrend a omezend. Opacnd implikace obecné neplati
podle ulohy 24.

2. Jsou-li (M,d) a (N,e) dva kompaktni MPy, pak i jejich
soucin (M x N,d x e) je kompaktni MP.
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Dukaz. 1. Kdyz X neni uzaviend, pak podle ulohy 21 existuje
konvergentni posloupnost (a,) C X, ze lima, = a € M \ X.
Tato posloupnost ovsem nema konvergentni podposloupnost s li-
mitou v X, protoze kazda podposloupnost ma limitu a. Kdyz X
neni omezend, snadno sestrojime posloupnost (a,) C X, ze m <
n = d(am,a,) > 1 (tloha 19). Tato posloupnost ziejmé nemd
konvergentni podposloupnost.

2. Necht (a,) = ((an1,an2)) je posloupnost v souc¢inovém MPu.
Vybereme z ni podposloupnost (b,,) tak, ze (b, 1) mav (M, d) limitu
b€ M.Z (b, vybereme podposloupnost (c,) tak, ze (c¢,2) ma
v (N, e) limitu ¢ € N. Neni tézké videt, ze (¢,,) je podposloupnost
posloupnosti (a,) a ze v sou¢inovém MPu ma limitu

lim ¢, = (b, c) € M x N .
O

Uloha 23. Necht (M, d) je kompaktni MP o X C M je uzaviend
mnozina. Dokazte, Ze X je kompaktni mnoZina.

Uloha 24. Nechf M je nekonecnd mnozina a metrika d na ni
je ddna jako d(a,b) = 1 pro a # b a d(a,a) = 0. Ukazte, Ze
(M, d) je MP, ktery je omezeny a uzavieny, ale ne kompaktni.

Véta 25 (komp. mn. v R"). V kazdém Fuklidovském MPu
(R", e,) je mnozina X C R" kompaktni, prdvée kdyz je omezend
a uzavrend.

Dtukaz. Podle prvni ¢asti predchozi véty staci dokazat, ze kazda
omezena a uzaviena mnozina X C R" je kompaktni. Z jeji omeze-
nosti plyne, ze pro néjaké realné ¢islo a > 0 je

X C K :=[-a,a]"=[-a,a] X [—a,a] X - X][—a, a] CR".
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Euklidovsky MP (K, e,,) je kompaktni diky Bolzano—Weierstrassové
Vete, ¢asti 2 predchozi vety a tloze 17. Patrné je X uzaviena i
v (K, e,) (tlloha 26), takze podle ulohy 23 je X kompaktniv (K e,,)
a tedy i v (R", e,) (tloha 27). O

Uloha 26. Necht (M,d) je MP, AC B C M a A je uzaviend
mnozina v (M,d) = A je uzavrend i v podprostoru (B, d).

Uloha 27. Necht (M,d) je MP « A ¢ B C M. Pak A je
kompakini v (M,d) <= A je kompaktni v podprostoru (B, d).

DEKUJI ZA POZORNOST!

I/Jlohy za dom. cv. jsouw: 5, 8 13, 19 a 24. Deadline je (do konce
dne) 8. 3. 2022.
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