MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 13 (20 5. 2022). NEKTERE
KONKRETNI DIFERENCIALNI ROVNICE: ALGEBRAICKE
A 1. RADU—SEPAROVANE A LINEARNI

Dukaz posledni véty z predchozi prednasky, Arzela—Ascoliovy, na-
konec nebudu uvadét pro nedostatek ¢asu.

o Newtonuv zdkon sily. Diferencialni rovnice (DR), to jest re-
lace mezi hodnotami derivaci hledanych funkei, predstavuji zakladni
nastroj v matematickych modelech ve fyzice, technice, biologii, eko-
nomii atd. Zakladnim piikladem je Newtonuv zdkon sily

1
mx’ = F,

kde z = x(t) € R je poloha v case t ¢astice o hmotnosti m vysta-
vené pusobeni sily F' (zde uvazujeme jen jednoduchy jednorozmeérny
pripad). Sila muze byt obecné funkei ¢asu, polohy castice a jeji
rychlosti: F' = F(t, x,x’). Nejjednodussi situace je pro konstantni
F', ¢ obecnéji pro F' zavisejici jen na t—pak z(t f f F. To
nastava tfeba pri pusobeni tihového pole Zemé. To se nemeéni v case
a nezavisi na poloze ¢astice (pro mald méritka) a uz vubec ne na jeji
rychlosti, coz jsou ale vsechno idealizace (hlavné nezavislost na x).
Rovnice volného pddu pak je

1/
mx’ = —mg,

kde g je konstanta tthového zrychleni. VSechna jeji feseni jsou prave
a jen funkce

X = {x(t) = —%9?52 +cit + ¢ ‘ Ci1, Co € R} ,
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kde ¢; a ¢y jsou libovolné konstanty. Ty vyjadiruji skutecnost, ze
pohyb padajici c¢astice je uréen jednoznacné teprve zadanim jeji
polohy x(ty) a rychlosti z/(y) v néjakém casovém okamziku .

Uloha 1 Dokazte, Ze resenim rovnice volného pddu jsou prdvé
funkce v X. MuZeme pdd cdstice urcit jednoznacéné i polohou
x(ty) a rychlosti x'(t1) v ruznych ¢asovych okamzicich ty a t1?

e Jako druhy priklad DR si uvedeme rovnici radioaktivniho roz-

padu
dR

dt
Popisuje vyvoj mnozstvi R = R(t) rozpadajiciho se radioaktivniho

—kR .

materialu v case t, kde k je materialova konstanta. Je jasné, ze
kazda funkce

R = R(t) = cexp(—Fkt) ,

kde ¢ je konstanta, je feSenim této rovnice.

DR délime na obycejné diferencidlni rovnice (ODR, anglickou
zkratkou ODE), v nichz vystupuji funkce pouze jedné proménné,
a na parcidlni diferencidlni rovnice (PDR, anglicky PDE), které
obsahuji funkce vice proménnych a jejich parcialni derivace. Obé
predchozi rovnice jsou ODR. V minulé i této prednasce se omezu-
jeme jen na ODR.

e NeZ tedy PDR upiné opustime, uvedeme si pro zajimavost je-
jich tfi dulezité reprezentanty: Laplaceovu rovnici (neboli rovnici
potencidlu)

0’u  0%u
u=u(x,y) : 8x2+8y2 =0,




rovnici difuze (neboli rovnici vedeni tepla)

or2 Ot

u=u(x,t) . «

a vlnovou rovnici

u=u(zx,t) : a2.82u:62u
’ dx? ot

kde a a a jsou konstanty. Fyzikalni vyznam téchto rovnic naznacuji

uz jejich nazvy.
e Obecnyj tvar ODR, pro neznamou funkci y = y(x) je (n € N)

Flx,y, 9,y ..., y") =0,

kde F'je n¢jaka funkce n+ 2 proménnych. Nejvyssimu radu n deri-

vace vyskytujicimu se v rovnici fikame 7dd rovnice. Horejsi rovnice

pro volny péad je tedy (obycejna diferencialni) rovnice druhého fadu,

kdezto rovnice radioaktivniho rozpadu je prvniho radu.
Diferencialni rovnice tvaru (n € N)

an(2)y™ + ap 1 (2)y" T - ar(2)y 4 ag(w)y = blx) |

kde a;(x) a b(x) jsou zadané funkce a y = y(x) je nezndma funkee, je
linedrni diferencidlni rovnice (fddu n a s pravou stranou b(x)).
Pokud je b(x) identicky nulova, mluvime o homogenni linedrni
diferencidlni rovnici.

Diferencialni rovnice, které nejsou tohoto tvaru (a zaviseji tedy
na nekterych proménnych pro neznamou funkei a jeji derivace ne-
linedrné), jsou nelinedrni diferencidlni rovnice. Napiiklad rovnice
kyvadla

0"+ (g/l)sinf =0,
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ktera popisuje pohyb kyvadla délky [ kyvajicitho se v homogennim
tthovém poli (g je konstanta tthového zrychleni)—tihel 8 = 60(t)
je odchylka kyvadla od svislice v ¢ase t— je nelinearni. Pro malé
vychylky 6 plati sinf ~ 6 a muzeme fesit linedrni aproximaci rov-
nice kyvadla 8" + (¢g/1)8 = 0, coz uz je linedarni ODR. Rovnice
volného padu i rovnice radioaktivniho rozpadu jsou linearni.

Uloha 2 Zkuste uhddnout néjaké resent rovnice
0" +(g/1)0 =0 .

o Algebraické diferencidlni rovnice. Diferencidlni rovnice (zde opét
n € N)

Fle,y, 9, ¢, .., y") =0,
v nichz F' je polynom v n + 2 proménnych, jsou algebraické dife-
rencidlni rovnice (anglickou zkratkou ADE). Protoze prednasejici
se o tyto rovnice zajimal a zajimé, uvedeme si ted pro zajimavost
(abez dukaz) tii vysledky o ADE. Pro prvni z nich si pripomeneme,
ze (FEulerova gama) funkce I'(z) je pro komplexni z s re(z) > 0
definovana integralem

+00
['(z):= / t“le Tt dt .
0

Uloha 3 Ukazte, e pro kazdé z € C s re(z) > 0 tento integrdl
konverguje. Integrand je treba provérit u 0 ¢ u 4o00.

Uloha 4 Spoctéte, ze T'(1) = 1 a dokaste, Ze ['(2) splnuje funk-
ciondlni rovnics
[(z4+1) =2I(2).

Navod: integrace per partes.



Pro kazdé n € Ny tedy I'(n + 1) = n! a vidime, ze funkce gama
rozsituje faktoridl. Pomoci horejsi funkcionalni rovnice se dokaze
nasledujici véta.

Véta 5 (O. Holder, 1887) Funkce gama nespliuje Zadnou ne-
trivialnt ADE, pro Zadny nenulovy komplexnt polynom F s n+2
promennymi.

Pro dalsi vysledek o ADE definujeme v jednotkovém komplexnim
kruhu |z| < 1 funkce

W(z) = ZZ”Q a P(z)= Zp(n)z” = H . —1z” :

Uloha 6 Dokazte, Ze koeficienty v posledni mocninné rade jsou
prirozend cisla, takZe p(n) € N pro kazdé n € Ny, a Ze p(n)
je pocet rozkladu cisla n, pocet vyjadreni cisla n jako souctu
prirozenych ¢isel. Soucty odlisujici se jen poradim scitanci ne-
povazujeme za ruzneé.

Véta 7 (pozitivné o ADE) Obé funkce ¥(z) i P(z) spliuji
netrividlni (a dosti slozité) ADE.

Konecné treti vysledek o ADE uvedeme konstatovanim, ze dife-
rencialni rovnice lze bez potizi uvazovat kromé oboru funkei i v oboru
formalnich mocninnych rad, které mohou mit nulovy polomér kon-
vergence a nedefinuji tak zadnou funkei.

Uloha 8 Uvazujme formalni mocninnou radu

M (z) ::Zn!-az”:1+x+2x2+6x3+24x4+... :

n=0



Odvod’te netrividlnd ADE, fakticky linedrni DR proniho rddu,
kterou M (x) splnuge.

Nyni definujeme jinou formélni mocninnou fadu

9] o0 k
x
B — Bn " = )
() n; ! ;:%(1—;5)(1—2;(;)...(1—1{;5)
kde pro k = 0 polozime s¢itanec rovny 1. Déle pro k € N definujeme

00 ZUk
;S(n,k)ﬂﬁ = (1—2)(1—2x)...(1 —kz)

Je asi jasné, ze vzdy S(n, k) € Ny. Témto cislum se tiké Stirlingova
¢isla (druhého druhu).

Uloha 9 Dokaste, ze pro k,n € N je ¢islo S(n, k) prdavé pocet
mnozinovych rozkladu (disjunktnich sjednoceni s neprdzdnymi
mnozinami) n-prvkové mnoziny na k bloku. Ndvod: koeficient

u x" v rozvoji ractonadlni funkce

ZEk

(1—2)(1—2x)...(1 — kx)
pocitd slova u délky n nad abecedou [k] == {1,2,... k} s témi
vlastnostmi, Ze (i) kazdé i € [k] se v u vyskytuje a (i) pro kaZdé
i,7 € k| si<j pruni vgskyt i v u predchdzi proni vyskyt j.

Horejsi koeficienty B, jsou tedy vyjadreny pomoci Stirlingovych
¢isel jako

B, = i S(n, k)
k=1

a B, je pocet vsech mnozinovych rozkladu n-prvkové mnoziny:.
B,, jsou takzvana Bellova ¢isla.



Véta 10 (M. Klazar, 2003) Formdlni mocninnd tada

B(x) = i Bpx" |
n=0

to jest obycejna generujgici funkce Bellovych cisel, nesplrnuje
zZadnou netrividing ADE.

Dukaz bézi podobné jako u Holderovy véty —dokéaze se, ze zadna
netrivialni ADE nenf slucitelna s nasledujici funkcionalni rovnici pro

B(x).
Uloha 11 Pomoct horejsi definice mocninné fady B(z) dokazte,
ze

B(z)=1+

-B(z/(1 —x)) .

l—x
Uloha 12 Odvod’te netrividlni ADE pro exponencidlni gene-
rujici funkct Belloviyjch cisel, jez je

o0

Z BnZCn et
=€ .
n!

n=0

e DR se separovanymi proménnymi je obecné nelinearni dife-
rencialni rovnice prvniho radu tvaru

yla)=bAy = f(z)-g(y) (SEP)

pro neznamou funkeci y = y(z) s predepsanou hodnotou y(a) = b
(a,b € R), kde f(x), resp. g(y), je funkce definovand a spojita
na néjakém otevieném intervalu I > a, resp. J 3 b, a g je na
J nenulova. Tento typ rovnice nyni lokalné jednoznacéné vytresime
funkel y: I’ — J, pro néjaky otevieny interval I’ spliujici a €
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I' C I. Uvidime, 7e TeSeni je vyjadiené (ale jen implicitné) pomoci
neurcitych integralu funkei 1/g a f.
Rovnici upravime do tvaru

a ten prepiSeme pomoci pevné zvolené funkce G := [ 1/g (funkee
primitivni na intervalu J k funkei 1/g) jako

Veel: Gy() = f(x).
Mame tedy rovnici
Veel: Glyx)=F(x)+c,

kde F':= [ f je predem pevné zvolend funkce, primitivni na inter-
valu I k funkei f, a c je (integraéni) konstanta. Reseni y(z) ptivodni
rovnice (SEP) je tak dano jako implicitni funkce vztahem

F(x)+c, kde G:/l, F:/f

Veel: Gly(x)) c p

(*)
a konstanta c¢ je uréena vztahem G(b) = F(a) + ¢. Z véty o im-
plicitni funkei plyne, Ze existuje otevieny interval I' sa € I’ C 1
a jednoznacné urcend funkce y: I' — J, ze y(a) = b a na I’ plati
vztah (x). Na I" tedy mame jednozna¢né feseni rovnice (SEP).

Uloha 13 Vysvétlete pouziti véty o implicitni funkct v této si-
tuaci (proc¢ jsou maptiklad splnény jeji predpoklady). Proc¢ je
ale Tesentd rovnice (SEP) lokdlné jednoznacné, kdyz primitioni
funkce G' a F nejsou zdaleka urcené jednoznacné?



Uloha 14 Neplyne lokdlni jednoznacénost reseni rovnice (SEP)
z Picardovy véty?

e Linedrni DR 1. rddu. Méli bychom umeét vytesit linearni dife-
rencialni rovnici 1. radu, a proto ji zakoncéime nase prednasky. Je to
rovnice tvaru (xg, yg € R)

y(zo) = yo ANy + alx)y = b(z) , (LIN)

kde y = y(x) je neznama funkce a funkce a(z) a b(x) jsou dané,
definované a spojité na néjakém otevieném intervalu I > x.

Uloha 15 Neplyne lokdlni jednoznacnost a existence resent rov-
nice (LIN) z Picardovy véty?

No, plyne, takze uz staci rovnici jen vytesit (to jest vyjadiit jeji
reseni z koeficientu a a b pomoci znamych funkci a znamych ope-
raci). Nejprve nalezneme takovou funkei ¢ = ¢(x), tzv. integracni
faktor, ze
¢ (y' +ay) = (cy) .

Pak ¢y + acy = ¢y’ + 'y a ¢ musi splnovat rovnici ac = ¢, cili
(logc) = a. Funkee ¢ = e, kde A = [ a, m4 tedy pozadovanou
vlastnost. Vychozi linearni rovnici vynasobime integracnim fakto-
rem a dostaneme

(cy)

cly' +ay)=cb .

¢- (LIN)

Takze (cy) = cbacy = D + ¢y, kde D = [ ¢b a ¢ je integracni
konstanta. Mame tedy feseni y = ¢~ }(D + ¢p). Shrnuto,

y(z) _eA@)( / eA@p(x) dx+co>, kde A(z) = / a(z) dx .
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Vsimnéte si, ze y(x) je definovand na celém I (definicnim oboru
funkei a a b) a ze kazdé pocatecni podmince y(xy) = yo odpovida
presné jedna hodnota integracni konstanty ¢y, pro niz je splnéna.

Uloha 16 Vyreste rovnici se separovanymi promennymi

o= 9
(R+x)?

Zde R =~ 6378km je polomér Zemé, g ~ 9.81ms 2 je tihové
zrychlent, x > 0 je vijska (v metrech) ¢astice, jez byla vymrsténa
ze zemského pouvrchu rychlosti v = vy, a v = v(x) je jeji rych-
lost ve vijsce x. Vypocitejte odtud tinikovou rychlost (téZ druhou
kosmickou rychlost ), tedy rychlost vy, pro niz uz castice nikdy
nedopadne zpét na Zemi.

Uloha 17 Uvazujte castict o hmotnosti m, kterd z klidu padad
vitwem konstantni tize a na kterou kromé tiZe pusobi 1 odpor
prostredi a to tak, Ze sila odporu je umérnd rychlosti cdstice.
Sestavte linedrni DR 1. rddu pro tento problém a vyreste ju.
Vypocitejte mezni rychlost, kterou cdstice (témér) dosdhne.

DEKUJI2 ZA POZORNOST!

Ale jesté par (dvanact) otédzek ke zkousce.

1. Definujte metricky prostor a sférickou metriku. Dokazte, ze he-
misféra neni plocha—v. 13 v 1. pr.

2. Dokazte Ostrowskiho vétu—v. 6 ve 2. pr.

3. Dokazte Heine—Borelovu vétu—v. 11 ve 3. pr.
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12.

Dokazte existenci n-tych odmocnin v C—v. 2 ve 4. pr.

. Dokazte Besselovu nerovnost—v. 12 v 5. pf.

. Spocitejte, ze

— 1
Z_ n?
—V1z . pI.

Dokazte, ze stejnomérna limita spojitych funkei je spojita funkce —
v. 6 v 7. pr.

. Dokazte pripad d = 2 nebo pripad d = 3 Pdélyovy véty —v. 8

v 8. pr.

. Dokazte, ze p # 0—v. 6 v 10. pr.
10.
11.

Dokazte Cauchy—Goursatovu vétu pro obdélniky —v. 12 v 10. pr.
Dokazte Picardovu vétu—v. 6 ve 12. pf.

Vyfteste diferencialni rovnici v’ + ay = b— viz 13. pr.
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