MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 12 (13. 5. 2022). EXISTENCNI VETY
O RESENICH DIFERENCIALNICH ROVNIC: PICARDOVA
A PEANOVA.

e Jednim ze sedmi Problému tisicilet? vyhlasenych Clayovym ma-
tematickym institutem v r. 2000 — vyteseni kazdého z nich se ceni
na 10°$— je problém, zda existuje hladké feseni Navier-Stokesovych
(parcialnich diferencialnich) rovnic, které popisuji proudéni tekutiny
v prostoru.

e Banachova véeta o pevném bodu. Pro Picardovu vétu o dife-
rencialnich rovnicich budeme potrebovat dva vysledky o tplnych
metrickych prostorech, kterymi proto zacneme. Prvnim z nich je
znamy vysledek o existenci pevného bodu kontrahujicitho zobra-
zent

fiM— M

metrického prostoru (M, d) do sebe. Je to kazdé takové zobrazeni,
ze pro néjakou konstantu ¢ € (0, 1) pro kazdé a,b € M je

d(f(a)7 f(b)) <c- d(CL, b)
— f zkracuje vzdalenosti néjakym faktorem mensim nez 100%.

Uloha 1 Dokazte, Ze kazdé kontrahujici zobrazeni metrického
prostoru do sebe je spojité.

Véta 2 (Banachova o pevném bodu) KaZdé zobrazeni
f:M—M
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uplného MPu do sebe, které je kontrahujici, mad prdvé jeden
pevny bod — takovy bod a € M, Ze

fla)=a.
Ddle plati, Ze kazdd posloupnost (a,) C M iteraci funkce f, kde
bod a1 € M je libovolny a pron > 1 je a, = f(a,_1), konverguje
k tomuto pevnému bodu a.

Dukaz. Ukazeme, ze libovolna posloupnost (a,) C M iteraci
funkce f je Cauchyova. Hned to je vidét z odhadu, ze pro kazdé
dva indexy m > n plati, Ze (c je konstanta z definice kontrahujiciho
zobrazeni)

A-ov4 nerovnost
d(amp a'n) S z_: d(‘a’i—i—l) a’i)

f je kontr., def. a;

< Z 1. d(as, ai)

pridani > 0 ¢lenu 9
< d(CLQ, al) E c'”
1=n

-1
eom. Tada d a9, A1 -
R ( ’1 ) —0, n—o00.
— C

Protoze (M, d) je uplny MP, muzeme definovat
a:= lima, € M.

n—oo
Pak diky spojitosti funkce f (iloha 1) je
f(CL) — f(hmn—>oo an) — hmn—)oo f(an) — hmn—>oo ap4+1 = @

a a je pevny bod f. Jeho jednoznacnost dokdazete v nasledujici
uloze 3. O



Uloha 3 Dokazte, Ze pevny bod kontrahujiciho zobrazeni libo-
volného MPu do sebe je jediny.

Uloha 4 Dokaste Banachovu vétu o pevném bodu za slabsiho
predpokladu, Ze jen néjakd n-td iterace

f[n] =fofo-of: M—M
né;&f
zobrazeni f MPu M do sebe je kontrahujict.
° Uplnast qistého prostoru funkci. Potrebujeme také nasledujic

uplny MP.

Tvrzeni 5 (tplnost spojitych funkci) Pro kazdd dvé redlnd
cisla a < b je metricky prostor

(Cla, b, d) ,
spojitych funkci f: [a,b] — R a s maximovou metrikou

d(f, g) = max |f(x) — g()],

a<zx<b
uplny.
Dukaz. Necht (f,,) C Cla,b] je posloupnost funkei, kterd je Cau-
chyova v maximové metrice. Pro kazdé = € [a,b] je (fu(x)) C

R Cauchyova posloupnost realnych éisel (v euklidovské metrice).
Proto lze polozit

a mame bodovou konvergenci

fn— f (nala, b)) .
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Pro dané ¢ > 0 vezmeme ngy, ze m,n > ng = d(fm, fn) =
maxX,<y<p | frm(x) — fu(x)| < /2. Diky bodové konvergenci funkei
fn k funkei f existuje pro kazdé x € la,b] index n(x) € N, ze
n(xr) > nga |f(x) — fuw(r)| <e/2. Pak ale

Vo €la, b]Vn=ng: [f(z)— fulz)| <

< 17(@) — Fuy )]+ o) — )] < /2 4+ /2 =

a mame tak vlastné stejnomérnou konvergenci

fn= f (nala, b)) .

V prednasce 7 jsme ale ve vété 6 dokagzali, ze pak je limitni funkce
f spojita. Posloupnost (f,,) ma v MPu (C|a, ], d) limitu f. O

e Picardova véta je nasledujici véta o existenci a jednoznacnosti
reseni obycejné diferencialni rovnice prvniho radu s explicitni prvni
derivaci.

Véta 6 (Picardova) Necht a,b € R a F: R* — R je spojitd
funkce, pro niz existuje konstanta M > 0, Ze pro kaZda tri ¢isla
u,v,w € R je

|F(u, v) — F(u, w)| <M - |v—w|.
Potom existuje 6 > 0 a jednoznacné urcend funkce

f:la—96,a+d - R,

fla)=bAVz €la—96,a+6: f(z)=F(z, flx)) (1)
(pozndmka o derivacich v krajnich bodech intervalu,).
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Dukaz. Necht I := [a — 0, a + d], pro néjaké malé 6 > 0, které
uréime pozdéji. Lehce se vidi (iloha 7), Ze feSitelnost rovnice (1)
pro neznamou funkci f je ekvivalentni resitelnosti rovnice

Vael: f(a:)—b+/xF(t, F(1) dt 2)

taktéz pro neznamou funkci f. Ukazeme, ze pro dostatecné malé
0 > 0 ma na intervalu I rovnice (2), a tedy i rovnice (1), jedno-
znacné teseni f. Pravé strana rovnice (2) definuje zobrazeni

A: O(I) — C(I)

z mnoziny spojitych funkci f: I — R do sebe, totiz

A(f) =g, kdeproz € I je g(x) ::b+/xF(t, f(t)) dt .

a

Dokazeme, ze A je kontrahujici zobrazeni MPu (C(7),d) s maxi-
movou metrikou d do sebe. Vzhledem k vété 2 a tvrzeni 5 pak A ma
jednoznaény pevny bod, funkci f € C(I), ze A(f) = f, a rovnice
(1) a (2) maji jednoznacna fesent.

Dokazeme tedy, ze pro dostatecné malé 6 > 0 je A kontrahujici



zobrazeni. Necht f, g € C(I). Pak

d(A(f), Alg)) =
max [A(f)(z) — Alg)(@)]

def. zobr. A max /j F(t, f(t)) dt — /: F(t, g(t)) dt|

def. metriky d

xel
linearita o
el max / (F'(t, f(t) = F(t, g(1))) dt|
| [hl < [1h]
<

el

< max/x |F(t, f(t) — F(t, g(t))| dt

pi. o F,h<j= [h<[]

< max [ M[f(t) —g(t)] dt
re a
h<j= [h<[] r
re a
[ e=(z—a)c
OM -d(f, g) -

Napiiklad pro § = 1/2M je tedy A kontrahujici zobrazeni, s kon-
stantou ¢ = 1/2. O

Uloha 7 Dokaste, Ze funkce f: I — R je Fesenim rovnice (1),
prdavé kdyz je f resenim rovnice (2).
Napriklad rovnice
fA)==3nf=Ff
ma tedy na néjakém okoli ¢isla 1 jednoznacné teseni, protoze zde

F(u,v) = v a podminka na funkeci F je splnéna s konstantou M =
1. Timto fesenim je funkce

f(t) = (=3/e) exp(t) .
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Uloha 8 Dokazte, Ze Picardova véta plati 1 za tohoto slabsiho
predpokladu o funkci F': existuji konstanty h, M > 0, Ze

F:(a—h,a+h)x(b—h,b+h) =R

je spojitd a pro kazdé dvé dvojice (u,v) a (u,w) z definicniho
oboru F' je

|F(u, v) — F(u, w)| <M - |v—w| .

e Peanova véta je nasledujici véta o existenci (ale uz ne jedno-
znacnosti) reseni diferencidlnich rovnic téhoz druhu, jako vyse.

Véta 9 (Peanova) Nech (a,b) € U C R?, kde U je oteviend
mnozina v euklidovské rovine R?, a F': U — R je spojitd funkce.
Potom existuje 6 > 0 a takovad funkce

fila—d,a+] =R,

fla)=bAVx €la—90,a+6]: fl(z)=F(zx, f(x)).

Dukaz. Nejprve si uvédomime, ze stac¢i dokazat takovou verzi Pe-
anovy véty, nazveéme ji VP2, v niz je interval [a — §, a + 0] nahrazen
intervalem [a, a 4 ¢|. Skutecné, podle VP2 existuje ¢ > 0 a funkce
J1, ze
fi(=a)=0b a Vt € [—a,—a+]: fit)=G(t, f1(t)),
kde G(u,v) := —F(—u,v). Pro f3(t) := fi(—t) pak mame fs(a) =
b a pro kazdé t € [0+ a, a] je
fo(t) = =fi(=t) = =G(=t, fi(=1)) = F(t, fo(t)) .
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Toto Teseni nasi ulohy nalevo od bodu a slozime s néjakym jejim
feSenim napravo od a, ziskanym opét podle VP2, a dostaneme reseni
na néjakém celém d-okoli bodu a (1loha 10).

Dokazujeme tedy VP2: existuje d > 0 a funkce f: |a, a+9d] — R,

~

ze

fla)=bAVte[a, a+d]: f'(t)=F(t, f(t)).
Vezmeme konstanty a’,b" > 0, ze F je definovand a spojitd na
la,a +a'] x [b—¥b,b+ V] Takze |F| < L na této mnoziné, pro
néjakou konstantu L > 0. Vezmeme interval

I:=la,a+c], kde ¢:=min(da, 0'/L),
a mnozinu funkeci
A={fT—-R| fla)=bas, tel=|f(s)—f(t) < L|ls—t|}.

Podle volby ¢ je pro kazdou f € A slozend funkce F'(t, f(t)),t € I,
dobte definovand, spojitd a omezena (konstantou L). Muzeme proto
definovat funkcional P: A — [0, +00),

P(f) = mae | f(t) — b~ / F(s, f(s)) ds| .

Lehce se jako diive vidi, ze kdyz P(f) = 0, pak je f resenim VP2:
fla)=Dba f'(t) = F(t, f(t)) na |a, a+c|. Podle nésledujici véty 14
je

AcC C(I)
kompaktni mnozina v MPu (C(1), d) s maximovou metrikou. Lehce
se vidi, ze funkcional P je spojity (iloha 11), a tedy nabyva na
néjaké funkei ¢ € A svou nejmensi hodnotu.



Ukazeme, ze P(p) = 0, a to tak, ze nalezneme takové funkce
fon€ Apron =23,..., z¢ P(f,) — 0. Definujeme je fakticky
rekurentné jako

Vte|a,a+c/n]: fu(t) =D

t—c/n
Vi€ (a+c/n, a+cl: fut) ::b+/ F(s, fu(s)) ds

Neni tézké vidét, ze tato rekurence korektné a jednoznacné definuje
funkci f, a ze f, € A (dloha 12). Pak ale pro kazdé t € [a, a+ c/n]

je (podle prvni ¢asti definice f;,)
i) —v— [ P o] =| [ re
a pro kazdé t € (a + ¢/n,a + ¢| je (podle druhé ¢ésti definice f,

a linearity integralu)
t
= |/ F(s, fa(s)) ds
t—c/n

oboji pomoci ML odhadt integralu. Tedy 0 < P(f,) < % a skutecné
P(f,) — 0 pro n — oo. O

Lc
s| < —
n
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fu(t) —b— / F(s, fa(s)) ds

Dikaz je prevzat z: R. L. Pouso, Peano’s Existence Theorem revi-
sited, arXiv:1202.1152v1, 2012.

Uloha 10 Vysvétlete podrobneé, jak resent ulohy nalevo od bodu
a spojime s resenim napravo od bodu a a proc¢ tato resent lze
spo7it.



Uloha 11 Dokazte, Ze funkciondl P v predeslém dukazu je spo-
Jity.
Uloha 12 Dokaste, e funkce f, v predeslém dukazu jsou dobre

definované a lezi v mnoziné A.

Uloha 13 (nejednoznacnost Feseni) Pro redlnd éisla a <

0 < b definujeme funkci f = fop: R = R jako
t<a= flt)=(t—a)P a<t<b= f(t):=0

t>b= f(t)=(t—0b)’.
Dokazte, Ze kazZdd z téechto funkci je na R resenim rouvnice
F0) = 0N f/(t) = 3f()*% = 3(f(1)'/°).

Mocnina x'/? je zde pro x < 0 definovdna jako —(—xz)'/3 .

Véta 14 (Arzela—Ascoliova) Necht I = [a,b] je kompakind
redlny interval a C(I) je MP spojitijch funkci f: I — R s ma-
zimovou metrikou. Mnozina X C C(I) je kompaktni, prdvé
kdyz

de>0VfeXVeel:|f(x)<c

— funkce v X jsou stejné omezené — a
Ve>0d0>0VfeXVa,yel:
[z —yl <d=|flx) - fly)l <e

— funkce v X jsou stejné (stejnomérné) spojité.

Dukaz. Priste. O

DEKUJI ZA POZORNOST!

10



