MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 11 (6. 5. 2021). UVOD DO KOMPLEXNI
ANALYZY, CAST 3. OBECNY BASILEJSKY PROBLEM

o Véta o integrdlu op- Navazeme na posledni vétu uvedenou v mi-
nulé prednédsce a dokdzeme zdkladni vlastnosti integralu | opt> 9
pro holomorfni funkce f,g: C\ A — C, kde A C int(R) je kom-
paktni mnozina a R C C je obdélnik.

Véta 1 (vlastnosti [,,) Dulezité vlastnosti jsou tri.

1. (linearita) Jsou-li R, A, f a g jako vyse, pak pro kazdé
a, 5 € C je

/(ozf+@g)=oz/ f+6 [ g.
O0R OR OR

2. (rozsireni Cauchy—Goursatovy véty) Kdyz R, A ={a} C C
a f jsou jako vyse a funkce f je ma néejakém prstencovém
okoli bodu a omezend, pak

f=0.

OR

3. Pro kazdé a € C a kazdy obdélnik R C R s a € int(R) je

for
8Rz_af_p’

kde p = 2mi je drive zavedend konstanta.




Dtukaz. 1. Tuto linearitu jsme uz vlastné dokazali drive, v posledni
vété predminulé prednasky:.

2. Vezméme néjaké obdélniky R, obsahujici bod a ve svych
vnitteich a smrstujme je k a. ML odhady integralu |, R, f pak uka-
zuji, vzhledem k obv(R,,) — 0 pro n — 0o a omezenosti | f| na prs-
tencovém okolf bodu a, 7e tyto integraly jdou k 0, a tak [ fag = 0.

3. Kdyz je S ¢tverec s vrcholy £1 &4 a a + S je jeho posunuta
kopie, pak podle predeslé véty, definice | op @ definice konstanty p

[ty Bl
=p = [ —=p.
OR <= — @ da+S) = — @ s <
Uloha 2 Necht R je obdélnik, a € int(R) je bod a k > 2 je celé

cislo. Pak .
——=0.
/aR (z — C’f)k

e Cauchyuv vzorec. Pro jednoduchost ho dokazeme jen pro celé
funkece.

mame, ze

O

Véta 3 (Cauchyuv vzorec) Necht f: C — C je celd funkce,
p = 2w je drive definovand konstanta, R C C je obdélnik a bod
a € int(R). Pak

1 (2)

fla) = - :

@) PJor <~ —a

Dikaz. Existence derivace f'(a) implikuje omezenost funkce
f(z) — fla)

Z—Qa



na néjakém prstencovém okoli bodu a. Podle vlastnosti 1-3 véty 1
mame, ze

0 VliQ (Z) o f(CL) Vlil (Z) L f(a)/a 1

OR Z— aRZ—CL RZ—CL

vl 3 (2)

OR < —

— fla)p.

Protoze p # 0 (véta 6 v minulé prednasce), malou upravou ihned
dostaneme Cauchyuv vzorec. O

Dikaz Liouvilleovy véty. Necht f: C — C je celd a omezend
funkce, takze |f(z)| < ¢ pro kazdé z € C a néjakou redlnou kon-
stantu ¢ > 0. Necht a,b € C jsou dva (ruzné) body. Podle tilohy 4
pro kazdé dostatecné velké s € N najdeme takovy ctverec S C C
se stranou délky s, ze a,b € int(S) a pro kazdé z € 95 je

s obv(9)

Podle Cauchyova vzorce a linearity | op J€

fla)—foy = L[ S L[ TE

plasz—a pJlosz—D

_a-b ()
- ey

Podle ML odhadu je posledni integral v absolutni hodnoté nanejvys

c 144¢  36¢
. b — —
obv(5)?/144 obv(S)

Tedy f(a) = f(b) a f je konstantni funkce. O

— 0 pro s =+ o0.
4s S



Uloha 4 Necht a,b € C. Sestrojte pro kazdé velké s € N
ctverec S C C se stranou délky s, Ze a,b € int(S) a pro kazdé
z € 05 jsou vzddlenosti |z — a|, |z — b| vétsi nez s/3.

Dikaz analyti¢nosti kazdé celé funkce. Necht f: C — C
je cela funkce, ¢islo a € C je libovolné a R je tak velky obdélnik,
ze 0,a € int(R) a pro kazdé z € OR je

(tlloha 5). Necht m € N. Pomoci Cauchyova vzorce a identity

xm—i—l

=l+z+a>+---+a2"+
l—x l—x

dostavame, ze

C. vzorec 1 f (Z )

fla) = % hE—a
identita f(2) a/ z)mH
o2 on % 1 — a/ z
lineari:ta Jor Z _/ Z n f( )(a/z)m—i—l
£~ \2mi Jop 2" 2mi Jop =z —a
. m I
oznaceni n m—+1
= + .
n; L

ML odhad integralu I,,, .1 ukazuje, ze jsme hotovi: pro m — oo je

(/2

1. < :
[ L] < gggglf(Z)! ]

-obv(R) — 0.



Pro kazdé a € C je tedy

— L[ f(z)
f(a):nz:;cna , kde Cn =5 L
s libovolnym obdélnikem S obsahujicim uvnitt bod 0. O

Uloha 5 Ukazte, Ze pro kazdé a € C existuje takovy obdélnik
R, #e0,a € int(R) a pro kazdé z € OR je |a/z| < 3 a|z—a| > 1.

e Meromorfni funkce a rezidua. Podstatné zobecnime ¢ast 3 véty 1
o konstanté p. Mnozina A C C je diskrétni, pokud v kazdé kouli
B(z,r) C Clez jen koneéné mnoho jejich prvku. Holomorfn{ funkci

ffU\A—=C,
kde A C U je diskrétni, nazveme meromorfni funkci a A nazveme
mnozinou jejich polu, kdyz kazdy bod a € A ma okoli U, C U
s U, N A = {a}, ze pro n¢jakou holomortni funkei g,: U, — C

a néjakd cisla k, € Noacj, € C, j = 1,2,...,k,, pro kazdé
ze U, \{a} je

f +Z Z—CL

Pro k, = 0 se suma definuje jako 0 a funkce f = g, pak je ho-
lomortni na U,. Koeficient c¢;, je takzvané reziduum funkce f
v bodé a a oznacime ho jako

res(f, a) :=cy 4 .

7 Cauchyova vzorce plyne, ze res( f, a) je jednoznacné urcené funket
f (uloha 7).



Véta 6 (reziduova) Predpoklidime, Ze f: U\ A — C je me-
romorfni funkce s mnozinou polu A a Ze R C U je obdélnik, na
jehoZ hranici OR neleZi Zadny bod z A. Potom plati rovnost

1 f= Z res(f, a) = Z res(f, a)

21
OR acANint(R) acANR

(oba soucty jsou konecné). TakZe integral funkce f pres hra-
nict obdélnika R, déleny 2w, se rovnd souctu rezidui funkce f
v polech leZicich uvnitr R.

Dikaz. Nekonecnost pruniku A N R by znamenala existenci li-
mitniho bodu mnoziny A, ve sporu s jeji diskrétnosti (iloha 8).
Horejsi sumy jsou tedy koneéné. Vezmeme vzajemné disjunktni
ctverce
Se Cint(R)NU,, a € RNA,

kde U, je okoli bodu a z definice meromorfnosti a S, ma stred v a.
Obdélnik R pak rozdélime na obdélniky zahrnujici vSechny tyto
¢tverce S, a dostaneme, ze

Y WED ol NOERS ey

OR acANR acANR =1
= Z 2mi - res(f, a)
acANR

a jsme hotovi. Prvni rovnost plyne pomoci casti 3 véty o vlastnos-
tech fu jiz. dvakrat pouzitym argumentem (iloha 9). Druhd rovnost
plyne z definice meromorfni funkce. Tteti rovnost plyne z linearity
integralu, Cauchy—Goursatovy véty, casti 3 véty 1 a z tlohy 2. O

Uloha 7 Pro¢ je hodnota rezidua funkce f v bodé a jedno-
znacné urcend funkci f?¢



Uloha 8 Dokazte, Ze kazZda mekonecnd podmnozZina obdélniku
R md limitnd bod.

Uloha 9 Ukazte, jak rozdelit dany obdélnik R, s predepsanymsi
disjunktnimi obdélniky Ry, Rs, ..., Ry obsaZenymi v int(R),
vhodnymi primkamsi na podobdélniky zahrnujici vsechny R; tak,
ze plati proni rovnost v dukazu reziduové vety.

Uloha 10 Co je pointou nasledujicitho matematického vtipu pro
pokrocilé? (Je nutné formulovat ho anglicky.)

Did you know that the contour integral of f around the
boundary of France is zero? ?7¢ Because all Poles are
in the eastern Europe!

e Reseni zobecneného Basilejského problému. Uzitetnost rezi-
duové véty a komplexni analyzy nyni ilustrujeme sectenim tady

(k € N)
C(2k) =" % .

n=1
V minulych prednaskach jsme Fourierovymi radami spocitali, ze
((2) = m2/6. Tento vzorec ted zobecnime pro ((2k). Nejprve ale
dokazeme dva pomocné vysledky:.

Tvrzeni 11 (o funkci F(z)) Necht

2T
Funkce F je meromorfni s mnozinou polu Z. V kaZdém celém
cisle md reziduum rovné 1.



Duikaz. (Struény dikaz.) Funkce f(z) = e** — 1 je celd (je
definovana souc¢tem mocninné fady) a f(z) = 0, pravée kdyz z € Z.
Pro kazdé n € Z mame lokalni rozvoj

f(z)=2mi(z —n)+as(z —n)*+ ...

se stiedem v n, protoze f'(n) = 2mwi. V prstencovém okoli n tedy

je
2m1 1 1
F(s) — _ .
(2) f(z) z—mn 14 (a/2mi)(z—n)+---
= (z—n)" by +bi(z—n)+ -
a reziduum funkce F(z) v n se rovna 1. O

Lemma 12 Necht F(z) je jako v predeslém tvrzeni a Sy C
C, N € N, je étverec s vrcholy (N + 3)(x1 & i). Pak ezistuje
konstanta ¢ > 0, Ze

VN eNVzedSy: |[F(2)|<c.

Diikaz. Protoze F(z) = 2mi/(e*™* — 1), staci patrné pro uvedené
z odifznout €*™* — 1 od 0. Pro z € Sy s |im(2)] > 1 je

627?2'2 . 1| > HGZM'Z‘ . 1| _ ere(?m’z) —1

6—27T.im(z) . 1‘ > min (1 . 6—27T7 627r . 1)

— 11— >0.

Pro z € 9Sy s |im(z)] < 1 vywijeme, 7Ze funkce e*™* je 1-
periodicka, a proto se lze redukci modulo 1 prenést do pasu P
daného podminkou 0 < re(z) < 1. Pak z = %—i— 1, kde x € R

slz] <1, a
‘e2m’z . 1| _ ’em'e—%m . 1‘ _ |6—27Tx_|_ 1’ > 1_|_6—27r .

8



Lze tedy polozit ¢ = 27 /(1 — e~7). O

Véta 13 (secteni fady > n=2) Pro kazdé k € N existuje
kladny zlomek oy € Q, Ze
111 ”

C(%):1+22k+32k+42k+”':0"f7r '
Dukaz. Existuji zlomky By, By, ..., tak zvana Bernoulliova ¢isla,
7e
x =~ Ba"
== G

=52 o

(uloha 14). Vezmeme nam jiz znamou meromorfni funkei
2m1
(Z) e2mz _ | \ !

ktera ma podle tvrzeni 11 pdly v Z a v nich rezidua res(F,n) = 1
pro kazdé n € Z. Kdyz je f(z) holomorfni na okoli bodu n € Z,
pak ziejmé res(fF,n) = f(n) (tloha 15). Polozime f(z) := 1/2%
a pro N € N jako Sy ozna¢ime nam jiz znamy ctverec s vrcholy
(N + 3)(£1 £ 4). Podle reziduové véty je

L F(z) _ Z res(F(Z)Z_2k7 n)

, 2k
21 Josy —

N
1
= res(F(2)z %, 0) +2 Z porl
n=1

Podle lemmatu 12 existuje konstanta ¢ > 0, ze pro kazdé N € N je
z € 0Sy = |F(z)] < c¢. Podle ML odhadu je tedy horejsi integral
v absolutni hodnoté nanejvys

F(z)

max
2€0SN

-obv(SN)Sﬁ-@N#—ZL)%O pro N — oo .

9



Tedy

0

1 1
Z =Ty res(F(z)z~ %, 0) .
n

n=1

Podle definic funkce F(2) a Bernoulliovych ¢isel méme, ze

omiz - 21 SN B (2mi) Ik

—2k _ _

F(z)a = emiz —1 - r!
=

Proto (vezmeme r = 2k)

— 1)k32k(2ﬂ)2k
(2k)!

res(F(2)27 %, 0) = (

a soucet rady

0

12! k+1 2%k
ank - (Zk)!(_l) By -m

n=1 & J/
\”

g

je skutecné raciondlni nasobek ¢isla 2%, O

Uloha 14 Dokazte, Ze Bernoulliova cisla jsou zlomky.

Uloha 15 Dokazte, e kdyz je f(z) holomorfni na okoli bodu
n € Z, pak res(fF,n) = f(n).

Pro k > 2 je ng | = O (iloha 16). Déle By = 1, By = 2,
By = ¢, By = —55, Bs = 75 a podobn¢ déle (tiloha 17). Predchozi
dukaz je prevzat z kmhy P D Laxe a L. Zalcmana Complex Pro-
ofs of Real Theorems, AMS (The American Mathematical Soci-
ety), Providence, RI (Rhodes Island), 2012. O komplexni analyze
se lze déle poucit ve skriptech J. Veselého Komplexni analyza pro

ucitele, Karolinum, Praha, 2000.

10



Uloha 16 Dokazte, Ze Bernoulliova ¢isla s lichymi indexy > 1
jsou nulovd.

Uloha 17 Ovérte vyse uvedené hodnoty Bernoulliovych cisel.
DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsou: 4, 5, 10 a 14. Deadline je (do konce dne)
17. 5. 2022
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