MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 10 (29. 4. 2022). UVOD DO KOMPLEXNI
ANALYZY, CAST 2

o Cauchyova—Goursatova véta pro obdélniky a linedrni funkce.
Budeme pokracovat v dukazu véty o analyticnosti celistvé funkce
a Liouvilleovy véty, které jsme uvedli v posledni prednasce. Pro
k € N a usecku u C C jejim k-ekvidelenim rozumime déleni u na
k podusecek stejné délky |ul|/k, které je dané obrazy déleni 0 <
% < % < < % < 1 jednotkového intervalu.

Uloha 1 Nechf a, b,a, 3 € C s a # b. Dokazte z definice in-
tegralu, Ze
b’ a?
[azt81=a(5-5)+a0-a) =gt~ g(0),

kde g(2) = az*/2+ Bz. Ndvod: pouZijte ekvidélent visecky ab.

Diusledek 2 (jednoducha C.—G. véta) Necht a € C, 8 €
C a R C C je obdéinik. Pak

/aR(ozvaﬁ):O.

Diukaz. Necht a, b, ¢, d jsou kanonické vrcholy obdélniku R a necht
f(z) == az + B. Podle definice [, a predeslé lohy je

on? = g(b) = gla) +g(c) = g(b) + 9(d) — g(c) +g(a) —g(d) = 0.
Il



Tvrzeni 3 ([, a (R) [) Necht a,b € Csa#b, f: ab— C je
spojitd funkce a (t) :=t(b—a)+a: [0,1] — C je parametrizace
definujici usecku u = ab. Potom

[1= [ e -dra=0-a [ s
- (b—a) ( / re(fp(t)) di+i- / (/1) dt)

(kromé pruniho integrdlu jsou vsechny dalsi Riemannovy).

Uloha 4 Dokaste predeslé tvrzent.

Pro tplnost uvedeme definici krivkového integralu f(p f, na némz
je komplexni analyza zalozena. Kdyz

f: U — C jefunkce a ¢: [a, b] = U

je spojita a po castech hladka funkce, pak integrdl funkce f pres
krivku ¢ definujeme jako

b
/ ;o= / Fo(t) - () dt
@ . )
= [ re(ftete) - o) de i [Cm(re) - 0)

pokud posledni dva (redlné) Riemannovy integraly existuji. N&s
,useckovy integral fu je tedy podle tvrzeni 3 specialnim pripadem
krivkového integralu fgp.

Uloha 5 Necht ¢(t): [0,1] — C,

go(t) . 62m’t _ Z (27Tit)n 7

n!
n>0




jde o parametrizaci horni jednotkové pilkruinice, a f(z) = 22

Spoctete
/(0 .

Navod: postupujte podle pruniho radku definice fgp.

e Konstanta p = 2mi. Nasledujici véta je nedocenény pilit kom-
plexni analyzy: kdyby v ni konstanta p vysla jako 0, zadné Cau-
chyovy vzorce, které uvedeme pristé, by neexistovaly a komplexni
analyza by se zhroutila.

Véta 6 (konstanta p) Necht S je cétverec s vrcholy +1 + i.
Pak

1
p = — #0 a dokonce im(p) > 4.
98 #
Diukaz. Kanonické vrcholy ¢tverce S jsoua .= —1—1,b:=1—1,
c = 1+iad= —1+1 Necht p, = (ag,a1,...,a,) je n-

ekvidéleni usecky ab. Protoze nasobeni ¢islem ¢ je otoceni kolem
pocatku kladnym smérem (proti sméru hodinovych rucicek) o tihel
/2, je qn = ip, = (iag,iay, .. ., ia,) n-ekvidéleni tusecky be. Po-
dobné je r, = 1q, = —p,, popr. s, = ir, = —ip,, n-ekvidéleni
usecky cd, popt. da. Prekvapivé pro f(z) = 1/z je

C(f, pn) = C(f, Qn) = C(f: Tn) = C(f) Sn) .

Skutecné, rozsiteni zlomku ¢islem ¢ dava

Clfop) = 3 USLOTL B

a+jb—a)/n “ia+j(ib—ia)/n

N Zb+]c—b/n . )
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a podobné pro dalsi dvé rovnosti. Dale vzhledem k b6 — a = 2

aa= —1 —1 rozsitenim zlomku ¢islem %J — 1 + 72 dostavame
. 2/n
C =

j=1

n

27/m—1

— (2j/n—1)+1

2 n

1 2 1
: >—->» -=1.
n;(Qj/n—l)Q—kl nzz:Q

Tedy, podle tlohy 7,

1 1
m(p) = im(/ —)24.im</ _)
oS < ab #
= 4. lim im(C(1/z, p,))
n—o0
> 4.1=4
a skutecné p # 0. O

Uloha 7 Bud ddna konvergentni posloupnost komplexnich cisel
(zn). Dokazte, Ze im(lim z,) = limim(z,).

Uloha 8 (re(p) = 0) Ukaste, e predchozi dikaz ddvd i rovnost
re(p) = 0.

Uloha 9 (p = 2mi) Necht opéta = —1—i ab:= 1—i. Spocitejte
podle tvrzent 3, Ze



Tedy, podle predchoziho dukazu,
e
— 4 . — — 2 ) .
P 5 g

Ndvod: [ 1%&2 — arctant.

Uloha 10 Necht ¢(t): [0,1] — C, @(t) = 2™ a f(z) == 1/z.

Spocitejte, Ze
/ f=2m.
¢

e Cauchy—Goursatova véta. V komplexni analyze to je véta ¢islo 1:
integral f(p f holomorfni funkce f pres jednoduchou uzavienou
krivku ¢ (tj. o je prostd, az na p(a) = (b), presnéji nize), ktera
lezi v definiénim oboru funkce f spolu se svym celym vnitikem, je 0.
Specialni pripad této véty jsme uz dokazali v dusledku 2. Nam ale
staci integrovat jen pres hranice obdélniku a se slozitymi krivkami
se nemusime trapit.

Pripomeneme si, ze pro mnozinu X C C je jeji diametr (cili
prumér) definovany jako

diam(X) =sup({|z —y| | z, y € X}) .
Prumeér mnoziny muze byt i +00.
Uloha 11 Kdyz A,
CoAIDAD ...,

jsou neprazdné a uzaviené mnoziny s limdiam(A,) = 0, pak
N, A, # 0. Navod: dikaz Baireovy véty.

Jesté budeme potrebovat konstrukei ctvrtek obdélnika R s ka-

a_erf:M ctd

nonickymi vrcholy a, b, ¢, d. Kdyz e = %=, 5, 9 = 5

bt



a h := 9 jsou stiedy stran obdélnika R a j := %< je jeho celkovy

-2 -2
stied, pak jeho ctyti ¢turtky jsou obdélniky A, B, C a D, jejichz
kanonické vrcholy jsou, po radé,

(a7 e?j? h)? (67 b? f)j)? (j) f? C7 g) a (h7 j7 g7 d)'

Obdélnik R se na ctvrtky rozpadne po roziiznuti podle tsecek
eg a hf. Pro kazdou z téchto ¢tvrtek E patrné plati: obv(E) =
sobv(R) a diam(E) = sdiam(R).

Véta 12 (Cauchy—Goursatova pro obdélniky) Necht
f:U—=C
je holomorfni funkce a R C U je obdélnik. Pak

f=0.

oR

Dikaz. Necht f, U a R jsou, jak je uvedeno. Sestrojime takové
vnorené obdélniky

R=RyDRiDRyD ...,

ze pro kazdé n € Ny je R, 1 ¢tvrtka obdélniku R, a

112 1 »

Necht uz jsou takové obdélniky Ry, Ry, ..., R, definované a A, B,
C a D jsou ctvrtky obdélniku R,,. Tvrdime, Ze

[AREY RV HAY oS WENL




Tato identita plyne pouzitim treti ¢asti véty o vlastnostech integralu
z minulé prednasky. Po rozvinut{ kazdého integrélu | oats s | op
jako souctu CtyT integralu pres strany dostavame na pravé strané
rovnosti (2) 16 ¢lent. Osm 7z nich odpovidd strandam ctvrtek uvnitt
R, a vzajemneé se zrusi, protoze vytvori ctyti dvojice opacnych ori-
entaci stejné tsecky. Zbylych osm ¢lenu odpovida stranam ¢tvrtek
lezicim na OR,, a sectou se na integréal na levé strané rovnosti (2).
Z rovnosti (2) plyne podle trojihelnikové nerovnosti, ze pro néjakou
ctvitku B € {A, B,C, D} je | [, fI 2 3| [y5 f|- Polozime tedy
Rn—H =FE.
Podle tlohy 11 existuje bod zy, ze

00
2y € ﬁ R, .
n=0

Protoze Ry = R C U, jei zp € U. Nyni pouzijeme existenci
derivace f'(zp). Pro dané e > 0 existuje 6 > 0, ze B(zp,0) C U
a pro néjakou funkci A: B(zy,0) — C pro kazdé z € B(zy,9) je
|A(2)| < e (viz téz tlohu 13) a

f(z) = f(20) + f(20) - (= = 20) + Alz) - (2 = 20) -

\ 7 \ s
-~

a(2) h(z)

Uvazime tyto funkce g(z) a h(z). Je jasné, ze g(z) je linedrni
a h(z) = f(z) — g(2) je spojita (na B(zg,0)). Necht n € Ny je tak
velké, ze R, C B(2p,6) (jen zde potiebujeme, ze lim diam(R,,) = 0,
pro existenci bodu zj to neni podstatné, viz tlohu 14). Podle linea-
rity integralu a dusledku 2 mame

I = L @
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Plati odhad

X
ORy,

ML odhad
< max |A(z) - (z — zo)| - obv(R,)
2€0R,
< e-diam(R,) - obv(R,)
diam(R) obv(R)
2" 2"
bv(R
< e ZEL ) (4)

—_— 5 .

Zde jsme pouzili vyse zminéné zmenseni prumeéru a obvodu na polo-
vinu po ctvreceni a to, ze prumér obdélnika je mensi nez jeho obvod.
Podle predchozich vysledku tak mame

ST VAl VA

ol S
4" /8R

a | [opfl < €-obv(R)?. Protoze to plati pro kazdé ¢ > 0, je
Jor £ =0. =

Uloha 13 Jakou hodnotu md funkce A(z) v dikazu v bodé zy?

n. (1) 0 () obv(R)?

r. (3)
< .
€ An

Uloha 14 Dokazte, Ze pro neprdzdnost pruniku v wloze 11 stact
misto nulové limaity prumeru predpokladat, Ze mnozZina Ay je
omezend. Ukazte ale také, Ze toto neplati v obecném metrickém
Prostoru.

Pozoruhodny dukaz, ze? Autorem véty je francouzsky matematik
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), ktery béhem svého exilu
pobyval i v Praze. Cauchy vsak predpokladal spojitost derivace f’.

Teprve Edouard Goursat (1858-1936) vétu v r. 1900 dokazal jen
za predpokladu pouhé existence derivace f”:



E. Goursat, Sur la définition générale des fonctions analy-
tiques, d’apres Cauchy, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900),
14-16.

Nam bude stacit C.—G. véta pro obdélniky, presnéji jejich hranice,
ale véta plati pro obecné krivky. Dukaz obecné verze jen nacrtneme.
Nebudeme ani presné definovat vnitrek krivky a dokazovat jeho
existenci.

Véta 15 (Cauchy—Goursatova) Necht f: U — C je holo-
morfni funkce a ¢: |a,b] — U je spojitd a po cdstech hladkd
funkce, kterd je prostd, s vijjimkou hodnoty p(a) = ¢(b), a jejiz
vnitrek —ta komponenta ve dvojici komponent mnoziny C \
¢lla,bl], kterd je omezend — je podmmnoZinou mnoziny U. Pak

/@f_o.

Nacrt dikazu. V komplexni roviné C nakreslime pomoci vo-
dorovnych a svislych pifmek tak jemnou Etvereckovou sit M, Ze
jista jednoduchd uzaviena kiivka 1: |a,b] — U, jejiz graf beézi
jen po stranach sité M, splnuje to, ze (i) pro dané € > 0 je
U;Of — fwf\ < ¢ (kiivka ¢ dobfe aproximuje kiivku ¢) a (ii)
vnittek kfivky 1 je podmnozinou mnoziny U. Pak

/wf—z | f=2 0=0.

ReM ReM
kde M jsou ty elementarni obdélnicky site M, které lezi uvnitt
kiivky . Prvni rovnost plati ze stejného duvodu, z jakého plati
rovnost (2) a prvni rovnost v (5) nize. Druha plyne z (ii) a predchozi



C.—G. véty pro obdélniky. Podle (i) tedy | f(p f| < € a protoze toto
plati pro kazdé ¢, je fs@ f=0. O

Uloha 16 Podobné jako v dloze 10 necht o(t): [0,1] — C,
o(t) == e*™ (ted parametrizujeme celou jednotkovou kruznici)
a f(z) :=2% kdek € Z s k # —1. Spocitejte, Ze

Af—o.

(Neplyne to celé z C.—G. véty!)

e Nezdvislost [ na integrovaném obdélniku. Dokazeme, 7e v jisté
situaci integrél [,, f prilis nezdvisi na obdélniku R. Pripomenme
si, ze kazda kompaktni mnozina A C C je uzaviena a omezena.

Tvrzeni 17 (nezavislost [,, f na R) Necht A C int(R) N
int(S), kde A je kompaktni mnozina a R, S C C jsou obdélniky,
a necht f: C\ A — C je holomorfni funkce. Pak

Ju? = Jt

Dukaz. Necht A, R, S a f jsou, jak je uvedeno, a necht nejprve
i .S C int(R). Prodlouzenim stran obdélniku S rozdeélime obdélnik
R na devét obdélniku Ry, Ro, ... , Ry, S. Pak vskutku mame, ze

8
fjakO\/:r.(2)Z/ f—f— fV.12,R£C(C\A f (5)
OR =1 OR; oS S

Obdélniky R a S v obecné poloze prevedeme na predesly pripad.
Podle tloh 18 a 19 pro kazdé dva obdélniky R a S a kazdou
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neprazdnou kompaktni mnozinu A C int(R) N int(S) najdeme
obdélnik T', ze

AcCint(T) a T Cint(R)Nint(S) .

Takze, podle predeslého pripadu,
[ =] s=]1.
OR aT S

Uloha 18 Dokazte, Ze kazZdy neprdazdny prunik dvou obdélniki
je obdélnik.

O

Uloha 19 Dokazte, Ze pro kazZdé dva obdélniky R a S a kaZdou
neprdazdnou kompaktni mnozinu A C int(R) N int(S) ezistuje
obdélnik T, Ze

AcCcint(T) a T Cint(R)Nint(S) .

DEKUJI ZA POZORNOST!

Ulohy za dom. cv. jsou: 1, 5, 9, 16 a 19. Deadline je (do konce dne)
10. 5. 2022.
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