MATEMATICKA ANALYZA 3 (NMAI056)
letni semestr 2021 /22
prednasejici: Martin Klazar

PREDNASKA 1 (18. 2. 2022) METRICKE PROSTORY.
HEMISFERA NENI PLOCHA. p-ADICKE ULTRAMETRIKY.

Aktualni sylabus predmétu v SISu:
1. Metrické prostory: uplnost, souvislost, kompaktnost.

2. Rady: ¢iselné (sic!), mocninné i funkéni. Ruzné typy konver-
gence, operace s radami. Fourierovy rady.

3. Komplexni analyza: holomorfni funkce, Cauchyho vzorec — poly
funkeci, aplikace.

4. Uvod do diferencialnich rovnic: rovnice se separovanymi
proménnymi, linearni rovnice. Véta o existenci, numericky po-

hled.

Budeme se jim zhruba ridit.
Metricky prostor (kratce MP) je dvojice (M, d) mnoziny M # ()

a zobrazeni

d: M x M — R

zvancho metrika ¢i vzddlenost, které Vx,y, z € M splnuje:
L.dz,y) =0 <= z=uy.
2. d(z,y) =d(y, x) ... symetrie.
3. d(z, y) < d(x, z) +d(z, y) ... trojuhelnikovd nerovnost.
Uloha 1. Dokaste, ze vidy d(z,y) > 0.
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Uvazuji se i MPy s nekonecnymi vzdalenostmi, ale nase metriky
budou mit vzdy konecné hodnoty:.

Kazda podmnozina X C M urcuje novy MP (X, d'), tak zvany
podprostor MPu (M, d): pro z,y € X klademe d'(z,y) := d(x,y).
Obé metriky oznac¢ime stejnym symbolem a mame MP (X d). Izo-
metrie f dvou MPu (M,d) a (N, e) je bijekce f: M — N, jez
zachovava vzdalenosti:

Va,yeM: dx, y) = e(f(z), f(y).

Existuje-li, prostory (M, d) a (N, e) jsou izometrické. Znamena to,
ze jsou fakticky nerozliSitelné.

~o. Ve /

prostor (R" e,), n € N = {1,2,...}, s metrikou e, danou pro
T=(x1,...,2,), 5= (y1,...,yn) € R" formuli

en(@, J) = v/ i (i — i)

Geometricky je e, délka usecky urcené body ¥ a y. Fuklidovskym

prostorem pak rozumime obecnéji kazdy podprostor (X, e,), kdyz

X C R™
Tvrzeni 2 (R” je MP). (R"e,) je metricky prostor.

Dukaz. Funkce e, zfejmé ma vlastnosti 1 a 2 metriky. Pron = 1
je trojuhelnikova nerovnost trivialni a pro n > 2 ji dokazeme ge-
ometricky prevedenim na rovinny piipad n = 2. TTi ruzné neko-
linearni body v R" totiz jednoznacné urcuji dvourozmeérnou rovinu
R C R" a vsechny tfi vzdalenosti mezi nimi v R" jsou stejné
jako v R. To je ovsem netrivialni geometricka vlastnost euklidovské
vzdalenosti, jejiz zobecnéni si muzete dokazat v tloze 4. Staci tak
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dokézat trojuhelnikovou nerovnost v R?. Necht A, B, C € R? jsou
t71 ruzné nekolinearni body (jinak pro né trojihelnikova nerovnost
plati trividlné) a predpokladejme, ze

GQ(A, B) Z GQ(A, C), 62(0, B) .
Staci dokazat, ze ex( A, B) < ey( A, C) + eo(C, B). Podle ulohy 3
lezi pata D vysky spusténé z C' na piimku AB uvnitt tsecky

AB. Uvazime dva pravouhlé trojuhelniky ADC' a BDC', s pravym
uhlem u vrcholu D. Pak dvojim pouzitim tlohy 3 mame

62(14, B) = 62(14, D) + GQ(D, B) < 62(14, C) + 62(0, B) .
U

Uloha 3. Nechf ABC C R? je pravouhly trojuhelnik s pravym
thlem u vrcholu B. Pak es( A, B),es(B,C) < es(A, ).

Uloha 4. Nechf m < n jsou prirozend c¢isla a R C R" je afinni
podprostor v R" dimenze m, napr. prom =1 je R primka a pro
m = 2 je R rovina. Ukazte, Ze MPy (R,e,) a (R e,) jsou
1zometrické.

Uloha 5. G = (V, E) bud’ sowvisly (a ne nutné konecnyj) graf
a funkce d: V xV — Ny (={0,1,2,...}) bud definovdna jako

d(u, v) == # hran na nejkratsi cesté v G zu do v .

Rozhodnéte, zda (V,d) je MP.

Uloha 6. Napriklad v Zivotopisu A. Roberts, Churchill. Walking
with destiny, Penguin Books, 2019, se taky casto setkdvdme se
zkratkou ,MP“. Co v této knize znamenda?
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Uloha 7. Nechi M = R(a,b) je mnozina funkci, které maji na
intervalu [a,b] C R Riemanniv integrdl, a pro f,g € M necht

d(f, g): /\f ()] dt .

Rozhodnéte, zda (M, d) je MP.

Uloha 8 Necht A # 0 je mnozina (abeceda) a
M=A" ={u=wuuy...u, | u; € A}, n € N,

je mnozina slov nad abecedou A s délkoun. Funkcid: M x M —
Ny definujeme jako

du, v) :=#{1€{1,2,...,n} | u; # v} .
Dokazte, Ze (M,d) je MP.
Uloha 9. Nechf X # 0 je mnozina a necht
M={f](f: X >R)Adec>0: z€ X = |f(x)] <c}

je mnozina omezenych realnych funkci definovanych na X. Pro
f,g € M definujeme

d(f, g) :==sup({|f(z) — g(z)| | € X}) .
Dokazte, ze (M,d) je MP.
Sféricka metrika. Jako
S = {(z1, 22, v3) ER® | 2 + 25 + 25 =1}

oznacime jednotkovou sféru (sféru s polomérem 1) v Euklidovském
prostoru R?. Funkeci s: S xS — [0, 7] definujeme pro z,7 € S jako

swa={0
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kde ¢ je thel sevieny dvéma primkami prochézejicimi pocdtkem
0 := (0,0,0) a body T a 7. Tento thel je vlastné délka kratsiho
z obloukt mezi body T a i na jednotkové kruznici vytknuté na S ro-
vinou urcenou pocatkem a body 7 a 3. Funkci s nazveme sférickou
metrikou.

Pro dukaz, Ze s je metrika, zavedeme nasledujici terminologii. Pro
A € R? A-paprskem rozumime polopifmku v R? vychézejici z A
au(p,q) € (0,m) je thel sevieny dvéma ruznymi a neantipodalnimi
A-paprsky p a q. Pro A-paprsek ¢ a 8 € (0, 7) rozumime kuZelem
K = K(q, ) (s osou ¢ a vrcholem A) plochu

K :=U{p | pje A-paprsek a u(p, q) = B} .
Tvrzeni 10 (S je MP). (S,s) je metricky prostor.

Dukaz. Funkce s patrné ma vlastnosti 1 a 2 metriky a staci pro
tii body na S dokazat vlastnost 3. Muzeme predpokladat, ze jsou
vzajemné ruzné a zadné dva z nich nejsou antipodalni (soumérné
podle pocatku). Jinak totiz pro né trojihelnikova nerovnost plati
trividlné. DokéZeme, Ze jsou-li p, ¢ a r tii rizné a neantipodélni 0-
paprsky (uréené danymi body), u(p, q) = a, u(q,r) = fau(p,r) =
v, pak v < a4+ . Budeme predpokladat, ze p, ¢, a a 8 jsou dany
a nalezneme r C K(q, 5) tak, aby se tihel v maximalizoval. Podle
tilohy 11 se r rovné jednomu ze dvou O-paprski tvoifcich prinik
RN K(q, ), kde R je rovina uréend p a q. V R jiz mame rovinnou
situaci a je jasné, Ze pro tii ruzné a neantipodalni polopiimky v R?
vychazejici z pocatku (0,0) a uhly a, 5,7 € (0,7) urcené jejich
dvojicemi vzdy plati nerovnost v < a + £ (tiloha 12). O

Uloha 11. p a q budte dva rizné neantipoddini 0-paprsky, [3
bud hel v (0,7) a R C R3 bud rovina uréend p a q. Pak

bt



nejuétsi uhel
max u(p, r
rcK(q, B) (P 7)

se nabyvd na jednom z 0-paprski tvoricich K(q,3) N R.

Uloha 12. p,q,r C R? budte tri rizné a neantipoddini po-
loprimky vychdzejici z poédtku (0,0) a o, 8,7 € (0,7) budte
uhly urcené jejich dvojicemi. Pak v < a+ (3.

Nasim cilem je nyni dokazat, ze sféricka metrika se podstatné lisi
od euklidovskeé.

(Horni) hemisféra H je mnozina
HZZ{(CIH,CUQ,.%;;)ES’I’gZO}CS.

Véta 13 (H neni plocha). Metricky prostor (H,s) neni izo-
metricky Zadnému Euklidovskému prostoru (X, e,) s X C R".

Dukaz. Nasledujici vlastnost vzdalenosti danych ¢tyfmi body ¢,
u, v a w v Euklidovském prostoru (R", e,,) neni splnéna v (H, s):

en(t, u) = ey(t, v) = e,(u, v) >0 A
Aen(t, w) = ey(w, u) = 1e,(t, u) =

= ep(w, v) = @en(t, v) (< enlt, v)) .

Podle predpokladu implikace body ¢, u a v tvori rovnostranny troj-

uhelnik se stranou délky > 0 a w ma od t 1 od u vzdalenost 3.

Podle ulohy 14 je pak w stredem tusecky tu. Tyto ¢tyfi body jsou

tedy koplanarni (vSechny lezl v jedné roviné) a tisecka vw je vyska

spusténa z vrcholu v rovnostranného trojuhelnika tuv na stranu

tu. Podle Pythagorovy véty se jeji délka es(v,w) = e,(v,w) (viz
V3

tiloha 4) rovnd %*x, coz fikd zaveér implikace.

6



Na hemisfére (H,s) nalezneme ¢tyti ruzné body ¢, u, v a w
splnujici predpoklad predchozi implikace, ale ne jeji zavér. Z toho
plyne, Ze izometrie mezi hemisférou a Euklidovskym prostorem nee-
xistuje, protoze kazda izometrie ze své definice implikaci zachovava.
Tyto body jsou

t=(1,0,0), u=(0,1,0), v=0(0,01)aw= (% . 0) |
Patrné s(t,u) = s(t,v) = s(u,v) = § a s(t,w) = s(w,u) =
%s(t, u) = 7. Bod v je ,severni pdl* (w3 = 1), t,u a w lezi na

,rovniku® (zg3 = 0) a w je stted oblouku tu. Ale vSechny body na
rovniku maji od pélu v stejnou vzdalenost 7. Takze s(w, v) = s(t, v)
a zaver implikace neplati. O

Nedal by se predchozi dukaz zjednodusit, ze bychom argumentovali
jen tiibodovymi konfiguracemi (tloha 16)? A co kdyz misto celé
hemisféry vezmeme jen maly sféricky vrchlik (iloha 17)?

Uloha 14. Kdyz a,b,c € R" jsou riuzné body v Fuklidovském

prostoru se vzddlenostmi e,(c, a) = e,(c,b) = 3e,(a,b), pak c je

stred usecky ab.
Uloha 15. Plati analogie predchoziho i v MPu (S, s)?

Uloha 16. Dd se libovolny sféricky trojuhelnik izometricky re-
alizovat v euklidovské rovine (R?, eq) ?

Uloha 17. Dokaste, e Zadny sféricky vrehlik (¢dast sféry S od-
seknutd rovinou) se sférickou metrikou neni izometricky Eukli-
dovskému prostoru (X, ey).



Metrika d v MPu (M, d) je ultrametrika, téz nearchimédovskd
metrika, kdyz spliuje silnou trojuhelnikovou nerovnost

Va,y, z€ M: dz, y) < max(d(x, 2), d(z, y)) .

Protoze max(d(x, 2),d(z,y)) < d(z, z) +d(z,y), je kazda ultrame-
trika metrika. V nasledujicim tvrzeni a tloze si zvykneme na to, Ze
pii praci v ultrametrickych prostorech, kratce UMP, je nutné se
rozloucit s intuici zalozenou na Euklidovskych prostorech.

Tvrzeni 18 (trojihelniky v UMP). V ultrametrickém pro-
storu (M, d) je kazdy trojuhelnik rovnoramenny, to jest md dvé
stegné dlouhé strany.

Dukaz. Necht x,y,z € M jsou tii ruzné body v UMPu (M, d).
Necht d(x,y) > d(zx, z),d(z,y). Protoze d je ultrametrika, z

d(z, y) < max(d(z, z), d(z, y))
plyne, ze d(x,y) = d(x, z) nebo d(z,y) = d(z,y). O

(Oteviend) koule (se stiredem a € M a polomérem r > 0) v MPu
(M, d) je podmnozina

Bla,r) ={zxe M |dz,a)<r}C M.
Vidy B(a,r) # (), protoze a € Bla,r).

Uloha 19. Dokazte, Ze pro kaZdou koult v UMPu je kazdy jeji
bod jejim stredem.

Uloha 20. Dokaste dulezity dodatek k silné trojuhelnikové ne-
rovnosti: kdyz d(x, z) # d(z,y), pak plati jako rovnost.



UMPYy se pri prvnim setkani mohou jevit bizarné, ale ve skutecnosti
silnd trojuhelnikova nerovnost mnohé zjednodusuje. Napriklad —
na rozdil od obecného MPu— nekonecnd rada v UMPu konverguje,
prave kdyz jeji sc¢itanec jde k 0. Zakladnim prikladem ultrametrik
jsou p-adické vzdalenosti zlomku, a proto je nyni definujeme.
p-adické metriky. Necht p € {2,3,5,7,11, ... } je prvocislo a necht
n € 7 je nenulové celé ¢islo. Definujeme p-adicky rad cisla n:

ordy(n) = max({m € Ny | p"" | n}) .

Zde - | - oznacuje relaci délitelnosti na Z: pro a,b € Z je

alb & JeeZ: b=ac.

Pro kazdé p definujeme ord,(0) := 4o0.
Funkei ord,(-) rozsitime na zlomky. Pro nenulovy zlomek a =
7 € Q definujeme

ord,(a) := ord,(a) — ord,(b) ,

a jinak klademe zase ord,(0) = ord,(0/b) := +oo. Napf. mame
ord;(297/100) = —2, ordy1(297/100) = 1 a ord3(297/100) = 3.

Uloha 21. Ukaste, Ze 7= 5= ord,(a/b) = ordy(c/d).
Tvrzeni 22 (aditivita ord,(-)). Plati, Ze

Va,5€Q: ord,(af) = ord,(a) + ord,(5) ,
kde (+00) + (+00) = (+00) + n = n + (+00) := 400 pro kazdé
n € 7.
Dukaz. Necht o = 3 a f = 5. Leva strana uveden¢ rovnosti pak

je
ord,(ac) — ord,(bd)
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a prava je
ord,(a) — ord,(b) + ord,(c) — ord,(b) .
Uvedenou rovnost tedy staci dokazat v oboru celych ¢isel. Tam

plati diky Zdakladni véte aritmetiky (jednoznacnosti rozkladu ¢isel
na souciny mocnin prvocisel). O

p-adické normy jsou mezikrokem k definici p-adickych metrik. Fi-
xujeme realnou konstantu ¢ € (0,1) a definujeme funkei | - |,: Q —
[0, +00), tzv. p-adickou normu, jako

‘ a
b

kde klademe |0], = ¢™> := 0. Napf. pro ¢ = 5 je |t55|s = 4. Snadno

- Cordp(a/b) ’
p

se dokaze

Uloha 23 (multiplikativita | - |,). Dokazte, Ze pro kaZdé p,
kazdé dva zlomky o, 8 a kazdé ¢ € (0,1) je

- Blp =y - Bl -
Normované téleso F' = (F,0p, 1p,+p,F,| - |F), psdno zkrdcené

(F)| - |r), je téleso F' vybavené normou | - |p: F — [0,4+00), jez
splinuje tfi nasledujici pozadavky.

1.V e F: ‘ZE‘F:O <— x =0p.
2.Vx,y € F: |x-pylr=|x|r-|ylr ... multiplikativita.

3.Va,y € F: |v+rpylr < |z|lp+ |y|r ... trojuhelnikovd
nerovnost.

Zakladni priklady normovanych téles jsou téleso zlomku @, téleso
realnych cisel R a téleso komplexnich ¢isel C, kde norma je obvykla
absolutni hodnota | - |.
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Uloha 24. V kazdém normovaném télese (F,|-|r) je |1p|r = 1
a pro kazdé v € F je | — x|p = |z|r a, pro x # O, |27 |F =

Uloha 25. Dokaste, Ze pro kazdé normované téleso (F,| - |p)
je funkce

d(z, y) = |z —ylr
metrika na F. Dokazte, Ze kdyz |-|p spliiuje silnou trojuhelnikovou
nerovnost (definovanou zrejmym zpusobem, viz nize), pak d je
ultrametrika.

Dalsi dulezité priklady normovanych téles poskytuje téleso zlomku
@ spolu s p-adickymi normami.

Tvrzeni 26 (o |- |,). Pro kazdé prvocislo p a kazdé c € (0,1)
je (Q, |-|p) normované téleso. Prislusny metricky prostor (Q,d),

definovany podle wlohy 25, je ultrametricky prostor.

Dikaz. Multiplikativita normy |- |, je dokdzand v tloze 23. Zbyva
pro ni dokazat silnou trojuhelnikovou nerovnost

Va, € Q: |a+ B, < max(|al,, [8],) -

Ta je ekvivalentni nerovnosti pro p-adické rady
Va, € Q: ordy(a+ ) > min(ordy(a), ord,(8)) .

Necht @« = ¢ a f = < jsou nenulové zlomky (kdyz o = 0 nebo

B = 0, nerovnost plati trivialné jako rovnost) a ordy(a) =1 m
ma’

a ord,(f) =: n jsou v Z. Jinymi slovy, § = p™% a gv: p”%, kde
zadné z celych ¢isel o, b/, ¢ a d' neni délitelné p. Reknéme, Ze
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m < n. Pak

g —l_ E o a/d/ _|_pn—mclb/ o E
b d Y b Py
Patrné e, f € Z a p nedéli f, takze ord,(e/f) > 0 a, diky aditivite
p-adického tadu, ord,(a + 8) > m = min(ord,(a), ord,(5)). O

DEKUJI ZA POZORNOST

Ale jesté doméci ukoly na cviceni. Zaslete mi prosim do pulnoci
utery 1. 3. e-mailem teseni uloh: 1, 3, 5, 7 a 19.
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