7. cviceni 18. 11. 2009 — test na metrické prostory

Vsechny priklady jsou za 3 body. Odpovédi vzdy zdtvodnéte.

1. Necht d(z,y) je metrika na mnoziné M. Je pravda, Ze i funkce d(z,y)/5
je metrika na M?

2. Totéz pro funkci d(z, y)>2.

3. Mnozina v metrickém prostoru je Gs-mnozina, kdyz se da vyjadrit
jako prinik spocetné mnoha otevienych mnozin. Ukazte, ze mnozina
{(1,9) | y € R} je Gs-mnoZina v euklidovském prostoru R2.

4. Popiste obojetné mnoziny v euklidovském podprostoru X =
(1,2,3,4,...} CR.

5. Jaké souvislé podmnoziny obsahuje tento metricky prostor X7

6. Popiste uzdvér mnoziny X = {(z,y) | 2 +y* < 1 & y # 3} v eukli-
dovském prostoru R2.

7. Popiste uzévér mnoziny X = {f, | n = 1,2,3,...}, fu(x) = 2™ pro
—1 <z <1, v metrickém prostoru omezenych funkei f: [-1,1] = R
se supremovou metrikou.

8. Je tato mnozina X v uvedeném metrickém prostoru aplna?

9. Je podmnozina X = {/2,2v/2,3v2,...} euklidovského prostoru R
kompaktni?

10. Je uplna?

Reseni.

1. Ano. Spliuje-li funkce d(z,y) axiomy metriky—algebraické identity
d(z,y) = 0, d(z,y) =0 <= =z =y, dz,y) =d(y,z) ad(z,z) <
d(z,y) + d(y, z)—spliiuje je i funkce d'(z,y) = d(z,y)/5, obecnéji i
kazdy nenulovy nasobek metriky.

2. Ne. d'(z,y) = d(z,y)? nespliiuje obecné trojuhelnikovou nerovnost,
napi. 5 < 2+ 3, ale 52 £ 22 + 32.



. Naprtiklad

(n)lyeR =@ |1- <r<ltyck)

n=1

a kazda z mnozin v priniku (otevieny péas s tloustkou 2/n) je oteviend
mnozina.

. Kazda podmnozina mnoziny X je obojetna. V prostoru (X, d), kde d
je eukl. metrika d(x,y) = |x — y|, je totiz kazdy bod b € X izolovany
a tedy {b} je oteviend mnozina (napf. B(b,3) = {b}) a sjednocovéni
otevienych mnozin dava, ze kazda podmnozina X je oteviena a tudiz i
uzaviena.

. Souvislé jsou pouze mnoziny ) a jednobodovky {b}, b € X. (Tyto
mnoziny jsou souvislé v kazdém metrickém prostoru.) Kazda jind pod-
mnozina mnoziny X obsahuje netrividlni obojetnou podmnozinu.

. Mnozina X je kruh s polomérem 1 a stfedem v pocatku, bez hrani¢ni
kruznice a bez bod na piimce y = % Uzaver X v R? je uzavieny kruh

{(z,y) | 2*> +y* < 1}

. Tento a nasledujici priklad se ukazaly byt—proti mému zaméru—

vvvvvv

X =X.

Ukazme, ze z X se v supremové metrice neda vykonvergovat. Ptipo-
metime si, Ze pro dvé omezené funkce f,g : [—1,1] — R je jejich
vzdalenost v supremové metrice

d(f,g) = sup |[f(x)—g(z)l.

z€[—-1,1]

Neni tézké videt, ze pro kazdé pevné m € N existuje ng € N, Ze pro
kazdé n > ng mame

d(frm: fn) > 1/2

(misto 1/2 tady mize byt libovolné konstanta ¢ € (0,1)). Skutecné, pro
dané m najdeme a € (0,1), Ze f,,(a) = a™ > 3 (nebot lim, 1+ fin(a) =
lim, .1+ @™ = 1 pro kazdé pevné m € N) a pak pro dostateéné velké



no a kazdé n > ny mame f,(a) < fo,(a) < ;11 (nebot lim,, ., fn(a) =
lim,, . @™ = 0 pro kazdé pevné a € (—1,1)). Pak pro kazdé n > ng je

d(fim: fn) 2 | fm(a) = fula)] > 1/2.

Odtud plyne (podrobné to zduvodnime), Ze z mnoziny funkci X =
{f1, f2,...} se d& vybrat pouze trividlni cauchyovskd podposloupnost
(a tim spiSe pouze trividlni konvergentni podposloupnost), totiz even-
tualné konstantni podposloupnost, kterda se eventualné rovna néjaké
funkci f;. Takova podposloupnost ma ovSem limitu rovnou f;. Z mno-
ziny X tedy nelze vykonvergovat a je uzavriena.

Necht ¢ = (fys fra,---) je libovolna posloupnost funkei z X. Posloup-
nost jejich indext ozna¢ime jako p = (ki, ks, . . . ). Rozlisime t¥i pfipady:
(1) mnozina P = {ky, ko, ...} je kone¢nd a pouze jeden z jejich prvki
se v p vyskytuje nekone¢nékrat, (2) P je konecéné, ale alespori dva z je-
jich prvku se v p vyskytuji nekonecnékrat a (3) P je nekone¢na. Ziejmé
pravé jeden z nich nastava. V pfipadé (1) je jasné, Ze p a ¢ jsou eventu-
alné konstantni posloupnosti (a tedy konvergentni). V ptipadé (2) exis-
tuji dva rtzné indexy a,b € P, ze pro kazdé m € N existuji 7,7 > m,
ze ki = a a k; = b. Posloupnost funkci ¢ tedy neni cauchyovské: pro
kazdé m € N existuji 4,5 > m, ze d(fx,, fr,) = d(fa, Js) = ¢, kde ¢ > 0
je konstanta. Podobné ¢ neni cauchyovska ani v ptipadé (3). Pro dané
m € N totiz existuje, jak vime, ng, ze pro n > ng je d(fx,,.., fn) > 1/2.
Protoze P je nekone¢nd, existuje takové i > m, ze k; > ny (nebot
P& {ky, kg, kn} U{1,2,... no}). Pak d(fr,,,, fr,) > 1/2.

8. Ano, je. X je uzaviena podmnozina v tplném metrickém prostoru a
je tedy uplna. (Metricky prostor omezenych funkei f : [-1,1] — R
se supremovou metrikou je uplny, jak vime z prednasky o stejnomérné
konvergenci—plyne to z tvrzeni o Bolzanové-Cauchyové podmince pro
posloupnosti funkci.)

9. Neni. Posloupnost a1 = v/2,a, = 2v/2, ... nemé konvergentni podpo-
sloupnost (d(am, a,) > /2 pro kazdé m < n).

10. Je. Je to uzaviena podmnozina uplného euklidovského prostoru R.



