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Abstrakt

Definujeme ekvivalentńı metriky a homeomorfismy topologíı. De-
finujeme topologickou kompaktnost a bez d̊ukazu uvedeme Borelovu–
Lebesgueovu větu, že metrická a topologická kompaktnost jsou ekvi-
valentńı. Uvedeme př́ıklad dvou kompaktńıch množin s nekompaktńım
pr̊unikem. Dokážeme, že kompaktńı množiny v metrických prostorech
jsou uzavřené a omezené a že v uzavřených eukleidovských prostorech
lze tuto implikaci obrátit. Dokážeme, že každé spojité zobrazeńı defino-
vané na kompaktńım metrickém prostoru je stejnoměrně spojité. O to-
pologíıch dokážeme, že spojité obrazy kompaktńıch množin jsou kom-
paktńı, že spojité reálné funkce definované na kompaktech nabývaj́ı
minima i maxima a že každá spojitá injekce definovaná na kompaktu
a jdoućı do Hausdorffova prostoru má spojitou inverzi. Nakonec de-
finujeme souvislé množiny a prostory a ukážeme, že podprostor Q
prostoru E1 je totálně nesouvislý.

Ve třet́ı přednášce diskutujeme ekvivalenci metrik. Poté uvedeme několik
výsledk̊u o kompaktńıch množinách a kompaktńıch prostorech. Na závěr za-
vedeme (ne)souvislé množiny a prostory.

Ekvivalentńı metriky a homeomorfismy

Než se obrát́ıme ke kompaktńım prostor̊um, splńıme slib z prvńı přednášky.
Vysvětĺıme, co znamená, že dvě metriky na téže množině jsou

”
podobné“.

Definice 1 (ekvivalentńı metriky) d a d′ bud’te metriky na neprázdné
množině M . Řekneme, že jsou ekvivalentńı, maj́ı-li metrické prostory ⟨M,d⟩
a ⟨M,d′⟩ stejné otevřené množiny.
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Ekvivalentńı metriky tedy definuj́ı tutéž topologii. Uvedeme jeden d̊usledek
této definice. Když f : M → N je funkce, d a d′ jsou ekvivalentńı metriky
na M a e a e′ jsou ekvivalentńı metriky na N , pak je f spojitá jako funkce
z metrického prostoru ⟨M,d⟩ do metrického prostoru ⟨N, e⟩, právě když je
f spojitá jako funkce z metrického prostoru ⟨M,d′⟩ do metrického prostoru
⟨N, e′⟩.

Úloha 2 Dokažte to.

Úloha 3 Ukažte, že ekvivalence metrik je relaćı ekvivalence.

Uvedeme kritérium ekvivalence metrik. Budeme psát Bd a Bd′ pro koule
v př́ıslušných metrikách d a d′ na M .

Tvrzeńı 4 Necht’ d a d′ jsou dvě metriky na množině M ̸= ∅. Pak d a d′

jsou ekvivalentńı, právě když

∀b ∈ M ∀r > 0 ∃s > 0: Bd′(b, s) ⊂ Bd(b, r) &

∀b ∈ M ∀r > 0 ∃s > 0: Bd(b, s) ⊂ Bd′(b, r) .

D̊ukaz. Předpokládejme, že d a d′ jsou ekvivalentńı. Necht’ jsou dány b ∈ M
a r > 0. Jelikož Bd(b, r) je otevřená množina v prostoru ⟨M,d⟩, je otevřená
také v ⟨M,d′⟩. Protože b ∈ Bd(b, r), existuje s > 0, že Bd′(b, s) ⊂ Bd(b, r).
Druhý konjunkt v uvedené konjunkci se dokáže stejně.

Předpokládejme, že uvedená konjunkce plat́ı, že X ⊂ M je otevřená
množina v prostoru ⟨M,d⟩ a že b ∈ X. Tedy Bd(b, r) ⊂ X pro nějaký po-
loměr r. Podle prvńıho konjunktu existuje poloměr s, že

Bd′(b, s) ⊂ Bd(b, r) (⊂ X) .

Tedy Bd′(b, s) ⊂ X. Vid́ıme, žeX je otevřená také v prostoru ⟨M,d′⟩. Pomoćı
druhého konjunktu obdobně dokážeme, že každá množina otevřená v pro-
storu ⟨M,d′⟩ je otevřená i v prostoru ⟨M,d⟩. 2

Úloha 5 Ukažte, že Lp metriky, p ≥ 1, a L∞ metrika na Rn, zavedené
v prvńı přednášce, jsou všechny vzájemně ekvivalentńı.

Úloha 6 Topologie libovolného metrického prostoru ⟨M,d⟩, v němž je každý
bod izolovaný, je diskrétńı, tj. je to topologie ⟨M,P(M)⟩.
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Takové metrické prostory nazývejme izolované. Z toho plyne, že metriky
v libovolných dvou izolovaných prostorech se stejnou nosnou množinou jsou
ekvivalentńı. Dále definujeme dva izolované metrické prostory na N, z nichž
jeden je úplný a druhý nikoli. Z toho plyne, že úplnost metrických prostor̊u
neńı topologickou vlastnost́ı: tyto dvě metriky jsou ekvivalentńı, ale jedna je
úplná a druhá neńı.

Tvrzeńı 7 Existuj́ı takové izolované metrické prostory M = ⟨N, d⟩ a M ′ =
⟨N, d′⟩, že M je úplný a M ′ neńı úplný.

D̊ukaz. M definujme jako diskrétńı prostor na N, takže d(i, j) = 1 pro i ̸= j
a d(i, i) = 0. Jak v́ıme z Úlohy 30 v Přednášce 1, M je úplný. Nav́ıc je každý
bod i ∈ N izolovaný, protože BM(i, 1) = {i}. Druhá metrika d′ je definována
tak, že d′(i, i) = 0 a pro i ̸= j plat́ı

d′(i, j) :=
1

min(i, j)
.

Nejprve ukážeme, že funkce d′ je metrika. Je zřejmé, že d′ je symetrická a
nezáporná a že d′(i, j) = 0 právě tehdy, když i = j. Pro d̊ukaz TI uvažujme
tři č́ısla i ≤ j ≤ k v N. Pak

d′(i, j) = i−1 = d′(i, k) ≤ d′(i, k) + d′(k, j) ,

d′(i, k) = i−1 = d′(i, j) ≤ d′(i, j) + d′(j, k) , a

d′(j, k) = j−1 ≤ i−1 = d′(j, i) ≤ d′(j, i) + d′(i, k) ,

takže TI plat́ı. Jelikož BM ′(i, 1
i
) = {i}, je prostor M ′ izolovaný. V M ′ je

posloupnost (n) = (1, 2, . . . ) cauchyovská, ale nemá limitu, protože každý
bod v M ′ je izolovaný (Úloha 8). 2

Úloha 8 V libovolném izolovaném metrickém prostoru maj́ı limitu pouze po-
sloupnosti, které jsou od jistého mı́sta konstantńı.

Připomeneme izomorfismy topologických prostor̊u. Zobrazeńı f : T → U
mezi topologiemi ⟨T, τ⟩ a ⟨U, υ⟩ je spojité, pokud f−1[B] ∈ τ pro každou
otevřenou množinu B ∈ υ. Podle Tvrzeńı 22 v přednášce 1 je zobrazeńı mezi
metrickými prostory spojité právě tehdy, když je “topologicky” spojité.
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Definice 9 (homeomorfismy) Zobrazeńı f : T → U mezi topologiemi T =
⟨T, τ⟩ a U = ⟨U, υ⟩ je homeomorfismus prostor̊u T a U , pokud je f spojitá
bijekce a rovněž inverz f−1 je spojitý.

Úloha 10 Dokažte, že složenina dvou homeomorfism̊u je homeomorfismus.

Borelova–Lebesgueova věta o kompaktnosti

Připomeňme, že množina X ⊂ M v metrickém prostoru ⟨M,d⟩ je kompaktńı,
jestliže každá posloupnost (an) ⊂ X má konvergentńı podposloupnost (amn)
s limitou lim amn ∈ X.

Definice 11 (kompaktnost) Necht’ T = ⟨T, τ⟩ je topologie. Množina X ⊂
T se nazývá kompaktńı, jestlǐze pro každý systém otevřených množin Ui ∈ τ ,
i ∈ I, splňuj́ıćı

X ⊂
⋃︁

i∈I Ui ,

existuje taková konečná množina index̊u J ⊂ I, že stále plat́ı

X ⊂
⋃︁

i∈J Ui .

Je-li množina T kompaktńı, ř́ıkáme, že prostor T je kompaktńı.

Řekneme také, že každé otevřené pokryt́ı množinyX má konečné podpokryt́ı.

Úloha 12 Jsou-li dvě topologie homeomorfńı, pak jsou bud’ obě kompaktńı,
nebo ani jedna neńı kompaktńı.

Následuj́ıćı větu o ekvivalenci metrické a topologické kompaktnosti nebu-
deme dokazovat, protože d̊ukaz probereme v kurzu MA3.

Věta 13 (Borel–Lebesgue) Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor, T je
odpov́ıdaj́ıćı metrická topologie a X ⊂ M . Potom je množina X kompaktńı v
M právě tehdy, když je X kompaktńı v T .

Věta je připisována francouzským matematik̊um Émilovi Borelovi (1871–
1956) a Henrimu Lebesgueovi (1875–1941). V kontextu eukleidovských met-
rických prostor̊u se někdy nazývá Heineova–Borelova věta.

Úloha 14 Dokažte, že sjednoceńı dvou kompaktńıch množin v topologickém
prostoru je kompaktńı množina.
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Úloha 15 Dokažte, že každá uzavřená množina v kompaktńım topologickém
prostoru je kompaktńı.

Pr̊uniky kompaktńıch množin

Metrická a topologická kompaktnost se lǐśı v operaci pr̊uniku množin. V li-
teratuře jsme tento bod nenašli jasně vysvětlený a využ́ıváme př́ıležitosti ho
tu objasnit.

Věta 16 (kompaktnost a pr̊uniky) Plat́ı následuj́ıćı.

1. V každém metrickém prostoru je pr̊unik dvou kompaktńıch množin kom-
paktńı.

2. Existuje topologie T = ⟨T, τ⟩ a kompaktńı množiny A,B ⊂ T , že pr̊unik
A ∩B neńı kompaktńı.

D̊ukaz. 1. Necht’ ⟨M,d⟩ je metrický prostor, necht’ A,B ⊂ M jsou kom-
paktńı množiny a necht’ (an) ⊂ A ∩ B je libovolná posloupnost. Protože
A je kompaktńı a (an) ⊂ A, existuje podposloupnost (bn) posloupnosti
(an) s lim bn = b ∈ A. Protože (bn) ⊂ B (Úloha 17) a B je kompaktńı,
existuje podposloupnost (cn) posloupnosti (bn) s lim cn = c ∈ B. Zřejmě
c = b ∈ B ∩ A. Tedy (an) má podposloupnost (cn) (Úloha 18), která má
limitu v pr̊uniku A ∩B.

2. Položme
T := N ∪ {−∞, +∞} ,

množinu X ⊂ T zařad’me do τ právě tehdy, když X ⊂ N nebo když je
X = N∪Y pro nějaké Y ⊂ {−∞,+∞}, a definujme A := N∪{−∞} a B :=
N ∪ {+∞}. Neńı těžké ověřit, že ⟨T, τ⟩ je topologie (Úloha 19). Abychom
ukázali, že A (i B) je kompaktńı, vezměme libovolné otevřené pokryt́ı

A ⊂
⋃︁

i∈I Ui, Ui ∈ τ .

Potom existuje takový index j v I, že Uj = N ∪ {−∞} nebo Uj = N ∪
{−∞,+∞}, a množina J = {j} poskytuje požadované konečné podpokryt́ı.
Podobně je B kompaktńı. Na druhé straně A ∩B = N a

N =
⋃︁

n∈N{n}
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je otevřené pokryt́ı množiny A ∩ B, které nemá konečné podpokryt́ı. Tedy
množina A ∩B neńı kompaktńı. 2

Metrická a topologická kompaktnost se lǐśı ještě jednodušeji v otázce, zda
je kompaktńı množina uzavřená. Nı́že ukážeme, že v metrických prostorech
to vždy plat́ı. V uvedené topologii T neńı kompaktńı množina A uzavřená,
protože jej́ı doplněk {+∞} neńı otevřený; viz však Úlohu 20.

Úloha 17 Proč je (bn) ⊂ B?

Úloha 18 Proč je (cn) podposloupnost́ı (an)?

Úloha 19 Ukažte, že hypergraf ⟨T, τ⟩ definovaný v d̊ukazu části 2 věty je
topologie.

Úloha 20 Dokažte, že v Hausdorffových topologických prostorech jsou kom-
paktńı množiny uzavřené.

Klasické výsledky o metrické kompaktnosti

Vztah mezi úplnost́ı a kompaktnost́ı je jasný.

Tvrzeńı 21 Necht’ M = ⟨M,d⟩ je metrický prostor a necht’ X ⊂ M je
kompaktńı množina. Pak je X úplná.

D̊ukaz. Necht’ (an) ⊂ X je Cauchyova. Protože X je kompaktńı, existuje
podposloupnost (amn) s limn→∞ amn = b ∈ X. Ukážeme, že dokonce lim an =
b, a tedy že X je úplná. Necht’ je dáno ε > 0. Zvoĺıme n0 ∈ N tak, aby
d(amn , b) ≤ ε pro každé n ≥ n0 a aby d(am, an) ≤ ε pro všechna m,n ≥ n0.
Pak pro každé n ≥ n0 TN dává

d(an, b) ≤ d(an, amn) + d(amn , b) ≤ ε+ ε = 2ε ,

protože mn ≥ n. 2

Úloha 22 Uved’te př́ıklad úplného, ale nekompaktńıho metrického prostoru.

Navážeme dvěma výsledky o podprostorech.
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Tvrzeńı 23 Každá uzavřená podmnožina kompaktńıho metrického prostoru
je kompaktńı množina.

D̊ukaz. To plyne okamžitě z Úlohy 15 a z Borelovy–Lebesgueovy věty. 2

Definice 24 (omezenost) Množina X ⊂ M v metrickém prostoru M =
⟨M,d⟩ je omezená, existuje-li v M taková koule B, že X ⊂ B.

V následuj́ıćıch třech úlohách je M = ⟨M,d⟩ metrický prostor a X ⊂ M
a A ⊂ B ⊂ M jsou jeho podmnožiny.

Úloha 25 X je omezená právě tehdy, když existuje taková koule BM se
středem v X, že X ⊂ BM .

Úloha 26 X je omezená právě tehdy, když existuje reálná konstanta c > 0,
že d(x, y) ≤ c pro všechna x, y ∈ X.

Úloha 27 A je omezená v B právě tehdy, když A je omezená v M .

Tvrzeńı 28 Necht’ X ⊂ M je kompaktńı množina v metrickém prostoru
M = ⟨M,d⟩. Pak X je uzavřená a omezená množina.

D̊ukaz. Ekvivalentně dokážeme, že když množina X ⊂ M neńı uzavřená nebo
neńı omezená, neńı kompaktńı.

Necht’ X neńı uzavřená. Podle Tvrzeńı 28 v přednášce 1 pak existuje
taková konvergentńı posloupnost (an) ⊂ X, že lim an = b ∈ M \ X. Každá
podposloupnost posloupnosti (an) má tutéž limitu b. Takže (an) nemá žádnou
podposloupnost s limitou v X.

Necht’ X neńı omezená. Zvolme libovolný bod a1 ∈ X (X ̸= ∅, protože
X neńı omezená). Pro n = 2, 3, . . . necht’ je an ∈ M \ B(a1, n) libovolný
bod. Tyto body existuj́ı, protože X neńı omezená. Takto źıskaná posloup-
nost (an) ⊂ M splňuje d(a1, an) ≥ n pro každé n ∈ N, n ≥ 2. Pro spor
předpokládejme, že (amn) je podposloupnost s lim amn = b. Necht’ n0 ∈ N je
takové, že d(amn , b) ≤ 1 pro všechna n ≥ n0. Pak pro tatáž n plat́ı

d(a1, amn) ≤ d(a1, b) + d(b, amn) ≤ d(a1, b) + 1 ,

což je spor. Tedy (an) nemá žádnou podposloupnost s limitou. 2

Poznamenejme, že v d̊ukazu jsme opět použili axiom výběru. Neńı těžké naj́ıt
metrický prostor, v němž nelze implikaci v předchoźım tvrzeńı obrátit.
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Úloha 29 Necht’ M je libovolný diskrétńı metrický prostor s nekonečnou
základńı množinou M . Pak M je omezená a uzavřená, ale ne kompaktńı.

Uvedenou implikaci ale lze obrátit v eukleidovských metrických prostorech.
Než to dokážeme v následuj́ıćı větě, ukážeme, že součin kompaktńıch met-
rických prostor̊u je kompaktńı.

Tvrzeńı 30 Necht’ M = ⟨M,d⟩ a N = ⟨N, e⟩ jsou dva kompaktńı metrické
prostory. Pak je také součinový prostor P = ⟨M ×N, d′⟩ kompaktńı.

D̊ukaz. Necht’ (cn) = (⟨an, bn⟩) ⊂ M × N je libovolná posloupnost v P .
Dvakrát použijeme předpoklad kompaktnosti a źıskáme takovou podposloup-
nost (cmn), že lim amn = a (∈ M) a lim bmn = b (∈ N). Položme c := ⟨a, b⟩.
Podle Úlohy 31 se

lim
n→∞

cmn = c .

Vid́ıme, že P je kompaktńı prostor. 2

Úloha 31 Dokažte, že posloupnost bod̊u (⟨an, bn⟩) v součinu dvou metrických
prostor̊u má limitu ⟨a, b⟩ právě tehdy, když lim an = a a lim bn = b.

Věta 32 (kompaktnost v En) Předpokládejme, že množina X ⊂ Rn v pro-
storu En je omezená a uzavřená. Pak je X kompaktńı.

D̊ukaz. Protože jeX omezená, pro nějaká dvě reálná č́ısla a < b jeX ⊂ [a, b]n.
Budeme [a, b]n chápat jako podprostor En. Protože je X v En uzavřená,
Úloha 33 ukazuje, že X je uzavřená i v prostoru [a, b]n. Prostor [a, b]n je
kompaktńı podle Tvrzeńı 30 a Bolzanovy–Weierstrassovy věty známé z MA1
(ta v jazyce MA2 ř́ıká, že [a, b] je kompaktńı množina v E1). Protože je X
uzavřená množina v kompaktńım prostoru [a, b]n, Tvrzeńı 23 ř́ıká, že X je
kompaktńı množina v [a, b]n. Nakonec Úloha 36 ukazuje, že X je kompaktńı
množina v Rn. 2

Podle této věty a Tvrzeńı 28 je množina X ⊂ Rn kompaktńı v En právě
tehdy, když je X v En omezená a uzavřená.

V následuj́ıćıch čtyřech úlohách je M = ⟨M,d⟩ metrický prostor a A ⊂
B ⊂ M jsou jeho podmnožiny.

Úloha 33 Jestlǐze je A uzavřená v M , pak je A uzavřená v B.
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Úloha 34 Je-li B uzavřená v M a A je uzavřená v B, pak je A uzavřená
v M .

Úloha 35 Uved’te př́ıklad prostoru M a jeho podmnožin A ⊂ B ⊂ M , že A
je uzavřená v B, ale A neńı uzavřená v M .

Úloha 36 A je kompaktńı v B právě tehdy, když A je kompaktńı v M .

Úlohy 27 a 33–36 se týkaj́ı relativnosti vlastnost́ı omezenosti, uzavřenosti a
kompaktnosti množin v metrických prostorech. Omezenost a kompaktnost
jsou absolutńı vlastnosti, ale uzavřenost je relativńı.

Důsledek 37 Necht’ X ⊂ M ⊂ Rn a necht’ M je uzavřená množina v En.
Potom X je kompaktńı množina v eukleidovském podprostoru M právě tehdy,
když je X uzavřená a omezená množina v podprostoru M .

D̊ukaz. Vzhledem k Tvrzeńı 28 stač́ı dokázat implikaci ⇐. Předpokládejme,
že X ⊂ M je uzavřená a omezená v M . Podle Úlohy 34 je X uzavřená v En.
Podle Úlohy 27 je X omezená v En. Podle Věty 32 je X kompaktńı v En.
Podle Úlohy 36 je X kompaktńı v M . 2

Definice 38 (stejnoměrná spojitost) Necht’ M = ⟨M,d⟩ a N = ⟨N, e⟩
jsou metrické prostory a necht’ f : M → N je zobrazeńı. Zobrazeńı f je
stejnoměrně spojité, krátce UC, jestlǐze pro každé ε > 0 existuje δ > 0, že
pro všechna x, y ∈ M plat́ı

d(x, y) ≤ δ ⇒ e(f(x), f(y)) ≤ ε .

Následuj́ıćı úloha ukazuje rozd́ıl mezi obyčejnou a stejnoměrnou spojitost́ı na
trochu neobvyklé funkci.

Úloha 39 Necht’ M = (0, 1) ∩ Q, což znamená, že M se skládá ze všech
racionálńıch č́ısel lež́ıćıch mezi 0 a 1, je eukleidovský prostor. Definujeme
zobrazeńı f z M do E1 předpisem f(a) = 0 pro a < 1√

2
a f(a) = 1 pro

a > 1√
2
. Ukažte, že zobrazeńı f je spojité, ale neńı stejnoměrně spojité.

Uvedeme d̊uležité použit́ı kompaktnosti.
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Věta 40 (KOMP ⇒ UC) Necht’ M = ⟨M,d⟩ a N = ⟨N, e⟩ jsou metrické
prostory, M je kompaktńı a f : M → N je spojité zobrazeńı. Potom je f
stejnoměrně spojité.

D̊ukaz. Pro spor předpokládáme, že f neńı stejnoměrně spojité. Což zna-
mená, že existuje ε > 0, že pro každé n ∈ N existuj́ı takové dva body
an, bn ∈ M , že d(an, bn) ≤ n−1, ale e(f(an), f(bn)) > ε. Dı́ky kompaktnosti
prostoru M máme bod b ∈ M a takové indexy m1 < m2 < . . . , že

lim
n→∞

amn = lim
n→∞

bmn = b .

Protože f je spojité v bodě b, existuje d́ıky Větě 27 v přednášce 1 takový
index n0, že pro každé n ≥ n0 je

e(f(amn), f(b)), e(f(bmn), f(b)) ≤ ε/2 .

Pak ale TN dává pro každé n ≥ n0 spor:

ε < e(f(amn), f(bmn)) ≤ e(f(amn), f(b)) + e(f(b), f(bmn)) ≤ ε
2
+ ε

2
= ε .

Opět jsme použili axiom výběru. 2

Klasické výsledky o topologické kompaktnosti

Soustřed́ıme se sice na metrické prostory, ale výsledky ńıže plat́ı obecněji
v topologíıch a maj́ı jednoduché d̊ukazy. Oṕıráme se ale o zde nedokázanou
Borelovu–Lebesgueovu větu, že v metrických prostorech jsou metrická a to-
pologická kompaktnost ekvivalentńı.

Tvrzeńı 41 T = ⟨T, τ⟩ a U = ⟨U, υ⟩ bud’te topologie, X ⊂ T bud’ kompaktńı
množina v T a f : T → U bud’ spojitá funkce. Pak obraz f [X] je kompaktńı
množina v U .

D̊ukaz. Necht’ f [X] ⊂
⋃︁

i∈I Vi, kde Vi ∈ υ, je otevřené pokryt́ı množiny
f [X]. Lehce se vid́ı, že X ⊂

⋃︁
i∈I f

−1[Vi] je pokryt́ı množiny X otevřenými
množinami v T . Protože X je kompaktńı, existuje konečná množina index̊u
J ⊂ I, že stále

X ⊂
⋃︁

i∈J f
−1[Vi] .

Snadno plyne, že f [X] ⊂
⋃︁

i∈J Vi je konečné podpokryt́ı výchoźıho pokryt́ı.
Vid́ıme, že f [X] je kompaktńı množina. 2
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Úloha 42 Ověřte, že toto tvrzeńı plat́ı i v metrických prostorech.

Úloha 43 Dokažte toto tvrzeńı v metrických prostorech pomoćı metrické
(sekvenčńı) kompaktnosti.

Zavedeme podprostory topologíı. Jsou definovány stejným zp̊usobem jako
u metrických prostor̊u. Necht’ T = ⟨T, τ⟩ je topologie a U ⊂ T je neprázdná
podmnožina. Podprostor prostoru T indukovaný množinou U definujeme jako
dvojici

T |U := ⟨U, {A ∩ U : A ∈ τ}⟩ .

Úloha 44 Ukažte, že T |U je topologie na U .

Úloha 45 Uzavřené množiny v podprostoru T |U jsou tvořeny právě pr̊uniky
uzavřených množin v T s U .

Věta 46 (min-max) Necht’ T = ⟨T, τ⟩ je topologie, A ⊂ T je neprázdná
kompaktńı množina a f : T → R je zobrazeńı, které je spojité vzhledem k T
a k eukleidovské metrické topologii na R. Pak existuj́ı takové prvky a, b ∈ A,
že pro každé c ∈ A plat́ı

f(a) ≤ f(c) ≤ f(b) .

D̊ukaz. Podle Tvrzeńı 41 je f [A] kompaktńı podmnožina R. Podle Tvr-
zeńı 28 (a také Borelovy–Lebesgueovy věty) je f [A] neprázdná, uzavřená
a omezená množina v E1. Podle Úlohy 47 existuj́ı extrémńı prvky min(f [A])
a max(f [A]). Zvoĺıme-li tedy libovolné body a, b ∈ A tak, aby f(a) =
min(f [A]) a f(b) = max(f [A]), plat́ı uvedené nerovnosti. 2

Úloha 47 Dokažte, že každá neprázdná, uzavřená a omezená množina v E1

má minimum i maximum.

Následuj́ıćı tvrzeńı souviśı s větou o spojitosti inverzu spojité prosté
funkce (definované na intervalu) známou z předmětu MA1. V př́ıpadě to-
pologických prostor̊u budeme na inverzńı funkci pohĺıžet jako na zobrazeńı
definované na podprostoru indukovaném obrazem.
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Tvrzeńı 48 Necht’ T = ⟨T, τ⟩ a U = ⟨U, υ⟩ jsou topologie, T je kompaktńı
a U Hausdorffuv prostor, a necht’ f : T → U je spojitá injekce. Pak je inverzńı
zobrazeńı

f−1 : f [T ] → T

spojité.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že pro každou uzavřenou množinu A v T je f [A]
uzavřená množina v podprostoru f [T ] prostoru U . Podle Úlohy 15 je každá
uzavřená množina A v T kompaktńı. Podle Tvrzeńı 41 je f [A] kompaktńı
v U . Podle Úlohy 20 a předpokladu o U je f [A] uzavřená množina v U .
Ale f [A] = f [A] ∩ f [T ], a tedy podle Úlohy 45 je f [A] uzavřená množina
v podprostoru f [T ].

Nyńı k d̊ukazu spojitosti f−1: podle Úlohy 49 stač́ı ukázat, že pro každou
uzavřenou množinu A v T je

(f−1)−1[A] = f [A]

uzavřená množina v podprostoru f [T ]. To jsme dokázali na začátku. 2

Úloha 49 Spojitost zobrazeńı f : T → U mezi topologiemi jsme definovali
tak, že pro každou otevřenou množinu v U je jej́ı vzor pomoćı f otevřená
množina v T . Ukažte, že je ekvivalentńı, když se otevřené množiny nahrad́ı
uzavřenými.

Slabě kompaktńı množiny aneb
”
pěkné“ množiny

Definici metrické kompaktnosti zeslab́ıme následovně. Řekneme, že množina
X ⊂ M v metrickém prostoru ⟨M,d⟩ je pěkná, má-li každá posloupnost
(an) ⊂ X Cauchyovu podposloupnost. Dı́ky metrickým zúplněńım jsou pěkné
množiny skoro stejně dobré jako množiny kompaktńı. Tuto myšlenku dále
rozvineme v konečné verzi těchto skript.

Souvislé a nesouvislé množiny a prostory

Připomeňme, že v topologii ⟨T, τ⟩ se množina X ⊂ T nazývá obojetná, pokud
je uzavřená i otevřená, tedy jak X tak T \X je v τ . Př́ıklady jsou množiny
∅ a T .
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Definice 50 ((ne)souvislost) Topologie ⟨T, τ⟩ je souvislá, jsou-li jediné
obojetné množiny v T jen ∅ a T . Množina X ⊂ T je souvislá, je-li pod-
prostor j́ı indukovaný souvislý. Metrický prostor ⟨M,d⟩ je souvislý, je-li jeho
metrická topologie souvislá. Množina X ⊂ M je souvislá, jestlǐze podprostor
j́ı indukovaný je souvislý. Množiny a prostory, které nejsou souvislé, jsou
nesouvislé.

Plat́ı následuj́ıćı kritérium nesouvislosti.

Tvrzeńı 51 Množina X ⊂ T v topologii ⟨T, τ⟩ je nesouvislá právě tehdy,
když existuj́ı takové dvě otevřené množiny A,B ∈ τ , že

X ⊂ A ∪B & A ∩X ̸= ∅ ̸= B ∩X & A ∩B ∩X = ∅ .

D̊ukaz. Předpokládejme, že X je nesouvislá. Potom podprostor X obsahuje
netriviálńı obojetnou množinu. Tedy existuje A ∈ τ , že A ∩ X se lǐśı od ∅
i od X a že X \A je otevřená v X. To znamená, že existuje množina B ∈ τ ,
že B ∩X = X \ A. Z toho plyne, že A a B jsou hledané množiny.

Necht’ uvedená konjunkce plat́ı. Pak X ∩ A a X ∩ B jsou netriviálńı
obojetné množiny v podprostoru X. Tedy X je nesouvislá. 2

V této situaci ř́ıkáme, že A a B rozřezávaj́ı X.

Úloha 52 Tvrzeńı 51 plat́ı také s uzavřenými množinami A a B.

Úloha 53 V každé topologii T jsou množiny ∅ a {b}, b ∈ T , souvislé.

Topologie T je totálně nesouvislá, jsou-li jediné souvislé množiny v T množiny
v Úloze 53, tj. je-li každá množina v T s alespoň dvěma prvky nesouvislá.

Důsledek 54 Podprostor Q prostoru E1 je totálně nesouvislý.

D̊ukaz. Necht’ X ⊂ Q je množina obsahuj́ıćı dva prvky a < b. Vezměme
libovolné iracionálńı reálné č́ıslo α, že a < α < b (Úloha 55), a uvažujme
reálné intervaly A := (−∞, α) a B := (α,+∞). Snadno se ověř́ı, že A a B
rozřezávaj́ı X. 2

Úloha 55 Ukažte, že takové č́ıslo α existuje.
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