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Abstrakt

Definujeme ekvivalentni metriky a homeomorfismy topologii. De-
finujeme topologickou kompaktnost a bez dukazu uvedeme Borelovu—
Lebesgueovu vétu, ze metrickd a topologicka kompaktnost jsou ekvi-
valentni. Uvedeme piiklad dvou kompaktnich mnozin s nekompaktnim
prunikem. Dokazeme, ze kompaktni mnoziny v metrickych prostorech
jsou uzaviené a omezené a ze v uzavienych eukleidovskych prostorech
Ize tuto implikaci obratit. Dokazeme, ze kazdé spojité zobrazeni defino-
vané na kompaktnim metrickém prostoru je stejnomérné spojité. O to-
pologiich dokézeme, Ze spojité obrazy kompaktnich mnozin jsou kom-
paktni, Ze spojité redlné funkce definované na kompaktech nabyvaji
minima i maxima a ze kazda spojita injekce definovana na kompaktu
a jdouci do Hausdorffova prostoru méa spojitou inverzi. Nakonec de-
finujeme souvislé mnoziny a prostory a ukazeme, ze podprostor QQ
prostoru Ej je totalné nesouvisly.

Ve treti prednasce diskutujeme ekvivalenci metrik. Poté uvedeme nékolik
vysledki o kompaktnich mnozinach a kompaktnich prostorech. Na zaveér za-
vedeme (ne)souvislé mnoziny a prostory.

Ekvivalentni metriky a homeomorfismy

Nez se obratime ke kompaktnim prostortum, splnime slib z prvni prednéasky.
Vysvétlime, co znamena, ze dvé metriky na téze mnoziné jsou ,,podobné*.

Definice 1 (ekvivalentni metriky) d a d' bud'te metriky na neprdzdné
mnoziné M. Rekneme, Ze jsou ekvivalentni, maji-li metrické prostory (M, d)
a (M,d') stejné oteviené mnoziny.



Ekvivalentni metriky tedy definuji tutéz topologii. Uvedeme jeden dusledek
této definice. Kdyz f: M — N je funkce, d a d’ jsou ekvivalentni metriky
na M a e a € jsou ekvivalentni metriky na N, pak je f spojitd jako funkce
z metrického prostoru (M, d) do metrického prostoru (N, e), pravé kdyz je
f spojita jako funkce z metrického prostoru (M, d’) do metrického prostoru
(N,€).

Uloha 2 Dokaste to.
Uloha 3 Ukazte, e ekvivalence metrik je relaci ekvivalence.

Uvedeme kritérium ekvivalence metrik. Budeme psat B; a By pro koule
v prislusnych metrikach d a d’ na M.

Tvrzeni 4 Necht d a d jsou dvé metriky na mnoZiné M # 0. Pak d a d
jsou ekvivalentni, prave kdyz

Vbe MVr>0ds>0: Bd/(b, S) C Bd(b, 7“) &
Vb e MVr>03s>0: By(b, s) C By(b, 7).

Diikaz. Piedpoklddejme, Ze d a d' jsou ekvivalentni. Necht jsou ddny b € M
ar > 0. Jelikoz By(b,r) je oteviend mnozina v prostoru (M, d), je oteviena
také v (M, d’). Protoze b € By(b,r), existuje s > 0, ze By(b,s) C By(b,r).
Druhy konjunkt v uvedené konjunkci se dokéze stejné.

Predpokladejme, ze uvedend konjunkce plati, ze X C M je oteviena
mnozina v prostoru (M,d) a ze b € X. Tedy By(b,r) C X pro néjaky po-
lomér r. Podle prvniho konjunktu existuje polomeér s, ze

Bd/(b, S) - Bd(b, ’l“) (C X) .

Tedy By(b,s) C X. Vidime, ze X je oteviena také v prostoru (M, d’). Pomoci
druhého konjunktu obdobné dokazeme, ze kazda mnozina oteviena v pro-
storu (M, d’) je oteviend i v prostoru (M, d). O

Uloha 5 Ukazte, Ze L, metriky, p > 1, a Lo, metrika na R", zavedené
v proni predndsce, jsou vsechny vzajemné ekvivalentni.

Uloha 6 Topologie libovolného metrického prostoru (M, d), v némz je kazdy
bod izolovany, je diskrétni, tj. je to topologie (M, P(M)).
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Takové metrické prostory nazyvejme izolované. Z toho plyne, ze metriky
v libovolnych dvou izolovanych prostorech se stejnou nosnou mnozinou jsou
ekvivalentni. Déale definujeme dva izolované metrické prostory na N, z nichz
jeden je tplny a druhy nikoli. Z toho plyne, ze tiplnost metrickych prostoru
neni topologickou vlastnosti: tyto dvé metriky jsou ekvivalentni, ale jedna je
Uplna a druha neni.

Tvrzeni 7 Ezistuji takové izolované metrické prostory M = (N, d) a M' =
(N,d'), ze M je iplng a M’ neni iplng.

Diikaz. M definujme jako diskrétni prostor na N, takze d(i,j) =1 proi # j
a d(i,i) = 0. Jak vime z Ulohy 30 v Pfednésce 1, M je tplny. Navic je kazdy
bod i € N izolovany, protoze By (i, 1) = {i}. Druhd metrika d’ je definovdna
tak, ze d'(i,71) = 0 a pro i # j plati

1
d(i, j) = ———.
U9 = G )
Nejprve ukazeme, ze funkce d’ je metrika. Je ziejmé, ze d' je symetrickd a
nezédporna a ze d'(i,j) = 0 pravé tehdy, kdyz i = j. Pro dukaz T1 uvazujme
tti ¢isla ¢ < 7 < k v N. Pak

takze TT plati. Jelikoz By (i, 1) = {i}, je prostor M’ izolovany. V.M je
posloupnost (n) = (1,2,/ ... ) cauchyovskd, ale nema limitu, protoze kazdy
bod v M’ je izolovany (Uloha 8). O

Uloha 8 V libovolném izolovaném metrickém prostoru maji limitu pouze po-
sloupnosti, které jsou od jistého mista konstantni.

Pfipomeneme izomorfismy topologickych prostoru. Zobrazeni f: T — U
mezi topologiemi (T,7) a (U,v) je spojité, pokud f~'[B] € 7 pro kazdou
otevienou mnozinu B € v. Podle Tvrzeni 22 v prednésce 1 je zobrazeni mezi
metrickymi prostory spojité praveé tehdy, kdyz je “topologicky” spojité.



Definice 9 (homeomorfismy) Zobrazeni f: T — U mezi topologiemi T =
(T,7)y a U = (U,v) je homeomorfismus prostoru T a U, pokud je f spojitd
bijekce a rovné? inverz f~1 je spojity.

Uloha 10 Dokaste, Ze slofenina dvou homeomorfismu je homeomorfismus.
Borelova—Lebesgueova véta o kompaktnosti

Pfipomenme, ze mnozina X C M v metrickém prostoru (M, d) je kompaktni,
jestlize kazda posloupnost (a,) C X ma konvergentni podposloupnost (a,,, )
s limitou lima,,, € X.

Definice 11 (kompaktnost) Necht T = (T, T) je topologie. Mnozina X C
T se nazyvd kompakini, jestlize pro kazdy systém otevrenych mnozin U; € T,
1 € 1, splnugict

X U Ui,

existuje takovd konecénd mnozina indexu J C I, Ze stdle plati
X CUe, Us.
Je-li mnozina T kompaktni, rikame, Ze prostor T je kompaktni.
Rekneme také, ze kazdé oteviené pokryti mnoziny X m4 koneéné podpokryti.

Uloha 12 Jsou-li dvé topologie homeomorfni, pak jsou bud obé kompaktnt,
nebo ani jedna neni kompaktni.

Nésledujici vétu o ekvivalenci metrické a topologické kompaktnosti nebu-
deme dokazovat, protoze dukaz probereme v kurzu MAS.

Véta 13 (Borel-Lebesgue) Necht M = (M,d) je metrickyj prostor, T je
odpovidagjici metricka topologie a X C M. Potom je mnozina X kompakini v
M prdavé tehdy, kdyz je X kompaktni v T.

Véta je pripisovana francouzskym matematikium Emilovi Borelovi (1871
1956) a Henrimu Lebesqueovi (1875-1941). V kontextu eukleidovskych met-
rickych prostoru se nékdy nazyvéa Heineova—Borelova véta.

Uloha 14 Dokaste, e sjednoceni dvou kompaktnich mnozin v topologickém
prostoru je kompaktni mnozina.



Uloha 15 Dokaste, ze kazdd uzaviend mnoZina v kompaktnim topologickém
prostoru je kompaktns.

Priniky kompaktnich mnozin

Metrickd a topologicka kompaktnost se lisi v operaci pruniku mnozin. V li-
teratufe jsme tento bod nenasli jasné vysvétleny a vyuzivame prilezitosti ho
tu objasnit.

Véta 16 (kompaktnost a pruniky) Plati nasledugict.

1. 'V kazdém metrickém prostoru je prunik dvou kompaktnich mnozin kom-
paktni.

2. Ezistuje topologie T = (T, T) a kompaktni mnoziny A, B C T, Ze prunik
AN B neni kompaktni.

Diikaz. 1. Necht (M,d) je metricky prostor, necht A, B C M jsou kom-
paktni mnoziny a necht (a,) C AN B je libovolnd posloupnost. Protoze
A je kompaktni a (a,) C A, existuje podposloupnost (b,) posloupnosti
(a,) s limb, = b € A. Protoze (b,) € B (Uloha 17) a B je kompaktni,
existuje podposloupnost (c,) posloupnosti (b,) s lime, = ¢ € B. Ziejmé
¢ =be BNA. Tedy (a,) ma podposloupnost (¢,) (Uloha 18), kterd m4
limitu v pruniku AN B.
2. Polozme
T :=NU{—o0, +o0o},

mnozinu X C T zafadme do 7 pravé tehdy, kdyz X C N nebo kdyz je
X =NUY pro néjaké Y C {—o0, +o0}, a definujme A := NU{—o0} a B :=
N U {+oc}. Neni tezké ovérit, ze (T, 7) je topologie (Uloha 19). Abychom
ukazali, ze A (i B) je kompaktni, vezméme libovolné oteviené pokryti

AC UiEIUi’ U,er.
Potom existuje takovy index j v I, ze U; = N U {—oo} nebo U; = NU

{—00, 400}, a mnozina J = {j} poskytuje pozadované konecné podpokryti.
Podobné je B kompaktni. Na druhé strane AN B =N a

N = UnEN{n}



je oteviené pokryti mnoziny A N B, které nema konec¢né podpokryti. Tedy
mnozina A N B neni kompaktni. a

Metricka a topologicka kompaktnost se lisi jesté jednoduseji v otazce, zda
je kompaktni mnozina uzavienda. Nize ukdzeme, ze v metrickych prostorech
to vzdy plati. V uvedené topologii 7' neni kompaktni mnozina A uzaviena,
protoze jeji doplnék {+oo} nenf otevieny; viz vsak Ulohu 20.

Uloha 17 Pro¢ je (b,) C B?
Uloha 18 Pro¢ je (¢,) podposloupnosti (a,)?

Uloha 19 Ukazte, zZe hypergraf (T, T) definovany v dukazu cdsti 2 véty je
topologie.

Uloha 20 Dokazte, Ze v Hausdorffovijch topologickijch prostorech jsou kom-
paktni mnoziny uzavrené.

Klasické vysledky o metrické kompaktnosti
Vztah mezi uplnosti a kompaktnosti je jasny.

Tvrzeni 21 Necht M = (M,d) je metricky prostor a necht X C M je
kompaktni mnozina. Pak je X uplnad.

Diikaz. Necht (a,) C X je Cauchyova. Protoze X je kompaktni, existuje
podposloupnost (a,y,, ) s lim, . a,,, = b € X. Ukazeme, ze dokonce lim a,, =
b, a tedy Ze X je tiplna. Necht je ddno e > 0. Zvolime ng € N tak, aby
d(am, ,b) < e pro kazdé n > ngy a aby d(am,,a,) < e pro vSechna m,n > ny.
Pak pro kazdé n > ng TN dava

d(an, b) < d(an, am,) + d(ap,, b) <e+e=2¢,

protoze m,, > n. O

Uloha 22 Uved'te priklad uplného, ale nekompakiniho metrického prostoru.

Navazeme dvéma vysledky o podprostorech.



Tvrzeni 23 KaZdd uzavrend podmnozina kompaktniho metrického prostoru
je kompaktni mnoZina.

Diikaz. To plyne okamzité z Ijlohy 15 a z Borelovy-Lebesgueovy véty. a

Definice 24 (omezenost) Mnozina X C M v metrickém prostoru M =
(M,d) je omezend, existuje-li v M takovd koule B, ze X C B.

V naésledujicich tfech tlohéch je M = (M, d) metricky prostor a X C M
a A C B C M jsou jeho podmnoziny.

Uloha 25 X je omezend pravé tehdy, kdyzZ existuje takovd koule By; se
stredem v X, Ze X C Byy.

Uloha 26 X je omezend pravé tehdy, kdyz existuje redlnd konstanta ¢ > 0,
Ze d(z,y) < ¢ pro vSechna x,y € X.

Uloha 27 4 je omezend v B prdve tehdy, kdyz A je omezend v M.

Tvrzeni 28 Necht X C M je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru
M = (M,d). Pak X je uzaviend a omezend mnozina.

Diikaz. Ekvivalentné dokazeme, ze kdyz mnozina X C M neni uzaviena nebo
neni omezend, neni kompaktni.

Necht X neni uzaviend. Podle Tvrzeni 28 v piedndSce 1 pak existuje
takova konvergentni posloupnost (a,) C X, ze lima, = b € M \ X. Kazdd
podposloupnost posloupnosti (a,,) mé tutéz limitu b. Takze (a,,) nemé zédnou
podposloupnost s limitou v X.

Necht X nen{ omezend. Zvolme libovolny bod a; € X (X # ), protoze
X nen{ omezend). Pro n = 2,3,... necht je a, € M \ B(ay,n) libovolny
bod. Tyto body existuji, protoze X neni omezenda. Takto ziskana posloup-
nost (a,) C M spliuje d(ai,a,) > n pro kazdé n € N, n > 2. Pro spor
predpokléddejme, Ze (a,,,) je podposloupnost s lima,,, = b. Necht ng € N je
takové, ze d(apm,,,b) <1 pro vsechna n > ng. Pak pro tatédz n plati

d(alv a’n’m) S d<a1a b) + d(b’ amn) S d(ah b) + 17
coz je spor. Tedy (a,) nemé zddnou podposloupnost s limitou. O

Poznamenejme, ze v dukazu jsme opét pouzili axiom vybéru. Neni tézké najit
metricky prostor, v némz nelze implikaci v pfedchozim tvrzeni obratit.
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Uloha 29 Nechf M jge libovolny diskrétni metricky prostor s mekonecnou
zdakladni mnoZinou M. Pak M je omezend a uzavrend, ale ne kompaktnd.

Uvedenou implikaci ale lze obratit v eukleidovskych metrickych prostorech.
Nez to dokazeme v nasledujici vété, ukazeme, ze souc¢in kompaktnich met-
rickych prostoru je kompaktni.

Tvrzeni 30 Necht M = (M,d) a N = (N,e) jsou dva kompaktni metrické
prostory. Pak je také soucinovy prostor P = (M x N,d’) kompaktni.

Diikaz. Necht (¢,) = ((an,bn)) € M x N je libovolnd posloupnost v P.
Dvakrat pouzijeme predpoklad kompaktnosti a ziskame takovou podposloup-
nost (¢, ), ze lima,,, = a (¢ M) alimb,,, = b (€ N). Polozme ¢ := (a,b).
Podle Ulohy 31 se

lim ¢, =¢.
n—oo

Vidime, ze P je kompaktni prostor. a

Uloha 31 Dokaste, Ze posloupnost bodi ((an,b,)) v soucinu dvou metrickyjch
prostoru md limitu {(a,b) prdvé tehdy, kdyz lima, = a a limb, = b.

Véta 32 (kompaktnost v E,) Predpoklidejme, Ze mnozina X C R™ v pro-
storu E, je omezend a uzavrend. Pak je X kompaktni.

Diikaz. Protoze je X omezend, pro néjaka dveé redlnd cislaa < bje X C [a, b]".
Budeme [a,b]" chépat jako podprostor E,. Protoze je X v FE, uzaviena,
Uloha 33 ukazuje, ze X je uzaviend i v prostoru [a,b]". Prostor [a,b]” je
kompaktni podle Tvrzeni 30 a Bolzanovy—Weierstrassovy véty znamé z MA 1
(ta v jazyce MA2 tikd, ze [a,b] je kompaktni mnozina v Ej). Protoze je X
uzaviend mnozina v kompaktnim prostoru [a, b]", Tvrzeni 23 iikd, ze X je
kompaktni mnozina v [a, b]". Nakonec Uloha 36 ukazuje, Ze X je kompaktn{
mnozina v R". O

Podle této véty a Tvrzeni 28 je mnozina X C R"™ kompaktni v FE, pravé
tehdy, kdyz je X v E,, omezena a uzaviena.

V nésledujicich étytech lohédch je M = (M, d) metricky prostor a A C
B C M jsou jeho podmnoziny.

Uloha 33 Jestlize je A uzavrend v M, pak je A uzaviend v B.
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Uloha 34 Je-li B uzaviend v M a A je uzavrend v B, pak je A uzaviend
v M.

Uloha 35 Uved'te priklad prostoru M a jeho podmnozin A C B C M, Ze A
je uzavrend v B, ale A neni uzaviend v M.

Uloha 36 A je kompakini v B prdvé tehdy, kdyz A je kompaktni v M.

Ulohy 27 a 33-36 se tykaji relativnosti vlastnosti omezenosti, uzavienosti a
kompaktnosti mnozin v metrickych prostorech. Omezenost a kompaktnost
jsou absolutni vlastnosti, ale uzavienost je relativni.

Dusledek 37 Necht X € M C R"™ a necht M je uzaviend mnoZina v E,,.
Potom X je kompaktni mnozina v eukleidovském podprostoru M pravé tehdy,
kdyz je X wzavrend a omezend mnozina v podprostoru M.

Diikaz. Vzhledem k Tvrzeni 28 staci dokazat implikaci <. Predpokladejme,
7e X C M je uzaviens a omezend v M. Podle Ulohy 34 je X uzaviend v E,.
Podle Ulohy 27 je X omezend v E,. Podle Véty 32 je X kompaktn{ v E,.
Podle Ulohy 36 je X kompaktni v M. a

Definice 38 (stejnomérnd spojitost) Necht M = (M,d) a N = (N,e)
jsou metrické prostory a necht f: M — N je zobrazeni. Zobrazeni f je
stejnomerné spojité, kratce UC, jestliZe pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0, Ze
pro vSechna x,y € M plati

d(z, y) <d=e(f(z), fly) <e.

Nésledujici loha ukazuje rozdil mezi obyc¢ejnou a stejnomérnou spojitosti na
trochu neobvyklé funkei.

Uloha 39 Nechf M = (0,1) N Q, coz znamend, Ze M se skladd ze vSech

raciondlnich cisel leZicich mezi 0 a 1, je eukleidovsky prostor. Definujeme
zobrazeni f z M do Ey predpisem f(a) = 0 pro a < % a f(a) =1 pro

a > \/Li Ukazte, Ze zobrazeni f je spojité, ale neni stejnomérné spojité.

Uvedeme dulezité pouziti kompaktnosti.



Véta 40 (KOMP = UC) Necht M = (M,d) a N = (N, e) jsou metrické
prostory, M je kompakini a f: M — N je spojité zobrazeni. Potom je f
stejnomérné spojité.

Diikaz. Pro spor predpokladame, Ze f neni stejnomérné spojité. Coz zna-
mena, ze existuje € > 0, ze pro kazdé n € N existuji takové dva body
Uy by € M, 7e d(an,b,) < n7t, ale e(f(a,), f(b,)) > €. Diky kompaktnosti
prostoru M mame bod b € M a takové indexy m; < ms < ..., Ze

lim a,,, = lim b, =0.
n—o0 n—oo

Protoze f je spojité v bodé b, existuje diky Vété 27 v prednasce 1 takovy
index ng, ze pro kazdé n > ng je

e(f(am,), f(0)), e(f(bm,), f(b)) <e/2.

Pak ale TN dava pro kazdé n > ng spor:

e < e(f(am,), f(bm,)) < e(f(am,), f(b)+e(f(b), f(bm,)) < % + % =&

Opét jsme pouzili aziom viybéru. O

Klasické vysledky o topologické kompaktnosti

Soustfedime se sice na metrické prostory, ale vysledky nize plati obecnéji
v topologiich a maji jednoduché dukazy. Opirdme se ale o zde nedokazanou
Borelovu—Lebesgueovu vétu, ze v metrickych prostorech jsou metricka a to-
pologicka kompaktnost ekvivalentni.

Tvrzeni 41 T = (T, 7) a U = (U,v) bud’te topologie, X C T bud kompaktni
mnozina v'T a f: T — U bud spojitd funkce. Pak obraz f[X] je kompaktni
mnozina v U.

Diikaz. Necht f[X] C U,c; Vi, kde V; € v, je oteviené pokryti mnoziny
f[X]. Lehce se vidi, ze X C UJ,; f~'[Vi] je pokryti mnoziny X otevienymi
mnozinami v 7. Protoze X je kompaktni, existuje koneénd mnozina indexu
J C I, ze stéale

X CUie, 71V
Snadno plyne, ze f[X] C J,c, Vi je konecné podpokryti vychoziho pokryti.
Vidime, ze f[X] je kompaktni mnozina. O
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Uloha 42 Qvérte, Ze toto turzeni plati v v metrickych prostorech.

Uloha 43 Dokaste toto tvrzeni v metrickych prostorech pomoci metrické
(sekvenéni) kompaktnosti.

Zavedeme podprostory topologii. Jsou definovany stejnym zpusobem jako
u metrickych prostoru. Necht T = (T, 7) je topologie a U C T' je neprdzdnd
podmnozina. Podprostor prostoru T' indukovany mnozinou U definujeme jako
dvojici
TWU:=U{ANU: AeT}).

Uloha 44 Ukazte, zZe T |U je topologie na U.

Uloha 45 Uzaviené mnoziny v podprostoru T | U jsou tvoreny prdvé priniky
uzavrenych mnozin v'T s U.

Véta 46 (min-max) Necht T = (T, 7) je topologie, A C T je neprdzdnd
kompaktni mnozZina a f: T — R je zobrazeni, které je spojité vzhledem k T
a k eukleidovské metrické topologii na R. Pak existuji takové prvky a,b € A,
zZe pro kazdé c € A plati

fla) < f(e) < F(b).

Diikaz. Podle Tvrzeni 41 je f[A] kompaktni podmnozina R. Podle Tvr-
zeni 28 (a také Borelovy—Lebesgueovy véty) je f[A] nepréazdnd, uzaviena
a omezens mnozina v E;. Podle Ulohy 47 existujf extrémn{ prvky min( f[A])
a max(f[A]). Zvolime-li tedy libovolné body a,b € A tak, aby f(a) =
min(f[A]) a f(b) = max(f[A]), plati uvedené nerovnosti. O

Uloha 47 Dokazte, Ze kazZda neprdzdnd, uzaviend a omezend mnozina v
md minimum © maximum.

Nésledujici tvrzeni souvisi s vétou o spojitosti inverzu spojité prosté
funkce (definované na intervalu) zndmou z predmétu MA1. V piipadé to-
pologickych prostoru budeme na inverzni funkci pohlizet jako na zobrazeni
definované na podprostoru indukovaném obrazem.

11



Tvrzeni 48 Necht T = (T, 7) a U = (U,v) jsou topologie, T je kompaktni
a U Hausdorffiv prostor, a necht f: T — U je spojitd injekce. Pak je inverzni
zobrazeni

AT —T

Spojité.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze pro kazdou uzavienou mnozinu A v T je f[A]
uzaviend mnozina v podprostoru f[7] prostoru U. Podle Ulohy 15 je kazda
uzaviend mnozina A v T kompaktni. Podle Tvrzeni 41 je f[A] kompaktni
v U. Podle Ulohy 20 a piedpokladu o U je f[A] uzaviend mnozina v U.
Ale f[A] = f[A] N f[T], a tedy podle Ulohy 45 je f[A] uzaviens mnoZina
v podprostoru f[T].

Nynf k ditkazu spojitosti f~*: podle Ulohy 49 staci ukdzat, ze pro kazdou
uzavienou mnozinu A v T' je

uzaviend mnozina v podprostoru f[T]. To jsme dokdzali na zacatku. O

Uloha 49 Spojitost zobrazeni f: T — U mezi topologiemi jsme definovali
tak, Ze pro kazZdou otevienou mnozZinu v U je jeji vzor pomoci f oteviend
mnozina v 'T'. Ukazle, Ze je ekvivalentni, kdyZ se otevrrené mnoziny nahradi
uzZavrenymi.

Slabé kompaktni mnoziny aneb ,,pékné* mnoziny

Definici metrické kompaktnosti zeslabime ndsledovné. Rekneme, ze mnozina
X C M v metrickém prostoru (M,d) je péknd, méa-li kazdd posloupnost
(a,) C X Cauchyovu podposloupnost. Diky metrickym ziplnénim jsou pékné
mnoziny skoro stejné dobré jako mmnoziny kompaktni. Tuto myslenku dale
rozvineme v konecné verzi téchto skript.

Souvislé a nesouvislé mnoziny a prostory
Ptripomenme, ze v topologii (7', 7) se mnozina X C T nazyva obojetnd, pokud

je uzaviend i oteviend, tedy jak X tak 7'\ X je v 7. Piiklady jsou mnoziny
DaT.
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Definice 50 ((ne)souvislost) Topologie (T',T) je souvisld, jsou-li jediné
obojetné mnoziny v T jen O a T. MnoZina X C T je souvisld, je-li pod-
prostor ji indukovany souvisly. Metricky prostor (M,d) je souvisly, je-li jeho
metricka topologie souvisla. Mnozina X C M je souvisld, jestliZe podprostor
Ji indukovany je souvisly. MnoZiny a prostory, které mejsou souvislé, jsou
nesouvislé.

Plati nésledujici kritérium nesouvislosti.

Tvrzeni 51 Mnozina X C T v topologii (T, T) je nesouvisld pravé tehdy,
kdyz existuji takové dvé oteviené mnozZiny A, B € T, Ze

XCAUB&ANX#A0#BNX&ANBNX =0.

Diikaz. Predpokladejme, ze X je nesouvisld. Potom podprostor X obsahuje
netrivialni obojetnou mnozinu. Tedy existuje A € 7, ze AN X se lisi od ()
iod X aze X\ A je oteviend v X. To znamend, Ze existuje mnozina B € T,
7e BN X = X\ A. Z toho plyne, ze A a B jsou hledané mnoziny.

Necht uvedend konjunkce plati. Pak X N A a X N B jsou netrivialn{
obojetné mnoziny v podprostoru X. Tedy X je nesouvisla. a

V této situaci fikame, ze A a B rozrezavaji X.
Uloha 52 Turzeni 51 plati také s uzavrenymi mnozinami A a B.
Uloha 53 V kazdé topologii T jsou mnoziny O a {b}, b € T, souvislé.

Topologie T je totdlne nesouvisld, jsou-li jediné souvislé mnoziny v 7' mnoziny
v Uloze 53, tj. je-li kazda mnozina v T' s alespon dvéma prvky nesouvisla.

Disledek 54 Podprostor Q prostoru E; je totdlne nesouvisly.
Diikaz. Necht X C Q je mnozina obsahujici dva prvky a < b. Vezméme
libovolné iraciondlni redlné ¢islo a, ze a < a < b (Uloha 55), a uvazujme

redlné intervaly A := (—oo,a) a B := (a,+00). Snadno se ovéii, ze A a B
roztezavaji X. a

Uloha 55 Ukaste, ze takové &islo o ezistuje.
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