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SPOJITÉ FUNKCE

Počet spojitých funkćı

• Spojité funkce. Budeme použ́ıvat ekvivalenci (H):

f je spojitá v b ∈M(f ) (definice 3 minule)

⇐⇒ ∀ (an) ⊂M(f )
(

lim an = b⇒ lim f (an) = f (b)
)

− je to Heineho definice spojitosti funkce v bodě.

• Úloha. Př́ısně vzato jsme (H) minule dokázali v tvrzeńı 3 jen pro

b ∈ L(M(f )). Dokažte (H) i pro b ∈M(f ) \ L(M(f )).

Definice 1 (spojitost) Funkce f je spojitá [continuous]

(na svém definičńım oboru), je-li spojitá v každém bodu

b ∈ M(f ). Množinu spojitých funkćı f ∈ F(M) označ́ıme

C(M). Definujeme i C =
⋃
M⊂R C(M).

• Husté množiny. Necht’ N ⊂ M ⊂ R. Množina N je hustá

(v množině M), když pro každé a ∈M a δ je U(a, δ) ∩N 6= ∅.
• Úloha. Množina N je hustá v M ⇐⇒ pro každý bod b ∈ M
existuje posloupnost (an) ⊂ N s lim an = b.

• Úloha. Ukažte, že množiny Q a R \Q jsou husté v R.

Tvrzeńı 2 (hustota a spojitost) f, g ∈ C(M), N ⊂ M

je hustá v M a pro každé x ∈ N se f (x) = g(x). Pak f = g.

Důkaz. Necht’ b ∈ M a (an) ⊂ N má lim an = b. (H): f (b) =

f (lim an) = lim f (an) = lim g(an) = g (lim an) = g(b). 2
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• Zúžeńı funkce a Blumbergova věta. Necht’ f ∈ R a M ⊂ R.

Zúžeńım (restrikćı) funkce f na množinu M rozumı́me funkci f |M
v F(M(f ) ∩M) s hodnotami (f |M)(x) = f (x).

• Úloha. Když f ∈ C a M ⊂ R, pak f |M ∈ C.

Věta 3 (H. Blumberg, 1922) Každá funkce f : R → R
má spojité zúžeńı na nějakou množinu M ⊂ R hustou v R.

Henry Blumberg (1886–1950) byl americký matematik, který se

narodil v Litvě v městě Žagarė.

• Počet spojitých funkćı. Budeme potřebovat následuj́ıćı větu.

Věta 4 (Cantor–Bernsteinova) Když existuj́ı injektivńı

funkce f : X → Y a g : Y → X, existuje bijekce h : X → Y .

• Úloha. Dokažte, že funkce s : N → N × N s hodnotami s(n) =

s(2k−1 · (2l − 1)) = (k, l), kde k, l, n ∈ N, je bijekce.

Kolik je spojitých funkćı f : R→ R? Tolik jako reálných č́ısel.

Věta 5 (# spoj. funkćı) Existuje bijekce h : R→ C(R).

Důkaz. Podle věty 4 stač́ı nalézt dvě injekce, f : R → C(R)

a g : C(R) → R. Prvńı je f (a) = ka, tj. f (a) je konstantńı funkce

s hodnotou a. Definujeme injekci g : C(R) → R. Podle tvrzeńı 2

je každá funkce j ∈ C(R) určená zúžeńım j |Q. Stač́ı zakódovat

do jediného rozvoje g(j) ∈ R spočetně mnoho rozvoj̊u j(x) ∈ R,

x ∈ Q. Necht’ r : N → Q a s = (s1, s2) : N → N × N jsou bijekce

(viz úloha výše). Cifry 0, 1, . . . , 9, desetinnou tečku . a znaménko −
kódujeme dvěma ciframi jako c(0) = 00, c(1) = 01, . . . , c(9) = 09,

2



c(.) = 10 a c(−) = 11. Pro funkci j ∈ C(R) a k, l v N vezmeme

jej́ı hodnotu j(r(k)) = b(1, k) b(2, k) . . . b(l, k) . . . , kde b(l, k) jsou

v {0, 1, · · · , 9, . ,−}. Definujeme

g(j) = 0.a1 a2 a3 . . . a2n−1 a2n . . . , aj ∈ {0, 1, . . . , 9} ,

kde a2n−1a2n = c(b(l, k)) = c(b(s1(n), s2(n))). Funkce g je prostá

− funkci j lze z rozvoje g(j) jednoznačně rekonstruovat. 2

• Úloha. Zobecněte to: pro každou neprázdnou množinu M ⊂ R
existuje bijekce h : R→ C(M).

Nabýváńı mezihodnot

Věta 6 (o mezihodnotách) a < b jsou v R, f ∈ C([a, b])

& f (a) < c < f (b) nebo f (a) > c > f (b). Pak pro nějaké

d ∈ (a, b) se f (d) = c.

Důkaz. Necht’ f (a) < c < f (b), př́ıpad f (a) > c > f (b) je

podobný. Polož́ıme X = {x ∈ [a, b] | f (x) < c} a d = sup(X),

patrně d ∈ [a, b]. Ze spojitosti f v a a v b plyne, že d ∈ (a, b).

Uvid́ıme, že f (d) < c a f (d) > c vedou ke sporu, tedy f (d) = c.

Necht’ f (d) < c. Ze spojitosti f v d plyne existence δ, že pro každé

x ∈ U(d, δ)∩ [a, b] je f (x) < c. Pak ale X obsahuje č́ısla větš́ı než

d, což je spor. Necht’ f (d) > c. Ze spojitosti f v d plyne existence

δ, že pro každé x ∈ U(d, δ)∩ [a, b] je f (x) > c. Pak ale každé x < d

bĺızké d lež́ı mimo X , což je také spor. 2

• Úloha. Dokažte d̊usledek věty, že pro každý interval I ⊂ R
a každou funkci f ∈ C(I) je f [I ] interval.

• Úloha. Horolezec začne o p̊ulnoci výstup, po 24 hodinách dosáhne

vrcholu a pak zase 24 hodin sestupuje do základńıho tábora. Ukažte,

3



že existuje čas t0 ∈ [0, 24], kdy se v obou dnech nacháźı ve stejné

nadmořské výšce.

Funkce f ∈ F(M) roste, resp. klesá, pokud pro každé x < y

v M je f (x) < f (y), resp. f (x) > f (y).

Důsledek 7 (spojitost a prostota) Když I ⊂ R je in-

terval a f ∈ C(I) je prostá, pak f bud’ roste, anebo klesá.

Důkaz. Kdyby f ani nerostla ani neklesala, našla by se v I tři

č́ısla a < b < c, že f (a) < f (b) > f (c) nebo f (a) > f (b) < f (c).

V prvńım př́ıpadu pro každé d s f (a), f (c) < d < f (b) podle věty 6

existuj́ı x ∈ (a, b) a y ∈ (b, c), že d = f (x) = f (y) a máme spor

s prostotou funkce f . Druhý př́ıpad vede na podobný spor. 2

Princip minimaxu

• Kompaktńı množiny. MnožinaM ⊂ R je kompaktńı, když každá

posloupnost (an) ⊂M má konvergentńı podposloupnost (amn) s li-

mitou lim amn ∈ M . Podle Bolzano–Weierstrassovy věty a věty

o limitě a uspořádáńı je každý interval [a, b] kompaktńı. Všechny

kompaktńı množiny poṕı̌seme později.

Věta 8 (princip minimaxu) Necht’ M 6= ∅ je kompaktńı

množina a f ∈ C(M). Pak existuj́ı body a, b ∈ M , že pro

každé x ∈M je f (a) ≤ f (x) ≤ f (b).

Pak funkce f má v bodu a minimum (nejmenš́ı hodnotu) f (a) &

v bodu b maximum (největš́ı hodnotu) f (b).

Důkaz. Dokážeme existenci maxima, minimum se řeš́ı podobně.

Necht’ A = sup(f [M ]), bráno v (R∗, <). Patrně f [M ] 6= ∅ a lze
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vźıt (an) ⊂ M s lim f (an) = A. Nějaká podposloupnost (amn) má

lim amn = b ∈ M . Podle (H) se f (b) = lim f (amn) = lim f (an) =

A, speciálně A ∈ R. Pro každé x ∈M tak f (x) ≤ A = f (b). 2

• Úloha. Spojité funkce f, g : [0, 1) → R, f (x) = 1
1−x a g(x) = x,

nemaj́ı maximum.

• Globálńı a lokálńı extrémy. Funkce f ∈ F(M) má v b ∈ M

globálńı maximum, resp. globálńı minimum, když pro každé x v M

je f (x) ≤ f (b), resp. f (x) ≥ f (b). Funkce f má v b ∈ M

lokálńı maximum, resp. lokálńı minimum, když pro nějaké δ pro

každé x ∈ U(b, δ) ∩M je f (x) ≤ f (b), resp. f (x) ≥ f (b). Plat́ı-li

pro každé x 6= b tyto nerovnosti jako ostré (<, resp. >), mluv́ıme

o ostrém globálńım maximu, atd.

Věta 9 (spoj. obraz kompaktu) Když M je kompaktńı

množina a f ∈ C(M), pak i f [M ] je kompaktńı množina.

Důkaz. Necht’ f a M jsou, jak uvedeno, a (bn) ⊂ f [M ]. Vezmeme

(an) ⊂ M , že f (an) = bn (použili jsme axiom výběru), a podpo-

sloupnost (amn) s lim amn = a ∈ M . (H): lim f (amn) = f (a) = b,

takže (bmn) = (f (amn)) má limitu lim bmn = b ∈ f [M ]. 2

Otevřené a uzavřené množiny

• Množina M ⊂ R je otevřená, když pro každé b ∈ M existuje δ,

že U(b, δ) ⊂M . Je uzavřená, když jej́ı doplněk R \M je otevřená

množina.

• Úlohy. ∅ a R jsou otevřené množiny. Sjednoceńı libovolného

systému otevřených množin je otevřená množina. Pr̊unik konečně

mnoha otevřených množin je otevřená množina.
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• Úlohy. Předešlé z̊ustává v platnosti pro uzavřené množiny, když

vyměńıme sjednoceńı a pr̊unik.

Tvrzeńı 10 (uzavřené množiny) Množina M ⊂ R je

uzavřená ⇐⇒ pro ∀ (an) ⊂M s lim an = a je a ∈M .

Důkaz.⇒. Necht’ M ⊂ R je uzavřená a (an) ⊂M má lim an = a.

Když a ∈ R \M , pak pro nějaké δ je U(a, δ) ∩M = ∅. To ale

vzhledem k an → a neńı možné, tedy a ∈M .

¬ ⇒ ¬. Když M ⊂ R neńı uzavřená, existuje a ∈ R \M , že

pro každé n máme nějaké an ∈ U(a, 1/n) ∩M . Tedy (an) ⊂M &

lim an = a 6∈M . 2

Poṕı̌seme všechny otevřené množiny. Otevřené intervaly jsou inter-

valy tvaru R, (−∞, a), (a,+∞) a (a, b) s a < b v R.

Tvrzeńı 11 (otevřené množiny) Množina M ⊂ R je

otevřená ⇐⇒ ∃ nejvýše spočetný systém {Ij | j ∈ J}
disjunktńıch otevřených interval̊u, pro něǰz

⋃
j∈J Ij = M .

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je otevřená. Pro každé b ∈ M označ́ıme

jako I(b) sjednoceńı všech interval̊u (a, c), že b ∈ (a, c) ⊂ M .

Zřejmě b ∈ I(b), množiny I(b) jsou otevřené intervaly a b, b′ ∈ M
⇒ I(b) = I(b′) nebo I(b) ∩ I(b′) = ∅. Pak S = {I(b) | b ∈ M} je

hledaný systém otevřených interval̊u. Injekce F : S → Q daná jako

F (I(p)) ∈ I(p) ∩Q ukazuje, že S je nejvýše spočetná množina. 2

• Úlohy. Zd̊uvodněte tvrzeńı vyslovená v d̊ukazu. Systém {Ij | j ∈
J} je jednoznačně určený.
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• Cantorovo diskontinuum. Uzavřené množiny mohou být mno-

hem složitěǰśı. Cantorovo diskontinuum

C =

∞⋂
n=1

Cn (⊂ [0, 1] = C0), Cn = 1
3Cn−1 ∪

(
2
3 + 1

3Cn−1
)
,

rovné nekonečnému pr̊uniku uzavřených množin, je uzavřená ne-

spočetná množina délky 1− 1
2

∑∞
n=1(

2
3)n = 1− 1

2 ·
2/3

1−2/3 = 1−1 = 0.

Viz https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_set

Charakterizace kompaktńıch množin

Množina M ⊂ R je omezená, existuje-li c > 0, že pro každé a ∈M
je |a| ≤ c. Následuj́ıćı věta popisuje kompaktńı množiny v R.

Věta 12 (kompaktńı množiny) M ⊂ R je kompaktńı

⇐⇒ M je omezená a uzavřená.

Důkaz. Necht’ M je omezená a uzavřená a (an) ⊂ M . Podle B.–

W. věty máme konvergentńı podposloupnost (amn) s lim amn =

a ∈ R. M je uzavřená a podle tvrzeńı 10 je a ∈ M . Tedy M je

kompaktńı.

Necht’ M neńı omezená. Sestroj́ıme posloupnost (an) ⊂ M , že

|am−an| ≥ 1 jakmile m 6= n. To se děd́ı na podposloupnosti, které

tedy nekonverguj́ı a M neńı kompaktńı. Prvńı člen a1 je libovolný.

Necht’ jsou definovány a1, a2, . . . , an a splňuj́ı, že |ai − aj| ≥ 1

jakmile i 6= j. Protože M neńı omezená, existuje an+1 ∈ M , že

|an+1| ≥ 1 + max({|a1|, . . . , |an|}). Pak je |an+1 − ai| ≥ 1 pro

každé i = 1, 2, . . . , n. Takto dostaneme (an).

Necht’ M neńı uzavřená. Podle tvrzeńı 10 existuje posl. (an) ⊂
M s lim an = a ∈ R\M . Stejnou limitu a má i každá podposloup-

nost, která tedy v M nekonverguje. M neńı kompaktńı. 2
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• Úloha. Každá množina tvaru [a, b] \ P (c, δ) je kompaktńı.

Stejnoměrná spojitost

Funkce f ∈ F(M) je stejnoměrně spojitá, SSP, když pro každé

ε existuje δ, že vždy a, b ∈M ∧ |a− b| ≤ δ ⇒ |f (a)− f (b)| ≤ ε.

Věta 13 (o SSP) Když M je kompaktńı a f ∈ C(M), pak

f je stejnoměrně spojitá.

Důkaz. Necht’ f ∈ F(M), kde M je kompaktńı, neńı SSP. Tedy

existuje ε, že pro každé δ najdeme v M body a = a(δ) a b = b(δ)

s |a − b| ≤ δ, ale |f (a) − f (b)| ≥ ε. Vezmeme body an = a(1/n)

a bn = b(1/n). Přechodem k podposloupnostem lze předpokládat,

že lim an = a ∈M a lim bn = b ∈M . Z |an− bn| ≤ 1/n máme, že

a = b. Ovšem nelze, aby se lim f (an) = lim f (bn) = f (a), protože

pro každé n je |f (an) − f (bn)| ≥ ε. Podle (H) tak funkce f neńı

spojitá v bodu a = b. 2

• Úloha. Ukažte, že spojité funkce f, g : (0, 1] → R, f (x) = 1/x

a g(x) = sin(1/x), nejsou stejnoměrně spojité.

• Úloha. Dokažte následuj́ıćı d̊uležitou vlastnost SSP funkćı.

Tvrzeńı 14 (rozš́ı̌reńı) Necht’ f ∈ F(M) je stejnoměrně

spojitá a b ∈ L(M). Pak existuje c, že pro každou (an) ⊂M

s lim an = b se lim f (an) = c.

Funkci f tak lze spojitě rozš́ı̌rit do bodu b hodnotou f (b) = c =

lim f (an) pro libovolnou posloupnost (an) ⊂M s lim an = b.

Aritmetika spojitých funkćı
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• Součet, součin a pod́ıl. Osvěžme si aritmetiku funkćı ze čtvrté

přednášky. Když f, g ∈ R, pak f + g, fg : M(f ) ∩M(g) → R,

s hodnotami (f + g)(x) = f (x) + g(x) a (fg)(x) = f (x) · g(x),

a f/g : M(f )∩M(g)\Z(g)→ R, kde Z(g) = {x ∈M(g) | g(x) =

0}, s hodnotami (f/g)(x) = f (x)/g(x).

Tvrzeńı 15 (aritmetika spojitosti) Když f, g ∈ C, tak

i f + g, fg a f/g jsou v C.

Důkaz. Důkazy pro všechny tři operace jsou prakticky stejné, a tak

se pod́ıváme jen na pod́ıl. Necht’ b ∈ M(f/g) a (an) ⊂ M(f/g)

je libovolná posloupnost s lim an = b. Podle (H) se lim f (an) =

f (b) a lim g(an) = g(b). Výraz f (b)/g(b) neńı neurčitý. Podle věty

o aritmetice limit posloupnost́ı se lim(f/g)(an) rovná

lim
(
f (an)/g(an)

)
= lim f (an)/ lim g(an) = f (b)/g(b) = (f/g)(b)

a podle (H) je funkce f/g v bodě b spojitá. 2

• Polynomy a racionálńı funkce. Ve 4. přednášce jsme polynomy

POL definovali jako funkce, které vzniknou z konstantńıch funkćı

kc : R → {c}, c ∈ R, a z identity id ∈ F(R), id(x) = x, sč́ıtáńım

a násobeńım.

• Úloha. Dokažte, že kc, id ∈ C.

Z předešlé věty tak ihned máme d̊usledek.

Důsledek 16 (polynomy jsou spojité) POL ⊂ C.

Ve 4. přednášce jsme rac. funkce RAC definovali jako funkce,

které vzniknou z konstantńıch funkćı a z identity pomoćı sč́ıtáńı,

násobeńı a děleńı. Opět máme d̊usledek.
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Důsledek 17 (rac. funkce jsou spojité) RAC ⊂ C.

Spojitost funkćı expx, cosx a sinx

• Spojitost mocninných řad. Ve 4. přednášce jsme tyto funkce

definovali mocninnými řadami. Jejich spojitost plyne z následuj́ıćı

věty.

Věta 18 (spojitost moc. řad) Necht’ (a0, a1, . . . ) ⊂ R
má limitu lim |an|1/n = 0. Pak řada S(x) =

∑∞
n=0 anx

n ab-

solutně konverguje pro každé x ∈ R a S(x) ∈ C(R).

Důkaz. Necht’ an jsou, jak je uvedeno, a x, c ∈ R. Potom 0 ≤
|an|1/n|x| ≤ 1

2 pro n ≥ n0, takže |anxn| ≤ (1/2)n pro n ≥ n0.

Řada
∑∞

n=0 anx
n je tak AK. Dále se |S(x + c)− S(x)| rovná

|c| ·
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

an

n∑
i=1

(
n

i

)
ci−1xn−i

∣∣∣∣ ≤ |c| · ∞∑
n=1

|an| · (|x| + |c| + 1)n ,

což jde k 0, když c jde k 0. Funkce S je tedy spojitá v x. 2

• Úloha. Vysvětlete tento výpočet podrobně.

Protože ex =
∑∞

n=0 x
n/n!, cosx =

∑∞
n=0(−1)nx2n/(2n)! a sinx =∑∞

n=0(−1)nx2n+1/(2n + 1)!, máme d̊usledek.

Důsledek 19 (ex, cosx a sinx) Tyto funkce jsou v C(R).

Složené a inverzńı funkce

• Skládáńı funkćı. I ono zachovává spojitost. Připomı́náme, že pro

f, g ∈ Rmá f (g) ∈ F(M), kdeM = {x ∈M(g) | g(x) ∈M(f )},
hodnoty f (g)(x) = f (g(x)).
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Tvrzeńı 20 (skládáńı) Když f, g ∈ C, pak i f (g) ∈ C.

Důkaz. Necht’ f, g ∈ C, b ∈ M(f (g)) a necht’ (an) ⊂ M(f (g))

má lim an = b. Podle (H) se lim g(an) = g(b) a též

lim f (g)(an) = lim f (g(an)) = f (g(b)) = f (g)(b) .

Podle (H) je funkce f (g) spojitá v bodě b. 2

• Inverzńı funkce. Na rozd́ıl od předchoźıch operaćı invertováńı

spojitost obecně nezachovává. Např́ıklad funkce f : N0 → R s hod-

notami f (0) = 0 a f (n) = 1
n pro n > 0 je spojitá, ale jej́ı inverz

0 7→ 0 a 1
n 7→ n neńı v 0 spojitý. Následuj́ıćı věta tak nabývá na

d̊uležitosti.

Věta 21 (spojitost inverz̊u) Necht’ f ∈ C(M) je prostá.

Inverz f−1 : f [M ]→M je spojitý v následuj́ıćıch situaćıch.

(1) M je kompaktńı množina.

(2) M je interval.

(3) M je otevřená množina.

(4) M je uzavřená množina a f je monotónńı.

Důkaz. (1) Necht’ M je kompaktńı, b ∈ f [M ] a (bn) ⊂ f [M ] má

lim bn = b. Necht’ a = f−1(b) a an = f−1(bn) (∈M). Dokážeme, že

lim an = a, což d́ıky (H) dá spojitost funkce f−1 v b. Dokážeme, že

každá podposloupnost posloupnosti (an) má podposloupnost s li-

mitou a. Podle části 3 tvrzeńı 7 ve 2. přednášce pak je lim an = a.

Necht’ (a′n) je podposloupnost posloupnosti (an). Použijeme kom-

paktnost M a vezmeme podposloupnost (amn) v (a′n) s lim amn =

c ∈ M . Podle ekvivalence (H) je lim f (amn) = f (c) = b, protože
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(f (amn)) je podposloupnost posloupnosti (bn). Vzhledem k prostotě

f se c = a.

(2) Necht’ M je interval. Podle d̊usledku 7 f roste nebo klesá.

Necht’ f klesá, př́ıpad rostoućı f je podobný. Podle věty 6 je f [M ]

interval. Necht’ b ∈ f [M ] a je dáno ε. Ukážeme, že f−1 je v b zprava

spojitá. Je tomu tak, když b je pravý konec intervalu f [M ], pak

U+(b, δ) ∩ f [M ] = {b}. Necht’ b neńı pravý konec intervalu f [M ].

Protože f−1 klesá, a = f−1(b) ∈ M neńı levý konec intervalu M

a búno je ε tak malé, že [a− ε, a] ⊂M . Polož́ıme

δ = f (a− ε)− f (a) = f (a− ε)− b > 0 .

Podle věty 6 je f (klesaj́ıćı) bijekce z [a−ε, a] do [b, b+δ] a tedy také

z (a−ε, a] do [b, b+δ). Tedy [b, b+δ) ⊂ f [M ] a U+(b, δ)∩f [M ] =

U+(b, δ) = [b, b + δ). Takže

f−1[U+(b, δ) ∩ f [M ] ] = U−(a, ε) ⊂ U(a, ε) = U(f−1(b), ε)

a f−1 je v b zprava spojitá. Spojitost funkce f−1 v b zleva se dokáže

podobně. Tedy (podle úlohy minule) je f−1 v b spojitá.

(3) a (4) − viz K. 2

Důsledek 22 (log x a arcsinx) Tyto funkce jsou spojité.

Stejně tak i arccosx, arctanx a arccotx.

• Úloha. Dokažte spojitost funkćı xb ∈ F([0,+∞)), b > 0.

• Úloha. Dokažte, že EF ⊂ C − každá elementárńı funkce (viz

definice ve čtvrté přednášce) je spojitá.

DĚKUJI ZA POZORNOST A HEZKÉ VELIKONOCE!
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