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VLASTNOSTI LIMIT FUNKCÍ A BODOVÁ

SPOJITOST. ASYMPTOTICKÉ ZNAČENÍ

Neřekneme-li jinak, všechny funkce uvažované od minulé přednášky

dále lež́ı v R, jsou tedy typu f : M → R s M ⊂ R.

Jednostranné limity funkćı

• Jednostranná okoĺı a jednostranné limitńı body. Všimněme si,

že R \ {a} = (−∞, a) ∪ (a,+∞) se pro každé a ∈ R skládá ze

dvou oddělených část́ı − na rozd́ıl od roviny R2 se v R bod a nedá

”
obej́ıt“. Proto se zaváděj́ı limity funkćı v bodu zleva a zprava.

Začneme definićı jednostranných okoĺı.

Levé, resp. pravé, ε-okoĺı bodu b ∈ R je U−(b, ε) = (b − ε, b],
resp. U+(b, ε) = [b, b + ε). Levé, resp. pravé, prstencové ε-okoĺı

bodu b je P−(b, ε) = (b − ε, b), resp. P+(b, ε) = (b, b + ε). Bod

b ∈ R je levým, resp. pravým, limitńım bodem množiny M ⊂ R,

pokud pro každé ε je P−(b, ε) ∩M 6= ∅, resp. P+(b, ε) ∩M 6= ∅.
Množiny těchto bod̊u označ́ıme jako L−(M), resp. L+(M) (⊂ R).

Bod b ∈ R je oboustranný limitńı bod množiny M ⊂ R, krátce

OLB, pokud pro každé ε je P−(b, ε)∩M 6= ∅ i P+(b, ε)∩M 6= ∅.
Jejich množinu označ́ıme jako L±(M).

• Úloha. Bod b ∈ L−(M), resp. b ∈ L+(M) ⇐⇒ existuje

(an) ⊂ (−∞, b) ∩M , resp. (an) ⊂ (b,+∞) ∩M , že lim an = b.

• Jednostranné limity funkćı. Podobaj́ı se obyčejným limitám.
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Definice 1 (jednostranné limity) Necht’ f ∈ F(M)

& b ∈ L−(M). Pokud pro každé ε existuje δ, že

f [P−(b, δ) ∩ M ] ⊂ U(L, ε), ṕı̌seme limx→b− f (x) = L

a řekneme, že funkce f má v bodě b limitu zleva rovnou L.

Náhrada znaménka − znaménkem +, dává limitu v b zprava

limx→b+ f (x) = L.

• Úlohy. (i) Když limx→b f (x) = L, pak limx→b− f (x) = L nebo

limx→b+ f (x) = L. (ii) Když limx→b− f (x) = limx→b+ f (x) = L,

pak i limx→b f (x) = L. (iii) Konečně pokud limx→b− f (x) = K,

limx→b+ f (x) = L a K 6= L, pak limx→b f (x) neexistuje.

Funkce znaménka sgn : R→ {−1, 0, 1} tedy nemá v nule limitu,

protože limx→0− sgnx = −1 a limx→0+ sgnx = 1. Jednoznačnost

limity a Heineho definice funguj́ı pro jednostranné limity funkćı

stejně jako pro obyčejné limity.

Spojitost v bodu

Následuj́ıćı definice je d̊uležitá.

Definice 2 (spojitost v bodu) Funkce f ∈ F(M) a b je

v M . Řekneme, že f je spojitá v bodu b, když pro každé

ε existuje δ, že f [U(b, δ) ∩ M(f )] ⊂ U(f (b), ε). Když to

neplat́ı, řekneme, že f je v b nespojitá.

• Úloha. Kdy je tedy f v b ∈M(f ) nespojitá?

Např́ıklad sgnx je nespojitá v x = 0, ale všude jinde je spojitá.

Když b 6∈M(f ), funkce f neńı v b ani spojitá ani nespojitá. Při

srovnáńı s limitou limx→b f (x) = L vid́ıme, že L se nahradilo hod-

notou f (b) a prstencové okoĺı P (b, δ) obyčejným okoĺım U(b, δ).
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• Úloha. Funkce f je spojitá v b ∈M(f ), právě když pro každé ε

existuje δ, že x ∈M(f ) ∧ |x− b| ≤ δ ⇒ |f (x)− f (b)| ≤ ε.

Tvrzeńı 3 (spojitost v bodě) Pro funkci f ∈ F(M) &

bod b ∈M∩L(M) jsou (1), (2) a (3) vzájemně ekvivalentńı.

(1) Funkce f je v b spojitá. (2) limx→b f (x) = f (b). (3) Pro

každou posl. (an) ⊂M s lim an = b se lim f (an) = f (b).

Důkaz. Implikace 1 ⇒ 2. Necht’ f je spojitá v b podle definice 2

a bud’ dáno ε. Tedy existuje δ, že f [U(b, δ)∩M ] ⊂ U(f (b), ε). Pak

i f [P (b, δ) ∩M ] ⊂ U(f (b), ε) a limx→b f (x) = f (b).

Implikace 2 ⇒ 3. Necht’ limx→b f (x) = f (b), (an) ⊂ M má

limitu lim an = b a je dáno ε. Tedy existuje δ, že

f [P (b, δ) ∩M ] ⊂ U(f (b), ε) . (∗)

Vezmeme n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(b, δ). Pak též n ≥ n0 ⇒
f (an) ∈ U(f (b), ε): pro an 6= b použijeme inkluzi (∗) a pro an = b

je f (an) = f (b) ∈ U(f (b), ε). Tedy lim f (an) = f (b).

Implikace 3 ⇒ 1, to jest ¬1 ⇒ ¬3. Necht’ f neńı spojitá v b.

Pak existuje takové ε, že pro ∀ δ ∃ a = a(δ) ∈ U(b, δ) ∩ M , že

f (a) 6∈ U(f (b), ε). Pro každé n vybereme nějaké takové an =

a(1/n) a dostaneme posloupnost (an) ⊂ M , že lim an = b, ale

f (an) 6∈ U(f (b), ε) pro každé n. Tedy (f (an)) nemá limitu f (b)

a část 3 neplat́ı. 2

Posledńı implikaci jsme opět dokázali s pomoćı axiomu výběru.

• Izolované body. Necht’ M ⊂ R. Množina M \ L(M) je tvořena

takzvanými izolovanými body množiny M .
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• Úloha. Bod b ∈ M je izolovaný bod množiny M ⊂ R, právě

když pro nějaké ε je U(b, ε) ∩M = {b}.

Tvrzeńı 4 (spojitost v iz. bodu) Každá funkce f ∈ R
je spojitá v každém izolovaném bodu množiny M(f ).

Důkaz. Necht’ f ∈ F(M) a bod b ∈M je izolovaný. Pak existuje

δ, že U(b, δ) ∩M = {b}. Pro toto δ inkluze

f [U(b, δ) ∩M ] = f [{b}] = {f (b)} ⊂ U(f (b), ε)

plat́ı pro každé ε. Podle definice 2 je f spojitá v b. 2

• Úloha. Necht’ a : N → R je posloupnost zapsaná jako funkce.

V kterých bodech svého definičńıho oboru N je a spojitá?

• Jednostranná spojitost. Řekneme, že funkce f je zleva spojitá

v bodě b ∈ M(f ), když pro každé ε existuje δ, že f [U−(b, δ) ∩
M(f )] ⊂ U(f (b), ε) Náhradou znaménka − znaménkem + dosta-

neme spojitost zprava.

• Úloha. Funkce je v daném bodu spojitá, právě když je v něm

zleva i zprava spojitá.

Riemannova funkce

Je to funkce r ∈ F(R) s hodnotami r(x) = 0 pro x ∈ R \ Q
a r(m/n) = 1

n pro zlomek m
n v základńım tvaru.

Tvrzeńı 5 (o Riemannově funkci) Tato funkce je spo-

jitá právě v iracionálńıch č́ıslech.

Důkaz. Necht’ x = m
n je zlomek v základńım tvaru a ε ≤ 1

n. Pro

∀ δ ∃ iracionálńı α ∈ U(x, δ). Ale r(α) = 0 6∈ U(r(x), ε) = U( 1n, ε),

takže funkce r neńı v bodě x spojitá.
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Necht’ x ∈ R \Q a je dáno ε ∈ (0, 1). Definujeme

M = {|x− m
n | |

m
n ∈ Q ∩ U(x, 1) ∧ 1/n ≥ ε} a δ = min(M) .

Toto δ existuje a δ > 0, protože podle úlohy ńıže je M neprázdná

konečná množina kladných č́ısel. Pro toto δ plat́ı, že y ∈ U(x, δ)⇒
r(y) ∈ U(r(x), ε) = U(0, ε) − pro každé y ∈ U(x, δ) je r(y) = 0

nebo r(y) = 1
n < ε. Proto je funkce r v bodu x spojitá. 2

• Úloha. Zd̊uvodněte uvedené vlastnosti množiny M .

Limity monotónńıch funkćı

Necht’ N ⊂ M(f ). Funkce f na N neklesá, resp. neroste, pokud

pro každé x ≤ y v N je f (x) ≤ f (y), resp. f (x) ≥ f (y). Když f

na N neklesá či neroste, je na N monotónńı.

Věta 6 (limity mon. funkćı) Necht’ f ∈ F(M) a exis-

tuje δ, že s V := P−(b, δ) ∩M , popř. V := U(+∞, δ) ∩M ,

je b ∈ L−(V ), popř. +∞ ∈ L(V ), a f na V neklesá. Pak

lim
x→b−

f (x) = sup(f [V ]), popř. lim
x→+∞

f (x) = sup(f [V ]) ,

kde suprema bereme v (R∗, <).

Důkaz. Necht’ f , M , V , b a δ jsou, jak uvedeno (druhá limita

v +∞ se dokáže podobně), a je dáno ε. Označ́ıme si A = sup(f [V ])

a vezmeme libovolné a ∈ U(A, ε) s a < A. Podle definice suprema

existuje c ∈ V , že a < f (c) ≤ A. Polož́ıme θ = b − c. Pro každé

d ∈ M , že c < d < b, je a < f (c) ≤ f (d) ≤ A, tedy f (d) ∈
U(A, ε). Tedy f [P−(b, θ) ∩M ] ⊂ U(A, ε) a limx→b− f (x) = A. 2

Pro obyčejné limity věta neplat́ı: funkce sgn : R→ {−1, 0, 1} (kde
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sgnx = −1 pro x < 0, sgn 0 = 0 a sgnx = 1 pro x > 0) na R
neklesá, ale limx→0 sgnx neexistuje.

• Úloha. Popǐste tři daľśı varianty věty: pro lokálně nerostoućı

funkci a/nebo limitu v b zprava, popř. v −∞.

Aritmetika limit funkćı

Aritmetiku limit (AL) rozš́ı̌ŕıme z posloupnost́ı na funkce. V d̊ukazu

využijeme Heineho definici limity funkce.

Věta 7 (AL funkćı) Necht’ f a g jsou v R, prvek A je

v L(M(f ) ∩M(g)), limx→A f (x) = K a limx→A g(x) = L.

Pak se limx→A(f + g)(x) = K + L, limx→A(fg)(x) =

KL a limx→A(f/g)(x) = K/L, když výraz napravo neńı

neurčitý.

Důkaz. Probereme jen pod́ıl, součet a součin jsou jednodušš́ı. Ne-

cht’ K/L neńı neurčitý výraz, speciálně L 6= 0. Tedy g(x) 6= 0 na

M(g) ∩ P (A, δ) pro nějaké δ a A ∈ L(M), M = M(f ) ∩M(g) \
Z(g). Necht’ (an) ⊂M \{A} s lim an = A. Podle Heineho definice

limity funkce (implikace ⇒) se lim f (an) = K a lim g(an) = L.

Podle věty o AL posloupnost́ı se pak

lim
f (an)

g(an)
=

lim f (an)

lim g(an)
=
K

L
.

Protože toto plat́ı pro každou posloupnost (f (an)/g(an)) s (an) jak

uvedeno, podle Heineho definice limity funkce (implikace ⇐) se

limx→A(f/g)(x) = limx→A f (x)/g(x) = K/L. 2

• Úloha. Přizp̊usobte větu 7 pro jednostranné limity.

Limity funkćı a lineárńı uspořádáńı (R∗, <)
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Uvedeme dvě věty. Pro M,N ⊂ R porovnáńı M < N znamená,

že a ∈M, b ∈ N ⇒ a < b. V následuj́ıćı větě dovolujeme A 6= B.

Věta 8 (limity a (R∗, <)) Mějme limity limx→A f (x) =

K a limx→B g(x) = L. Pak plat́ı následuj́ıćı.

(1) K < L ⇒ ∃ δ: f [P (A, δ) ∩M(f )] < g[P (B, δ) ∩M(g)].

(2) Když pro každé δ > 0 existuj́ı x ∈ P (A, δ) ∩ M(f )

a y ∈ P (B, δ) ∩M(g), že f (x) ≥ g(y), pak K ≥ L.

Důkaz. 1. Protože K < L, existuje ε, že U(K, ε) < U(L, ε). Pak

podle předpokladu o limitách funkćı f a g existuje δ, že f [P (A, δ)∩
M(f )] ⊂ U(K, ε) a g[P (B, δ) ∩M(g)] ⊂ U(L, ε). Tedy

f [P (A, δ) ∩M(f )] < g[P (B, δ) ∩M(g)] .

2. Část 2 je jen obměna implikace v části 1. 2

Symbol I(a, b) označuje uzavřený reálný interval s konci a a b.

Věta 9 (dva funkčńı strážńıci) Necht’ funkce f , g a h

jsou v F(M), K je v L(M), limx→K f (x) = limx→K g(x) =

L a necht’ existuje δ, že pro každé x ∈ P (K, δ) ∩ M je

h(x) ∈ I
(
f (x), g(x)

)
. Potom také limx→K h(x) = L.

Důkaz. Necht’ f , g, h, M , K, L a δ jsou, jak uvedeno, a je dáno ε.

Vezmeme θ ≤ δ, že pro každé x ∈ P (K, θ) ∩ M hodnoty f (x)

a g(x) lež́ı v U(L, ε). Pro tato x je tedy

h(x) ∈ I
(
f (x), g(x))

)
⊂ U(L, ε) a h(x) ∈ U(L, ε),

protože U(L, ε) je konvexńı množina. Tedy limx→K h(x) = L. 2

Limity složených funkćı
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Operace skládáńı funkćı nemá u posloupnost́ı obdobu. Následuj́ıćı

věta je tak v tomto ohledu novinkou.

Věta 10 (limita f (g)) limx→A g(x) = K, limx→K f (x) =

L, M := M(f (g)) a A ∈ L(M). Pak limx→A f (g)(x) = L

⇐⇒ je splněna podmı́nka (i) nebo podmı́nka (ii).

(i) Plat́ı implikace K ∈M(f ) ⇒ f (K) = L.

(ii) Existuje δ, že g(x) 6= K na P (A, δ) ∩M .

Neplat́ı-li ani (i) ani (ii), pak limx→A f (g)(x) neexistuje nebo

se rovná f (K) 6= L.

Důkaz. Necht’ A, g, K, f , L a M (⊂M(g)) jsou, jak uvedeno, a je

dáno ε. Podle předpoklad̊u existuje θ, že (a) f [P (K, θ)∩M(f )] ⊂
U(L, ε), a existuje θ′, že (b) g[P (A, θ′)∩M(g)] ⊂ U(K, θ). Necht’

plat́ı podmı́nka (i). Inkluze (a) t́ım ześıĺı na f [U(K, θ) ∩M(f )] ⊂
U(L, ε). Patrně g[M ] ⊂M(f ). V

f (g)[P (A, θ′) ∩M ] = f [g[P (A, θ′) ∩M ]]

⊂ f [U(K, θ) ∩M(f )] ⊂ U(L, ε)

tak druhá inkluze plat́ı a limx→A f (g)(x) = L.

Necht’ plat́ı podmı́nka (ii). Ono θ′ vezmeme ≤ δ v podmı́nce (ii).

Inkluze (b) t́ım ześıĺı na g[P (A, θ′) ∩M(g)] ⊂ P (K, θ). V

f (g)[P (A, θ′) ∩M ] = f [g[P (A, θ′) ∩M ]]

⊂ f [P (K, θ) ∩M(g)] ⊂ U(L, ε)

tak prvńı inkluze plat́ı a opět limx→A f (g(x)) = L.

Necht’ ani podmı́nka (i) ani podmı́nka (ii) neplat́ı. Neplatnost (i)

znamená, že K ∈ M(f ), ale f (K) 6= L. Neplatnost (ii) znamená,

že pro každé n existuje an ∈ P (A, 1/n) ∩M , že g(an) = K. Pak
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(an) ⊂M \ {A}, lim an = A a

lim f (g)(an) = lim f (g(an)) = lim f (K) = f (K) (6= L) .

Podle Heineho definice limity funkce tedy limx→A f (g(x)) bud’ ne-

existuje, anebo se rovná f (K), což však neńı L. 2

Podmı́nka (i) je splněna vždy, kdyžK 6∈M(f ), např. proK = ±∞
− pak lze větu vždy použ́ıt. Naše věta o limitě složené funkce je,

na rozd́ıl od jiných, ekvivalence. V K ji ještě ześıĺıme.

• Úloha. Dokažte větu 10 pomoćı Heineho definice limity funkce.

• Úloha. Odvod’te z věty 10 následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 11 (limity v 0 a v +∞) Předpokládejme, že

množina M ⊂ (0,+∞), že 0 ∈ L(M) a že f : M → R.

Potom limy→0 f (y) = L, právě když limx→+∞ f (1/x) = L.

Asymptotické značeńı

• Asymptotické symboly O a �. Tyto nemaj́ı limitńı povahu.

Definice 12 (O a �) Necht’ N ⊂ M(f ) ∩M(g). Ṕı̌seme

f (x) = O(g(x)) (x ∈ N) (
”

na množině N je funkce f velké

O z funkce g“), existuje-li c > 0, že pro každé x ∈ N je

|f (x)| ≤ c · |g(x)|. Značeńı f (x)� g(x) (x ∈ N) znamená

totéž.

• Úlohy. Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı vztahy. (i) x2 = O(x3)

(x ∈ R). (ii) x3 = O(x2) (x ∈ R). (iii) x3 � x2 (−20 < x < 20).

(iv) log x = O(x1/3) (x > 0). (v) log x� x1/3 (x > 1).

• Asymptotické symboly o a ∼. Tyto jsou limitńı povahy.
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Definice 13 (o a ∼) Necht’ A je v L(M(f/g)). Ṕı̌seme

f (x) = o(g(x)) (x→ A) (
”

pro x → A je funkce f malé

o z funkce g“), jestlǐze limx→A f (x)/g(x) = 0. Ṕı̌seme

f (x) ∼ g(x) (x→ A) (
”

pro x → A je funkce f asympto-

ticky rovna funkci g“), jestlǐze limx→A f (x)/g(x) = 1.

• Úlohy. Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı vztahy. (i) x2 = o(x3)

(x → +∞). (ii) x3 = o(x2) (x → 0). (iii) x2 = o(x3) (x → 0).

(iv) (x + 1)3 ∼ x3 (x → 1). (v) (x + 1)3 ∼ x3 (x → +∞). (vi)

e−1/x
2

= o(x20) (x→ 0).

Př́ıklady asymptotik

(1) Pro x ∈ R definujeme

π(x) = |{p ∈ N | p ≤ x a p je prvoč́ıslo}| .

V r. 1896 Jacques Hadamard (1865–1963) a, nezávisle na něm,

Charles J. de la Vallée Poussin (1866–1962) dokázali slavnou

Prvoč́ıselnou větu, že

π(x) ∼ x

log x
(x→ +∞) .

(2) Pro k, n ∈ N (= {1, 2, . . . }) definujeme [n] = {1, . . . , n} a

rk(n) = max
(
{|X| | X ⊂ [n] a neobsahuje arit. posl. délky k}

)
.

V r. 1975 Endre Szemerédi (1940) dokázal též slavnou větu, že

pro každé k je

rk(n) = o(n) (n→ +∞) .

(3) Zápis f (x) = g(x) + O(h(x)) (x ∈ N) ř́ıká, že f (x)− g(x) =

O(h(x)) (x ∈ N). Podobně rozumı́me zápisu f (x) = g(x) +
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o(h(x)) (x→ A). Pro x ∈ R definujeme

D(x) = |{(m,n) ∈ N2 | mn ≤ x}| .

• Úloha. Ukažte, že D(x) =
∑

n≤x τ (n), kde τ (n) je počet dělitel̊u

č́ısla n (např. τ (28) = |{1, 2, 4, 7, 14, 28}| = 6).

Úloze odhadnout D(x) se tak ř́ıká (Dirichlet̊uv) problém dělitel̊u.

V r. 1849 Peter L. Dirichlet (1805–1859) dokázal, že

D(x) = x log x + (2γ − 1)x + O(
√
x) (x ≥ 2)

(γ je Eulerova konstanta, známá z asymptotiky harmonických č́ısel).

V r. 1903 Georgij F. Voronoj (1868–1908) dokázal, že

D(x) = x log x + (2γ − 1)x + O
(
x1/3 log x

)
(x ≥ 2) .

Ve 20. stolet́ı přǐsla řada daľśıch zlepšeńı odhadu chyby v problému

dělitel̊u. Současný rekord drž́ı Martin N. Huxley (1944), který

v r. 2003 dokázal, že pro každé ε je

D(x) = x log x + (2γ − 1)x + Oε

(
x131/416+ε

)
(x ≥ 2) .

Značeńı Oε zde znamená, že konstanty c v těchto odhadech O

závisej́ı na ε (a pro ε → 0 jdou patrně do +∞ − kdyby nešly,

mohli bychom vźıt jediné společné c a index ε vynechat).

(4) Pro n ∈ N a nějaký algoritmus T pro násobeńı celých č́ısel

definujeme T (n) ∈ N jako

min
(
{k | T vynásob́ı dvě n-ciferná č́ısla v ≤ k kroćıch}

)
.

Školský algoritmus Ts splňuje Ts(n) = O(n2) (n ∈ N). V r. 1960

Anatolij A. Karacuba (1937–2008) vymyslel algoritmus TK , který

násob́ı s rychlost́ı TK(n) = O
(
nlog2 3

)
= O

(
n1.585...

)
(n ∈ N).
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V r. 2021 David Harvey (nar. v Sydney) a Joris van der Hoe-

ven (1971) publikovali algoritmus THH pro násobeńı celých č́ısel se

složitost́ı

THH(n) = O(n log n) (n ∈ N \ {1}) .
• Úloha. Proč tu neṕı̌seme n ∈ N?

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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