Martin Klazar
MA 1, PREDNASKA 8, 6. 4. 2023
VETY O STREDNI HODNOTE

o 17 véty o stredni hodnoté. a < b jsou realna cisla a hezkd
funkce f: |a,b] — R je spojitd a Ve € (a,b) 3 f'(¢) (i nevlastni).

Véta 1 (Rolleova) f je hezkd funkce & f(a) = f(b), pak
Jc € (a, b) (f(c)=0).

Dukaz. f(x) = f(a) = f(b) pro kazdé x € [a,b] = f'(x) =0
pro kazdé = € (a,b). Jinak tieba f(d) > f(a) = f(b) pro néjaké
d € |a,b] (ptipad f(d) < f(a) = f(b) je podobny). Pak podle
minimaxu z predminulé prednasky f nabyva v néjakém ¢ € (a, b)
globalni maximum. Ale ¢ je OLB [a, b] a 3 f'(c), takze podle véty 4
z minula se f'(c) = 0. O

Véta 2 (Lagrangeova) f je hezkd funkce, pak

Jc € (a, b) (f’(c) — f(bzig(“) - z) .

Dikaz. g(z) .= f(z)—(r—a)-z: |a, b] — R splnuje predpoklady
Rolleovy véty, zejména g(a) = g(b) = f(a), takze 0 = ¢'(c¢) =
f'(c) — z pro néjaké ¢ € (a, b) a jsme hotovi. O

Geometricky to znamena, Ze existuje tecna ke Gy v néjakém bodé

(¢, f(c)), ¢ € (a,b), rovnobézna se secnou k(a, f(a),b, f(b)).



Véta 3 (Cauchyova) f a g jsou hezké funkce, g(b) # g(a)
& g memad nekonecné derivace, pak

3 a0 (0 =0 L= g ).
Dukaz. h(z) := f(z) — (9(x) — g(a)) - z: [a, b] — R spliuje
predpoklady Rolleovy véty, zejména h(a) = h(b) = f(a), takze pro
néjaké ¢ € (a,b) je 0 = h'(c) = f'(¢) — ¢'(c) - z a jsme hotovi. O

o Uloha. Kde by vadilo, kdyby derivace funkce g byla nekonecna?

e Derivace a monotonie. Pro mnozinu M C R pomoci M =
{a€e M |36 (Ula,d) C M)} oznacime jeji vnitrek. Vnitrek inter-
valu I C R je otevieny interval I' C I, ktery vznikne vynechanim
koncovych bodu intervalu 1.

Véta 4 (derivace a monotonie 1) I C R je interval,
f: I — R je spojitd a Ve e I'3 f(c) (i nevlastni).

1. f" >0 (resp. f' <0) na I’ = f na I neklesd (resp.
neroste).

2. f >0 (resp. ' < 0) na I’ = f na I roste (resp.
klesd).

Diikaz. Necht je f/ < 0 na I a < y jsou libovolnd éisla v I
Podle véty 2 pro n&jaké z € (x,y) C I je f(y— f(z) <

Protoze jmenovatel y —x > 0, je citatel zaporny, tedy f(x) > f(y )
a f na I klesa. Zbyvajici tfi moznosti v ¢astech 1 a 2 se proberou
podobneé. O



e Uloha. Dokazte nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5 (derivace a monotonie 2) Necht a € M C
R, f: M = R, f'_(a) niZe mohou byt nevlastni. Pak:

1. a jelevy LB M a f'(a) <0, resp. f'(a) >0, pak
35 (fIP~(a,6) N M] > {f(@)}, resp. <{f(a)}).

2. a je pravy LB M a f'(a) <0, resp. f/(a) > 0, pak
35 (fIP*(a,6) N M] < {f(a)}, resp. > {f(a)}).

e Uloha. Co z néj plyne pro extrém funkce || v 07

o Limaitni rozsirovani derivact.

Tvrzeni 6 (rozsifovani derivaci) f: M — R, f spojita
vae M, (a,b) C D(f) (a <b) & lim,_,,+ f'(x) = L € R".
Pak i f' (a) = L.

Dukaz. Necht a, b, f a L jsou, jak uvedeno, a necht je déno €.
Existuje takové § < b —a, ze x € P™(a,0) = f'(z) € U(L,¢).
Necht z € P*(a, ) je libovolné. Podle véty 2 existuje takové y €
(a,x) C P*(a,d), ze
f(@) — fla)
r—a

Tedy f'(a) = L. O

— f/(y) < U(L7 5) :

e Uloha. Uvedte a dokazte verzi tohoto tvrzent pro derivace zleva.

o l’HOsz'talovo pravidlo je metoda pro vypocet limit lim,_, 4 %

[(@)

typu a = zkracenim zlomku Fo) infinitesimalnim faktorem z— A.
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Véta 7 (LHP) A € R, f,g: P"(A,0) — R maji vlastni
derivace, ¢ # 0 a (1) lim,_, 4 f(z) = lim, 4 g(z) = 0 nebo
(2) limy 4 g(x) = £o00. Pak

lim @ = lim f(@)
r—A g(az) z—A g’(:l?)

Veéta plati i pro P~(A,d), P(A,d) a pro A = +o0.

, pokud posledni limita existuje .

Duikaz. 1. Necht A € R, lim, .4 f(z) = lim, 4 g(z) = 0 a necht
limy s 4 f,é; . L € R*. Definujeme f(A) = g(A) := 0. A je
LB def. oboru zlomku f(x)/g(x) (pokud g = 0 na P*(A,#), pak
i g =0na P*(A,0)). Polozime
Pi(A, 6) = {a € (A, A+3) | glx) £ 0}
Véta 3: 3 funkee c: By (A,0) — PT(A,0), ze Vo € P (A,J) je
flz) _ flx) = f(A) _ fle(x))
g(z)  glx)—g(4)  glc(@))’
specialné lim, 4 c(z) = A. Ale A & P*(A, )
véty o limité slozené funkce. Tato véta dava, ze
/ /
g L&) fle@) )
r—A g(CL’) r—A g’(c(x)) y—A gy ( )
r)

c(x) € (A, x) A

— je splnéna podminka 1

2. Necht lim, 4 g(z) = £oo a lim, 4 ,g ;= . L € R*. Dukaz
tohoto pripadu provedeme pozdéji pomoci integrala. O

e Ulohy. Dokazte ¢ést 1 pro funkee definované na okoli P~(A, §)
a P(A,0) apro prvek A = 00 (zde pouzijte substituci x := 1/y).



Spocitame pomoci LHP par limit. Napriklad (x > 0)

, . (logx) 1/x
Ve = 0T ey~ e
= —2limz'? =0
x—0
Nebo
2 2\/
2
lim v lim (z%) = lim x
r—=0 cosx — 1 =0 (cosx — 1)) 2=0 —sinw
/
1
— ot o L=
z—0 (sin )/ r—=0 COS &

e Uloha. Ukazte, ze lim, gz logxr = 0 = lim, o~ °logx pro
kazdé € > 0.

e Deriwace vyssich radu. Od obecnych definiénich obort prejdeme
k otevienym mnozinam. Kazdy bod takové mnoziny je jeji OLB.

Definice 8 (f™) Necht ) # M C R je oteviend mnozina,
f-M — R, fo = fapror=12,....,n € N plati, Ze
D(fi-1) =M a f; = (fi-1)". Pak kazZdou funkci

fO=f M-SR, i=1,2,...,n,

nazveme derivact radu ¢ funkce f ¢i jeji i-tou derivact.

Tedy f© je fsamaa f1) = f. Pokud f™: M - Rmivbe M
derivaci, 1 nevlastni, piSeme
FUIo) = (f™)(b) € R*

a mluvime o n+ 1-té derivaci funkee f v bodé b. Funkei £, druhou
derivaci funkce f, oznacujeme i jako f”. Napriklad, pro M = R,
(xsinz)” = (sinx + xcosz) = 2cosx — xsinwx.
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e Uloha. Urcete posloupnosti ((Sinx)(”>> (M =R) a ((1/33)(”))
(M =R\ {0}).
e Druhd deriwace a extrémy. Nasledujici kritérium extrému je
pomerné zname.

Tvrzeni 9 (f” a extrémy) Necht je f, f': U(a,d) — R,
fl(a)=0& 3 f"(a) € R*. Pak plati:

1. f"(a) > 0 = f md v a ostré lokdlni minimum.

2. f"(a) <0 = f md v a ostré lokdlni maximum.

Dikaz. DokéZeme jen 1, dikaz 2 je podobny. Necht tedy existuje
fU(a,8) = R, f'{la) =0a f'(a) > 0. Podle tvrzeni 5 existuje
takové 0 < 9, ze f' < f'(a) =0 na P (a,0) a f' > f'(a) =0 na
P*(a,0). Necht z € P~ (a,#). Podle véty 2 existuje y € (z,a) C

P~ (a,0), ze

Protoze jmenovatel a — x je kladny, je citatel zaporny a f(a) <
f(z). Prox € P*(a,0) je f'(y) > 0, jmenovatel je zaporny, citatel
je tedy opét zaporny a opét f(a) < f(x). Proto ma f v a ostré

lokalni minimum. O

e Uloha. Na zikladé funkef 23, —x* 2% a bodu a = 0 ukazte, ze
kdyz f"(a) = 0, nelze o lokalnim extrému funkce v bodu a nic fici.

e Konverita a konkavita funkci. Necht B := (c,d) € R* a { :
y = sx + b je nesvisla primka. Kdyz d > sc+ b, resp. d > sc + b,
piSeme B > (, resp. B > £, a tekneme, ze B leZi nad £, resp. ostre



nad ¢. Opacné nerovnosti definuji, ze B leZi pod ¢, resp. ostre pod
¢, symbolicky B < £, resp. B < /£.

Definice 10 (konvexni a konkavni) I C R je interval.
Funkce f: I — R je (na I) konvexnt, pokud

V{a<b<c)CI((b f(b)<r(a, f(a),c, fc))) .

Pro < ~» < je f (na I) ryze konvexni. Pro opacné ,nerov-
nosti“ je f (na I) konkdvnt, resp. ryze konkduond.

k(a, f(a),c, f(c)) je secna G jdouct body (a, f(a)) a (c, f(c)).

e Uloha. Necht I := R. Ukazte, ze funkce 22 je ryze konvexni, zZe
|z| je konvexni a ze |z| nenf ryze konvexni.

e Uloha. Dokazte, 7e (ryzi) konvexita, resp. (ryzi) konkavita, se
zachovava pii ziuzeni funkce na podinterval.

e Uloha. Dokazte, 7e f je (ryze) konvexni <= —f je (ryze)
konkavni.

Véta 11 (3 jednostr. derivace) KaZdd konvexni, resp.
konkdavni, funkce f: I — R definovand na otevreném in-
tervalu I C R md (vlastni) jednostranné derivace

1, fﬁr:I—>R

a ty jsou neklesajict, resp. nerostouct.

e Uloha. Rozsifte to na libovolny interval a odvodte odtud, Ze
kazda konvexni, resp. konkavni, funkce je spojita. Musi mit derivaci?



Véta 12 (konv., konk., f”) I C R je interval, f: I — R
je spojitd, D(f) =1°, Vce I' 3 f"(c) € R*.

1. f" >0, resp. " <0 = f je konvexnt, resp. konkdvnf.

2. f" >0, resp. f" <0 = f jer. konv., resp. r. konk.

e Uloha. Dokazte nasledujici lemma.

Lemma 13 (o sklonech) Necht (a,d’), (b,0) a(c, ) jsou
vR? a < b< c. Pak
b/_a/ C/_b/
<
b—a = c—0
Téz ... <...= ...<...apodobné pro > a >.

= (b, V') < k(a, d, ¢, ).

Jdeme zleva doprava a na nesvislou usecku AB napojime nesvislou
usecku BC' se stejnym ¢i vétsim sklonem. Pak spojovaci bod B lezi
pod primkou jdouci krajnimi body A a C.

Dukaz véty 12. Necht [ a f jsou, jak uvedeno, a necht f” > 0
na IV, dalsf tii pifpady v 1 a 2 se proberou podobné. Necht (a <
b < c) C I. Podle véty 2 existuji y € (a,b) a z € (b, c), ze

A0S gy JOZIO
Podle véty 4 je f/ na I° neklesajici, protoze f” je nezdporna. Zy < z
jes = f'ly) < f'(z) =t, kde s je sklon usecky (a, f(a))(b, f(b))
a t usecky (b, f(b))(c, f(c)). Podle Lemmatu 13 bod (b, f(b)) lez
pod primkou k(a, f(a), ¢, f(c)). Podle definice 10 je f konvexni. O

e Inflexni body. Zhruba teceno jde o body grafu funkce, kde graf
prechazi (lokdlné) z jedné strany teény na druhou. Presnéji takto.
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Definice 14 (inflexni body) a € M C R, a je OLB M,
f: M — R a/l je tecna ke Gy v (a, f(a)). Tento bod je
inflexnim bodem grafu funkce f, existuje-li 6, Ze

re€ P (a,0)NMAx € P(a,0) "N M =
= (z, f(z)) <A (2, f(z') = ¢,

anebo plati opacné ,,nerovnosti”.

e Uloha. Ukaite, 7e pocitek (0, 0) je inflexnim bodem grafu funkce
flx)=2R—- R

Tvrzeni 15 (inflexe neni) f, f': U(a,d) — R, 3 f"(a) €
R*, ale f"(a) # 0. Pak (a, f(a)) nent inflexnim bodem G .

Dukaz. Necht f”(a) > 0, pripad s f”(a) < 0 je podobny. Necht
( je tecna ke Gy v (a, f(a)) — ma sklon f’(a) a prochazl bodem
(a, f(a)). Podle tvrzeni 5 existuje 6 < 4, ze pro kazdé x € P~ (a, 0)
a kazdé ' € P*(a,0) je

fix) < fila) < f1(2) . (1)

Necht x € P~(a,0), 2’ € P(a,#) a s at jsou po radé sklony secen
5o, F(@), a, f(@) a slar fla), o, F(2)
grafu Gs. Nerovnosti (1) a véta 2 = s < f'(a) < t. Tedy
(z, f(zx)) > En (2, fa) > ¢
a podminka v definici 14 neni splnéna. O

Postacujici podminku pro inflexi uvedeme bez dukazu.
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Véta 16 (inflexe je) f, f', f": U(a,0) — R, f"(a) = 0,
a bud " > 0 na P (a,0) a f” < 0 na P*(a,d), anebo
naopak. Pak (a, f(a)) je inflexnim bodem Gi.

o Asymptoty funkce. Asymptota funkce je primka (i svisld), k niz
se graf funkce neomezené blizi.

Definice 17 (svislé asymptoty) M C R, b € R je levy
LBMaf: M— R. Kdyz
lim f(x) = to0,

r—b~

nazveme primku xr = b levou svislou asymptotou funkce f.
Pravé svislé asymptoty se definuji podobne.

e Uloha. Ukazte, ze osa y je levou i pravou svislou asymptotou
funkce f(z) = 1/x: R\{0} — R a Ze je pravou svislou asymptotou
funkce f(x) =logx: (0,400) — R.

Definice 18 (asymptoty v nekoneénu) Necht M C R,
+o0 je LB M, s,beR a f: M — R. Kdyz

lim (f(z) —sx—b)=0,

T—r+00

nazveme primku y = sx + b asymptotou funkce f v +o0.
Asymptoty v —oo se definuji podobné.

e Uloha. Dokazte: y = sx + b asymptotou funkce f v +o00 <=

lim, 100 f(z)/2 = s alim, oo f(x) — sx) = b. Analogicky pro
asymptoty v —o0.

e Uloha. Naleznéte asymptoty funkee f(z) = 1/z v +00 i v —c0.
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o Urceni prubéhu funkce. Funkce f je zadana néjakym vzorcem

Vi(x

). Ptisné vzato to nenf funkce podle nasi definice a (mnozinovou)

funkci f teprve definujeme. Jeji prubéh urcime nasledovne.

L.

Uréime jeji definiéni obor
M = {z € R | hodnota V(x) € R je definovana} .

Pak f: M — R s f(x) := V(z). Skoro vzdy vyjde sjednocent
nejvyse spocetné mnoha intervalu.

. Neni f specialniho tvaru (suda, licha, periodicka, ... )7

. Ur¢ime mnoziny C(f) = {a € M | f je spojita v a}a D(f) C

M (defini¢ni obor derivace).

V bodech nespojitosti funkce f a v limitnich bodech mnoziny
M lezicich mimo M nalezneme jednostranné limity funkce f.

. Urcéime pruseciky grafu G ¢ s osami x a y a urc¢ime obraz f[M].

.V bodech a € M, kde =3 f'(a), spocteme jednostranné deri-

vace f’(a) a f(a). Muze pii tom pomoci tvrzeni 6.

Pomoci véty 4 uréime maximalni intervaly monotonie funkce f
a najdeme jeji lokalni a globdlni extrémy:.

. Zjistime, kde existuje f”, a pomoci véty 12 ur¢ime maximalni

intervaly konvexity a konkavity gratu Gy.

. Pomoci tvrzeni 15 a véty 16 nalezneme inflexni body grafu G'y.
10.
11.

Nalezneme asymptoty funkce f.

Rukou, pocitacem ¢i Internetem nacrtneme jeji graf.
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e Priklad. Necht

V(x) =tanz = S

CoS T

1. Defini¢ni obor je
M =, cp(mn — /2, in 4+ 7/2) .

2. f je m-periodickd, protoze sin(m+x) = —sinz a cos(m+x) =
—cosz. Je to licha funkce, protoze sinus je lichy a kosinus sudy.

3. Diky spojitosti sinu a kosinu a diky aritmetice spojitosti je
nase funkce spojita na M. Rovnéz D(f) = M.

4. Pro b(n) :=mn+ 5, n € Z, je

lim r)=400 a lim r) = —00 .
x—b(n)~ f( ) r—b(n)* f( )

Limity v +00 neexistuji.

5. Gy protina osu y pouze v bodé (0,0) a osu x pravé v bo-

dech (b(n) — 7,0) = (7n,0), n € Z. Diky spojitosti f (nabyvani

mezihodnot) a hotejsim nekonecnym limitam je jasné, ze

fIM] = f[(b(n) — 7, b(n)) | =R.

6. D(f) = M, neni co pocitat.
7. Protoze
f'(x) =1/cos’x > 0 na M ,

s
92
a vzhledem k periodi¢nosti f nema zadné extrémy:.

je f nakazdém intervalu (mn—7, mn+7) rostouci. Vzhledem k tomu

8. Druha derivace je

28inx

(x) = M —R.

cos® T
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Protoze f” < 0na (mn—5,mn) a f” > 0na (mn,mn +3), je f na

(mn — §,mn| ryze konkévni a na [7n, mn 4 ) ryze konvexni.
9. Vzhledem k f”(z) =0 <= x = 7n a k hofejsimu znaménku

funkce f”, inflexni body jsou pravé
(b(n) = 3,0) =(mn,0), n€Z.

10. Vzhledem k limitam v ¢asti 4 je kazda piimka x = b(n) =
™+ 5, n € Z, leva i prava svisld asymptota funkce f. Ani v —oo
ani v 400 asymptotu nema.

11. Nacrt gratu: https://www.desmos.com/calculator.

o Dalsi priklad. Podle skript R. Cerny a M. Pokorny, Zdklady
matematické analyzy pro studenty fyziky 1, MatfyzPress, Praha
2020, str. 193-194, vezmeme

V(z) = arcsin (2z/(1 + 7)) .

1. Defini¢ni obor je
M=R,

protoZe definiéni obor arkus sinu je [—1, 1] a 2|z| < 1422 pro kazdé
z € R vzhledem k 2° + 22 + 1 = (z £ 1)* > 0.

2. Tato funkee je lichd, tj. f(—x) = — f(x), protoze sin z, arcsin
a 1_%; 5 jsou liché funkce. Neni periodicka.

3. Podle vét o spojitosti inverzu, racionalni funkce a slozené
funkce je f spojita na M. Vzorce pro derivaci arkus sinu, slozené
funkce a podilu davaji, ze na

D(f)={z eR| & #+1} =R\ {-1,1} = M\ {-1,1}
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Se

, 1 2-(1+2%) —22-20

M) = r—ar oy (1+22)?
_ . (1—2%)/(1 + 2?)? 5. 1 — 27 1
T =2/ 42y T 1 —a2? 1422
~ 2-sgn(l —2?)
B 1+ a? '

4. Patrné

xgmoo f(x) = xgﬁloof(x) = arcsin(0) =0,

protoze % — 0 pro z — £o00.
5. Gy protina obé osy pravé a jen v pocatku, v bodé (0,0). Za
chvilku zjistime, ze

fIM] = fIR} = [=7/2, = /2] .
6. Patrne lim,_,1+ f'(x) = F1 a podle tvrzeni 6 se fi(1) = F1.
Vzhledem k lichosti f se f.(—1) = £1.
7. Protoze f' < O na (—oo,—1), f/ > 0na (=1,1)a f <0
a (1,400), podle véty 4 f na (—oo, —1] klesd, na |—1, 1] roste
a na [1,400) klesd. Téz f(z) < 0 prox < 0 a f(x) > 0 pro
x > 0 (a f(0) = 0). Podle téchto intervali monotonie a znamének
a podle nulovych limit vyse vidime, ze f ma v x = —1 ostré globalni
minimum s hodnotou f(—1) = —7/2, ze v o = 1 ma symetricky
(diky lichosti) ostré globalni maximum s hodnotou f(1) = 7/2 a ze
nema zadné dalsi lokalni extrémy. 7 téchto extrému a spojitosti f
(nabyvani mezihodnot) plyne vyse uvedeny obraz f[M].
8. Druh4 derivace se na R\ {—1, 1} rovna
() = —4x - sgn(1 — 2?) |
(1+ x2)?
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Protoze f” < 0 na (—oo,—1), f” > 0 na (—1,0), f/ < 0 na
(0,1) a f” > 0 na (1,400), podle véty 12 je f na (—oo, —1] ryze
konkavni, na [—1,0] ryze konvexni, na [0, 1] ryze konkdvni a na
1, +00) ryze konvexni.

9. Vzhledem k f"(z) =0 <= x = 0 (druhé derivace f"(%1)
neexistuji) a k horejsim znaménkum f” je podle tvrzeni 15 a véty 16
bod (0,0) jediny inflexni bod nasi funkce (v bodech (—1, f(—1))
a (1, f(1)) neexistuji tecny).

10. Vzhledem k limitam v ¢asti 4 je y = 0 = Ox 4 0 asymptotou
funkce f v —oo 1 v +00. Nema svislé asymptoty.

11. Nacrt gratu: https://www.desmos.com/calculator.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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