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DERIVACE FUNKCÍ

• Derivace funkćı lež́ı v základech analýzy. Setkáváme se s nimi

ale i mimo matematiku, hlavně ve fyzice. Často se derivace funkce

v bodu zavád́ı jen pro funkce definované na jeho okoĺı. My se vydáme

obecněǰśı cestou.

Definice 1 (derivace funkce v bodu) Necht’ a ∈ M je

limitńı bod množiny M ⊂ R a f : M → R je funkce. Defi-

nujeme

f ′(a) =
df

dx
(a) := lim

x→a

f (x)− f (a)

x− a
(∗)
= lim

h→0

f (a + h)− f (a)

h

a řekneme, že tato limita f ′(a) = df
dx(a) ∈ R∗ je derivace

funkce f v bodě a.

• Úloha. Dokažte rovnost (∗).
Je-li derivace f v bodu a vlastńı, tj. f ′(a) ∈ R, řekneme také, že

funkce f je v a diferencovatelná. Pak pro x ∈M plat́ı aproximace

f (x) = f (a) + f ′(a) · (x− a)︸ ︷︷ ︸
lineárńı přibĺıžeńı k f

+ o((x− a))︸ ︷︷ ︸
jeho chyba

(x→ a) .

Později tuto lineárńı aproximaci zpřesńıme polynomiálńımi aproxi-

macemi.

• Jednostranné derivace. Definujeme je pomoćı jednostranných

limit.
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Definice 2 (jednostranné derivace) Necht’ je a ∈ M

levý, resp. pravý, limitńı bod množiny M ⊂ R, a f : M → R
je funkce. Definujeme

f ′−(a) := lim
x→a−

f (x)− f (a)

x− a
(∗)
= lim

h→0−

f (a + h)− f (a)

h
,

resp.

f ′+(a) := lim
x→a+

f (x)− f (a)

x− a
(∗)
= lim

h→0+

f (a + h)− f (a)

h
,

a řekneme, že f ′−(a) ∈ R∗, resp. f ′+(a) ∈ R∗, je derivace

funkce f v bodě a zleva, resp. zprava.

• Úloha. Dokažte rovnosti (∗).
• Úlohy. f ′(a) = L ∈ R∗ ⇒ f ′−(a) = L nebo f ′+(a) = L. f ′−(a) =

f ′+(a) = L ∈ R∗ ⇒ f ′(a) = L. f ′−(a) 6= f ′+(a) ⇒ ¬∃ f ′(a).

• Derivace a extrémy. Zavedeme speciálńı druh limitńıch bod̊u.

Definice 3 (OLB) Bod a ∈M je oboustranný limitńı bod

množiny M ⊂ R, krátce OLB, pokud

∀ δ
(
P−(a, δ) ∩M 6= ∅ 6= P+(a, δ) ∩M

)
.

Nalevo i napravo od a jsou libovolně bĺızko body z množiny M .

• Úlohy. Každý OLB množiny M je jej́ım limitńım bodem, ale

naopak to obecně neplat́ı.

Následuj́ıćı populárńı výsledek o derivaćıch uvedeme obecněji,

než je obvyklé.
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Věta 4 (nutná podmı́nka extrému) Necht’ b ∈ M je

OLB M ⊂ R, f : M → R, ∃ f ′(b) ∈ R∗ a f ′(b) 6= 0. Pak

∀ δ ∃ c, d ∈ U(b, δ) ∩M
(
f (c) < f (b) < f (d)

)
− funkce f nemá v bodě b lokálńı extrém, nemá v b ani

lokálńı minimum ani lokálńı maximum.

Důkaz. Necht’ b, M a f jsou, jak je uvedeno, a je dáno δ. Necht’

f ′(b) < 0, př́ıpad s f ′(b) > 0 je podobný. Vezmeme tak malé ε,

že U(f ′(b), ε) < {0} (tj. y ∈ U(f ′(b), ε) ⇒ y < 0). Nyńı podle

definice 1 existuje takové θ, že

x ∈ P (b, θ) ∩M ⇒

toto je < 0︷ ︸︸ ︷
f (x)− f (b)

x− b
∈ U(f ′(b), ε) .

Tedy když x ∈ P−(b, θ) ∩M , pak f (x) > f (b), protože x− b < 0

a hořeǰśı zlomek je záporný. Podobně když x ∈ P+(b, θ)∩M , pak

f (x) < f (b). Můžeme předpokládat, že θ ≤ δ, a vźıt jakékoli

c ∈ P+(b, θ) ∩M a d ∈ P−(b, θ) ∩M .

Oba prvky c a d existuj́ı d́ıky tomu, že b je OLB množiny M . Takže

c, d ∈ U(b, δ) ∩M ⇒ f (c) < f (b) a f (d) > f (b). 2

• Úloha. Funkce f (x) = x : [0, 1] → R má v 0 ostré globálńı

minimum a v 1 ostré globálńı maximum a hodnoty derivace f ′(0) =

f ′(1) = 1 6= 0. Neńı to v rozporu s větou?

Věta ř́ıká: f : M → R má v b ∈M lokálńı extrém⇒ (i) b neńı OLB

M nebo (ii) ¬∃ f ′(b) nebo (iii) f ′(b) = 0. Lokálńı extrémy funkce

f má tedy smysl hledat jen v množině {b ∈M | (i) ∨ (ii) ∨ (iii)}.
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• Derivace a spojitost. Existence vlastńı derivace funkce v daném

bodě je silněǰśı vlastnost, než jej́ı spojitost v tomto bodě.

Tvrzeńı 5 (derivace a spojitost) Necht’ b ∈ M ⊂ R, b

je limitńı bod M a f : M → R. Má-li f vlastńı derivaci

f ′(b) ∈ R, je f v bodě b spojitá. Totéž pro jednostranné

derivace a odpov́ıdaj́ıćı jednostranné spojitosti.

Důkaz. Z předpoklad̊u dostáváme pomoćı AL funkćı, že

lim
x→b

f (x) = lim
x→b

(
f (b) + (x− b) · f (x)− f (b)

x− b

)
= lim

x→b
f (b) + lim

x→b
(x− b) · lim

x→b

f (x)− f (b)

x− b
= f (b) + 0 · f ′(b) = f (b) .

Podle tvrzeńı 5 v páté přednášce je f v b spojitá. Stejný výpočet

funguje pro jednostranné derivace, limity a spojitosti. 2

• Úloha. Dokažte, že sgn′(0) = +∞. Existence nevlastńı derivace

neimplikuje spojitost funkce v daném bodě.

• Úloha. Dokažte, že (|x|)′−(0) = −1 a (|x|)′+(0) = +1. Takže

¬∃ (|x|)′(0). Spojitost funkce v bodu nezaručuje existenci derivace.

• Pár derivaćı. Zderivujeme odmocninu
√
x : [0, +∞)→ [0, +∞).

Necht’ a > 0. Pak

(
√
x)′(a) = lim

x→a

√
x−
√
a

x− a
= lim

x→a

x− a
(x− a)(

√
x +
√
a)

= lim
x→a

1√
x +
√
a

=
1

2
√
a
.

Posledńı rovnost plat́ı d́ıky AL funkćı.
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• Úloha. Dokažte, že (
√
x)′(0) = (

√
x)′+(0) = +∞ (nevlastńı de-

rivace neńı na překážku spojitosti) a že hodnota (
√
x)′−(0) neńı

definovaná.

• Úloha. Dokažte, že derivace konstantńı funkce je všude nulová.

Tvrzeńı 6 ((xn)′) Pro každé n ∈ N a každé a ∈ R plat́ı,

že (xn)′(a) = nan−1.

Důkaz. Necht’ n ∈ N a a ∈ R. Pak

(xn)′(a) = lim
x→a

xn − an

x− a

= lim
x→a

(x− a)(xn−1 + xn−2a + · · · + an−1)

x− a
= lim

x→a
(xn−1 + xn−2a + · · · + an−1)

= an−1 + an−1 + · · · + an−1︸ ︷︷ ︸
n sč́ıtanc̊u

= nan−1 .

Předposledńı rovnost plat́ı d́ıky AL funkćı. 2

• Derivace jako funkce. Z jednotlivých hodnot derivace dané funkce

f sestav́ıme novou funkci f ′.

Definice 7 (derivace funkce) Necht’ f : M → R pro

M ⊂ R. Derivace funkce f je funkce g : D(f ) → R, kde

D(f ) ⊂M je množina

{b ∈M | b je LB M ∧ ∃ f ′(b) ∈ R} a g(b) := f ′(b) .

Tuto funkci g znač́ıme jako f ′.
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Např. pro
√
x : [0,+∞) → R je (

√
x)′ : (0,+∞) → R. Podle tvr-

zeńı 5 je každá funkce f : M → R spojitá na D(f ). Muśı ale sama

derivace f ′ : D(f )→ R být spojitá? Nemuśı.

• Úloha. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8 (nespojitá derivace) Funkce f : R→ R, kde

f (x) := x2 sin(1/x) pro x 6= 0 a f (0) := 0, je spojitá a má

všude definovanou derivaci f ′ : D(f ) = R→ R,

f ′(x) =

{
2x sin(1/x)− cos(1/x) . . . x 6= 0 a

0 . . . x = 0 ,

jež je nespojitá v 0.

• Tečny. V této v́ıce geometrické pasáži uvedeme až tři definice

tečny ke grafu funkce f : M → R. To je množina bod̊u v rovině

Gf := {(x, f (x)) | x ∈M} ⊂ R2 ,

ale podle naš́ı definice funkce se f a Gf prakticky rovnaj́ı.

Definice 9 (tečny, prvńı) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je li-

mitńı bod množiny M a f : M → R je diferencovatelná v a.

Tečnou ke grafu funkce f v bodě (a, f (a)) ∈ Gf rozumı́me

př́ımku

` : y = f ′(a) · (x− a) + f (a) .

Je to jediná př́ımka se sklonem f ′(a) procházej́ıćı bodem

(a, f (a)).

Pro druhou definici tečny zavedeme pár definic. Př́ımka jdoućı
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dvěma r̊uznými body (a, b), (a′, b′) ∈ R2 je množina

κ(a, b, a′, b′) := {(a, b) + t · (a′− a, b′− b) | t ∈ R} ⊂ R2 . (κ)

• Úloha. Pro př́ımku λ ⊂ R2 a dva r̊uzné body (a, b), (a′, b′) ∈ R2

plat́ı, že

λ = κ(a, b, a′, b′) ⇐⇒ (a, b) ∈ λ ∧ (a′, b′) ∈ λ .

Pro každou př́ımku je v každé jej́ı reprezentaci (κ) bud’ vždy

a = a′, anebo vždy a 6= a′. Prvńı př́ımky jsou svislé a druhé

nesvislé. Necht’ M ⊂ R. Sečna grafu Gf funkce f : M → R je

každá př́ımka

κ(x, f (x), x′, f (x′)), kde x, x′ ∈M a x 6= x′ .

Sečny jsou nesvislé. Pro daný význačný bod (a, f (a)) ∈ Gf hlavńı

sečny procházej́ı j́ım a daľśım vedleǰśım bodem grafu Gf . Zbývaj́ıćı

sečny grafu Gf jsou nehlavńı.

Každé dvojici (s, b) ∈ R2 přǐrad́ıme množinu

`(s, b) := {(x, sx + b) | x ∈ R} ⊂ R2 (`)

se sklonem s.

• Úloha. Dokažte, že (i) každá množina `(s, b) je nesvislá př́ımka, že

(ii) každá nesvislá př́ımka je tvaru (`) a že (iii) pro každou nesvislou

př́ımku κ existuje právě jedna dvojice (s, b) ∈ R2, že κ = `(s, b).

Zobrazeńı

(s, b) 7→ `(s, b), viz (`) ,

je tedy bijekce z R2 do množiny všech nesvislých př́ımek. Sklon

nesvislé př́ımky je tak jednoznačně určený.
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• Úloha. Odvod’te pro sklon s nesvislé př́ımky κ(a, b, a′, b′) vzorec

s = (b′ − b)/(a′ − a).

Definice 10 (limity př́ımek) Necht’ ` je nesvislá př́ımka

a (`n) je posloupnost nesvislých př́ımek. Když jejich (`)-

reprezentace ` = `(s, b) a `n = `(sn, bn) splňuj́ı vztahy

lim sn = s ∧ lim bn = b ,

ṕı̌seme lim `n = ` a řekneme, že př́ımky (`n) maj́ı limitu `.

• Úloha. Dokažte, že limita př́ımek je jednoznačná.

Definice 11 (tečny, druhá) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je li-

mitńı bod množiny M , f : M → R a necht’ ` je nesvislá

př́ımka. Pokud pro ∀ (xn) ⊂ M \ {a} s limxn = a plat́ı

podle definice 10, že

lim κ(a, f (a), xn, f (xn)) = ` ,

nazveme ` tečnou ke grafu funkce f v bodě (a, f (a)) ∈ Gf .

Tečna v (a, f (a)) je v definici 11 limita každé posloupnosti hlavńıch

sečen grafu s vedleǰśımi body jdoućımi v limitě k (a, f (a)). Je to

rigorózńı definice tečny bez použit́ı hodnoty derivace f ′(a).

• Úloha. Dokažte, že když ` je tečna ke Gf v bodě (a, f (a)) podle

definice 11, pak (a, f (a)) ∈ `, tj. ` bodem procháźı.
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Věta 12 (def. 11 ⇐⇒ def. 9) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je

limitńı bod množiny M , f : M → R a ` je nesvislá př́ımka.

Dvě následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. ` je tečna ke Gf v bodě (a, f (a)) podle definice 11.

2. ∃ f ′(a) ∈ R a ` = `(f ′(a), f (a) − a · f ′(a)), takže ` je

tečna ke Gf v bodě (a, f (a)) podle definice 9.

Důkaz. Necht’ a, M , f a ` jsou, jak uvedeno.

Implikace 1 ⇒ 2. Předpokládáme, že ` je tečna ke Gf v bodě

(a, f (a)) podle definice 11. Necht’ (xn) ⊂ M \ {a} je libovolná

posloupnost s lim xn = a, necht’ κn := κ(a, f (a), xn, f (xn)) a necht’

sn je sklon sečny κn. Podle předpokladu je lim κn = `, takže podle

vzorečku pro sklon je

lim
f (xn)− f (a)

xn − a
= lim sn = s ,

kde s je sklon př́ımky `. Podle Heineho definice limity funkce a defi-

nice 1 máme, že f ′(a) = s. Výše jste dokázali, že tečna ` jde bodem

(a, f (a)), tud́ıž

` = `(s, f (a)− a · s) = `(f ′(a), f (a)− a · f ′(a)) .

Implikace 1 ⇐ 2. Předpokládáme, že existuje f ′(a) ∈ R a že `

je dána uvedeným vzorcem. Necht’ (xn) ⊂ M \ {a} je libovolná

posloupnost s lim xn = a. Podle předpokladu a Heineho definice

limity funkce je

lim
f (xn)− f (a)

xn − a︸ ︷︷ ︸
sn

= f ′(a) .
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Zlomek sn je sklon hlavńı sečny κn := κ(a, f (a), xn, f (xn)) =

`(sn, f (a)− sna). Tyto sečny tedy maj́ı limitu

lim κn = `(f ′(a), f (a)− f ′(a) · a) = ` .

Tedy ` je tečnou ke Gf v bodě (a, f (a)) podle definice 11. 2

Věta 13 (třet́ı def. tečny) Necht’ a ∈M ⊂ R, a je OLB

množiny M , f : M \ {a} → R a ` je nesvislá př́ımka. Dvě

následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. f lze rozš́ıřit do funkce g : M → R tak, že ` je tečna ke

Gg v bodě (a, g(a)).

2. ∀ (xn), (yn) ⊂ M \ {a} splňuj́ıćı, že ∀n
(
xn < a < yn

)
& lim xn = lim yn = a, se podle definice 10 limita

př́ımek lim κ(xn, f (xn), yn, f (yn)) = `.

Důkaz je v K. Část 2 ř́ıká, že ` je limitou každé posloupnosti

takových nehlavńıch sečen grafu, že jsou určené dvojicemi bod̊u

jdoućımi k bodu (a, g(a)), který body v každé dvojici odděluje. Je

to tečna v neexistuj́ıćım bodě (a, f (a)) 6∈ Gf grafu funkce f !

• Aritmetika derivaćı. Pod́ıváme se na derivaci násobku a součtu.

Tvrzeńı 14 (derivace násobku) Necht’ a ∈ M ⊂ R,

a je limitńı bod množiny M , f : M → R, L ∈ R∗ a b 6= 0.

Pak

f ′(a) = L⇒ (bf )′(a) = bL .

Důkaz. (bf )′(a) = limx→a
bf(x)−bf(a)

x−a = b limx→a
f(x)−f(a)

x−a = bf ′(a)

podle AL funkćı. 2
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• Úloha. Ukažte, že v předešlém tvrzeńı plat́ı i opačná implikace.

Tvrzeńı 15 (derivace součtu) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je

limitńı bod množiny M a f, g : M → R. Když f ′(a) ∈ R∗,
g′(a) ∈ R∗ a výraz f ′(a) + g′(a) neńı neurčitý, pak plat́ı

rovnost

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a) .

Důkaz. Necht’ h := f + g. Podle AL funkćı je

h′(a) = lim
x→a

h(x)− h(a)

x− a
= lim

x→a

f (x)− f (a)

x− a
+ lim

x→a

g(x)− g(a)

x− a
= f ′(a) + g′(a) .

2

Např́ıklad na definičńım oboru [0,+∞) se

(sgn(x) +
√
x)′(0) = sgn′(0) + (

√
x)′(0) = +∞ + (+∞) = +∞ .

• Úloha. (sgn(x)−
√
x)′(0) =?

Přejdeme k derivaćım součinu a pod́ılu

Věta 16 (Leibniz̊uv vzorec) Necht’ b ∈ M ⊂ R, b je

limitńı bod množiny M , f, g : M → R a f nebo g je spojitá

v b. Pak

(fg)′(b) = f ′(b) · g(b) + f (b) · g′(b) ,

když pravá strana neńı neurčitý výraz.

Důkaz. Necht’ je g spojitá v b, druhý př́ıpad s f je symetrický.
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Podle předpoklad̊u a podle AL funkćı je

(fg)′(b) = lim
x→b

f (x)g(x)− f (b)g(b)

x− b

= lim
x→b

(f (x)− f (b))g(x) + f (b)(g(x)− g(b))

x− b

= lim
x→b

f (x)− f (b)

x− b
· lim
x→b

g(x) + f (b) lim
x→b

g(x)− g(b)

x− b
g je spoj. v b

= f ′(b)g(b) + f (b)g′(b) .

2

• Úloha. Předpoklad spojitosti se nedá pominout. Uvažte funkce

f, g : R→ R, kde

f (x) = −g(x) := sgnx pro x 6= 0, f (0) := −1
2 a g(0) := 1

2 .

Ukažte, že pro b = 0 pravá strana Leibnizova vzorce je (+∞) · 1
2 +

(−1
2) · (−∞) = +∞, ale levá neexistuje.

Tvrzeńı 17 (derivace pod́ılu) Necht’ b ∈ M ⊂ R, b je

limitńı bod množiny M a f, g : M → R jsou funkce. Když

g(b) 6= 0 a g je spojitá v b, pak(
f

g

)′
(b) =

f ′(b) · g(b)− f (b) · g′(b)
g(b)2

,

neńı-li výraz na pravé straně neurčitý.
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Důkaz. Předpoklady a AL funkćı dávaj́ı, že

(f/g)′(b) = lim
x→b

(f (x)/g(x))− (f (b)/g(b))

x− b
=

lim
x→b

f (x)g(b)− f (b)g(b) + f (b)g(b)− f (b)g(x)

g(x)g(b)(x− b)
=

lim
x→b

f (x)− f (b)

x− b
lim
x→b

g(b)

g(x)g(b)
− lim

x→b

f (b)

g(x)g(b)
lim
x→b

g(x)− g(b)

x− b
g je spoj. v b

=
f ′(b)g(b)− f (b)g′(b)

g(b)2
.

2

Podobný př́ıklad jako v posledńı úloze ukazuje, že vzorec pro deri-

vaci pod́ılu obecně neplat́ı pro g nespojitou v b.

• Derivace složené funkce a derivace inverzu. Pro d̊ukazy dvou

následuj́ıćıch vět odkazujeme do K.

Věta 18 (derivace složené funkce) Necht’ a ∈ M ⊂ R,

a je limitńı bod množiny M , g : M → N je spojitá v a,

s derivaćı g′(a) ∈ R∗ a taková, že g(a) ∈ N je limitńı bod

množiny N ⊂ R, a necht’ f : N → R je funkce s derivaćı

f ′(g(a)) ∈ R∗. Pak složená funkce f (g) : M → R má deri-

vaci

(f (g))′(a) = f ′(g(a)) · g′(a) ,

neńı-li součin neurčitý, tj. neńı ani 0 · (±∞) ani (±∞) · 0.

Necht’ M ⊂ R. Funkce f : M → R roste, resp. klesá, v bodě

a ∈M , pokud existuje δ, že

x ∈ P−(a, δ) ∩M, x′ ∈ P+(a, δ) ∩M ⇒ f (x) < f (a) < f (x′) ,
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resp. plat́ı opačné nerovnosti. Tady je naše verze věty o derivaci

inverzńı funkce. Je pro derivace podle definice 1.

Věta 19 (derivace inverzu) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je

limitńı bod množiny M , f : M → R je prostá funkce s de-

rivaćı f ′(a) ∈ R∗ a inverzńı funkce f−1 : f [M ] → M je

spojitá v b := f (a). Potom plat́ı následuj́ıćı.

1. Když f ′(a) ∈ R \ {0}, pak f−1 má derivaci

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
=

1

f ′(f−1(b))
.

2. Když f ′(a) = 0 a f roste, resp. klesá, v bodě a, pak f−1

má derivaci

(f−1)′(b) = +∞, resp. (f−1)′(b) = −∞ .

3. Když f ′(a) = ±∞ a b je limitńı bod množiny f [M ], pak

f−1 má derivaci

(f−1)′(b) = 0 .

• Tabulka derivaćı elementárńıch funkćı. Uvedeme vzorce pro

tyto derivace. Pár jsme jich už dokázali. Důkazy jsou/budou v K.
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Věta 20 (tabulka derivaćı) Plat́ı následuj́ıćı derivace.

1. Na R se exp(x)′ = exp(x), (sinx)′ = cos x, (cosx)′ =

− sinx, (arctanx)′ = 1/(1 + x2), (arccotx)′ = −1/(1 +

x2), (xn)′ = nxn−1 pro n ∈ N a c′ = 0 pro každé c ∈ R.

2. Na R \ {0} se (xb)′ = bxb−1 pro záporné b ∈ Z.

3. Na (0,+∞) se (xb)′ = bxb−1 pro b ∈ R \ Z a (log x)′ =

1/x.

4. Na R \ {kπ + π/2 | k ∈ Z} se (tanx)′ = 1/(cosx)2.

5. Na R \ {kπ | k ∈ Z} se (cotx)′ = −1/(sinx)2.

6. Na (−1, 1) se (arcsinx)′ = 1/
√

1− x2 a (arccosx)′ =

−1/
√

1− x2.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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