
Martin Klazar

MA 1, PŘEDNÁŠKA 6, 23. 3. 2023

SPOJITOST FUNKCÍ

• Heineho definice spojitosti funkce v bodě. Z minulé přednášky

v́ıme, že spojitost funkce f : M → R v bodě a ∈M ⊂ R znamená,

že

∀ ε ∃ δ
(
f [U(a, δ) ∩M ] ⊂ U(f (a), ε)

)
.

V této přednášce použijeme několikrát následuj́ıćı ekvivalenci.

Tvrzeńı 1 (Heineho definice) Funkce f : M → R je

spojitá v bodě a ∈M ⊂ R, právě když

∀ (an) ⊂M
(

lim an = a⇒ lim f (an) = f (a)
)
.

Důkaz. Tuto ekvivalenci jsme už dokázali pro limitńı body v tvr-

zeńı 5 minulé přednášky jako 1 ⇐⇒ 3. Je-li a ∈ M izolovaný

bod množiny M , je f v a spojitá podle tvrzeńı 7 minulé přednášky.

Pak však lim an = a znamená, že an = a pro každé n ≥ n0. Tedy

i f (an) = f (a) pro každé n ≥ n0 a lim f (an) = f (a). 2

Definice 2 (spojitost na množině) Funkce f : M → R
je spojitá (na M ⊂ R), je-li spojitá v každém bodu a ∈M .

• Husté množiny. Zavedeme vztah hustoty jedné množiny ve druhé.

Definice 3 (husté množiny) Necht’ je N ⊂ M ⊂ R.

Řekneme, že množina N je hustá v množině M , když

∀ a ∈M ∀ δ
(
U(a, δ) ∩N 6= ∅

)
.

1



Je jasné, že N je hustá v M , právě když pro každý bod a ∈ M

existuje taková posloupnost (bn) ⊂ N , že lim bn = a.

• Úloha. Ukažte, že obě množiny Q a R \Q jsou husté v R.

Tvrzeńı 4 (hustota a spojitost) Necht’ N ⊂ M ⊂ R,

množina N je hustá v M a f, g : M → R jsou takové dvě

spojité funkce, že ∀x ∈ N
(
f (x) = g(x)

)
. Potom

f = g ,

takže se funkce f a g úplně shoduj́ı.

Důkaz. Necht’ y ∈M je libovolný bod a (an) ⊂ N je posloupnost

s lim an = y. Pak

f (y) = f (lim an) = lim f (an) = lim g(an) = g (lim an) = g(y) .

Zde druhá a čtvrtá rovnost plynou z tvrzeńı 1. Třet́ı rovnost plyne

z předpokladu rovnosti f a g na N . Proto f = g úplně. 2

KdyžA ⊂ B aC jsou množiny a f : B → C je funkce, jej́ı zúžeńı

(či restrikce) na A je funkce f |A : A→ C daná jako (f |A)(x) :=

f (x) pro každé x ∈ A.

Věta 5 (H. Blumberg, 1922) ∀ f : R → R ∃ M ⊂ R,

že M je hustá v R a restrikce f |M je spojitá funkce.

Henry Blumberg (1886–1950) byl americký matematik, který se

narodil v Litvě v městě Žagarė.

• Počet spojitých funkćı. Pro M ⊂ R zavedeme značeńı

C(M) := {f : M → R | f je spojitá}
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pro množinu spojitých reálných funkćı definovaných na M . Budeme

potřebovat následuj́ıćı množinovou větu.

Věta 6 (Cantor–Bernsteinova) ∃ injekce f : X → Y

a ∃ injekce g : Y → X ⇒ ∃ bijekce h : X → Y , že ∀x ∈
X
(
h(x) = f (x) ∨ h(x) = g−1(x)

)
.

Kolik je spojitých funkćı f : R→ R? Tolik jako reálných č́ısel.

Věta 7 (# spojitých funkćı) ∃ bijekce h : R→ C(R).

Důkaz. Podle C.–B. věty stač́ı nalézt injekce f : R → C(R)

a g : C(R) → R. Injekce f je jasná, f (a) := (b 7→ a), tj. f (a)

je konstantńı funkce s hodnotou a.

Definujeme injekci g : C(R) → R. Reálná č́ısla jsou nekonečné

desetinné rozvoje, např. −π = −3.141592 . . . nebo 2022.00000 . . . .

Podle tvrzeńı 4 je každá j ∈ C(R) jednoznačně určená svými

spočetně mnoha hodnotami j(x) pro x ∈ Q. Necht’ r : N → Q
a s : N→ N× N jsou bijekce, např́ıklad (k, l, n ∈ N)

s(n) = s(2k−1 · (2l − 1)) = (s1(n), s2(n)) := (k, l) .

Cifry 0, 1, . . . , 9, desetinnou tečku . a znaménko minus − kódujeme

dvěma ciframi:

c(0) := 00, c(1) := 01, . . . , c(9) := 09, c(.) := 10 a c(−) := 11 .

Zobrazeńı g : C(R)→ R má na funkci j ∈ C(R) hodnotu

g(j) := 0.a1 a2 a3 . . . a2n−1 a2n . . . .

Cifry an ∈ {0, 1, . . . , 9} definujeme následovně. Pro každé k, l ∈ N
uváž́ıme desetinný rozvoj

j(r(k)) =: b(1, k) b(2, k) . . . b(l, k) . . .
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hodnoty j(r(k)) funkce j na zlomku r(k) ∈ Q, s použitými symboly

b(l, k) ∈ {0, 1, . . . , 9, .,−}. Pak definujeme

a2n−1 a2n = c(b(l, k)) := c(b(s1(n), s2(n))) .

Ukazuje se, že zobrazeńı g je prosté. 2

• Úloha. Dokažte zobecněńı, že pro každou neprázdnou M ⊂ R
existuje bijekce h : R→ C(M).

• Spojitá funkce nabývá všechny mezihodnoty. Obraz funkce sig-

num je množina {−1, 0, 1}, ale nic daľśıho kromě těchto tř́ı bod̊u.

Obraz intervalu spojitou funkćı takto vypadat nemůže.

Věta 8 (nabýváńı mezihodnot) Necht’ a, b, c ∈ R, a <

b, f : [a, b] → R je spojitá funkce a f (a) < c < f (b) nebo

f (a) > c > f (b). Pak

∃ d ∈ (a, b)
(
f (d) = c

)
.

Důkaz. Předpokládejme, že f (a) < c < f (b), př́ıpad f (a) > c >

f (b) je podobný. Necht’

A := {x ∈ [a, b] | f (x) < c} a d := sup(A) ∈ [a, b] .

Č́ıslo d je korektně definované, protože množina A je neprázdná

(a ∈ A) a shora omezená (např. b je jej́ı horńı mez). Ukážeme, že jak

f (d) < c, tak f (d) > c vede ke sporu, takže f (d) = c. Ze spojitosti

funkce f v a a v b plyne, že d ∈ (a, b). Necht’ f (d) < c. Ze spojitosti

funkce f v d plyne, že existuje δ, že x ∈ U(d, δ)∩[a, b]⇒ f (x) < c.

Pak ale A obsahuje č́ısla větš́ı než d, ve sporu s t́ım, že d je horńı

mez množiny A. Necht’ f (d) > c. Ze spojitosti funkce f v d plyne,

že existuje δ, že x ∈ U(d, δ) ∩ [a, b] ⇒ f (x) > c. Pak ale každé
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x ∈ [a, d) dostatečně bĺızké d lež́ı mimo A, což je ve sporu s t́ım,

že d je nejmenš́ı horńı mez množiny A. 2

Důsledek 9 (spojitý obraz intervalu) Necht’ I ⊂ R je

interval (tj. konvexńı množina) a f : I → R je spojitá

funkce. Pak

f [I ] = {f (x) | x ∈ I} ⊂ R
je též interval.

Důkaz. Předešlá věta ukazuje, že množina f [I ] je konvexńı. 2

• Úloha. Dokažte následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 10 (alpinistický) Horolezec začne o p̊ulnoci

stoupat na horu, po 24 hodinách dosáhne opět o p̊ulnoci

vrcholu a okamžitě zase 24 hodin sestupuje do základńıho

tábora. Dokažte, že existuje čas t0 ∈ [0, 24], kdy se v těchto

dvou dnech pokaždé nacháźı ve stejné nadmořské výšce.

Následuj́ıćı d̊usledek ale dokážeme. Připomeňme si, že funkce

f : M → R je (na M ⊂ R) rostoućı, resp. klesaj́ıćı, pokud pro

každé x, y ∈M plat́ı, že x < y⇒ f (x) < f (y), resp. f (x) > f (y).

Důsledek 11 (spojitost a prostota na intervalu)

Necht’ I ⊂ R je interval a f : I → R je spojitá prostá

funkce. Potom f je bud’ rostoućı anebo klesaj́ıćı.

Důkaz. Kdyby f nebyla ani rostoućı ani klesaj́ıćı, existovala by

v I taková tři č́ısla a < b < c, že f (a) < f (b) > f (c) nebo f (a) >

f (b) < f (c). V prvńım př́ıpadu se každé d splňuj́ıćı f (a), f (c) <
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d < f (b) nabývá podle věty 8 jako hodnoty d = f (x) = f (y) pro

nějaké x ∈ (a, b) a nějaké y ∈ (b, c), což je ve sporu s prostotou

funkce f . Ve druhém př́ıpadu máme velmi podobný spor. 2

• Spojitost a kompaktnost. Kompaktńı množiny hraj́ı v analýze,

ale i jinde (třeba v optimalizaci), d̊uležitou roli.

Definice 12 (kompaktńı množiny) Množina M ⊂ R je

kompaktńı, když každá posloupnost (an) ⊂ M má konver-

gentńı podposloupnost (amn) s lim amn ∈M .

Podle Bolzano–Weierstrassovy věty a věty o limitě a uspořádáńı

v́ıme, že každý interval [a, b] je kompaktńı. Všechny kompaktńı

množiny poṕı̌seme později. Ted’ pro ně dokážeme d̊uležitou větu.

Věta 13 (princip minima a maxima) Necht’ M ⊂ R
je neprázdná kompaktńı množina a f : M → R je spojitá

funkce. Pak existuj́ı takové body a, b ∈M , že

∀x ∈M
(
f (a) ≤ f (x) ≤ f (b)

)
.

Řekneme, že f nabývá na M v bodu a minimum (nejmenš́ı

hodnotu) f (a) a v bodu b maximum (nejvěťśı hodnotu) f (b).

Důkaz. Dokážeme existenci maxima funkce f , d̊ukaz existence

minima je velmi podobný. Patrně f [M ] 6= ∅. Ukážeme, že tato

množina je shora omezená. Kdyby nebyla, existovala by posloup-

nost (an) ⊂ M , že lim f (an) = +∞. Podle kompaktnosti M má

(an) konvergentńı podposloupnost (amn) s a := lim amn ∈M . Pak

i lim f (amn) = +∞. To je ale spor s t́ım, že podle tvrzeńı 1 je
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lim f (amn) = f (a). Lze tedy definovat

s := sup(f [M ]) ∈ R

a podle definice suprema existuje (an) ⊂M s lim f (an) = s. Dı́ky

kompaktnostiM má (an) konvergentńı podposloupnost (amn) s b :=

lim amn ∈ M . Podle tvrzeńı 1 je lim f (amn) = f (b) = s. Protože

s = f (b) je horńı mez množiny f [M ], je f (b) ≥ f (x) pro každé

x ∈M . 2

• Úloha. Ukažte, že spojité funkce f, g : [0, 1) → R, f (x) = 1
1−x

a g(x) = x, nenabývaj́ı na [0, 1) maximum.

Zavedeme globálńı a lokálńı extrémy.

Definice 14 (extrémy) Necht’ je a ∈ M ⊂ R a necht’

f : M → R. Funkce f má na M v bodu a globálńı maxi-

mum, resp. globálńı minimum, když

∀x ∈M
(
f (x) ≤ f (a), resp. f (x) ≥ f (a)

)
.

Funkce f má na M v bodu a lokálńı maximum, resp. lokálńı

minimum, když

∃ δ ∀x ∈ U(a, δ) ∩M
(
f (x) ≤ f (a), resp. f (x) ≥ f (a)

)
.

Plat́ı-li pro každé x 6= a tyto nerovnosti jako ostré (<, resp.

>), mluv́ıme o ostrém globálńım maximu, atd.

• Otevřené a uzavřené množiny v R. Definujeme dva druhy

množin.
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Definice 15 (otevřené, uzavřené množiny) Množina

M ⊂ R je otevřená, když ∀ a ∈ M ∃ δ
(
U(a, δ) ⊂ M

)
. Je

uzavřená, když je R \M otevřená.

• Úlohy. Dokažte, že množiny ∅ a R jsou otevřené i uzavřené.

Dokažte, že sjednoceńı (resp. pr̊unik) libovolně mnoha otevřených

(resp. uzavřených) množin je otevřená (resp. uzavřená) množina.

Plat́ı to také, když sjednoceńı ↔ pr̊unik a libovolně → konečně.

Tvrzeńı 16 (uzavřené množiny) Množina M ⊂ R je

uzavřená ⇐⇒ ∀ (an) ⊂M
(

lim an = a⇒ a ∈M
)
.

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je uzavřená a (an) ⊂ M s lim an = a.

Kdyby a ∈ R \M , pro nějaké δ by platilo, že U(a, δ)∩M = ∅. To

ale vzhledem k an → a neńı možné. Když M ⊂ R neńı uzavřená,

existuje a ∈ R \M , že pro každé n máme nějaké an ∈ U(a, 1/n)∩
M . Tedy (an) ⊂M a an → a 6∈M . 2

Dı́ky následuj́ıćımu popisu struktury si lze otevřené množiny celkem

dobře představit. Otevřenými intervaly v něm rozumı́me intervaly

tvaru (−∞, a), (a,+∞) a (a, b) s a < b.

Tvrzeńı 17 (struktura ot. množin) Množina M ⊂ R
je otevřená, právě když existuje takový systém otevřených

interval̊u {Ij | j ∈ X}, že indexová množina X je nejvýše

spočetná, intervaly Ij jsou vzájemně disjunktńı a⋃
j∈X

Ij = M .
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Uzavřené množiny jsou doplňky otevřených, jsou to tedy sjednoceńı

”
mezer“ mezi hořeǰśımi intervaly Ij. Pokud |X| = n ∈ N0, je těchto

mezer nejvýše n+ 1. Obt́ıžně představitelným faktem ale je, že pro

spočetnou X může být množina mezer nespočetná. To je př́ıčinou

horš́ı představitelnosti uzavřených množin.

• Charakterizace kompaktńıch množin. V́ıme, že množina M ⊂
R je omezená, pokud ∃ c ∀ a ∈M

(
|a| < c

)
.

Věta 18 (kompaktńı množiny v R) Množina M ⊂ R
je kompaktńı, právě když M je omezená a uzavřená.

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je omezená a uzavřená a (an) ⊂M je libo-

volná posloupnost. Protože (an) je omezená, má podle Bolzano–

Weierstrassovy věty konvergentńı podposloupnost (amn) s a :=

lim amn ∈ R. Protože M je uzavřená, a ∈ M . Tedy M je kom-

paktńı.

Necht’ M ⊂ R neńı omezená. Sestroj́ıme takovou posloupnost

(an) ⊂ M , že |am − an| > 1 pro každé dva indexy m 6= n.

Tuto vlastnost děd́ı i každá podposloupnost, která tedy nemůže

být konvergentńı a M neńı kompaktńı. Prvńı člen posloupnosti a1
v M voĺıme libovolně. Necht’ už jsou definovány členy a1, a2, . . . , an
splňuj́ıćı, že |ai − aj| > 1 pro každé dva indexy i, j s 1 ≤ i <

j ≤ n. Protože M neńı omezená, existuje bod an+1 ∈ M , že

|an+1| > 1 + max(|a1|, . . . , |an|). Pak patrně |an+1 − ai| > 1 pro

každé i = 1, 2, . . . , n. Takto definujeme celou (an).

Necht’ M ⊂ R neńı uzavřená. Pak existuje konvergentńı po-

sloupnost (an) ⊂M , že a := lim an ∈ R \M . Stejnou limitu a má

i každá jej́ı podposloupnost, která tedy nemá limitu v M . Tedy M

neńı kompaktńı. 2
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• Úloha. Dokažte, že každá množina [a, b] \ P (c, δ) je kompaktńı.

• Stejnoměrná spojitost. Následuj́ıćı ześıleńı spojitosti je d̊uležité.

Definice 19 (stejnoměrná spojitost) Pro M ⊂ R je

funkce f : M → R (na M) stejnoměrně spojitá, pokud

∀ ε ∃ δ
(
a, b ∈M ∧ |a− b| ≤ δ ⇒ |f (a)− f (b)| ≤ ε

)
.

Tvrzeńı 20 (kompaktnost a st. spoj.) Je-li M ⊂ R kom-

paktńı a f : M → R je spojitá, je f stejnoměrně spojitá.

Důkaz. Necht’ f : M → R neńı stejnoměrně spojitá a M ⊂ R
je kompaktńı. Ukážeme, že pak f neńı spojitá. Tedy (negace defi-

nice 19)

∃ ε ∀ δ ∃ a, b ∈M
(
|a− b| ≤ δ ∧ |f (a)− f (b)| > ε

)
.

Pro n = 1, 2, . . . polož́ıme δ = 1/n a odpov́ıdaj́ıćı body a a b

označ́ıme an a bn. Protože M je kompaktńı, (an) a (bn) maj́ı pod-

posloupnosti s touž limitou v M (|an − bn| ≤ 1/n). Pro jedno-

duchost značeńı předpokládáme, že již lim an = lim bn = c ∈ M .

Kdyby f byla v c spojitá, podle Heineho definice by platilo, že

lim f (an) = lim f (bn) = f (c). Ale podle ∆-ové nerovnosti a vlast-

nosti č́ısel an a bn źıskané negováńım plat́ı, že

∀n
(
f (an) 6∈ U(f (c), ε/2) ∨ f (bn) 6∈ U(f (c), ε/2)

)
.

Tedy lim f (an) = f (c) nebo lim f (bn) = f (c) neplat́ı a f neńı v c

spojitá. 2

• Úloha. Ukažte, že spojité funkce f, g : (0, 1] → R, f (x) = 1/x

a g(x) = sin(1/x), nejsou stejnoměrně spojité.
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• Úloha. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı, jež zachycuje d̊uležitou vlast-

nost stejnoměrně spojitých funkćı.

Tvrzeńı 21 (rozš́ı̌reńı) Necht’ M ⊂ R, f : M → R je stej-

noměrně spojitá a c ∈ R je limitńı bod množiny M . Pak pro

každou (an) ⊂ M s lim an = c existuje jednoznačná vlastńı li-

mita lim f (an) ∈ R. Funkci f tak m̊užeme rozš́ıřit do bodu c

hodnotou

f (c) := lim f (an) .

• Aritmetika spojitosti. Pro dvě funkce f, g : M → R definujeme

jejich součtovou, součinovou a pod́ılovou funkci po řadě (zhruba)

jako (x ∈M)

(f + g)(x) := f (x) + g(x), (fg)(x) := f (x) · g(x)

a (f/g)(x) := f (x)/g(x).

Tvrzeńı 22 (aritmetika spojitosti) Necht’ je M ⊂ R
a f, g : M → R jsou spojité funkce. Potom součtová

i součinová funkce f +g, fg : M → R je spojitá. I (zúžená)

pod́ılová funkce f/g : {x ∈M | g(x) 6= 0} → R je spojitá.

Důkaz. Všechny tři d̊ukazy jsou podobné a proto dokážeme jen

část pro pod́ılovou funkci. Necht’ a ∈M je libovolný bod s g(a) 6= 0

a (an) ⊂M je libovolná posloupnost s lim an = a. Podle tvrzeńı 1

(implikace ⇒) je lim f (an) = f (a) a lim g(an) = g(a). Podle věty

o aritmetice limit posloupnost́ı je

lim (f/g)(an) = lim f (an)/g(an) = lim f (an)/ lim g(an)

= f (a)/g(a) = (f/g)(a) .
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Podle tvrzeńı 1 (implikace ⇐) je funkce f/g v bodě a spojitá. 2

Definice 23 (racionálńı funkce) Necht’ m,n ∈ N0 a a0,

. . . , am, b0, . . . , bn s bn 6= 0 jsou reálná č́ısla. Odpov́ıdá jim

tzv. (reálná) racionálńı funkce (jedné proměnné)

r(x) =
p(x)

q(x)
:=

amx
m + · · · + a1x + a0

bnxn + · · · + b1x + b0
: M → R ,

kde M = {a ∈ R | q(a) 6= 0}. Rac. funkce znač́ıme R(x).

Mnohočlen p(x) ∈ R[x], resp. q(x) ∈ R[x], je čitatel, resp. jmeno-

vatel, racionálńı funkce r(x). Jak v́ıme, q(x) má nejvýše n r̊uzných

reálných kořen̊u, takže definičńı obor M = R \ Z, kde |Z| ≤ n.

Racionálńı funkce nad daľśımi tělesy a okruhy vedle R a obecně

s v́ıce proměnnými zkoumá Algebraická geometrie.

• Úloha. Dokažte tento d̊usledek.

Důsledek 24 (jejich spojitost) Každá r(x) ∈ R(x) je

spojitá na svém definičńım oboru.

• Úlohy. Popřemýšlejte, jak by se dokazovalo následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 25 (spojitost elem. funkćı) Všechny dř́ıve za-

vedené elementárńı funkce expx, log x, cosx, sinx, arccosx,

arcsinx, tanx, arctanx, cotx a arccot x jsou spojité na

svých definičńıch oborech.

• Spojitost složených a inverzńıch funkćı. Skládáńı funkćı a jejich

invertováńı jsou daľśı operace produkuj́ıćı nové spojité funkce.
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Tvrzeńı 26 (spojitost a skládáńı) Necht’ M,N ⊂ R
jsou množiny a g : M → N a f : N → R jsou spojité

funkce. Pak složená funkce f (g) = f ◦g : M → R je spojitá.

Důkaz. Necht’ a ∈ M a (an) ⊂ M s lim an = a. Podle implikace

⇒ tvrzeńı 1 je lim g(an) = g(a) a též

lim f (g)(an) = lim f (g(an)) = f (g(a)) = f (g)(a) .

Podle implikace ⇐ tvrzeńı 1 je funkce f (g) v bodě a spojitá. 2

Každá prostá funkce f : A → B má inverz čili inverzńı funkci

f−1 : f [A]→ A danou předpisem

∀ y ∈ f [A] ∀x ∈ A
(
f−1(y) = x ⇐⇒ f (x) = y

)
.

Následuj́ıćı dva d̊ukazy jsou logicky docela zaj́ımavé.

Věta 27 (spojitost inverz̊u) Necht’ M ⊂ R a necht’

f : M → R je spojitá prostá funkce. Inverz f−1 : f [M ]→M

je spojitý v každé z následuj́ıćıch situaćı.

1. M je kompaktńı množina.

2. M je interval.

3. M je otevřená množina.

4. M je uzavřená množina a f je monotónńı.

Důkaz. 1. M je kompaktńı, b ∈ f [M ] a (bn) ⊂ f [M ] má lim bn =

b. Necht’ a := f−1(b) ∈ M a an := f−1(bn) ∈ M . Dokážeme, že

lim an = a, což podle tvrzeńı 1 dává spojitost f−1 v b. Necht’ (amn)
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je podposloupnost posloupnosti (an) ⊂ M s lim amn = L ∈ R∗.
Ale M je omezená a uzavřená, takže L ∈ M . Podle tvrzeńı 1 je

lim f (amn) = f (L) = b, protože (f (amn)) je podposloupnost po-

sloupnosti (bn). Vzhledem k prostotě f se L = a. Tedy posloupnost

(an) nemá dvě podposloupnosti s r̊uznými limitami a podle části 2

tvrzeńı 7 ve druhé přednášce má limitu. Tou ovšem je, jak jsme

právě nahlédli, č́ıslo a.

2. M je interval. Podle d̊usledku 11 je f rostoućı nebo klesaj́ıćı.

Necht’ je f klesaj́ıćı, př́ıpad rostoućı f je podobný. Podle d̊usledku 9

je f [M ] interval. Necht’ b ∈ f [M ] a bud’ dáno ε. Ukážeme, že f−1 je

v b zprava spojitá. Triviálně to plat́ı, když b je pravý konec intervalu

f [M ], protože pak U+(b, δ) ∩ f [M ] = {b}. Necht’ b neńı pravý

konec intervalu f [M ]. Protože f−1 klesá, a := f−1(b) ∈ M neńı

levý konec intervalu M a búno je ε tak malé, že [a − ε, a] ⊂ M .

Polož́ıme

δ := f (a− ε)− f (a) = f (a− ε)− b > 0 .

Podle věty 8 je f (klesaj́ıćı) bijekce z [a−ε, a] do [b, b+δ] a tedy také

z (a−ε, a] do [b, b+δ). Tedy [b, b+δ) ⊂ f [M ] a U+(b, δ)∩f [M ] =

U+(b, δ) = [b, b + δ). Takže

f−1[U+(b, δ) ∩ f [M ] ] = U−(a, ε) ⊂ U(a, ε) = U(f−1(b), ε)

a f−1 je v b zprava spojitá. Spojitost funkce f−1 v b zleva se dokáže

podobně. Tedy f−1 je v b spojitá.

3 a 4 viz K. 2

• Úloha. Odvod’te z této věty spojitost logaritmu a inverz̊u gonio-

metrických funkćı.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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