Martin Klazar
MA 1, PREDNASKA 6, 23. 3. 2023
SPOJITOST FUNKCI

e Heineho definice spojitosti funkce v bode. 7 minulé prednasky
vime, ze spojitost funkce f: M — R v bodé a € M C R znamena,
ze

Vedd (f[U(a, O)NM|CU(f(a), 5)) :

V této prednasce pouzijeme nékolikrat nasledujici ekvivalenci.

Tvrzeni 1 (Heineho definice) Funkce f: M — R je
spojitd v bodé a € M C R, prdvé kdyz

V(a,) C M (lim a, = a = lim f(a,) = f(a)) .

Dukaz. Tuto ekvivalenci jsme uz dokazali pro limitni body v tvr-
zeni 5 minulé prednasky jako 1 <= 3. Je-li a € M izolovany
bod mnoziny M, je f v a spojita podle tvrzeni 7 minulé prednasky:.
Pak vsak lim a,, = a znamena, ze a, = a pro kazdé n > ngy. Tedy
i f(a,) = f(a) pro kazdé n > ny a lim f(a,) = f(a). O

Definice 2 (spojitost na mnoziné) Funkce f: M — R
je spojitd (na M C R), je-li spojitd v kazdém bodu a € M.

e Husté mnoziny. Zavedeme vztah hustoty jedné mnoziny ve druhé.

Definice 3 (husté mnoziny) Necht je N ¢ M C R.
Rekneme, zZe mnozina N je hustd v mnoziné M, kdyz

Yae MV (U(a, 0)NN #0) .




Je jasné, ze N je husta v M, pravé kdyz pro kazdy bod a € M
existuje takova posloupnost (b,) C N, ze lim b, = a.

e Uloha. Ukazte, ze obé mnoziny Q a R\ Q jsou husté v R.

Tvrzeni 4 (hustota a spojitost) Necht N € M C R,
mnozina N je husta v M a f, g: M — R jsou takové dvé
spojité funkce, ZeVx € N (f(x) = g(az)) Potom

f=g9,
takze se funkce f a g uplné shoduyr.

Dukaz. Necht y € M je libovolny bod a (a,) C N je posloupnost
s lim a, = y. Pak

fly) = f (lim a,) =lim f(a,) =1lim g(a,) = g (lim a,) = g(y) .

Zde druha a ¢tvrta rovnost plynou z tvrzeni 1. Tteti rovnost plyne
z predpokladu rovnosti f a g na N. Proto f = g uplné. O

Kdyz A C B a(C jsoumnoziny a f: B — C je funkce, jeji zuiZent
(¢i restrikce) na A je funkee f| A: A — C dana jako (f | A)(x) :=
f(x) pro kazdé x € A.

Véta 5 (H. Blumberg, 1922) Vf: R - R 3 M C R,
Ze M je hustd v R a restrikce f| M je spojitd funkce.

Henry Blumberg (1886-1950) byl americky matematik, ktery se
narodil v Litvé v mésté Zagare.

e Pocet spojitych funkci. Pro M C R zavedeme znaceni
C(M):={f: M — R| f jespojita}
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pro mnozinu spojitych realnych funkei definovanych na M. Budeme
potiebovat nasledujici mnozinovou vétu.

Véta 6 (Cantor—Bernsteinova) d injekce f: X — Y
a 3 injekce g: Y — X = d bigekce h: X — Y, ZeVx €

X (h(a) = f() V (@) = 7\(2)).

Kolik je spojitych funkei f: R — R? Tolik jako realnych cisel.

Véta 7 (# spojitych funkci) 3 bijekce h: R — C(R).

Dikaz. Podle C.-B. véty staci nalézt injekce f: R — C(R)
a g: C(R) — R. Injekce f je jasna, f(a) = (b — a), tj. f(a)
je konstantni funkce s hodnotou a.

Definujeme injekci g: C'(R) — R. Redlna ¢isla jsou nekonecné
desetinné rozvoje, napt. —m = —3.141592. .. nebo 2022.00000. . . .

Podle tvrzeni 4 je kazdd 7 € C(R) jednoznaéné urcend svymi
spocetné mnoha hodnotami j(z) pro z € Q. Necht 7: N — Q
a s: N — N x N jsou bijekce, napiiklad (k,l,n € N)

s(n) = 5271 (21 = 1)) = (s1(n), sa(n)) = (k, 1) .

Cifry 0, 1, ..., 9, desetinnou tecku . a znaménko minus — kdédujeme
dvéma ciframi:

c(0) :== 00, ¢(1) :=01, ..., ¢(9) :==09, ¢(.):=10 a ¢(—) :=11.
Zobrazeni g: C(R) — R ma na funkci j € C(R) hodnotu
g(]) = O.CLl as as ... Aop—-1a92p - .. .

Cifry a, € {0,1,...,9} definujeme nasledovné. Pro kazdé k,l € N
uvazime desetinny rozvoj

gj(r(k)) =0b(1, k)b(2, k) ... b(l, k) ...
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hodnoty j(r(k)) funkce j na zlomku r(k) € Q, s pouzitymi symboly
b(l,k) € {0,1,...,9, ., —}. Pak definujeme

aon—1 a2, = c(b(l, k)) :== ¢(b(s1(n), so(n))) .
Ukazuje se, ze zobrazeni g je prosté. O

e Uloha. Dokazte zobecnéni, Zze pro kazdou neprazdnou M C R
existuje bijekce h: R — C'(M).

e Spojita funkce nabyvd vsechny mezihodnoty. Obraz funkce sig-
num je mnozina {—1,0, 1}, ale nic dalsiho kromé téchto ti{ bodu.
Obraz intervalu spojitou funkei takto vypadat nemuze.

Véta 8 (nabyvani mezihodnot) Necht a,b,c € R, a <
b, f:la, b] = R je spojitd funkce a f(a) < ¢ < f(b) nebo
fla) > c> f(b). Pak

3d € (a,b) (f(d)=c) .

Dikaz. Predpokladejme, ze f(a) < ¢ < f(b), piipad f(a) > ¢ >
f(b) je podobny. Necht

A={ze€la,b]]| f(z) <c} a d:=sup(A) € [a, b] .

Cislo d je korektné definované, protoze mnozina A je neprazdnd
(a € A) ashora omezena (napt. b je jeji horni mez). Ukdzeme, ze jak
f(d) < ¢, tak f(d) > c vede ke sporu, takze f(d) = c. Ze spojitosti
funkce f v a avbplyne, ze d € (a,b). Necht f(d) < c. Ze spojitosti
funkce f v d plyne, ze existuje 9, ze x € U(d, §)N|a,b] = f(z) < c.
Pak ale A obsahuje ¢isla vétsi nez d, ve sporu s tim, ze d je horni
mez mnoziny A. Necht f(d) > c. Ze spojitosti funkee f v d plyne,
ze existuje 6, ze x € U(d,d) N |a,b] = f(x) > c. Pak ale kazdé
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r € la,d) dostatecné blizké d lezi mimo A, coz je ve sporu s tim,
ze d je nejmensi horni mez mnoziny A. O

Dusledek 9 (spojity obraz intervalu) Necht I C R je
interval (tj. konvexni mnozina) a f: I — R je spojitd
funkce. Pak

fUl ={f(@) |z eI} CR

je téz interval.

Dikaz. Predesla véta ukazuje, ze mnozina f[I] je konvexni. O

e Uloha. Dokazte ndsledujici dusledek.

Disledek 10 (alpinisticky) Horolezec zacne o pulnoci
stoupat na horu, po 24 hodindch dosahne opét o pulnoci
vrcholu a okamZzité zase 24 hodin sestupuje do zdkladniho
tabora. Dokazte, Ze existuje cas ty € [0,24], kdy se v téchto
dvou dnech pokazZdé nachdzi ve stejné nadmorské vysce.

Nasledujici dusledek ale dokézeme. Pripomenme si, ze funkce
f: M — Rje (na M C R) rostouct, resp. klesajict, pokud pro
kazdé x,y € M plati, ze x < y = f(z) < f(y), resp. f(z) > f(y)

N

Dusledek 11 (spojitost a prostota na intervalu)
Necht I C R je interval a f: I — R je spojitd prostd
funkce. Potom f je bud rostouci anebo klesajici.

Dukaz. Kdyby f nebyla ani rostouci ani klesajici, existovala by
v I takova tii ¢islaa < b < ¢, ze f(a) < f(b) > f(c) nebo f(a) >
f(b) < f(c). V prvnim pripadu se kazdé d splnujici f(a), f(c) <
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d < f(b) nabyva podle véty 8 jako hodnoty d = f(x) = f(y) pro
néjaké x € (a,b) a néjaké y € (b, ¢), coz je ve sporu s prostotou
funkce f. Ve druhém pripadu mame velmi podobny spor. O

e Spojitost a kompaktnost. Kompaktni mnoziny hraji v analyze,
ale i jinde (tfeba v optimalizaci), dulezitou roli.

Definice 12 (kompaktni mnoziny) MnozZina M C R je
kompaktni, kdyz kazdd posloupnost (a,) C M md konver-

gentni podposloupnost (a,,, ) slim a,,, € M.

Podle Bolzano—Weierstrassovy véty a véty o limité a usporadani
vime, ze kazdy interval [a,b] je kompaktni. VSechny kompaktni
mnoziny popiseme pozdéji. Ted pro né dokdzeme dilezitou vétu.

Véta 13 (princip minima a maxima) Necht M C R
je meprazdnd kompaktni mnoZina a f: M — R je spojitd
funkce. Pak existuji takové body a,b € M, Ze

Vo e M (f(a) < f(z) < f(b)).

Rekneme, e f nabjvd na M v bodu a minimum (nejmensi
hodnotu) f(a) a v bodu b maximum (nejvétsi hodnotu) f(b).

Dukaz. Dokazeme existenci maxima funkce f, dukaz existence
minima je velmi podobny. Patrné f[M] # 0. Ukdzeme, Ze tato
mnozina je shora omezena. Kdyby nebyla, existovala by posloup-
nost (a,) C M, ze lim f(a,) = 4+o00. Podle kompaktnosti M ma
(a,,) konvergentni podposloupnost (a,,,) s a := lim a,,, € M. Pak
i lim f(a;,,) = 4+o0o. To je ale spor s tim, ze podle tvrzeni 1 je



lim f(ap,) = f(a). Lze tedy definovat
s :=sup(f[M]) € R

a podle definice suprema existuje (a,) C M s lim f(a,) = s. Diky
kompaktnosti M ma (a,,) konvergentni podposloupnost (a,,,) s b :=
lim a,,, € M. Podle tvrzeni 1 je im f(a,,,) = f(b) = s. Protoze
s = f(b) je horni mez mnoziny f[M], je f(b) > f(x) pro kazdé
x € M. O

e Uloha. Ukaite, 7e spojité funkce f,g: [0,1) — R, f(z) = —=
a g(x) = x, nenabyvaji na [0, 1) maximum.

Zavedeme globalni a lokalni extrémy:.

Definice 14 (extrémy) Necht je a € M C R a necht
f: M — R. Funkce f ma na M v bodu a globdlni maxi-
mum, resp. globalni minimum, kdyz

Va e M(f(z) < fla), resp. f(z)> f(a)).

Funkce f ma na M v bodu a lokdlni maximum, resp. lokdlni
minimum, kdyz

36Vx € Ula, 0) N M (f(z) < fla), resp. f(z)> f(a)) .

Plati-li pro kazdé x # a tyto nerovnosti jako ostré (<, resp.
> ), mluvime o ostrém globdlnim mazimu, atd.

o Otevrené a uzavrené mnoziny v R. Definujeme dva druhy
mnozin.



Definice 15 (oteviené, uzaviené mnoziny) MnoZina
M C R je oteviend, kdyzVa € M 36 (U(a, §) C M). Je
uzavrend, kdyz je R\ M otevrend.

° Ulohy. Dokazte, ze mnoziny @ a R jsou oteviené i uzavriené.
Dokazte, ze sjednoceni (resp. prunik) libovolné mnoha otevienych
(resp. uzavienych) mnozin je oteviena (resp. uzaviena) mnozina.
Plati to také, kdyz sjednoceni <+ prunik a libovolné — konecné.

Tvrzeni 16 (uzaviené mnoziny) Mnozina M C R je
uzaviend <= V(a,) C M (lim a, =a = a € M).

Duikaz. Necht M C R je uzaviend a (a,) C M s lima, = a.
Kdyby a € R\ M, pro n&jaké § by platilo, ze U(a,d0) N M = (). To
ale vzhledem k a,, — a neni mozné. Kdyz M C R neni uzaviena,
existuje a € R\ M, ze pro kazdé n mame néjaké a,, € U(a,1/n)N
M. Tedy (a,) C M aa, —a¢g M. O

Diky nasledujicimu popisu struktury si lze oteviené mnoziny celkem
dobre predstavit. Otevienymi intervaly v ném rozumime intervaly
tvaru (—oo,a), (a,+00) a (a,b) s a < b.

Tvrzeni 17 (struktura ot. mnozin) Mnozina M C R
je otevrend, prave kdyz existuje takovy systém otevrenych
intervaltd {1; | j € X}, Ze indexovd mnozina X je nejuiyjse
spocetna, intervaly I; jsou vzajemné disjunkini a

UJL=M.
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Uzaviené mnoziny jsou dopliky otevienych, jsou to tedy sjednoceni
,mezer" mezi hotejsimi intervaly I;. Pokud | X| = n € Ny, je téchto
mezer nejvyse n + 1. Obtizné predstavitelnym faktem ale je, Ze pro
spocetnou X muze byt mnozina mezer nespocetna. To je pricinou
horsi predstavitelnosti uzavienych mnozin.

o Charakterizace kompaktnich mnozin. Vime, ze mnozina M C
R je omezend, pokud 3¢ Va € M (|a| < ¢).

Véta 18 (kompaktni mnoziny v R) Mnozina M C R
je kompaktnt, prave kdyz M je omezend a uzavrend.

Dukaz. Necht M C R je omezend a uzaviend a (a,) C M je libo-
volna posloupnost. Protoze (a,) je omezena, méa podle Bolzano-
Weierstrassovy vety konvergentni podposloupnost (a,,, ) s a =
lim a,,, € R. Protoze M je uzaviena, a € M. Tedy M je kom-
paktni.

Necht M C R nen{ omezend. Sestrojime takovou posloupnost
(a,) € M, ze |ay — ay| > 1 pro kazdé dva indexy m # n.
Tuto vlastnost dedi i kazda podposloupnost, ktera tedy nemuze
byt konvergentni a M neni kompaktni. Prvni ¢len posloupnosti a4
v M volime libovolné. Necht uz jsou definovany cleny ag, as, . . ., a,
spliwjict, ze |a; — a;| > 1 pro kazdé dva indexy 4,7 s 1 < @ <
7 < n. Protoze M neni omezena, existuje bod a,1 € M, zZe
lani1| > 1+ max(|a1],...,|a,|). Pak patrné |a,+1 — a;] > 1 pro
kazdé 1 = 1,2, ..., n. Takto definujeme celou (a,).

Necht M C R neni uzaviend. Pak existuje konvergentni po-
sloupnost (a,) C M, ze a == lim a, € R\ M. Stejnou limitu a méa
i kazda jeji podposloupnost, ktera tedy nema limitu v M. Tedy M
neni kompaktni. O



e Uloha. Dokazte, ze kazdd mnozina [a, b] \ P(c, ) je kompaktn.

e Stejnomérnd spojitost. Nasledujici zesileni spojitosti je dulezité.

Definice 19 (stejnomérna spojitost) Pro M C R je
funkce f: M — R (na M) stejnomérné spojitd, pokud

Vedd(a,be MAla—b <= |fla)— f(b) <e) .

Tvrzeni 20 (kompaktnost a st. spoj.) Je-li M C R kom-
paktni a f: M — R je spojitd, je f stejnomérné spojitd.

Dukaz. Necht f: M — R nen{ stejnomérné spojitd a M C R
je kompaktni. Ukazeme, ze pak f neni spojita. Tedy (negace defi-
nice 19)

JeVdéIa,be M (Jla—bl <5A|f(a) = f(b)] >¢) .

Pro n = 1,2,... polozime § = 1/n a odpovidajici body a a b
oznacime a,, a b,. Protoze M je kompaktni, (a,) a (b,) maji pod-
posloupnosti s touz limitou v M (|a, — b,| < 1/n). Pro jedno-
duchost znaceni predpokladame, Ze jiz lima, = limb, = c € M.
Kdyby f byla v ¢ spojita, podle Heineho definice by platilo, ze
lim f(a,) = lim f(b,) = f(c). Ale podle A-ové nerovnosti a vlast-
nosti cisel a, a b, ziskané negovanim plati, ze

Vn (flan) € U(f(c), £/2)V f(ba) € U(f(c), €/2)) -
Tedy lim f(a,) = f(c) nebo lim f(b,) = f(c) neplati a f neni v ¢
spojita. O
e Uloha. Ukazte, ze spojité funkee f,g: (0,1] — R, f(z) = 1/
a g(x) = sin(1/x), nejsou stejnomeérné spojité.
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e Uloha. Dokazte nasledujici tvrzeni, jez zachycuje dulezitou vlast-
nost stejnomérné spojitych funkei.

Tvrzeni 21 (rozsiteni) Necht M C R, f: M — R je stej-
nomérné spojitd a ¢ € R je limitni bod mnozZiny M. Pak pro
kazdou (a,) C M slima, = c existuje jednoznacnd vlastni li-
mita lim f(a,) € R. Funkci f tak muzZeme rozsirit do bodu c
hodnotou

f(C) = hmf(an) :
o Aritmetika spojitosti. Pro dvé funkce f,g: M — R definujeme

jejich souctovou, soucinovou a podilovou funkci po fadé (zhruba)
jako (z € M)

(f +9)(x) = f(z)+g(x), (fg)(z):= f(z)-g(z)
a (f/g9)(x) = f(x)/g(x).

Tvrzeni 22 (aritmetika spojitosti) Necht je M C R
a f,g: M — R jsou spojité funkce. Potom souctovd

i soucinovd funkce f+g, fg: M — R je spojitd. I (zizZend)
podilovd funkce f/g: {x € M | g(x) # 0} — R je spojitd.

Dukaz. Vsechny tii dukazy jsou podobné a proto dokazeme jen
cast pro podilovou funkei. Necht a € M je libovolny bod s g(a) # 0
a (a,) C M je libovolna posloupnost s lim a,, = a. Podle tvrzeni 1
(implikace =) je lim f(a,) = f(a) a lim g(a,) = g(a). Podle véty
o aritmetice limit posloupnosti je

lim (f/g)(a,) = lim f(an)/g(a,) =1lim f(a,)/lim g(ay)
= fla)/gla) = (f/g)(a) .
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Podle tvrzeni 1 (implikace <) je funkce f/g v bodé a spojita. O

Definice 23 (racionalni funkce) Necht m,n € Ny a ay,
ey Qm, by, oo, by s by, £ 0 gsou redlnd cisla. Odpovidd jim
tzv. (redlnd) raciondlni funkce (jedné promeéenné)
p(z)  apx™+ -+ a1 + ag
r(x) = =
q(x) bpx™ + - - - + bz + by
kde M = {a € R | q(a) # 0}. Rac. funkce znacime R(zx).

M — R,

Mnohoclen p(z) € R|x], resp. q(x) € Rz], je citatel, resp. jmeno-
vatel, racionalni funkce r(x). Jak vime, ¢(x) ma nejvyse n ruznych
realnych kotenu, takze definicni obor M = R\ Z, kde |Z] < n.
Racionalni funkce nad dalsimi télesy a okruhy vedle R a obecné
s vice proménnymi zkouma Algebraicka geometrie.

e Uloha. Dokazte tento diisledek.

Dusledek 24 (jejich spojitost) Kazdd r(x) € R(z) je
spojita na svém definicnim oboru.

° U'lohy. Popremyslejte, jak by se dokazovalo nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 25 (spojitost elem. funkci) Vsechny drive za-
vedené elementarni funkce exp x, log x, cosx, sin x, arccos x,
arcsinx, tanx, arctanx, cotx a arccot T jsou spojité na
svych definicnich oborech.

e Spojitost sloZenych a inverznich funkci. Skladani funkei a jejich
invertovani jsou dalsi operace produkujici nové spojité funkee.
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Tvrzeni 26 (spojitost a skladani) Necht M, N C R
jgsou mnoziny a g: M — N a f: N — R jsou spojité
funkce. Pak sloZend funkce f(g) = fog: M — R je spojitd.

Duikaz. Necht a € M a (a,) C M s lim a, = a. Podle implikace
= tvrzeni 1 je lim g(a,) = g(a) a téz

lim f(g)(an) = lim f(g(an)) = f(g(a)) = f(g)(a) .
Podle implikace <= tvrzeni 1 je funkce f(g) v bodé a spojita. O

Kazda prosta funkce f: A — B ma inverz cili inverzni funkci
[t flA] — A danou piedpisem

Vye fIAIVz e A(f ' (y) =2 <= fla)=y).

Nasledujici dva dukazy jsou logicky docela zajimavé.

Véta 27 (spojitost inverzi) Necht M C R a necht
f: M — R je spojitd prostd funkce. Inverz f=1: f[M] — M
je spojity v kazZdé z nasledujicich situact.

1. M je kompaktni mnozina.
2. M je interval.
3. M je otevrend mnozina.

4. M je uzavrend mnozZina a [ je monotonni.

Diukaz. 1. M je kompaktni, b € f[M]a (b,) C f[M] mé lim b, =
b. Necht a := f~4(b) € M a a, = f~1(b,) € M. DokéZzeme, 7e

lim a, = a, coz podle tvrzeni 1 davd spojitost f~1 v b. Necht (a,,, )
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je podposloupnost posloupnosti (a,) € M s lim a,,, = L € R*.
Ale M je omezena a uzaviena, takze L € M. Podle tvrzeni 1 je
lim f(an,,) = f(L) = b, protoze (f(anm,)) je podposloupnost po-
sloupnosti (b,,). Vzhledem k prostoté f se L = a. Tedy posloupnost
(a,) nemd dvé podposloupnosti s ruznymi limitami a podle ¢asti 2
tvrzeni 7 ve druhé prednasce ma limitu. Tou ovsem je, jak jsme
prave nahlédli, cislo a.

2. M je interval. Podle dusledku 11 je f rostouci nebo klesajici.
Necht je f klesajici, pifpad rostouci f je podobny. Podle dusledku 9
je f[M] interval. Necht b € f[M] a bud déno . Ukézeme, Ze f~1 je
v b zprava spojita. Trivialné to plati, kdyz b je pravy konec intervalu
fIM], protoze pak Ut (b,0) N f[M] = {b}. Necht b neni pravy
konec intervalu f[M]. Protoze f~! klesé, a := f~1(b) € M neni
levy konec intervalu M a btino je € tak malé, ze [a — €,a] C M.
Polozime

d:=fla—e)—fla)=fla—e)—b>0.
Podle vety 8 je f (klesajici) bijekce z [a—e, a] do [b, b+4] a tedy také
z (a—e,a]do [b,b+6). Tedy [b,0+6) C f[M]a U*(b, 0)Nf[M] =
U*(b, 0) = [b,b+9). Takze

FHUb, 8) N fIM]]=U"(a, e) C Ula, &) = U(f(b), €)

a f~!je v b zprava spojitd. Spojitost funkce ! v b zleva se dokdze
podobné. Tedy f~! je v b spojité.
3adviz K. O

e Uloha. Odvod'te 7 této véty spojitost logaritmu a inverzu gonio-
metrickych funkei.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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