
Martin Klazar

MA 1, PŘEDNÁŠKA 4, 9. 3. 2023

ŘADY. LIMITY FUNKCÍ. ELEMENTÁRNÍ FUNKCE

• Řady. Na řady se ted’ pod́ıváme bĺıže. Řada∑
an =

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . .

je jednak posloupnost (an) ⊂ R, jej́ımž člen̊um an ted’ ř́ıkáme

sč́ıtance, jednak limita

lim sn = lim
n→∞

(a1 + a2 + · · · + an) ∈ R∗

posloupnosti

(sn) := (a1 + a2 + · · · + an)

částečných součt̊u sn, které ř́ıkáme součet řady. Má-li řada vlastńı

součet, pak konverguje, jinak diverguje. Konvergence či divergence

řady se nenaruš́ı změnou jen konečně mnoha sč́ıtanc̊u, ale na rozd́ıl

od limity posloupnosti se součet řady může změnit už změnou je-

diného sč́ıtance.

U posloupnost́ı (an) se drž́ıme index̊u n ∈ N, takže (an) =

(a1, a2, . . . ), ale u řad sč́ıtaćı index n často prob́ıhá i množiny

odlǐsné od N a často se také označuje jinými ṕısmeny. Můžeme

se tak setkat s řadami
∞∑
m=0

am,
100∑
j=6

bj,
+∞∑

n=−∞
anz

n,
∑
n∈A
n 6=x

un,
∑
k≥0

ck

a podobně, nemluvě o dvojitých a v́ıcenásobných řadách. Následuj́ıćı

tvrzeńı plyne hned z věty o monotónńı posloupnosti.
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Tvrzeńı 1 (nezáporné sč́ıtance) Když má řada
∑
an

sč́ıtance an ≥ 0 pro každé n ≥ n0, pak
∑
an má součet

a ten neńı −∞.

Podobné tvrzeńı plat́ı pro řady se skoro všemi sč́ıtanci nekladnými.

Tvrzeńı 2 (nutná podmı́nka konvergence řady)

Když řada
∑
an konverguje, pak lim an = 0.

Důkaz. Když
∑
an konverguje, pak S := lim sn ∈ R (zde sn =∑n

j=1 aj). Podle výsledk̊u o limitě podposloupnosti a podle aritme-

tiky limit je

lim an = lim (sn − sn−1) = lim sn − lim sn−1 = S − S = 0 .

2

Podle tohoto tvrzeńı tedy obě řady∑∞
n=1 1 = 1 + 1 + . . . a

∑∞
n=0(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + . . .

diverguj́ı. Prvńı má součet +∞ (viz tvrzeńı 1) a druhá (uvedená už

v závěru minulé přednášky) nemá součet.

• Harmonická řada. Opačná implikace v předešlém tvrzeńı ale

neplat́ı: uvažme řadu se sč́ıtanci

a1 =
1

2
, a2 = a3 =

1

4
, a4 = a5 = a6 = a7 =

1

8
, . . .

. . . , a2k = a2k+1 = · · · = a2k+1−1 =
1

2k+1
, . . . .

Pak zřejmě lim an = 0, ale s1 < s2 < . . . a

s2k+1−1 =
1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · · + 2k · 1

2k+1
=
k + 1

2
,
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takže
∑
an = lim sn = +∞ (proč?) a řada diverguje. Dostáváme

tak následuj́ıćı výsledek.

Tvrzeńı 3 (harmonická řada) Tzv. harmonická řada

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

diverguje a má součet +∞.

Důkaz. Necht’ (hn) jsou částečné součty harmonické řady a (sn)

jsou částečné součty předešlé řady
∑
an. Pak 1/n > an pro každé

n, tedy i hn > sn pro každé n. Protože lim sn = +∞, podle věty

o jednom strážńıkovi i lim hn = +∞ a
∑

1
n = +∞. 2

Částečné součty harmonické řady jsou tzv. harmonická č́ısla. Zde

je jejich asymptotika.

Věta 4 (o harmonických č́ıslech) Uvažme harmonická

č́ısla hn =
∑n

j=1 1/j. Pak existuje konstanta c > 0, že pro

každé n ∈ N se

hn = log n + γ + ∆n, |∆n| ≤
c

n
,

kde γ = 0.57721 . . . je tzv. Eulerova konstanta.

• Úloha. Dokažte, že hn ∈ N ⇐⇒ n = 1. Návod: m = 2k(2l−1).

Dokázat iracionalitu γ, že γ 6∈ Q, je dosud nevyřešený problém.

• Riemannova věta. Na začátku prvńı přednášky jsme se v para-

doxu nekomutativity nekonečných součt̊u setkali s řadou

1− 1 + 1
2 −

1
2 + 1

3 −
1
3 + · · · + 1

n −
1
n + . . .

3



se
”
zřejmým“ součtem 0. Ten jsme zpřeházeńım sč́ıtanc̊u změnili na

kladný. Součet 0 je ale skutečně správný, protože řada má částečné

součty 1, 0, 1
2, 0, 13, 0, . . . a ty jdou v limitě k 0.

Věta 5 (Riemannova) Necht’
∑∞

n=1 an je řada stejného

typu, jako je předchoźı, tedy necht’ plat́ı:

1. lim an = 0,

2.
∑
akn = +∞, kde akn jsou kladné sč́ıtance řady, a

3.
∑
azn = −∞, kde azn jsou záporné sč́ıtance řady.

Pak pro každé S ∈ R∗ existuje taková bijekce π : N → N,

že ∑∞
n=1 aπ(n) = S .

• Úloha. Ukažte, že existuje i taková bijekce π, že řada
∑∞

n=1 aπ(n)
v̊ubec součet nemá.

Věta je nazvána po Bernhardu Riemannovi (1826–1866).

• Absolutně konvergentńı řady jsou naopak řady, jejichž součet

se žádným přerovnáńım sč́ıtanc̊u nezměńı. Teprve ony představuj́ı

správné zobecněńı konečných součt̊u na nekonečné.

Definice 6 (AK řady) Řada
∑
an je absolutně konver-

gentńı, zkráceně AK, konverguje-li řada
∑
|an|.

Tvrzeńı 7 Každá AK řada konverguje.

Důkaz. Necht’
∑
an je AK řada s částečnými součty (sn). Stač́ı

ukázat, že (sn) je Cauchyova − podle věty o Cauchyově podmı́nce
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pak (sn) konverguje. Necht’ (tn) jsou částečné součty řady
∑
|an|.

Pro každé dva indexy m ≤ n je

|sn − sm| =
∣∣∑n

j=m+1 aj
∣∣ ≤∑n

j=m+1 |aj| = |tn − tm| .

Ale (tn) je Cauchyova (dle v. o CP), takže i (sn) je Cauchyova. 2

Věta 8 (komutativita AK řad) Necht’
∑
an je řada.

Pak
∑
an je AK, právě když

∀ bijekci π : N→ N
(∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1 aπ(n) ∈ R
)

ve smyslu součt̊u.

• Úloha. Když je řada
∑
an AK, pak i každé jej́ı přerovnáńı∑

aπ(n) je AK.

• Geometrické řady jsou řady

∞∑
n=0

qn = 1 + q + q2 + · · · + qn + . . .

s parametrem q ∈ R zvaným kvocient.

Věta 9 (o geometrické řadě) Součet geometrické řady

∞∑
n=0

qn =


1/(1− q) . . . −1 < q < 1 ,

+∞ . . . 1 ≤ q ,

neexistuje . . . q ≤ −1 .

Důkaz. Pro každé q ∈ R \ {1} a každé n ∈ N plat́ı identita

sn := 1 + q + q2 + · · · + qn−1 =
1− qn

1− q
=

1

1− q
+

qn

q − 1
.
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Pro q < −1 tedy podle aritmetiky limit máme lim s2n−1 = +∞,

lim s2n = −∞ a tedy lim sn neexistuje − geometrická řada nemá

součet. Pro q = −1 je podobně s2n−1 = 1, s2n = 0 a geometrická

řada opět nemá součet. Pro −1 < q < 1 je lim qn = 0, takže

podle aritmetiky limit má geometrická řada součet lim sn = 1
1−q .

Pro q = 1 je sn = n, takže geometrická řada má součet lim sn =

+∞. Pro q > 1 je lim qn = +∞, takže podle aritmetiky limit má

geometrická řada součet lim sn = +∞. 2

Jedno rychlé použit́ı vzorce pro součet geometrické řady:

27.272727 · · · = 27(1 + 10−2 + 10−4 + . . . ) = 27 · 1

1− 10−2

=
27 · 100

99
=

300

11
.

• Úlohy. Pro q ∈ (−1, 1) a m ∈ Z plat́ı, že

qm + qm+1 + qm+2 + · · · = qm/(1− q) .

Která geometrická řada je AK?

• Zeta (dzéta) funkce ζ(s) je funkce ζ(s) : C\{1} → C definovaná

řadou. Zde ji definujeme jen pro reálné s > 1. Použijeme funkci

reálné mocniny ab pro a > 0, kterou zavedeme ve druhé polovině

přednášky. Takže pro s ∈ R vezmeme řadu

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
.

Věta 10 (o zeta funkci) Pro s ≤ 1 má řada ζ(s) součet

+∞. Pro s > 1 (absolutně) konverguje.
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• Úloha. Dokažte, že pro s ≤ 1 je součet ζ(s) = +∞.

Leonhard Euler (1707–1783) odvodil vzorce pro hodnoty ζ(2n)

pro každé n, např́ıklad ζ(2) = π2/6 a ζ(4) = π4/90. Vzorec pro

žádnou hodnotu ζ(2n− 1) neńı znám. Je ale známo, že ζ(3) 6∈ Q.

. . . . . .

• Limity funkćı. Pro A ∈ R∗ a ε > 0 máme ε-okoĺı U(A, ε)

a prstencová ε-okoĺı P (A, ε) = U(A, ε) \ {A} prvku A.

Definice 11 (limitńı body) Prvek L ∈ R∗ je limitńı bod

množiny M ⊂ R, když ∀ ε
(
P (L, ε) ∩M 6= ∅

)
.

Jinými slovy, L ∈ R∗ je limitńı bod množiny M ⊂ R, právě když

existuje posloupnost (an) ⊂M \ {L} s lim an = L.

Zobecńıme pojem limity z posloupnost́ı na funkce. Připomeňme

si, že pro f : A→ B a C ⊂ A je f [C] = {f (x) | x ∈ C} ⊂ B.

Definice 12 (limita funkce) Necht’ A,L ∈ R∗, M ⊂ R,

A je limitńı bod množiny M a f : M → R je funkce. Pokud

(∗) ∀ ε ∃ δ
(
f [P (A, δ) ∩M ] ⊂ U(L, ε)

)
,

ṕı̌seme limx→A f (x) = L a řekneme, že funkce f má v A

limitu L.

Vzhledem k P (A, δ) v definici limita nezáviśı na hodnotě f (A).

Funkce f ani nemuśı, a pro A = ±∞ ani nemůže, být v prvku A

definovaná. Pro posloupnost (an) ⊂ R je

lim an = lim
x→+∞

a(x) ,

kde napravo posloupnost chápeme jako funkci a : N→ R.
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• D̊uležitá úloha. Když A neńı limitńı bod množiny M , pak (∗)
plat́ı pro každé L ∈ R∗ a tato obecněǰśı

”
limita“ funkce tak neńı

jednoznačná!

Tvrzeńı 13 (jednoznačné limity) Limita funkce je jed-

noznačná: když M ⊂ R, f : M → R, K,L, L′ ∈ R∗ a K je

limitńı bod množiny M , pak plat́ı implikace

lim
x→K

f (x) = L ∧ lim
x→K

f (x) = L′ ⇒ L = L′ .

Důkaz. Př́ımý, jako pro limitu posloupnosti. ∀ ε ∃ δ, že neprázdná

množina f [P (K, δ) ∩M ] je obsažená v U(L, ε) i v U(L′, ε). Tedy

∀ ε
(
U(L, ε) ∩ U(L′, ε) 6= ∅

)
. Tud́ıž, jak v́ıme, L = L′. 2

Následuj́ıćı věta ukazuje, jak redukovat limitu funkce na limity

posloupnost́ı.

Věta 14 (Heineho definice) Necht’ M ⊂ R, K,L jsou

prvky R∗, K je limitńı bod množiny M a f : M → R. Pak

lim
x→K

f (x) = L ⇐⇒

⇐⇒ ∀ (an) ⊂M \ {K}
(

lim an = K ⇒ lim f (an) = L
)
.

Tedy L je limita funkce f v K, právě když pro každou po-

sloupnost (an) v M , která má limitu K, ale nikdy se K

nerovná, funkčńı hodnoty (f (an)) maj́ı limitu L.

Důkaz. Implikace ⇒. Předpokládáme, že limx→K f (x) = L, že

(an) ⊂ M \ {K} má limitu K a je dáno ε. Pak existuje δ, že pro

každé x ∈M ∩ P (K, δ) je f (x) ∈ U(L, ε). Pro toto δ existuje n0,
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že n ≥ n0 ⇒ an ∈ P (K, δ)∩M . Tedy n ≥ n0 ⇒ f (an) ∈ U(L, ε)

a f (an)→ L.

Implikace ⇐ pomoćı své obměny ¬ ⇒ ¬. Předpokládáme, že

limx→K f (x) = L neplat́ı, a odvod́ıme z toho, že pravá strana ekvi-

valence neplat́ı. Takže existuje ε > 0, že pro každé δ > 0 exis-

tuje bod b = b(δ) ∈ M ∩ P (K, δ), že f (b) 6∈ U(L, ε). Polož́ıme

δ = 1
n pro n ∈ N a pro každé n vybereme takový bod bn :=

b(1/n) ∈ M ∩ P (K, 1/n), že f (bn) 6∈ U(L, ε). Posloupnost (bn)

lež́ı v M \ {K} a konverguje ke K, ale posloupnost hodnot (f (bn))

nekonverguje k L. Pravá strana ekvivalence tedy neplat́ı. 2

V d̊ukazu implikace ⇐ jsme použili tzv. axiom výběru.

Spoč́ıtáme si alespoň jednu limitu funkce: d́ıky identitě x2−y2 =

(x− y)(x + y) máme, že

lim
x→+∞

(√
x +
√
x−
√
x
)

= lim
x→+∞

√
x√

x +
√
x +
√
x

= lim
x→+∞

1√
1 + 1/

√
x + 1

=
1

1 + 1
=

1

2
.

• Exponenciálńı funkce. Je z elementárńıch funkćı nejd̊uležitěǰśı.

Definice 15 (exponenciála) Pro každé x ∈ R polož́ıme

ex = exp(x) :=

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x +

x2

2
+
x3

6
+ . . . : R→ R .

• Úloha. Pomoćı geometrických řad dokažte, že pro každé x ∈ R
je tato řada AK.
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Tvrzeńı 16 (exponenciálńı identita) Plat́ı, že

∀x, y ∈ R
(

exp(x + y) = exp(x) · exp(y)
)
.

Tvrzeńı 17 (vlastnosti funkce ex) Plat́ı následuj́ıćı.

1. exp(0) = 1 a ∀x je exp(x) > 0 a exp(−x) = 1/ exp(x).

2. ∀x ∀ y plat́ı, že x < y ⇒ exp(x) < exp(y).

3. limx→−∞ exp(x) = 0 a limx→+∞ exp(x) = +∞.

4. exp je bijekce z R do (0,+∞).

Definice 18 ((reálné) č́ıslo e) e označuje č́ıslo exp(1) =∑
n≥0 1/n! = 1 + 1

1! + 1
2! + · · · = 2.71828 . . . . Řı́ká se mu

Eulerovo č́ıslo.

• Úloha. Dokažte, že e je iracionálńı. Návod: rovnici
∑

j≥0
1
j! = n

m

vynásobte č́ıslem m!.

• Logaritmus log x je inverzńı funkce k exponenciále, takže log :=

exp−1 : (0,+∞)→ R. Základńı vlastnosti dostaneme invertováńım

vlastnost́ı exponenciály.

Tvrzeńı 19 (vlastnosti logaritmu) Plat́ı následuj́ıćı.

1. log(1) = 0 a ∀x, y > 0 je log(xy) = log x + log y a x <

y ⇒ log(x) < log(y).

2. limx→0 log(x) = −∞ a limx→+∞ log(x) = +∞.

3. log je bijekce z (0,+∞) do R.
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• Reálná mocnina ab. Zde ji zavedeme pouze pro a ≥ 0. Sa-

mozřejmě ale v́ıme, že třeba (−2)3 = (−2) · (−2) · (−2) = −8.

Definice 20 (ab) Pro a, b ∈ R s a > 0 definujeme

ab := exp(b log a)

a pro b > 0 klademe 0b := 0.

Pro č́ıslo e = exp(1) a každé reálné x ∈ R pak skutečně máme, že

ex = exp(x log(exp(1))) = exp(x · 1) = exp(x).

Tvrzeńı 21 (mocninné identity) ∀ a, b > 0 ∀x, y plat́ı

identity

(a · b)x = ax · bx, ax · ay = ax+y & (ax)y = ax·y .

Důkaz. 1. (ab)x = exp(x log(ab)) = exp(x log a + x log b) =

exp(x log a) exp(x log b) = axbx. 2. axay = exp(x log a) exp(y log a)

= exp(x log a + y log a) = exp((x + y) log a) = ax+y. 3. (ax)y =

exp(y log(exp(x log a))) = exp(yx log a) = axy. 2

Ale
(
(−1)2

)1/2
= 11/2 = 1 6= −1 = (−1)1 = (−1)2·1/2.

• Úloha. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 22 (00 je neurčitý výraz) Pro každé A ≥ 0

existuj́ı takové posloupnosti (an) ⊂ (0,+∞) a (bn), že

lim an = lim bn = 0 a lim (an)bn = A .

• Úloha. Volte obě posloupnost tak, že lim (an)bn neexistuje.

11



• Kosinus a sinus. Tyto funkce cos, sin : R→ R pocházej́ı z geo-

metrie, ale lze je definovat řadami.

Definice 23 (kosinus a sinus) ∀ t ∈ R necht’

cos t :=

∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n)!
a sin t :=

∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n + 1)!
.

Tedy cos t = 1− t2

2 + t4

24 − . . . a sin t = t− t3

6 + t5

120 − . . . .

• Úloha. Pomoćı geometrických řad dokažte, že pro každé t jsou

obě řady AK.

Jako

S := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}
označ́ıme jednotkovou kružnici (tj. s poloměrem 1) v rovině se

středem v počátku (0, 0).

Věta 24 (o běžkyni) Necht’ t ∈ R. Běžkyně, jež vyběhne

po dráze S jednotkovou rychlost́ı z bodu (1, 0) ∈ S a běž́ı

proti (resp. po) směru hodinových ručiček pro t > 0 (resp.

t ≤ 0) se v čase |t| nacháźı v bodě

(cos t, sin t) ∈ S .

Kosinus a sinus tedy maj́ı známé geometrické vlastnosti.

Definice 25 (prvńı definice π) Jako π označ́ıme č́ıslo

2 ·min({x > 0 | cosx = 0}) = 3.14159 . . . .
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Definice 26 (druhá definice π) Toto č́ıslo m̊užeme ne-

formálně definovat i tak, že obvod kružnice S, tedy čas, kdy

běžkyně opět proběhne startem, je 2π.

Je to neformálńı definice, nebot’ délka kruhového oblouku neńı de-

finovaná. Bez d̊ukazu uvedeme základńı vlastnosti sinu a kosinu.

Tvrzeńı 27 (vlastnosti sinu a kosinu) Jsou tyto.

1. 2π-periodičnost. cos(t + 2π) = cos t, sin(t + 2π) = sin t.

2. Na [0, π/2] sinus roste z 0 do 1.

3. ∀ t ∈ [0, π]
(

sin(t) = sin(π − t)
)
, ∀ t ∈ [0, 2π]

(
sin(t) =

− sin(2π − t)
)
.

4. ∀ t se cos t = sin(t + π/2) a cos2 t + sin2 t = 1.

5. součtové vzorce. ∀ s, t ∈ R je

sin(s± t) = sin s · cos t± cos s · sin t ,
cos(s± t) = cos s · cos t∓ sin s · sin t .

• Úloha. Odvod’te z těchto vlastnost́ı, že cos, sin : R→ [−1, 1].

• Daľśı trigonometrické funkce, inverzy. Dále tu jsou funkce tan-

gens a kotangens,

tan t =
sin t

cos t
a cot t =

cos t

sin t
.

Arkus sinus (inverzńı sinus) a arkus kosinus (inverzńı kosinus)

je, po řadě, inverz restrikce sinu a kosinu na interval [−π/2, π/2]

a [0, π]. Jsou to bijekce

arcsin : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] a arccos : [−1, 1]→ [0, π] .
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Podobně arkus tangens a arkus kotangens je, po řadě, inverz re-

strikce funkce tangens a kotangens na interval (−π/2, π/2) a (0, π).

Jsou to bijekce

arctan : R→ (−π/2, π/2) a arccot : R→ (0, π) .

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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