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VLASTNOSTI LIMIT REÁLNÝCH POSLOUPNOSTÍ

Minule jsme se zabývali existenćı limit reálných posloupnost́ı.

Dnes prozkoumáme limity v souvislosti s aritmetickými operacemi

+, ·, / na R∗ a lineárńım uspořádáńım < na R∗. V závěru defi-

nujeme nekonečné řady reálných č́ısel a jejich součty. Pomoćı (an),

(bn) a (cn) označujeme reálné posloupnosti a R∗ je rozš́ı̌rená reálná

osa − budeme poč́ıtat s nekonečny.

• Úloha. Dokažte obměnu trojúhelńıkové nerovnosti:

∀ a ∀ b
(
|a− b| ≥ |a| − |b|

)
.

• Úloha. lim an = a ⇐⇒ ∃ (en)
(
an = a + en ∧ lim en = 0

)
.

• Aritmetika limit posloupnost́ı. Limity často poč́ıtáme takto.

Věta 1 (aritmetika limit) Necht’ (an), (bn) ⊂ R maj́ı li-

mity lim an = K ∈ R∗, lim bn = L ∈ R∗ a výraz K + L,

resp. KL, resp. K/L neńı neurčitý. Pak, po řadě,

lim(an+bn) = K+L, lim anbn = KL a lim an/bn = K/L .

Důkaz. Předpokládáme, že K,L ∈ R. Př́ıpady s K = ±∞ nebo

L = ±∞ necháváme do úloh.

1 (+). Bud’ dáno ε. Existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ an = K + cn
a bn = L + dn s |cn|, |dn| ≤ ε

2. Tedy

n ≥ n0 ⇒ an + bn = K + L +

en︷ ︸︸ ︷
cn + dn

a |en| ≤ |cn| + |dn| ≤ ε
2 + ε

2 = ε. Takže an + bn → K + L.
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2 (·). Bud’ dáno ε ∈ (0, 1). Existuje n0, že n ≥ n0⇒ an = K+cn
a bn = L + dn s |cn|, |dn| ≤ ε. Tedy

n ≥ n0 ⇒ anbn = KL +

en︷ ︸︸ ︷
cnL + dnK + cndn

a |en| ≤ ε|L|+ ε|K|+ ε2 ≤ ε(|K|+ |L|+ 1), což→ 0 pro ε→ 0.

Takže anbn → KL.

3 (/). Necht’ L 6= 0 a je dáno ε. Existuje n0, že n ≥ n0 ⇒
an = K + cn a bn = L + dn s |cn| ≤ ε a |dn| ≤ min(ε, |L|2 ). Pak

n ≥ n0 ⇒

an
bn

=
K + cn
L + dn

=
K/L + cn/L

1 + dn/L
=
K

L

en︷ ︸︸ ︷
− Kdn/L

2

1 + dn/L
+

cn/L

1 + dn/L
.

Podle úlohy výše je |1 + dn/L| ≥ 1− |dn|/|L| ≥ 1− 1
2 = 1

2. Tedy

|en| ≤
|K|ε/L2

1/2
+
ε/|L|
1/2

= ε · 2(|K| + |L|)
L2

,

což → 0 pro ε→ 0. Takže an/bn → K/L. 2

• Úlohy. Dokažte tři předešlé vzorce pro K = ±∞ a/nebo L =

±∞.

Věta nezachycuje aritmetiku limit úplně. I když předpoklady nejsou

splněné, tedy (an) nebo (bn) nemá limitu nebo př́ıslušný výraz

K + L, KL či K/L je neurčitý, stále může existovat jednoznačná

výsledná limita. Několik takových př́ıpad̊u ted’ uvedeme.

• Úlohy. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.
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Tvrzeńı 2 (dodatek 1 k AL) Plat́ı následuj́ıćı.

1. (an) omezená a lim bn = ±∞ =: L ⇒ lim (an + bn) = L.

2. (an) omezená a lim bn = 0 ⇒ lim anbn = 0.

3. an > c > 0 pro n ≥ n0 a lim bn = ±∞ =: L ⇒
lim anbn = L. Podobně an < c < 0 . . .

4. (an) omezená a lim bn = ±∞ ⇒ lim an/bn = 0.

5. an > c > 0 a bn > 0 pro n ≥ n0 a lim bn = 0 ⇒
lim an/bn = +∞. Podobně an < c < 0 a bn > 0 . . .

• Úlohy. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı. Ř́ıká, že když je K +L, KL

či K/L neurčitý výraz, výsledná limita může být cokoli.

Tvrzeńı 3 (dodatek 2 k AL) ∀A ∈ R∗ ∃ (an) ∃ (bn), že

1. lim an = +∞, lim bn = −∞ a lim (an + bn) = A.

2. lim an = 0, lim bn = ±∞ a lim anbn = A.

3. lim an = lim bn = 0 nebo lim an = ±∞, lim bn = ±∞
a lim an/bn = A.

Tři výsledné limity také nemuśı existovat.

• Rekurentńı posloupnosti. Jejich limity jsou vlastně prvńı oprav-

dové limity posloupnost́ı, dosavadńı př́ıklady jako lim (n1/3−n1/2),
lim 2n−3

5n+4 apod. jsou ve skutečnosti úlohy na limity funkćı. Poč́ıtáńı

limit rekurentńıch posloupnost́ı je vysvětlené v d̊ukazu následuj́ıćıho

tvrzeńı a podrobněji v K.
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• Úloha (AG nerovnost). Je to nerovnost mezi aritmetickým a ge-

ometrickým pr̊uměrem. Pro každá dvě č́ısla a, b ≥ 0 je

a + b

2
≥
√
ab .

Tvrzeńı 4 (rekurentńı limita) Necht’ (an) je dána jako

a1 = 1 a pro n ≥ 2 jako

an =
an−1

2
+

1

an−1
.

Pak lim an =
√

2.

Důkaz. Řekněme, že L := lim an existuje a je vlastńı, L ∈ R. Pak

podle limity podposloupnosti i lim an−1 = L. Podle část́ı 3, 2 a 1

předchoźı věty máme lim 1
an−1

= 1
L pro L 6= 0, vždy lim an−1

2 = L
2

a lim (an−12 + 1
an−1

) = L
2 + 1

L pro L 6= 0. Tedy

L =
L

2
+

1

L
; L2 − L2/2 = 1 ; L2 = 2 .

Rovnice má dvě řešeńı L =
√

2 a L = −
√

2. Když dokážeme, že

(an) konverguje, dostaneme hned, že lim an =
√

2, protože zřejmě

an > 0 pro každé n, a tedy L ≥ 0 (viz následuj́ıćı část přednášky).

Abychom vyloučili hodnotu L = 0, potřebujeme silněǰśı nerov-

nost, než že L ≥ 0. Nicméně hned uvid́ıme, že pro každé n ≥ 2 je

an ≥
√

2. Takže L ≥
√

2, pokud existuje, a L se jistě nerovná nule.

Použijeme větu o robustně monotónńı posloupnosti z minulé

přednášky. Dokážeme, že (an) je nerostoućı pro n ≥ 2. Potřebujeme,

aby pro každé n ≥ 2 bylo

an ≥ an+1 =
an
2

+
1

an
⇐⇒ a2n

2
≥ 1 ⇐⇒ an ≥

√
2 .
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Pro n ≥ 2 podle AG nerovnosti skutečně je

an =
an−1

2
+

1

an−1
=
an−1 + 2a−1n−1

2
≥
√
an−1 · 2a−1n−1 =

√
2 .

Takže (an) je nerostoućı pro n ≥ 2 a je kladná, tedy zdola omezená.

Podle věty o robustně monotónńı posloupnosti má (an) nezápornou

vlastńı limitu. Tedy, jak jsme spoč́ıtali, lim an =
√

2. 2

Aby metoda založená na řešeńı rovnice źıskané nahrazeńım člen̊u

rekurence an, an−1, . . . limitou L = lim an byla smysluplná, muśı se

vždy dokázat, že lim an existuje. Např́ıklad rekurentńı posloupnost

(an) daná jako a1 = 1 a an = −an−1 nemá limitu lim an = 0,

přestože rovnice L = −L má jediné řešeńı L = 0. Limita po-

sloupnosti (an) = (1,−1, 1,−1, . . . ) totiž, jak jsme dř́ıve nahlédli,

neexistuje. Podrobněji viz K.

• Úloha. Dokažte, že pro každou posloupnost (an) plat́ı, že

lim an = 0 ⇐⇒ lim |an| = 0

− daľśı dodatek k AL.

Tvrzeńı 5 (limita geometrické posloupnosti) Necht’

q ∈ R. Potom

lim
n→∞

qn


= 0 . . . |q| < 1, tj. −1 < q < 1,

= 1 . . . q = 1,

= +∞ . . . q > 1 a

neexistuje . . . q ≤ −1 .

Důkaz. 1. Necht’ |q| < 1. Protože |qn| = |q|n, podle úlohy lze nav́ıc

předpokládat, že q ∈ [0, 1). Potom je (qn) nerostoućı a zdola ome-

zená. Podle věty o robustně monotónńı posloupnosti má nezápornou
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vlastńı limitu L. Protože qn = q · qn−1, plat́ı rovnice L = q · L ;

L = 0/(1− q) = 0.

2. Pro q = 1 máme limitu konstantńı posloupnosti (1, 1, . . . ).

3. Necht’ q > 1. Podle části 1 tohoto tvrzeńı a části 5 tvrzeńı 2 je

lim
n→∞

qn = lim
n→∞

1

(1/q)n
=

1

0+
= +∞ .

4. Necht’ q ≤ −1. Jak v́ıme, pro q = −1 nemá posloupnost

(qn) = (−1, 1,−1, 1, . . . ) limitu. Podobně nemá limitu ani pro

q < −1, protože podle části 3 tohoto tvrzeńı a aritmetiky limit

má podposloupnosti s limitami +∞ a −∞. 2

• Limity a (R∗, <). Vztahy limit reálných posloupnost́ı a lineárńıho

uspořádáńı (R∗, <) popisuj́ı dvě následuj́ıćı věty.

Věta 6 (lim a uspořádáńı) Necht’ (an) a (bn) jsou dvě

reálné posloupnosti s lim an = K ∈ R∗ a lim bn = L ∈ R∗.
Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když K < L, tak existuje n0, že pro každé dva, ne

nutně stejné, indexy m,n ≥ n0 je am < bn.

2. Když pro každé n0 existuj́ı indexy m a n, že m,n ≥ n0
a am ≥ bn, pak K ≥ L.

Důkaz. 1. Necht’ K < L. Jak v́ıme z úlohy v minulé přednášce,

existuje ε, že U(K, ε) < U(L, ε). Podle definice limity máme n0,

že m,n ≥ n0 ⇒ am ∈ U(K, ε) a bn ∈ U(L, ε). Tedy m,n ≥ n0
⇒ am < bn.

2. Důkaz zde dostáváme zadarmo od logiky: implikace ϕ⇒ ψ je

totéž, jako jej́ı obměna ¬ψ ⇒ ¬ϕ. Obměna implikace v části 1 je
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ale právě část 2. 2

Ostrá nerovnost mezi členy dvou posloupnost́ı může v limitě přej́ıt

v rovnost jejich limit: pro (an) := (1/n) a (bn) := (0, 0, . . . ) je

am > bn pro každé m a n, ale

lim an = lim bn = 0 .

Předešlá věta se často (vlastně skoro vždy) uvád́ı ve slabš́ı formě,

že když K < L, pak existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ an < bn. Podobně

pro druhou část. Větu ale můžeme ześılit ještě v́ıce.

• Úloha. Dokažte: pro posloupnosti (an) a (bn) s lim an = K

a lim bn = L, kde K < L, existuj́ı n0, A a B, že pro každé

m,n ≥ n0 je

am < A < B < bn .

Obměňte tuto implikaci a formulujte odpov́ıdaj́ıćı druhou část.

Pro reálná č́ısla a a b označ́ıme uzavřený interval s konci a a b

jako I(a, b):

I(a, b) = [a, b] pro a ≤ b a I(a, b) = [b, a] pro a ≥ b .

Množina M ⊂ R je konvexńı, pokud ∀ a, b ∈M
(
I(a, b) ⊂M

)
.

Tvrzeńı 7 (o intervalech) Konvexńı množiny reálných

č́ısel jsou právě ∅, singletony {a} pro a ∈ R, celé R a pro

reálná č́ısla a < b intervaly (a, b), (−∞, a), (a, +∞), (a, b],

[a, b), [a, b], (−∞, a] a [a, +∞).

Důkaz. Z tranzitivity ≤ plyne, že všechny uvedené množiny jsou

konvexńı. Ukážeme, že jiné konvexńı reálné množiny neexistuj́ı. Ne-

cht’ X ⊂ R s ∅ 6= X 6= R je konvexńı množina a a ∈ R \ X .
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Z konvexity X plyne, že a ∈ H(X) nebo a ∈ D(X). Probereme

jen prvńı př́ıpad, druhý se redukuje na prvńı otočeńım nerovnost́ı.

Necht’ tedy a ∈ H(X). Polož́ıme b = sup(X). Pak b ∈ X ∧
D(X) = ∅ ⇒ X = (−∞, b] a b 6∈ X ∧ D(X) = ∅ ⇒ X =

(−∞, b). Pokud D(X) 6= ∅, polož́ıme c = inf(X), patrně c < b.

Pak b 6∈ X ∧ c 6∈ X ⇒ X = (c, b), b 6∈ X ∧ c ∈ X ⇒ X = [c, b),

b ∈ X ∧ c 6∈ X ⇒ X = (c, b] a b ∈ X ∧ c ∈ X ⇒ X = [c, b]. 2

Např́ıklad každé okoĺı U(A, ε) je konvexńı, ale žádné prstencové

okoĺı P (a, ε) neńı konvexńı. Následuj́ıćı věta je populárńı vzhledem

ke svému názvu.

Věta 8 (o dvou strážńıćıch) Bud’te dány č́ısla a, n0
a tři posloupnosti (an), (bn) a (cn), že

lim an = lim cn = a ∧ ∀n
(
n ≥ n0 ⇒ bn ∈ I(an, cn)

)
.

Pak i lim bn = a.

Důkaz. Necht’ a, n0, (an), (bn) a (cn) jsou, jak uvedeno, a je dáno

ε. Podle definice limity existuje n1 ≥ n0, že n ≥ n1 ⇒ an, cn ∈
U(a, ε). Dı́ky konvexitě okoĺı U(a, ε) plat́ı, že n ≥ n1⇒ I(an, cn) ⊂
U(a, ε). Dı́ky předpokladu tak n ≥ n1 ⇒ bn ∈ U(a, ε). Tedy

bn → a. 2

Dva strážńıci, posloupnosti (an) a (cn), tak mezi sebou vedou po-

dezřelého, posloupnost (bn), ke společné limitě a. Pro nevlastńı

limitu stač́ı jeden strážńık: když lim an = −∞ a bn ≤ an pro

každé n ≥ n0, pak i lim bn = −∞. Podobně pro limitu +∞. Věta

o dvou strážńıćıch se často uvád́ı ve slabš́ı podobě, s nerovnostmi

an ≤ bn ≤ cn mı́sto náležeńı bn ∈ I(an, cn). Pak maj́ı strážńıci
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pevně daná mı́sta vlevo a vpravo vedle podezřelého (a musej́ı ho

vést už od n = 1), zat́ımco v naš́ı verzi věty se mohou vyměňovat.

• Limes inferior a limes superior posloupnosti. Tyto termı́ny

jsou poz̊ustatky latinské matematické terminologie. Znamenaj́ı, po

řadě,
”
nejmenš́ı limita“ a

”
největš́ı limita“.

Definice 9 (hromadné body) Necht’ A ∈ R∗ a (an) ⊂
R. Řekneme, že A je hromadný bod posloupnosti (an), je-li

limitou nějaké podposloupnosti posloupnosti (an). Polož́ıme

H(an) := {A ∈ R∗ | A je hromadný bod posloupnosti (an)} .

Definice 10 (liminf a limsup) Limes inferior a limes

superior dané posloupnosti (an) definujeme po řadě jako

lim inf an := min(H(an)) a lim sup an := max(H(an)) .

Toto minimum a maximum bereme v (R∗, <).

Hned dokážeme, že liminf a limsup vždy existuj́ı.

Věta 11 (liminf a limsup ∃) Pro každou (an) ⊂ R je

množina H(an) neprázdná. V lineárńım uspořádáńı (R∗, <)

má minimum i maximum.

Důkaz. Necht’ (an) je reálná posloupnost. Minule jsme dokázali, že

má podposloupnost s limitou, takžeH(an) 6= ∅. Dokážeme existenci

max(H(an)), existence minima se dokazuje podobně.

Necht’ S := sup(H(an)), bráno v (R∗, <) (viz úloha minule).

Ukážeme, že S ∈ H(an). Když S = −∞, pak nutně H(an) =

{−∞} a jsme hotovi. Pro S > −∞ vezmeme posloupnost (bn),

9



že b1 < b2 < . . . a lim bn = S. Podle definice suprema a množiny

H(an) má (an) podposloupnost (amn), že pro každé n je

bn < amn ≤ S .

Podle věty o strážńıćıch amn → S. Tedy S ∈ H(an). 2

Věta 12 (vlastnosti liminfu a limsupu) Necht’ (an) je

posloupnost. Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. ∃ lim an ⇒ H(an) = {lim an}.

2. Nastává právě jeden z př́ıpad̊u: (i) (an) je shora neome-

zená, takže lim sup an = +∞, (ii) lim an = −∞, takže

lim sup an = −∞, a (iii) lim sup an ∈ R a

lim sup an = lim
n→∞

(
sup({am | m ≥ n})

)
.

3. Nastává právě jeden z př́ıpad̊u: (i) (an) je zdola neome-

zená, takže lim inf an = −∞, (ii) lim an = +∞, takže

lim inf an = +∞, a (iii) lim inf an ∈ R a

lim inf an = lim
n→∞

(
inf({am | m ≥ n})

)
.

4. Vždy lim inf an ≤ lim sup an. Rovnost nastává, právě

když existuje lim an. Pak

lim inf an = lim sup an = lim an .

Důkaz. 1. To je zřejmé, podposloupnost dané posloupnosti s limi-

tou má tutéž limitu.

2. Př́ıpady (i) a (ii) jsou v́ıceméně jasné. Necht’ ani jeden z nich

nenastává. Pro každé n označ́ıme An := {am | m ≥ n} a bn :=
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sup(An). Každá množina An je shora omezená a neprázdná, takže

(bn) je dobře definovaná reálná posloupnost, která je zřejmě ne-

rostoućı. Podle věty o robustně monotónńı posloupnosti má limitu

L := lim bn ∈ R ∪ {−∞}. L 6= −∞, jinak by se lim an = −∞.

Tedy L ∈ R. Podle definice suprema

∀n ∃m (≥ n)
(
bn − 1/n < am ≤ bn

)
.

Odtud neńı těžké nahlédnout, že lim bn = L ∈ H(an). Kdyby

L nebyla největš́ım prvkem H(an), existovalo by δ > 0, že pro

nekonečně mnoho m je am > L + δ. Pak bychom si vzali n, že

bn < L+δ. Jenomže pak by existovalo m ≥ n, že am > L+δ > bn,

ve sporu s definićı č́ısla bn. Tud́ıž L = max(H(an)) = lim sup an.

3. Důkaz je podobný předchoźımu.

4. Prvńı tvrzeńı je zřejmé. Abychom dokázali druhé, stač́ı dokázat,

že když lim inf an = lim sup an =: L, pak lim an = L. Když

L = ±∞, je lim an = L podle př́ıpadu (ii) v části 2 nebo v části

3. Necht’ L ∈ R a bud’ dáno ε. Podle př́ıpadu (iii) v částech 2 a 3

vezmeme n, že

L− ε < inf({am | m ≥ n}) ≤ sup({am | m ≥ n}) < L + ε .

Pak m ≥ n⇒ L− ε < am < L + ε, takže an → L. 2

• Úlohy. Najděte posloupnost (an), že H(an) = R∗. Ukažte, že

neexistuj́ı posloupnosti (an) a (bn), aby se

H(an) = R a H(bn) = [−1, 1] \ {0} .

• Úlohy. Necht’ lim sup an ∈ R. Dokažte, že pro každé ε v

lim sup an − ε < an < lim sup an + ε
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prvńı nerovnost plat́ı pro nekonečně mnoho n a druhá pro každé

n ≥ n0. Podobně pro liminf.

• Nekonečné řady. Zavedeme tři základńı pojmy teorie řad. V́ıce

si o řadách řekneme př́ı̌stě.

Definice 13 (řady) (Nekonečnou) řadou rozumı́me po-

sloupnost (an) ⊂ R. Jej́ım součtem rozumı́me limitu∑
an =

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · · := lim (a1 + a2 + · · · + an) ,

když existuje. Posloupnost (a1 +a2 + · · ·+an) sestává z tak-

zvaných částečných součt̊u (řady).

Symboly
∑
an,

∑∞
n=1 an a a1 + a2 + . . . ovšem často označuj́ı

i samotnou posloupnost (an). S řadami jsme se už setkali v prvńı

přednášce v paradoxech nekonečna. Je pravda, že

∞∑
n=1

(−1)n+1 = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · = 0 + 0 + 0 + · · · = 0 ?

Neńı to pravda. Jak rozumět těmto třem rovnostem? Prvńı plat́ı, je

to rovnost dvou posloupnost́ı, či přesněji rovnost dvou zápis̊u jediné

posloupnosti (1,−1, 1,−1, . . . ). Třet́ı také plat́ı a ř́ıká, že součet

řady samých nul je nula. Druhá rovnost ale neplat́ı. Jako rovnost

dvou posloupnost́ı jistě neplat́ı. Neplat́ı ale ani jako rovnost součt̊u

dvou řad: řada 1− 1 + 1− 1 + . . . nalevo součet nemá, posloupnost

jej́ıch částečných součt̊u je (1, 0, 1, 0, . . . ) a nemá limitu.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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