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RIEMANNŮV INTEGRÁL

• Riemann̊uv integrál. Rozvineme předminulou přednášku. Jak

v́ıme, pro č́ısla a < b je děleńı intervalu [a, b] s body dvojice (a, t),

kde

a = (a = a0 < a1 < · · · < ak = b), k ∈ N, a

t = (t1, . . . , tk) s ti ∈ [ai−1, ai] ∀ i ∈ [k] .

Dále ‖a‖ = max({ai − ai−1 | i ∈ [k]}). Necht’ f : [a, b] → R.

Riemann̊uv součet pro f a (a, t) je

R(a, t, f ) =
∑k

i=1(ai − ai−1) · f (ti) .

Definice 1 (Riemann̊uv
∫

) Funkce f : [a, b] → R, a <

b, je riemannovsky integrovatelná, psáno f ∈ R(a, b), pokud

∃ c ∀ ε ∃ δ ∀ (a, t) plat́ı, že

‖a‖ < δ ⇒ |R(a, t, f )− c| < ε .

Pak také ṕı̌seme

(R)

∫ b

a

f = c nebo (R)

∫ b

a

f (x) dx = c

a řekneme, že (Riemann̊uv) integrál funkce f přes interval

[a, b] se rovná c.

Když je jasné, o jaký integrál jde, upřesněńı (R) vynecháme. Význam

symbolu
∫ b
a f opět mı́rně rozš́ı̌ŕıme: vždy

∫ a
a f := 0 a

∫ a
b f :=

−
∫ b
a f pro f ∈ R(a, b).

1



• Úloha. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2 (f ∈ R(a, b) ⇐⇒ . . . ) Necht’ f : [a, b] → R.

Následuj́ıćı tři tvrzeńı jsou logicky ekvivalentńı.

1. f ∈ R(a, b).

2. (Cauchyova podmı́nka) ∀ ε ∃ δ ∀ (a, t) ∀ (b, u) plat́ı, že

‖a‖, ‖b‖ < δ ⇒ |R(a, t, f )−R(b, u, f )| < ε .

3. (Heineho definice) ∀
(
(an, tn)

)
plat́ı, že

lim ‖an‖ = 0⇒
(
R(an, tn, f )

)
konverguje .

Plat́ı-li 1 a 3, pak
∫ b
a f = limR(an, tn, f ).

Př́ı̌stě uvid́ıme daľśı ekvivalentńı definici riemannovské integrova-

telnosti, Darbouxovu.

• Vlastnosti (R)
∫ b
a . Dokážeme pár vlastnost́ı tohoto integrálu.

Tvrzeńı 3 (konečně mnoho změn) f, g : [a, b] → R,

f ∈ R(a, b) a g se od f lǐśı jen v konečně mnoha hodnotách.

Potom g ∈ R(a, b) a
∫ b
a g =

∫ b
a f .

Důkaz. f a g bud’te, jak uvedeno, a necht’ g se od f lǐśı právě

v c1, . . . , ck ∈ [a, b]. Necht’
(
(an, tn)

)
splňuje lim ‖an‖ = 0. Pak

lim R(an, tn, f ) =
∫ b
a f

podle předchoźıho tvrzeńı. Ale pro každé n ∈ N se

R(an, tn, g) = R(an, tn, f ) + O(k · ‖an‖)
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a implicitńı konstantu vO lze vźıt jako maxi∈[k] |g(ci)−f (ci)| (úloha

ńıže). Dı́ky lim ‖an‖ = 0 též

lim R(an, tn, g) =
∫ b
a f

a d́ıky předchoźımu tvrzeńı jsme hotovi. 2

• Úloha. Dokažte tvrzeńı o O v předešlém d̊ukazu.

• Úloha. Dokažte, že pokud f, g : [a, b]→ R, f 6∈ R(a, b) a g se od

f lǐśı jen v konečně mnoha hodnotách, pak též g 6∈ R(a, b).

• Úloha. Ukažte, že tvrzeńı 3 pro Newton̊uv integrál neplat́ı.

Ovšem viz pozděǰśı poznámka o (Ne)
∫

. Pomoćı tvrzeńı 3 rozš́ı̌ŕıme

(R)
∫ b
a na libovolný netriviálńı omezený interval.

Definice 4 (obecný (R)
∫ b
a f) a < b a f : I → R, kde I =

(a, b) nebo (a, b] nebo [a, b). Necht’ f ∗ : [a, b]→ R je libovolné

rozš́ıřeńı funkce f . Definujeme

(R)

∫ b

a

f := (R)

∫ b

a

f ∗ ,

pokud pravá strana existuje.

Pro jednoduchost zápisu vynecháme v následuj́ıćım tvrzeńı sym-

boly restrikćı f | [a, b] a f | [b, c].

Tvrzeńı 5 (o restrikćıch) Jestlǐze a < b < c jsou reálná

č́ısla a f : [a, c]→ R, pak

f ∈ R(a, c) ⇐⇒ f ∈ R(a, b) ∧ f ∈ R(b, c) .

Když obě strany ekvivalence plat́ı, pak
∫ c
a f =

∫ b
a f +

∫ c
b f .
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Důkaz. Implikace⇒. Necht’ jsou dány f ∈ R(a, c) a ε. Pro f | [a, b]
dokážeme Cauchyho podmı́nku tvrzeńı 2. Bud’te dána děleńı s body

(a, t) a (b, u) intervalu [a, b] splňuj́ıćı, že ‖a‖, ‖b‖ < δ, kde δ

zaručuje splněńı Cauchyho podmı́nky v
∫ c
a f pro ε. Necht’ a0 a b0

jsou taková rozš́ı̌reńı těchto děleńı na děleńı intervalu [a, c], že ‖a0‖,
‖b0‖ < δ a že body děleńı a0 a v b0 obsažené v [b, c] se shoduj́ı. Body

t a u také rozš́ı̌ŕıme libovolnými identickými body ti = ui ∈ [b, c]

do bod̊u t0 a u0. Pak

|R(a0, t0, f )−R(b0, u0, f )| (1)
= |R(a, t, f )−R(b, u, f )|
< ε

(úloha ńıže). Důkaz Cauchyho podmı́nky pro f | [b, c] je podobný.

Identita
∫ c
a f =

∫ b
a f +

∫ c
b f plyne sloučeńım děleńı interval̊u [a, b]

a [b, c] s normami jdoućımi k 0 do děleńı intervalu [a, c] (opět s nor-

mami jdoućımi k 0) a pomoćı části 3 tvrzeńı 2.

Implikace⇐. Necht’ f ∈ R(a, b)∩R(b, c). Podle tvrzeńı 8 ńıže je

f omezená. Omezuj́ıćı konstantu označ́ıme jako d > 0. Necht’ (a, t)

je libovolné děleńı intervalu [a, c] s body. a rozděĺıme na děleńı a1
a a2 interval̊u [a, b] a [b, c] splňuj́ıćı ‖a1‖, ‖a2‖ ≤ ‖a‖. Body t1 a t2
zvoĺıme následovně. Pokud b ∈ a, rozděleńı provedeme zřejmým

zp̊usobem. Pokud b 6∈ a, děleńı a1 a a2 źıskáme rozděleńım toho

intervalu [ai−1, ai] z a, že b ∈ (ai−1, ai), na dva intervaly [ai−1, b]

a [b, ai] a t1 a t2 źıskáme výběrem dvou libovolných bod̊u ve dvou

nových intervalech. Pak

R(a, t, f )
(2)
= R(a1, t1, f ) + R(a2, t2, f ) + O(‖a‖d)

(úloha ńıže). Odtud lehce vid́ıme, že splněńı Cauchyho podmı́nky

pro f na [a, c] vyplývá z jej́ıho splněńı pro f na [a, b] a na [b, c]. Iden-
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tita
∫ c
a f =

∫ b
a f +

∫ c
b f plyne stejným zp̊usobem jako pro opačnou

implikaci. 2

• Úloha. Proč plat́ı rovnost (1)?

• Úloha. Proč plat́ı rovnost (2)?

• Úloha. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 6 (⇐ pro Newton̊uv
∫

) Necht’ A < C < B <

D jsou v R∗, f : (A,D)→ R a necht’ f ∈ N(A,B)∩N(C,D).

Pak i f ∈ N(A,D) ∩ N(C,B) a

(N)

∫ D

A

f = (N)

∫ B

A

f + (N)

∫ D

C

f − (N)

∫ B

C

f .

Zde je čtvrtá definici plochy oblasti G≤f pod grafem funkce f .

Definice 7 (opět Af) Necht’ f ∈ R(a, b). Plochu Af ob-

lasti G≤f pod grafem funkce f : [a, b] → R (nebo funkce

f : [a, b)→ R, . . . ) definujeme jako

Af := (R)

∫ b

a

f (x) dx .

• Existence Riemannova integrálu. Nejprve dva výsledky o jeho

neexistenci. Pro M ⊂ R je funkce f : M → R omezená, pokud

∃ c ∀x ∈M
(
|f (x)| < c

)
. Jinak je f neomezená.

Tvrzeńı 8 (neom. funkce nemaj́ı (R)
∫ b
a ) Je-li funkce

f : [a, b]→ R neomezená, pak f 6∈ R(a, b).
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Důkaz. Předpokládáme, že f : [a, b]→ R je neomezená. Ukážeme,

že ∀n ∃ (a, t) (děleńı intervalu [a, b] s body), že

‖a‖ < 1/n ∧ |R(a, t, f )| > n .

To je v rozporu s Cauchyho podmı́nkou pro riemannovskou inte-

grovatelnost funkce f .

Z neomezenosti f a z kompaktnosti [a, b] vyplývá, že existuje

konvergentńı posloupnost (bn) ⊂ [a, b] s limitou lim bn = α ∈ [a, b]

a s lim |f (bn)| = +∞. Necht’ je dáno n ∈ N. Jako a vezmeme

libovolné děleńı a = (a0, . . . , ak) intervalu [a, b] s ‖a‖ < 1/n, ale

takové, že existuje jediný index j ∈ [k], že α ∈ [aj−1, aj]. Pak

vybereme libovolné body ti ∈ [ai−1, ai] pro každé i 6= j a uváž́ıme

neúplný Riemann̊uv součet

s :=

k∑
i=1, i6=j

(ai − ai−1)f (ti) .

Nyńı vybereme zbývaj́ıćı bod tj ∈ [aj−1, aj] tak, že

|(aj − aj−1)f (tj)| > |s| + n .

To lze, protože bn ∈ [aj−1, aj] pro každé dostatečně velké n. Pak de-

finujeme t jako sestávaj́ıćı ze všech těchto bod̊u a pomoćı trojúhelńıkové

nerovnosti |u + v| ≥ |u| − |v| dostaneme, že

|R(a, t, f )| ≥ |(aj − aj−1)f (tj)| − |s| > n ,

jak se požadovalo. 2

Tvrzeńı 9 (moc nespojité funkce nemaj́ı (R)
∫ b
a ) Je-

li funkce f : [a, b] → R nespojitá v každém bodě nějakého

podintervalu [c, d] ⊂ [a, b] s c < d, pak f 6∈ R(a, b).
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Např́ıklad Dirichletova funkce d : [0, 1]→ {0, 1}, daná jako d(x) =

0 pro racionálńı x a d(x) = 1 pro iracionálńı x, je všude nespojitá,

takže neńı riemannovsky integrovatelná.

• Úloha. Dokažte př́ımo, že Dirichletova funkce neńı riemannovsky

integrovatelná.

• D̊ukaz tvrzeńı 9 pomoćı Baireovy věty. Necht’ a < b jsou reálná

č́ısla. Množina M ⊂ [a, b] je ř́ıdká (v [a, b]), pokud pro každé okoĺı

U(c, ε) s c ∈ [a, b] existuje takové okoĺı U(d, δ) ⊂ U(c, ε) ∩ [a, b],

že U(d, δ) ∩M = ∅.

Věta 10 (Baireova věta v R) Jsou-li a < b reálná č́ısla

a [a, b] =
⋃∞
n=1Mn, pak některá množina Mn neńı ř́ıdká.

Důkaz. Necht’ v [a, b] =
⋃∞
n=1Mn je každá množina Mn ř́ıdká,

odvod́ıme spor. M1 je ř́ıdká ⇒ ∃ [a1, b1] ⊂ [a, b], že a1 < b1
a [a1, b1] ∩M1 = ∅. M2 je ř́ıdká ⇒ ∃ [a2, b2] ⊂ [a1, b1], že a2 <

b2 a [a2, b2] ∩ M2 = ∅, atd. Takto źıskáme takovou posloupnost

vnořených interval̊u

[a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ . . . ,

že

∀n
(
an < bn ∧ [an, bn] ∩Mn = ∅

)
.

Necht’ α := lim an ∈ [a, b]. Tato limita existuje a lež́ı v [a, b],

protože posloupnost (an) je neklesaj́ıćı a je zdola omezená č́ıslem a

a shora č́ıslem b. Dokonce an < bm pro každé n a každé m, takže

α ∈ [an, bn] pro každé n. Pak ale α 6∈ Mn pro každé n, ve sporu

s t́ım, že α ∈ [a, b]. 2
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Důkaz tvrzeńı 9. Necht’ f , a, b, c a d jsou, jak je uvedeno

(v předpokladu implikace). Ukážeme, že ∃ ε ∀n ∃ (a, t) ∃ (a, u), že

‖a‖ < 1/n ∧ R(a, t, f )−R(a, u, f ) > ε ,

v rozporu s Cauchyovou podmı́nkou pro riemannovskou integrova-

telnost funkce f .

Pro j ∈ N definujeme množinu Mj ⊂ [c, d] jako

{x ∈ [c, d] | ∀ δ ∃ y, z ∈ U(x, δ) ∩ [c, d]
(
f (y)− f (z) > 1/j

)
} .

Protože na [c, d] je funkce f nespojitá,
⋃∞
j=1Mj = [c, d]. Podle

Baireovy věty existuje takové m ∈ N, že Mm neńı v [c, d] ř́ıdká. To

znamená, že existuje takový podinterval [c1, d1] ⊂ [c, d], že c1 < d1
a pro každé okoĺı U(e, δ) prot́ınaj́ıćı [c1, d1] pr̊unik obsahuje bod

z Mm.

Necht’ je dáno n ∈ N. Jako a vezmeme jakékoli děleńı intervalu

[a, b] s ‖a‖ < 1/n a takové, že body c1 a d1 lež́ı v a. Pro intervaly

[ai−1, ai] z a s vnitřky disjunktńımi s [c1, d1] vybereme body ti =

ui ∈ [ai−1, ai] libovolně. Pokud [ai−1, ai] ⊂ [c1, d1], můžeme vybrat

takové body ti, ui ∈ [ai−1, ai], že f (ti)−f (ui) > 1/m (protože Mm

je hustá v [c1, d1]). Pak definujeme t, resp. u, jako sestávaj́ıćı ze

všech těchto bod̊u ti, resp. ui. Z toho vyplývá, že rozd́ıl R(a, t, f )−
R(a, u, f ) se rovná∑

[ai−1, ai]⊂[c1, d1]

(ai − ai−1)(f (ti)− f (ui)) ,

což je
(1)
>

1

m

∑
[ai−1, ai]⊂[c1, d1]

(ai − ai−1)
(2)
=
d1 − c1
m

.
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Můžeme tedy položit ε := (d1 − c1)/m. 2

• Úloha. Proč plat́ı v d̊ukazu nerovnost (1) a rovnost (2)?

• Lebesgueova věta. Existuje mocné kritérium — Lebesgueova věta

ńıže — s jehož pomoćı se obvykle snadno urč́ı, zda je daná funkce

riemannovsky integrovatelná nebo ne. Věta použ́ıvá dvě definice.

Pro f : M → R s M ⊂ R definujeme body nespojitosti funkce f

jako

BN(f ) := {x ∈M | f je nespojitá v x} .

Definice 11 (množiny mı́ry 0) Množina M ⊂ R má

mı́ru nula, pokud pro každé ε existuj́ı takové intervaly

[an, bn], n ∈ N a an < bn, že

M ⊂
∞⋃
n=1

[an, bn] a
∞∑
n=1

(bn − an) < ε .

• Úlohy. (i) Každá podmnožina množiny mı́ry 0 má mı́ru 0. (ii)

Každá nejvýše spočetná množina má mı́ru 0. (iii) Spočetné sjedno-

ceńı množin mı́ry 0 má mı́ru 0. (iv) Žádný netriviálńı interval nemá

mı́ru 0.

• Úloha. Dokažte, že množina

{
∑∞

n=1 an/3n | an ∈ {0, 2}} ⊂ [0, 1] ,

tzv. Cantorovo diskontinuum, je nespočetná a má mı́ru nula.

Následuj́ıćı větu Henriho Lebesguea (1875–1941) nebudeme do-

kazovat, ale s ohledem na tvrzeńı 8 a 9 je poměrně jasné, proč plat́ı.
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Věta 12 (Lebesgueova) Pro každou f : [a, b]→ R plat́ı,

že f ∈ R(a, b) ⇐⇒ f je omezená a BN(f ) má mı́ru 0.

• Aplikace Lebesgueovy věty. Prvńı je tato.

Důsledek 13 (R(a, b) je algebra) Necht’ č́ısla c, d jsou

v R a f, g v R(a, b). Pak cf + dg ∈ R(a, b) a f · g ∈ R(a, b).

Důkaz. Předpokládáme, že f, g : [a, b] → R jsou riemannovsky

integrovatelné. Tedy f a g jsou omezené, stejně jako cf+dg. Protože

BN(cf + dg) ⊂ BN(f ) ∪ BN(g)

(úloha ńıže) a posledńı dvě množiny maj́ı mı́ru 0, i prvńı množina

má mı́ru 0. Důkaz pro součin je ponechán jako úloha. 2

• Úloha. Proč plat́ı, že BN(cf + dg) ⊂ BN(f ) ∪ BN(g)?

• Úloha. Dokažte, že součin r. integrovatelných funkćı je r. integro-

vatelný.

Důsledek 14 (R.
∫

a skládáńı funkćı) Plat́ı

následuj́ıćı.

1. g : [a, b] → M ⊂ R, f : M → R, g ∈ R(a, b) a f je

spojitá a omezená ⇒ f (g) ∈ R(a, b).

2. g : [c, d]→ [a, b], f : [a, b]→ R, g je spojitá a f ∈ R(a, b)

⇒ f (g) ∈ R(c, d).

Důkaz. 1. Vzhledem k tomu, že f je omezená, je omezená i složená

funkce f (g). Protože plat́ı inkluze BN(f (g)) ⊂ BN(g) a druhá

množina má mı́ru 0, má mı́ru 0 i prvńı množina.
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2. Tento d̊ukaz je ponechán jako úloha. 2

Úloha. Dokažte druhou část posledńıho tvrzeńı.

Úloha. Necht’ g ∈ R(a, b) je taková, že 0 6∈ g[[a, b]] a 0 neńı limitńım

bodem množiny g[[a, b]]. Pak 1/g ∈ R(a, b).

Úloha. Odvod’te z Lebesgueovy věty následuj́ıćı větu, kterou jsme

dokázali př́ımo v d̊usledku 3 v př. 10.

Věta 15 (spojité funkce jsou r. integrovatelné)

Je-li f : [a, b]→ R spojitá, pak f ∈ R(a, b).

Úloha. Odvod’te z Lebesgueovy věty následuj́ıćı větu. Dokážeme ji

i př́ımo.

Věta 16 (monotónńı funkce jsou r. integrovatelné)

Pokud je f : [a, b]→ R monotónńı, pak f ∈ R(a, b).

Důkaz. Necht’ f je neklesaj́ıćı, př́ıpad nerostoućı f je podobný. Že

f ∈ R(a, b) dokážeme pomoćı Cauchyovy podmı́nky (viz tvrzeńı 2).

Necht’ (a, t), kde a = (a0, . . . , ak), a (b, u), kde b = (b0, . . . , bl),

jsou dvě děleńı intervalu [a, b] s body a necht’ je dáno ε. Když

f (a) = f (b), tj. f je konstantńı funkce, tvrzeńı plat́ı triviálně. Jinak

polož́ıme δ := ε
2(f(b)−f(a)).

Nejprve předpokládáme, že a ⊂ b, tj. že a0 = bi0 = a, a1 =

bi1, . . . , ak = bik = b pro nějaké indexy i0 = 0 < i1 < · · · <
ik = l. Jako už jednou dř́ıve redukujeme obecná děleńı na tento

př́ıpad. Necht’ k = 1. Potom, protože f na [a, b] neklesá,R(a, t, f )−
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R(b, u, f ) je alespoň

(a1 − a0)f (a0)−
l∑
i=1

(bi − bi−1)f (bl) = (b− a) · (f (a)− f (b))

a, podobně, nanejvýš (b− a) · (f (b)− f (a)). Takže pro k = 1,

|R(a, t, f )−R(b, u, f )| ≤ (b− a) · (f (b)− f (a)) .

Pro obecné k použijeme tento odhad pro každé děleńı ar−1 =

bir−1 < bir−1+1 < · · · < bir = ar intervalu [ar−1, ar], r = 1, 2, . . . , k,

tedy s a nahrazeným ar−1 a b nahrazeným ar. Pokud ‖a‖ < δ

(tedy i ‖b‖ < δ), pak pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti máme, že

|R(a, t, f )−R(b, u, f )| je nejvýše

k∑
r=1

(ar − ar−1) · (f (ar)− f (ar−1))

≤ ε

2(f (b)− f (a))

k∑
r=1

(f (ar)− f (ar−1)) =
ε(f (b)− f (a))

2(f (b)− f (a))
=
ε

2
.

Jsou-li (a, t) a (b, u) obecná děleńı intervalu [a, b] s body a s a, b <

δ, polož́ıme c := a ∪ b (pak i ‖c‖ < δ) a vezmeme pro c libovolné

body v. Protože a ⊂ c a b ⊂ c, dostaneme podle předchoźıho

př́ıpadu, že |R(a, t, f )−R(b, u, f )| je nejvýše

|R(a, t, f )−R(c, v, f )| + |R(c, v, f )−R(b, u, f )|
< ε/2 + ε/2 = ε .

2

• Základńı věta analýzy 2. Vrát́ıme se ke vztahu mezi Rieman-

novými integrály a primitivńımi funkcemi, který jsme uvažovali
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v př. 10. V d̊usledku 4 jsme tam dokázali, že pro spojitou f se

(R)
∫ b
a f = (N)

∫ b
a f . Nyńı to zobecńıme.

Věta 17 (ZVA 2) Necht’ f, F : (a, b) → R, kde a < b, F

je prim. k f a f ∈ R(a, b) (viz definice 4). Pak existuj́ı

vlastńı limity Fa := limx→a F (x) a Fb := limx→b F (x) a

(R)

∫ b

a

f = Fb − Fa = (N)

∫ b

a

f .

Důkaz. Necht’ f a F jsou, jak zadáno. Funkci f libovolně rozš́ı̌ŕıme

na f : [a, b]→ R. Nejprve dokážeme, že existuj́ı vlastńı limity

Fa := lim
x→a

F (x) a Fb := lim
x→b

F (x) .

Ukážeme, že na (a, b) je F stejnoměrně spojitá. Skutečně, podle

tvrzeńı 8 f je omezená a můžeme vźıt omezuj́ıćı konstantu C > 0.

Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě pro každý podinterval

[c, d] ⊂ (a, b) s c < d existuje bod e ∈ (c, d), že F (d) − F (c) =

f (e) · (d− c). Tedy

|F (d)− F (c)| = |f (e)| · |d− c| < C|d− c|

a F je na (a, b) stejnoměrně spojitá. Z toho pak vyplývá, že pro

libovolnou posloupnost (an) ⊂ (a, b) s lim an = a je posloupnost

(F (an)) Cauchyova (úloha ńıže) a má tedy vlastńı limitu Fa, která

nezáviśı na posloupnosti (an). Podobně existuje vlastńı limita Fb.

Dále ukážeme, že Fb − Fa = (R)
∫ b
a f . Necht’ je dáno ε. V (a, b)

můžeme vźıt taková č́ısla c < d, že |Fa − F (c)|, |Fb − F (d)| < ε,

C|a− c|, C|b− d| < ε a že existuje takové děleńı a = (a0, . . . , ak)

intervalu [a, b], že a1 = c, ak−1 = d a že pro všechny body t pro a
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je |
∫ b
a f − R(a, t, f )| < ε. Z přednášky 10 v́ıme, že existuj́ı takové

body e = (ei) pro restrikci děleńı a na interval [c, d] = [a1, ak−1],

že ei ∈ (ai−1, ai) a tedy

F (d)− F (c) =

k−1∑
i=2

(ai − ai−1) · f (ei) .

Body u pro a definujeme jako složené z e a ze dvou libovolných bod̊u

u1 a uk v př́ıslušných intervalech [a, a1] = [a, c] a [ak−1, b] = [d, b].

Pak ∣∣∣∣(R)

∫ b

a

f − (Fb − Fa)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣(R)

∫ b

a

f −R(a, u, f )

∣∣∣∣ +
∣∣R(a, u, f )− (Fb − Fa)

∣∣
< ε +

∣∣R(a, u, f )− (F (d)− F (c))
∣∣ +
∣∣(F (d)− F (c))−

− (Fb − Fa)
∣∣

≤ ε +
∣∣(c− a) · f (u1)| + |(b− d) · f (uk)

∣∣ +
∣∣F (d)− Fb

∣∣ +

+
∣∣Fa − F (c)

∣∣
< 3ε + C|b− d| + C|c− a| < 5ε .

Č́ıslo ε > 0 může být libovolné, takže (R)
∫ b
a f = Fb − Fa. 2

• Úloha. Jak ze stejnoměrné spojitosti funkce F plyne Cauchy-

ovost posloupnosti (F (an)) pro každou posloupnost (an) ⊂ (a, b)

s lim an = a?

V literatuře se často objevuje formulačně složitěǰśı verze ZVA 2,

s existenćı limit Fa a Fb zahrnutou do předpoklad̊u. Jak jsme právě

viděli, to neńı nutné. Př́ı̌stě budeme pokračovat ZVA 1.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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