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Was sich überhaupt sagen lässt, lässt sich klar sagen; (. . . )1

L. Wittgenstein [189, Vorwort (Předmluva)]

1Vynechaný závěr Wittgensteinova citátu je ještě slavněǰśı, než jeho začátek:
”
Was sich

überhaupt sagen lässt, lässt sich klar sagen; und wovon man nicht reden kann, darüber muss
man schweigen.“ Co lze v̊ubec ř́ıci, lze ř́ıci jasně; a o čem nelze mluvit, o tom nutno mlčet.
Podle [193, str. 8]:

”
Co se v̊ubec dá ř́ıci, dá se ř́ıci jasně; a o čem nelze mluvit, k tomu se muśı

mlčet.“ O L. Wittgensteinovi ṕı̌seme v odd́ılu C.1.



Úvod

Tato učebnice matematické analýzy obsahuje dvacet kapitol a čtyři př́ılohy. Ka-
pitoly s názvy Přednáška 1. . . . až Přednáška 14. . . . vycházej́ı z autorových
čtrnácti přednášek v předmětu

Matematická analýza 1 (NMAI054) ,

který vyučoval v zimě a na jaře v roce 2023 v češtině v rámci Informatické
sekce Matematicko-fyzikálńı fakulty Univerzity Karlovy. Je použito i třináct
autorových přednášek v letńım semestru předešlého školńıho roku 2021/22, kdy
vyučoval česky i anglicky. Všech čtyřicet přednášek lze ted’ nalézt na

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23.html ,
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI22.html a
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI22eng.html .

V každé kapitole a př́ıloze je úvodem shrnut jej́ı obsah. Každá ze čtrnácti
přednáškových kapitol obsahuje řadu úloh procvičuj́ıćıch látku. Jejich řešeńı
jsou uvedena v př́ıloze D. Př́ıloha C uvád́ı životopisné medailony matematik̊u
a matematiček zmı́něných v textu a obsahuje stručné historie některých pojmů
matematické analýzy. Šest kapitol přidaných k přednáškám rozv́ıj́ı přednesenou
látku. Výklad v nich je úsporněǰśı a jsou bez úloh. Obsah každé kapitoly, př́ılohy
a odd́ılu by měl být zřejmý z názvu, viz strany vii až x.

Reálná analýza je pojmy, terminologíı a metodami do určité mı́ry spjata
s teoríı množin. Tu v kapitolách 1 a 2 pojednáme

”
naivně“ i formalizovaně.

Př́ıloha A podává autor̊uv pohled na množiny. Př́ıloha B se zabývá nekonečně
malými veličinami.

Učebnici věnuji památce Jǐŕıho Matouška, mého kolegy z Katedry aplikované
matematiky MFF UK. Byl jedńım z našich největš́ıch matematik̊u a informatik̊u
a s velkým zaujet́ım si připravoval přednášky z analýzy ve školńım roce 2014/15.
Osud mu už ale nedovolil je přednést.

V Praze a v Lounech v únoru 2022 až červnu 2024 Martin Klazar
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Co je zde nového?

Proč ještě daľśı učebnice matematické analýzy? Neńı jich už dost, hlavně na
internetu? Viz třeba [4, 6, 10, 27, 30, 46, 47, 49, 53, 63, 69, 70, 72, 79, 80, 83,
84, 86, 87, 94, 98, 99, 103, 105, 107, 108, 127, 128, 131, 132, 134, 139, 150, 151,
153, 156, 162, 163, 164, 168, 169, 170, 171, 183, 198]. Zde je přehled novinek
v naš́ı učebnici, nejprve v přednáškových kapitolách.

• Definice 1.3.16 implicitńı funkce.

• Induktivńı d̊ukaz věty 1.5.16 o iracionalitě č́ısla
√

2.

• Tvrzeńı ??, jež je urvětou o limitě monotónńı posloupnosti.

• Důkaz úplnosti R ve větě 1.6.13.

• Důkaz nespočetnosti reálných č́ısel v d̊usledku 1.7.17 pomoćı Cantorovy
věty 1.7.7 o neexistenci surjekce z množiny na jej́ı potenci.

• Věty 3.1.9 a 3.1.10 o aritmetice rozš́ı̌rené reálné osy R∗.

• Charakterizace existence limit posloupnost́ı pomoćı podposloupnost́ı ve
větě 3.2.4.

• Kombinatorická použit́ı Feketeho lemmatu v úlohách 3.3.29 až 3.3.32.

• Dva dodatky v tvrzeńı 4.1.7 a 4.1.9 k větě o aritmetice limit posloupnost́ı.

• Obecněǰśı formulace věty 4.3.1 o vztahu limity a uspořádáńı.

• Obecněǰśı formulace věty 4.3.8 o dvou strážńıćıch.

• Formulace Riemannovy věty 5.1.12 popisuj́ıćı řady se součtem libovolně
změnitelným přerovnáńım.

• Věta 5.1.15 o nekonečné trojúhelńıkové nerovnosti.

• Definice tř́ıdy elementárńıch funkćı v odd́ılu 5.4, viz definice 5.4.8 a 5.4.20.
V jiných učebnićıch, a ne jenom učebnićıch, je těžké přesnou definici tř́ıdy
(reálných) elementárńıch funkćı nalézt.

• Přesné definice polynomů, resp. racionálńıch funkćı, jako podtř́ıd tř́ıdy
elementárńıch funkćı, viz definice 5.4.26, resp. 5.4.30 a 5.4.35. Zejména
korektńı definici tělesa racionálńıch funkćı jako reálných funkćı nelze v li-
teratuře dohledat.

• Věta 5.3.18 o běžkyni (geometrie sinu a kosinu), dokázaná v odd́ılu 6.11.

• Mnohem obecněǰśı formulace věty 7.3.16 o dvou strážńıćıch pro limity
funkćı.

• Nová formulace věty 7.4.1 o limitě složené funkce.
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• Odd́ıl 7.5 o asymptotickém značeńı.

• Blumbergova věta 8.1.12, že každá funkce z R do R má spojitou restrikci
na podmnožinu hustou v R, dokázaná v odd́ılu 9.6.

• Věta 8.2.4 o existenci bijekce mezi množinou spojitých funkćı z R do R
a množinou reálných č́ısel.

• Odd́ıl 8.4 o kompaktńıch podmnožinách množiny R.

• Věta 8.5.3 o spojitosti mocninných řad.

• Věta 8.5.13 o spojitosti inverzńı funkce. Pokrývá př́ıpady, kdy definičńı
obor je kompaktńı nebo interval nebo otevřená množina nebo uzavřená
množina s monotónńı funkćı.

• Troj́ı pojet́ı tečen v odd́ılu 10.2, viz definice 10.2.1, 10.2.5 a ?? a také
věty 10.2.7 a ??.

• Věta 10.4.1 o derivaci složené funkce s obecným definičńım oborem.

• Věta 10.4.5 o derivaci inverzńı funkce s obecným definičńım oborem.

• Př́ımé zderivováńı mocninné řady ve větě 10.5.1.

• Celá kapitola 10 o derivaćıch.

• Použit́ı Rolleovy věty v d̊ukazu d̊usledku 11.2.9, že posloupnost (log n)
neńı P-rekurentńı.

Zde je přehled novinek v rozšǐruj́ıćıch kapitolách a př́ılohách.

• Dva d̊ukazy věty 2.1.8 pomoćı axiomu výběru, že nejvýše spočetné sjed-
noceńı nejvýše spočetných množin je nejvýše spočetná množina. Analýza
jej́ıho neúplného d̊ukazu ve van der Waerdenově algebře [166, str. 26].

• Důkaz Základńı věty algebry o existenci kořen̊u komplexńıch polynomů
v odd́ılu 2.7.

• Přesná definice geometrického kosinu a geometrického sinu a jejich rozvi-
nut́ı do řad v odd́ılu 6.11.

• Liouville–Rosenlichtova věta 16.1.1 o elementárńıch integrálech v dife-
renciálńı algebře. Důsledky 16.2.1 a 16.2.2 o neelementárnosti funkćı pri-
mitivńıch k e−x

2

a k 1/ log x.

vi
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7 Přednáška 5. Limity funkćı 125
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9.6 Zobecněńı Blumbergovy věty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
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11.1 XTři věty o středńı hodnotě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
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12.2 Taylorovy řady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
12.3 Arnoldova limita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
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A.4 Axiomy a věty v ZFCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
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Kapitola 1

Přednáška 1. Úplnost
a nespočetnost množiny R

Prvńı kapitola vycháźı z prvńı přednášky. Odd́ıl 1.1 uvád́ı dva paradoxy ne-
konečných součt̊u. Odd́ıl 1.2 podává stručný přehled logického a množinového
značeńı. Definujeme např́ıklad uspořádané dvojice a trojice. V odd́ılu 1.3 za-
vedeme množinově funkce. Uvád́ıme přehled jejich základńıch typ̊u a operaćı
s nimi. Odd́ıl 1.4 je věnován lineárńım uspořádáńım a definici infim a suprem.
V odd́ılu 1.5 definujeme racionálńı č́ısla, tělesa a uspořádaná tělesa. Věta 1.5.16
uvád́ı, že rovnice x2 = 2 nemá v oboru zlomk̊u řešeńı. Podle d̊usledku 1.5.18
lineárńı uspořádáńı zlomk̊u neńı úplné, obsahuje neprázdné a shora omezené
množiny bez suprem. Odd́ıl 1.6 se zabývá reálnými č́ısly: definice 1.6.3, tvr-
zeńı ?? (pravěta o limitě monotónńı posloupnosti) a d̊ukaz úplnosti R ve větě 1.6.13.
Reálnými č́ısly se zabývá i odd́ıl 2.5. V odd́ılu 1.7 definujeme konečné, ne-
konečné, spočetné a nespočetné množiny. Ve větě 1.7.5 dokážeme spočetnost
množiny zlomk̊u. Cantorova věta 1.7.7 prav́ı, že neexistuje zobrazeńı z množiny
na jej́ı potenci. V d̊usledku 1.7.17 z toho dostaneme, že množina reálných č́ısel
je nespočetná. Definice 1.7.13 zavád́ı jejich desetinné rozvoje.

Prvńı kapitola zhruba odpov́ıdá přednáškám

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred1.pdf a
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred1.pdf

předneseným, po řadě, 16. 2. 2023 a 22. 2. 2024.

1.1 Dva paradoxy

Co analyzuje matematická analýza? Nekonečné operace a procesy. Ty ale někdy
vedou k paradox̊um. Uvedeme si dva.
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• Divný nekonečný součet. Nekonečný součet

S = 1− 1 +
1

2
− 1

2
+

1

3
− 1

3
+ · · ·+

=0︷ ︸︸ ︷
1

n
− 1

n
+ · · · = 0

je nula, ale přeházeńım sč́ıtanc̊u se výsledek změńı:

S = 1 +
1

2
− 1 +

1

3
+

1

4
− 1

2
+ · · ·+

= 1
2n(2n−1)

>0︷ ︸︸ ︷
1

2n− 1
+

1

2n
− 1

n
+ · · · > 0 .

Úloha 1.1.1 Změňte pořad́ı sč́ıtanc̊u v S, aby součet byl záporný.

• Divná nekonečná tabulka. Nekonečná tabulka

1 −1 0 0 0 . . .
∑

= 0
0 1 −1 0 0 . . .

∑
= 0

0 0 1 −1 0 . . .
∑

= 0
0 0 0 1 −1 . . .

∑
= 0

0 0 0 0 1 . . .
∑

= 0
...

...
...

...
...

. . .
...∑

= 1
∑

= 0
∑

= 0
∑

= 0
∑

= 0 . . .
∑

= 1 \ 0

má položky jen −1, 0 a 1. Celkový součet po řádćıch je 0, ale celkový součet po
sloupćıch je 1.

Úloha 1.1.2 Pro nezáporné položky vyjdou oba celkové součty stejně, mohou
ale být +∞.

Nekonečnými součty, to jest řadami, se zabývaj́ı kapitoly 4–6.

1.2 Logické a množinové značeńı

Úloha 1.2.1 Umı́te pojmenovat a napsat následuj́ıćı řecká ṕısmena?

α, β, Γ, γ, ∆, δ, ε, ζ, η, Θ, θ, ϑ, ι, κ, Λ, λ, µ, ν, Ξ, ξ, o, Π, π, ρ, Σ, σ,

τ, Υ, υ, Φ, φ, ϕ, χ, Ψ, ψ, Ω, ω .

• Logické značeńı. Necht’ ϕ, ψ, θ, . . . jsou výroky. Jsou to tvrzeńı s jedno-
značně určenou pravdivostńı hodnotou bud’ pravda P , anebo nepravda N . Spo-
jujeme je logickými spojkami ϕ ∨ ψ (nebo čili disjunkce), ϕ ∧ ψ (a zároveň
čili konjunkce), ϕ ⇒ ψ (vyplýváńı čili implikace), ϕ ⇐⇒ ψ (ekvivalence) a ¬ϕ
(zápor čili negace). Významy těchto spojek jsou dobře známé a vrát́ıme se k nim
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v odd́ılu 2.10. Např́ıklad pro každou kombinaci pravdivostńıch hodnot výrok̊u
ϕ a ψ oba výroky

¬(ϕ ∨ ψ) ⇐⇒ ¬ϕ ∧ ¬ψ a ¬(ϕ ∧ ψ) ⇐⇒ ¬ϕ ∨ ¬ψ

plat́ı, maj́ı vždy pravdivostńı hodnotu P . Jsou to tedy takzvané tautologie.
V zápisu složených výrok̊u jsou d̊uležité závorky a vazebná śıla spojek. Podle
konvence ¬ váže silněji než ∨ a ∧, a ty zase silněji než ⇒ a ⇐⇒ . Odpov́ıdaj́ıćı
závorky tak lze vynechat.

Úloha 1.2.2 Dokažte tautologii (ϕ⇒ ψ) ⇐⇒ (¬ψ ⇒ ¬ϕ).

Necht’ tvrzeńı ϕ(x) je výroková forma, která po náhradě všech výskyt̊u
proměnné x t́ımtéž prvkem z daného oboru přejde ve výrok. V zápisech

∀x
(
ϕ(x)

)
a ∃x

(
ϕ(x)

)
je použitý obecný kvantifikátor ∀ a existenčńı kvantifikátor ∃. Znamenaj́ı po
řadě, že pro každý prvek x z daného oboru je výrok ϕ(x) pravdivý a že v daném
oboru existuje prvek x, že výrok ϕ(x) je pravdivý.

Úloha 1.2.3 Pro každou výrokovou formu ϕ(x) jsou oba výroky

¬∃x
(
ϕ(x)

)
⇐⇒ ∀x

(
¬ϕ(x)

)
a ¬∀x

(
ϕ(x)

)
⇐⇒ ∃x

(
¬ϕ(x)

)
pravdivé.

Pravdu a pravdivost probereme v odd́ılu 2.11. Obecný kvantifikátor ∀ se často
vynechává. V oboru přirozených č́ısel tak např́ıklad zápis m+ n = n+m zna-
mená, že ∀m

(
∀n
(
m+ n = n+m

))
.

• Zápis množin výčtem prvk̊u. Symbol ∅ označuje prázdnou množinu. Je to
množina bez prvk̊u, takže žádná množina x neńı jej́ım prvkem. Značeńı x ∈ A
(resp. x 6∈ A) ř́ıká, že množina x je (resp. neńı) prvkem množiny A. Konečnou
množinu lze (teoreticky) přesně zapsat výčtem jej́ıch prvk̊u. Můžeme tak mı́t
množinu

M = {a, b, 2, {∅, {∅}}, {a}} .

Úloha 1.2.4 Kolik má M prvk̊u?

• Dědičně konečné množiny. Situace ale neńı tak prostá, jak se často ĺıč́ı.
Abychom mohli danou množinu přesně zapsat výčtem jej́ıch prvk̊u, nestač́ı,
že je konečná. Konečný muśı být i každý jej́ı prvek, i každý prvek každého jej́ıho
prvku, atd. Např́ıklad množina

X = {x1, x2, x3}

neńı přesně zapsána, pokud nejsme schopni
”
rozeznat“ jej́ı prvky xi natolik,

abychom dokázali rozhodnout, zda x1
?
= x2, x1

?
= x3 a x2

?
= x3 — bez toho
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nev́ıme, kolik má X vlastně prvk̊u. Rovnost x
?
= y lze v naivńı teorii množin roz-

hodnout pouze podle prvk̊u množin x a y pomoćı axiomu extenzionality, který
uvedeme za chv́ıli. Vid́ıme, že potřebujeme výčty prvk̊u množin xi, které by
tedy měly být konečné (pro množinu X konečnost potřebujeme, potřebujeme ji
tedy i pro každou množinu xi). Jsme tak vedeni k následuj́ıćı definici. Konečnost
množiny zat́ım poj́ımáme intuitivně, později ji definujeme přesně.

Definice 1.2.5 (dědičná konečnost) Množina x je dědičně konečná, pokud
pro každé n = 0, 1, 2, . . . a každý řetězec množin

xn ∈ xn−1 ∈ · · · ∈ x0 = x

je množina xn konečná. O každé takové množině xn potom řekneme, že lež́ı pod
množinou x.

Př́ıkladem dědičně konečné množiny je množinové č́ıslo 4:

4 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} .

Jiná dědičně konečná množina je {{{{{{∅}}}}}}. Lež́ı pod ńı množina {∅}.

Úloha 1.2.6 Lež́ı množina x sama pod sebou?

Axiom fundovanosti, který uvedeme v odd́ılu 2.1, zaručuje, že každý řetězec
množin x0 3 x1 3 . . . je konečný.

Úloha 1.2.7 Necht’ x0 3 x1 3 · · · 3 xn je řetězec množin maximálńı délky,
který se už nedá prodloužit. Čemu se rovná množina xn?

Množiny x kandiduj́ıćı na to, že se daj́ı zapsat úplným výčtem prvk̊u, jsou
dědičně konečné množiny. Tento úplný výčet uvád́ı právě všechny množiny y
lež́ıćı pod x, každou s určitou násobnost́ı m(y) (rovnou přirozenému č́ıslu nebo
snad nekonečnu?). Např́ıklad v úplném výčtu prvk̊u č́ısla 4 výše se m(∅) = 8
am({∅}) = 4. Úplné výčty prvk̊u dědičně konečných množin x přesně definujeme
v odd́ılu 2.1. Tam také dokážeme, že každý takový výčet je konečný, takže se
j́ım x dá skutečně úplně zapsat.

• Zápis množin vlastnost́ı prvk̊u. Množiny také definujeme vlastnostmi jejich
prvk̊u. Necht’ N = {1, 2, 3, . . . } je množina přirozených č́ısel a N0 = {0, 1, 2, . . . }.
Pak

M = {n ∈ N |

vlastnost č́ısla n︷ ︸︸ ︷
∃m ∈ N

(
n = 2 ·m

)
}

je množina (všech) sudých přirozených č́ısel. Jak jsme ale zadali N? K tomu se
vrát́ıme v odd́ılu 2.1.

Úloha 1.2.8 Definujte takto množinu prvoč́ısel P.
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• Vztahy mezi množinami a operace s nimi. Tři d̊uležité množinové vztahy jsou:

A ⊂ B znamená, že ∀x
(
x ∈ A⇒ x ∈ B

)
. . . A je podmnožinou B ,

když ¬∃x
(
x ∈ A ∧ x ∈ B

)
, řekneme, že . . . A a B jsou disjunktńı a

A = B znamená, že ∀x
(
x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B

)
. . . axiom extenzionality .

Úloha 1.2.9 Dokažte, že plat́ı ekvivalence A = B ⇐⇒ A ⊂ B ∧B ⊂ A.

Uvedeme šest množinových operaćı:

A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B} . . . sjednoceńı množin A a B ,

A ∩B = {x ∈ A | x ∈ B} . . . pr̊unik množin A a B ,⋃
A = {x | ∃ b ∈ A

(
x ∈ b

)
} . . . suma množiny A ,⋂

A = {x | ∀ b ∈ A
(
x ∈ b

)
} . . . pr̊unik množiny A 6= ∅ ,

A \B = {x ∈ A | x 6∈ B} . . . rozd́ıl množin A a B a

P(A) = {X | X ⊂ A} . . . potence množiny A .

Absolutńı hodnota |X| ∈ N0 označuje počet prvk̊u konečné množiny X.

Úloha 1.2.10 Ukažte, že množiny A a B jsou disjunktńı, právě když A∩B = ∅.

Úloha 1.2.11 Proč se v definici pr̊uniku množiny A požaduje A 6= ∅?

Úloha 1.2.12 Je pravda, že pro dvě konečné množiny A a B se

|A \B| = |A| − |B|?

Úloha 1.2.13 Co je P(∅)? Pro n = 0, 1, 2, . . . , |P({1, 2, . . . , n})| =?

• Dvojice a trojice. Definice uspořádané dvojice pocháźı od polského matematika
K. Kuratowskiho, viz odd́ıl C.1.

Definice 1.2.14 (dvojice) A a B bud’te množiny. Množina

(A, B) = {{B, A}, {A}}

je (uspořádaná) dvojice množin A a B.

Úloha 1.2.15 Pomoćı axiomu extenzionality ukažte, že plat́ı ekvivalence

(A,B) = (C, D) ⇐⇒ A = C ∧B = D .

Uspořádanou trojici množin A, B a C definujeme jako

(A, B, C) = {(1, A), (2, B), (3, C)} ,

a nikoli jako (A, (B, C)) apod., viz odd́ıl 2.1. Podobně definujeme čtveřice
(A,B,C,D) = {(1, A), . . . , (4, D)} a tak dále.

5



1.3 Funkce a relace

Funkce zavedeme množinově. Skládáńı funkćı zavedeme obecně, v souladu s de-
finićı a použ́ıváńım elementárńıch funkćı ve čtvrté přednášce.

• Funkce a jejich shodnost. Pro dvě množiny A a B jejich kartézský součin je
množina

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} .

Každá podmnožina C ⊂ A × B pak je (binárńı) relace mezi A a B. Mı́sto
(a, b) ∈ C ṕı̌seme aCb, např. 2 < 5. Pokud se A = B, mluv́ıme o relaci na
množině A.

Definice 1.3.1 (funkcionálńı relace) Relace C ⊂ A×B mezi množinami A
a B je funkcionálńı, existuje-li pro každé a ∈ A právě jedno b ∈ B, že aCb.

Definice 1.3.2 (funkce) Funkce (též zobrazeńı) f z množiny A do množiny B
je každá uspořádaná trojice (A,B, f), v ńı̌z f je funkcionálńı relace mezi A a B.
Zapisujeme ji jako

f : A→ B

a jako f(a) = b označ́ıme pro každé a ∈ A jednoznačné b ∈ B s afb. Často celou
trojici (A,B, f) označujeme stručně, i když nepřesně, jako f (viz následuj́ıćı
definice a úloha).

Někdy také ṕı̌seme A 3 a 7→ f(a) ∈ B. Množina A je definičńı obor funkce f
a množina B je jej́ı obor hodnot. Definičńı obor funkce f často označujeme sym-
bolem M(f). Prvek b je hodnota funkce f na jej́ım argumentu a. Matematická
definice objekt̊u neńı úplná bez kritéria shodnosti, popisu situaćı, kdy se dva
objekty považuj́ı za stejné, i když se množinově lǐśı. Pro funkce je následuj́ıćı.

Definice 1.3.3 (shodnost funkćı) Funkce (A,B, f) a (C,D, g) jsou shodné
(to jest prakticky stejné), pokud f = g, to jest f a g se rovnaj́ı jako množiny.

Úloha 1.3.4 Dokažte, že funkce (A,B, f) a (C,D, g) jsou shodné, právě když
A = C ∧ f = g.

Jinak řečeno, dvě funkce jsou shodné, právě když se lǐśı jen v oborech hodnot.
Pro funkci f : A→ B a množiny C ⊂ A a D ⊂ B definujeme množiny

f [C] = {f(a) | a ∈ C} (⊂ B) . . . obraz množiny C funkćı f a

f−1[D] = {a ∈ A | f(a) ∈ D} (⊂ A) . . . vzor množiny D funkćı f .

Úloha 1.3.5 Je pravda, že f−1[f [C]] = C a že f [f−1[D]] = D?
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• R̊uzné druhy funkćı. Jak v́ıme, N = {1, 2, . . . } a N0 = {0, 1, . . . }. Pro n ∈ N
necht’ [n] = {1, 2, . . . , n} a necht’ [0] = ∅. Necht’ X je libovolná množina. Troj́ı
speciálńı funkce jsou posloupnosti, slova a operace:

a : N→ X . . . je posloupnost (v množině X) ,

u : [n]→ X . . . je slovo (nad abecedou X), n ∈ N0, a

o : X ×X → X . . . je (binárńı) operace (na množině X) .

Pro posloupnosti ṕı̌seme an = a(n) a (an) = (a1, a2, . . . ) ⊂ X. Pro slova ṕı̌seme
u = u1u2 . . . un, kde pro i ∈ [n] je ui = u(i). Pro n = 0 máme prázdné slovo
u = ∅. Pro operace mı́sto o((a, b)) = c ṕı̌seme a o b = c, např. 1 + 1 = 2. Funkce
o : X → X se nazývá i unárńı operace (na množině X).

Funkce f : X → Y je

prostá (injektivńı, injekce)
def⇐⇒ f(x) = f(x′)⇒ x = x′ ,

na (surjektivńı, surjekce)
def⇐⇒ f [X] = Y ,

bijekce (bijektivńı)
def⇐⇒ f je na a prostá ,

konstantńı
def⇐⇒ ∃ c ∈ Y ∀x ∈ X

(
f(x) = c

)
a

identická
def⇐⇒ X ⊂ Y ∧ ∀x ∈ X

(
f(x) = x

)
.

Úžeji identickou funkćı na X rozumı́me funkci idX : X → X, idX(x) = x.

Úloha 1.3.6 Kdy je identická funkce f : X → Y bijekce?

Úloha 1.3.7 Je pravda, že když jsou dvě funkce shodné ve smyslu definice 1.3.3,
pak současně jsou, resp. nejsou, injektivńı? Stejná otázka pro surjektivitu, bi-
jektivnost, konstantnost a identičnost.

• Operace na funkćıch. Zavedeme tři operace na funkćıch. Jsou motivovány
elementárńımi funkcemi ve čtvrté přednášce.

Prvńı z nich je unárńı. Necht’ f : X → Y je prostá funkce. Jej́ı inverzńı funkce
(inverz) f−1 je funkce

f−1 : f [X]→ X, kde f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y .

Obecněji i každou funkci g : f [X] → Y pro Y ⊃ X danou t́ımto předpisem,
považujeme za inverzńı k f . Nakonec g je shodná s f−1.

Úloha 1.3.8 Značeńı f−1[A] má dva významy, vzor množiny A zobrazeńım f
a obraz množiny A inverzem f−1. Nemohly by být v rozporu?

Úloha 1.3.9 Necht’ f je injekce. Rozhodněte, zda funkce f a (f−1)−1 jsou
shodné a zda se množinově rovnaj́ı (jako uspořádané trojice). Tytéž dvě otázky
pro funkce f−1 a ((f−1)−1)−1.
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Operace skládáńı funkćı je binárńı. Pro funkce g : X → Y a f : A→ B jejich
složenou funkci (složeninu) f ◦ g = f(g) : X ′ → B definujeme jako f(g)(x) =
f(g(x)) pro každé x ∈ X ′, kde

X ′ = g−1[g[X] ∩A] = {x ∈ X | g(x) ∈ A} (⊂ X) .

O funkci g mluv́ıme jako o vnitřńı (funkci) a o funkci f jako o vněǰśı (funkci).

Úloha 1.3.10 Necht’ funkce f1 a f2, resp. g1 a g2, jsou shodné podle defi-
nice 1.3.3. Je pravda, že i funkce f1(g1) a f2(g2) jsou shodné?

Konečně třet́ı operace na funkćıch je vlastně systém unárńıch operaćı. Pro
libovolné zobrazeńı f : X → Y a množinu Z definujeme zúžeńı (restrikci) funkce
f na Z jako funkci f |Z : X ∩ Z → Y , kde

(f |Z)(x) = f(x), x ∈ X ∩ Z .

O f pak mluv́ıme i jako o rozš́ıřeńı funkce f |Z. Je celkem jasné, že když f1

a f2 jsou shodné funkce s definičńım oborem X a množiny Z1 a Z2 splňuj́ı, že
X ∩ Z1 = X ∩ Z2, pak i restrikce f1 |Z1 a f2 |Z2 jsou shodné.

Úloha 1.3.11 Ukažte, že složenina dvou injekćı je injekce a že složenina f(g)
surjekćı g : X → Y a f : Y → B je surjekce. Obecně ale složenina dvou surjekćı
neńı surjekce.

Úloha 1.3.12 Pro každé tři funkce f , g a h se f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

Úloha 1.3.13 Ukažte, že pro libovolné zobrazeńı h : X → Z existuj́ı množina
Y a funkce g : X → Y a f : Y → Z, že h = f ◦ g, g je na a f je prostá.

Úloha 1.3.14 Dokažte, že funkce f : X → Y je bijekce, právě když existuje
funkce g : Y → X, že f(g) je idY a g(f) je idX .

Úloha 1.3.15 Kdy lze invertovat konstantńı funkci?

• Implicitńı funkce. Funkce lze definovat i jako řešeńı rovnic nebo soustav rovnic.
Nejjednodušš́ı př́ıpad je jedna rovnice se dvěma neznámými.

Definice 1.3.16 (implicitńı funkce) Necht’ F : X × Y → U je funkce, A ⊂
X, u ∈ U a pro každé x ∈ A existuje právě jedno y ∈ Y , že F (x, y) = u. Pak
máme funkci f : A→ Y ,

f = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ Y, F (x, y) = u)} .

Řekneme, že implicitńı funkce f je dána rovnićı F (x, f(x)) = u, x ∈ A.

Implicitńı funkci danou soustavou dvou rovnic popisuje tvrzeńı 1.3.19.
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Úloha 1.3.17 Necht’ F (x, y) = ax + by, kde a, b ∈ R jsou reálná č́ısla, b 6= 0
a c ∈ R. Vypoč́ıtejte implicitńı funkci f danou rovnićı F (x, f(x)) = c, x ∈ R.

Úloha 1.3.18 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.3.19 (skládáńı implicitńıch funkćı) Necht’ u, v ∈ U ,

G : X × Y → U a F : Y × Z → U ,

a necht’ implicitńı funkce g a f jsou dané rovnicemi G(x, g(x)) = u, x ∈
X, a F (y, f(y)) = v, y ∈ Y . Pak implicitńı funkce h daná soustavou rovnic
G(x, y) = u & F (y, h(x)) = v, x ∈ X, je jejich složenina h = f(g) : X → Z.

• Relace ekvivalence. Relaci R ⊂ A×A na množině A nazveme reflexivńı (resp.
ireflexivńı), když vždy aRa (resp. vždy ¬aRa). R je symetrická, když vždy aRb
implikuje bRa, a je tranzitivńı, když vždy aRb a bRc implikuj́ı aRc.

Definice 1.3.20 (relace ekvivalence) Relace R na množině A je relace ekvi-
valence, pokud je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı.

Definice 1.3.21 (rozklad) Množina A je rozklad množiny B, pokud prvky
množiny A jsou neprázdné a po dvou disjunktńı a

⋃
A = B. Prvky v A se

často nazývaj́ı bloky (rozkladu A).

Pro relaci ekvivalence R na množině A definujeme množiny

[a]R = {b ∈ A | bRa} (⊂ A), a ∈ A .

Ř́ıkáme jim bloky (relace R). Je jasné, že když aRb, pak [a]R = [b]R. Pro relaci
ekvivalence R na množině A definujeme množinu

A/R = {[a]R | a ∈ A} .

Úloha 1.3.22 Je-li R relace ekvivalence na A, pak A/R je rozklad množiny A.
Dále plat́ı, že b, c ∈ A lež́ı v jednom bloku tohoto rozkladu, právě když bRc.

Pro rozklad X množiny Y definujeme relaci Y/X = R na Y jako

xRy
def⇐⇒ ∃Z ∈ X

(
x, y ∈ Z

)
.

Úloha 1.3.23 Je-li X rozkladem množiny Y , pak Y/X je relace ekvivalence na
množině Y . Dále plat́ı, že x, y ∈ Y lež́ı v jednom bloku rozkladu X, právě když
x(Y/X)y.

Úloha 1.3.24 Je-li R relace ekvivalence na A a B je rozklad A, pak

A/(A/R) = R a A/(A/B) = B .
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1.4 Infima a suprema

Relace R na množině A je trichotomická, pokud pro každé a, b ∈ A plat́ı, že aRb
nebo bRa nebo a = b.

• Lineárńı uspořádáńı. Jde o základńı matematické struktury.

Definice 1.4.1 (lineárńı uspořádáńı) Necht’ < je relace na A. Je to lineárńı
uspořádáńı, je-li ireflexivńı, tranzitivńı a trichotomická.

Značeńı a ≤ b pak znamená, že a < b nebo a = b, a > b znamená, že b < a,
a podobně pro a ≥ b. Lineárńı uspořádáńı na množině A označujeme jako (A,<).

Úloha 1.4.2 Dokažte, že v lineárńım uspořádáńı (A,<) pro každé dva prvky
a, b ∈ A vždy nastává právě jedna z možnost́ı a < b, b < a, a = b.

• Suprema a infima. Necht’ (A,<) je lineárńı uspořádáńı a B ⊂ A. Množina B
je shora omezená, když existuje h ∈ A, že pro každé b ∈ B je b ≤ h. Prvek h pak
je horńı mez množiny B. Množinu horńıch meźı množiny B označ́ıme jako H(B)
(⊂ A). Podobně definujeme omezenost zdola, dolńı meze a množinu D(B) (⊂ A)
dolńıch meźı množiny B. Prvek m ∈ B je maximum (největš́ı prvek) množiny
B, když je horńı meźı množiny B. Podobně se definuje minimum (nejmenš́ı
prvek) množiny B. Tyto prvky znač́ıme max(B) a min(B). Pro B = ∅ nejsou
definované.

Úloha 1.4.3 Ukažte, že maxima jsou jednoznačná. Totéž plat́ı pro minima.

Úloha 1.4.4 Každá konečná podmnožina lineárńıho uspořádáńı má maximum
i minimum.

Pro definici reálných č́ısel potřebujeme suprema a infima podmnožin lineárńıho
uspořádáńı.

Definice 1.4.5 (sup a inf) (A, <) je lineárńı uspořádáńı a B ⊂ A. Prvky

sup(B) = min(H(B)) ∈ A a inf(B) = max(D(B)) ∈ A ,

existuj́ı-li, nazveme po řadě supremem a infimem množiny B.

Na rozd́ıl od maxima a minima nemuśı supremum ani infimum v dané množině
ležet. Třeba pro (A,<) = (R, <) s obvyklým lineárńım uspořádáńım reálných
č́ısel ((R, <) sice definujeme až za chv́ıli, zde předpokládáme intuitivńı znalost
ze středńı školy), B = [0, 1) a B′ = [0, 1] je sup(B) = sup(B′) = 1.

Úloha 1.4.6 Suprema jsou jednoznačná. Totéž plat́ı pro infima.

Úloha 1.4.7 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı a zformulujte a dokažte analogické tvr-
zeńı pro infima.
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Tvrzeńı 1.4.8 (aproximace suprem) Necht’ (A, <) je lineárńı uspořádáńı,
B ⊂ A a c ∈ A. Pak c = sup(B) ⇐⇒ b ≤ c pro každé b ∈ B a pro každé a ∈ A
s a < c existuje b ∈ B, že a < b (≤ c).

Supremum dané množiny B tak má libovolně těsné dolńı aproximace prvky B.

1.5 Racionálńı č́ısla

Reálná č́ısla jsou vybudována ze zlomk̊u, které ted’ připomeneme. Konstrukce
přirozených a celých č́ısel přeskoč́ıme a vrát́ıme se k nim v odd́ılech 2.2 a 2.3.

• Racionálńı č́ısla neboli zlomky. Necht’

Z = {. . . , −5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . }

jsou celá č́ısla, s obvyklými operacemi sč́ıtáńı + a násobeńı ·, s obvyklými ne-
utrálńımi prvky 0 a 1 a s obvyklým lineárńım uspořádáńım <. Polož́ıme

Z = {mn | m ∈ Z, n ∈ Z \ {0}} ,

kde m
n označuje uspořádanou dvojici (m,n). Prvky množiny Z jsou takzvané

protozlomky. Relaci shodnosti ∼ na Z definujeme jako

k

l
∼ m

n

def⇐⇒ kn = lm .

Úloha 1.5.1 Dokažte, že ∼ je relace ekvivalence na Z.

Definice 1.5.2 (racionálńı č́ısla) Definujeme Q = Z/∼. Blok̊um [mn ]∼ ∈ Q
ř́ıkáme racionálńı č́ısla či zlomky. Často ṕı̌seme jen m

n nebo m/n.

Vnořeńım Z 3 m 7→ [m1 ]∼ ∈ Q bereme celá č́ısla jako podmnožinu zlomk̊u.
Pro následuj́ıćı úlohu připomı́náme, že č́ısla m,n ∈ Z jsou nesoudělná, když

jejich jediné společné dělitele jsou −1 a 1. Protozlomek m
n je v základńım tvaru,

když n > 0 a č́ısla m a n jsou nesoudělná. Množinu takových protozlomk̊u
označ́ıme jako Zz (⊂ Z).

Úloha 1.5.3 (reprezentanti zlomk̊u) Dokažte existenci jednoznačné bijekce
Q 3 α 7→ pα ∈ Zz splňuj́ıćı, že pro každé α ∈ Q je pα ∈ α.

Protozlomky v základńım tvaru tedy tvoř́ı kanonický systém r̊uzných reprezen-
tant̊u zlomk̊u.

• Uspořádaná tělesa. Začneme definićı těles.

Definice 1.5.4 (tělesa) Těleso XT je algebraická struktura

XT = (X, 0X , 1X , +, ·) ,
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v ńı̌z X je množina, 0X , 1X ∈ X jsou dva r̊uzné prvky, +, · : X2 → X jsou
dvě operace na X (

”
sč́ıtáńı“ a

”
násobeńı“) a v ńı̌z pro každé α, β, γ ∈ X plat́ı

následuj́ıćı axiomy. Jednak α + 0X = α · 1X = α, prvky 0X a 1X jsou tedy
neutrálńı k př́ıslušným operaćım. Dále plat́ı

α+ β = β + α . . . komutativita operace + ,

α · β = β · α . . . komutativita operace · ,
(α+ β) + γ = α+ (β + γ) . . . asociativita operace + ,

(α · β) · γ = α · (β · γ) . . . asociativita operace · a

α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ) . . . distributivita · vzhledem k + .

Konečně plat́ı

∀α ∃β
(
α+ β = 0X

)
. . . existence aditivńıch inverz̊u a

∀α 6= 0X ∃ γ
(
α · γ = 1T

)
. . . existence multiplikativńıch inverz̊u .

Aditivńı inverz β znač́ıme jako −α a multiplikativńı inverz γ jako 1
α nebo 1/α

nebo α−1.

Okruh je algebraická struktura RO = (R, 0R, 1R,+, ·) splňuj́ıćı všechny axiomy
tělesa, s možnou výjimkou posledńıho (multiplikativńı inverzy nemuśı v RO

existovat). Např́ıklad celá č́ısla Z tvoř́ı okruh.

Úloha 1.5.5 V každém tělese je aditivńı i multiplikativńı neutrálńı prvek jed-
noznačně určený. Totéž plat́ı pro aditivńı i multiplikativńı inverzy.

Úloha 1.5.6 Popǐste nejmenš́ı možné dvouprvkové těleso s nosnou množinou
X = {0X , 1X}.

Definice 1.5.7 (uspořádaná tělesa) Uspořádané těleso je algebraická struk-
tura TUT = (T, 0T , 1T ,+, ·, <), v ńı̌z (T, 0T , 1T ,+, ·) je těleso, (T,<) je lineárńı
uspořádáńı a v ńı̌z pro každé α, β, γ ∈ T plat́ı dva axiomy uspořádáńı

α < β ⇒ α+ γ < β + γ . . . souhra operace + a relace < a

α > 0T ∧ β > 0T ⇒ α · β > 0T . . . souhra operace · a relace < .

Úloha 1.5.8 Každé uspořádané těleso je nekonečné.

Následuj́ıćı tvrzeńı dokážeme v odd́ılu 2.4. Tam připomeneme aritmetiku
zlomk̊u, která je ovšem čtenáři jistě dobře známa. Připomı́náme, že ∼ je relace
shodnosti protozlomk̊u.

Tvrzeńı 1.5.9 (o Q) Q spolu se svými prvky 0Q = [ 0
1 ]∼ a 1Q = [ 1

1 ]∼, obvyklými
operacemi + a · a obvyklým lineárńım uspořádáńım < tvoř́ı uspořádané těleso.

Úloha 1.5.10 0
1 6∼

1
1 , takže 0Q 6= 1Q.
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Mı́sto 0Q a 1Q ṕı̌seme občas stručněji jen 0 a 1.

• Neúplnost zlomk̊u. Zlomky ale postrádaj́ı vlastnost úplnosti, kterou reálná
č́ısla maj́ı. Kv̊uli ńı se reálná č́ısla zaváděj́ı.

Definice 1.5.11 (úplnost) Lineárńı uspořádáńı je úplné, má-li každá jeho
neprázdná a shora omezená podmnožina supremum.

Úloha 1.5.12 Co je supremem prázdné množiny? Co je supremem shora neo-
mezené podmnožiny?

Úloha 1.5.13 Dokažte, že v úplném uspořádaném tělese každá neprázdná a zdola
omezená podmnožina má infimum.

Úloha 1.5.14 (archimedovskost) Dokažte, že úplné uspořádané těleso TUT

je tzv. archimedovské uspořádané těleso, každý prvek x ∈ T má horńı mez tvaru

x < 1T + 1T + · · ·+ 1T .

O Archimédovi je v́ıce v odd́ılu C.1.
Z následuj́ıćı věty plyne, že lineárńı uspořádáńı (Q, <) úplné neńı. V jej́ım

d̊ukazu použijeme axiom indukce. V odd́ılu 2.2 uvid́ıme, že axiom indukce plyne
ze základněǰśıch množinových axiomů.

Axiom 1.5.15 (axiom indukce) Každá neprázdná množina B ⊂ N má ve
standardńım lineárńım uspořádáńı (N, <) minimum.

Věta 1.5.16 (
√

2 6∈ Q) Rovnice x2 = 2 nemá v oboru zlomk̊u řešeńı.

Důkaz. Pro spor necht’ pro a, b ∈ N se (a/b)2 = 2. Tedy a2 = 2b2, takže a, b je
řešeńı rovnice x2 = 2y2. Podle axiomu indukce lze vźıt minimálńı a. Č́ıslo a2 je
sudé, tedy i a je sudé a a = 2c pro nějaké c ∈ N. Pak ale

(2c)2 = 2b2 ; 4c2 = 2b2 ; b2 = 2c2 .

Dostali jsme nové řešeńı b, c ∈ N rovnice x2 = 2y2. Ale b < a, ve sporu s mini-
malitou řešeńı a, b. 2

Úloha 1.5.17 Proč je b < a ? Proč je č́ıslo a sudé? Neměli jsme na začátku
d̊ukazu psát sṕı̌s a ∈ Z & b ∈ Z \ {0}?

Důsledek 1.5.18 (neúplnost Q) Lineárńı uspořádáńı (Q, <) neńı úplné,

X = {x ∈ Q | x2 < 2}

je neprázdná a shora omezená podmnožina Q, která nemá supremum.

13



Důkaz. Necht’ X je, jak uvedeno. Jej́ı prvńı dvě vlastnosti jsou jasné, 1 ∈ X
a x < 2 pro každé x ∈ X. Pro spor necht’ s = sup(X) ∈ Q. Patrně s > 0. Když
s2 > 2, existuje zlomek r, že 0 < r < s a stále (s − r)2 > 2. Pak ale pro každé
x ∈ X je s − r > x. To je spor s t́ım, že s je nejmenš́ı horńı mez množiny X.
Když s2 < 2, existuje zlomek r > 0, že stále (s + r)2 < 2. Tedy s + r ∈ X
a máme spor s t́ım, že s je horńı mez množiny X. Podle trichotomie muśı být
s2 = 2. To ale podle předchoźı věty neńı možné. 2

Úloha 1.5.19 Uved’te konkrétńı hodnoty pro zlomky r. Pochopitelně závisej́ı na
zlomku s.

1.6 Cantorova reálná č́ısla

Ted’ uvedeme Cantorovou definici reálných č́ısel. V ńı je reálné č́ıslo blok Cau-
chyových posloupnost́ı zlomk̊u. Každý tento blok je ale nespočetná množina.
V odd́ılu 2.5 poṕı̌seme Dedekindovu konstrukci reálných č́ısel, v ńıž každé reálné
č́ıslo je dědičně nejvýše spočetná množina. O G. Cantorovi, A.-L. Cauchym
a R. Dedekindovi ṕı̌seme v odd́ılu C.1.

• Reálná č́ısla. Posloupnost (an) ⊂ Q je Cauchyova, když pro každé k ∈ N
existuje n0 ∈ N0, že

m, n ≥ n0 ⇒ |am − an| ≤ 1/k .

Budeme pracovat s množinou Cauchyových posloupnost́ı

C = {(an) | (an) ⊂ Q a je Cauchyova} .

Podobně jako na Z i na množině C definujeme relaci ekvivalence shodnosti ∼.
Polož́ıme (an) ∼ (bn), právě když pro každé k existuje n0, že

n ≥ n0 ⇒ |an − bn| ≤ 1/k .

Úloha 1.6.1 Dokažte, že ∼ je relace ekvivalence na C.

Úloha 1.6.2 Dokažte, že (an) a (bn) v C jsou shodné, právě když pro každé k
existuje n0, že

m, n ≥ n0 ⇒ |am − bn| ≤ 1/k .

Definice 1.6.3 (Cantorovo R) Definujeme R = C/ ∼. Tuto množinu blok̊u
relace ekvivalence ∼ na C nazveme množinou reálných č́ısel.

• Aritmetika reálných č́ısel. Reálná č́ısla nula a jednička jsou 0R = [(0, 0, . . . )]∼
a 1R = [(1, 1, . . . )]∼. Součet a součin reálných č́ısel [(an)]∼ a [(bn)]∼ je

[(an)]∼ + [(bn)]∼ = [(an + bn)]∼ a [(an)]∼ · [(bn)]∼ = [(an · bn)]∼ .
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Uspořádáńı na R definujeme tak, že [(an)]∼ < [(bn)]∼, právě když existuj́ı k
a n0, že

n ≥ n0 ⇒ an < bn − 1/k .

Korektnost těchto definic dokážeme v následuj́ıćıch třech tvrzeńıch. Je zřejmé,
že (0, 0, . . . ) ∈ C a (1, 1, . . . ) ∈ C, tud́ıž 0R, 1R ∈ R.

Tvrzeńı 1.6.4 (korektnost + a · poprvé) Necht’ (an) a (bn) jsou v C. Pak
také (an + bn) a (anbn) jsou v C.

Důkaz. Necht’ (an), (bn) ∈ C a je dáno k. Pro každé velké m a n je |am −
an|, |bm − bn| ≤ 1/2k. Pro tatáž m a n tedy

|(am + bm)− (an + bn)| ≤ |am − an|+ |bm − bn| ≤ 1/2k + 1/2k = 1/k

a (an + bn) je Cauchyova.
Protože Cauchyova posloupnost je omezená, existuje l, že pro každé n je

|an|, |bn| ≤ l. Pro každé velké m a n je |am − an|, |bm − bn| ≤ 1/2lk. Pro tatáž
m a n tedy

|ambm − anbn| ≤ |am| · |bm − bn|+ |bn| · |am − an| ≤ l/2lk + l/2lk = 1/k

a (anbn) je Cauchyova. 2

Součet a součin dvou reálných č́ısel je tedy reálné č́ıslo.

Tvrzeńı 1.6.5 (korektnost + a · podruhé) Necht’ (an), (bn) a (cn) jsou v C
a (an) ∼ (cn). Pak

(an + bn) ∼ (cn + bn) a (anbn) ∼ (cnbn) .

Důkaz. Necht’ (an), (bn) a (cn) jsou, jak uvedeno, a je dáno k. Jako dř́ıve
vezmeme l, že pro každé n je |bn| ≤ l. Pro každé velké n je |an− cn| ≤ 1/k. Pro
tato n je

|(an + bn)− (cn + bn)| = |an − cn| ≤ 1/k

a (an + bn) ∼ (cn + bn). Pro každé velké n je též |an − cn| ≤ 1/lk. Tedy

|anbn − cnbn| = |an − cn| · |bn| ≤ l/lk = 1/k

a (anbn) ∼ (cnbn). 2

Odtud plyne, že pokud (an), (a′n), (bn) a (b′n) jsou v C a (an) ∼ (a′n) a (bn) ∼
(b′n), pak

[(an + bn)]∼ = [(a′n + b′n)]∼ a [(anbn)]∼ = [(a′nb
′
n)]∼ .

Proto součet a součin dvou reálných č́ısel nezáviśı na posloupnostech reprezen-
tuj́ıćıch oba bloky.
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Tvrzeńı 1.6.6 (korektnost uspořádáńı) Necht’ (an), (bn), (cn), (dn) jsou
v C, (an) ∼ (cn) a (bn) ∼ (dn). Pak

[(an)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(cn)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(an)]∼ < [(dn)]∼ .

Důkaz. Necht’ (an), (bn), (cn) a (dn) jsou, jak uvedeno. Necht’ plat́ı prvńı
srovnáńı, takže pro nějaké k a každé velké n je an < bn − 2/k. Pro každé
velké n je také |an − cn| ≤ 1/k. Pro každé velké n tak

cn ≤ an + 1/2k < bn − 2/k + 1/k = bn − 1/k

a [(cn)]∼ < [(bn)]∼. Necht’ plat́ı druhé srovnáńı, takže pro nějaké k a každé velké
n je cn < bn − 2/k. Pak opět pro každé velké n

an ≤ cn + 1/k < bn − 2/k + 1/k = bn − 1/k

a [(an)]∼ < [(bn)]∼. Ekvivalence [(an)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(an)]∼ < [(dn)]∼ se
dokazuje podobně. 2

Odtud plyne, že pokud (an), (a′n), (bn) a (b′n) jsou v C a (an) ∼ (a′n) a (bn) ∼
(b′n), pak

[(an)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(a′n)]∼ < [(b′n)]∼ .

Proto porovnáńı dvou reálných č́ısel nezáviśı na posloupnostech reprezentuj́ıćıch
oba bloky.

Aritmetika reálných č́ısel je tedy definovaná korektně. Dokážeme, že vzhle-
dem k ńı reálná č́ısla tvoř́ı uspořádané těleso. Začneme t́ım, že tvoř́ı okruh.

Tvrzeńı 1.6.7 (R je okruh) RO = (R, 0R, 1R,+, ·) je okruh.

Důkaz. Odvod́ıme to z faktu, že QO = (Q, 0Q, 1Q,+, ·) je okruh. To bereme
jako dané a podrobně to dokážeme v odd́ılu 2.4. Necht’ Q = QN je množina
všech posloupnost́ı (an) ⊂ Q. Vezmeme algebraickou strukturu

QO = (Q, 0Q, 1Q, +, ·) ,

kde 0Q = (0Q, 0Q, . . . ), 1Q = (1Q, 1Q, . . . ) a součet a součin jsou definovány po
složkách,

(an) + (bn) = (an + bn) a (an) · (bn) = (an · bn) .

Patrně QO je okruh — v každé souřadnici máme okruh QO a splněńı axiomů
okruhu v každé souřadnici implikuje jejich splněńı v QO.

Ovšem C ⊂ Q a výše jsme dokázali, že množina C je uzavřená na konstantńı
operace 0Q a 1Q a na binárńı operace sč́ıtáńı a násobeńı po složkách. Takže
CO = (C, 0Q, 1Q,+, ·) je podokruh okruhu QO. Reálná č́ısla sebou nesou surjekci

F : C → R, F (an) = F ((an)) = [(an)]∼ ,

v ńıž F (an) = F (bn), právě když (an) ∼ (bn). Výše v tvrzeńıch 1.6.4 a 1.6.5
jsme dokázali, že operace + a · v CO se pomoćı F zvednou na operace v RO.
Axiomy okruhu se t́ım zachovaj́ı, takže RO tvoř́ı okruh. 2
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QO je těleso, ale ani QO ani CO těleso neńı. Třeba rovnost

(0, 1, 0, 0, 0, . . . ) · (1, 0, 0, 0, 0, . . . ) = (0, 0, 0, . . . ) = 0Q ,

ukazuje, že v CO součin dvou nenulových prvk̊u může být nula. Ted’ ale dokážeme,
že zvednut́ım násobeńı pomoćı F do RO dostaneme těleso, dokonce uspořádané.

Věta 1.6.8 (R je UT) Výše definovaná algebraická struktura

RUT = (R, 0R, 1R, +, ·, <)

je uspořádané těleso.

Důkaz. Podle předchoźıho tvrzeńı je RUT okruh. Zbývá jen dokázat, že (i)
v RUT existuj́ı multiplikativńı inverzy, že (ii) (R, <) je lineárńı uspořádáńı a že
(iii) v RUT plat́ı oba axiomy uspořádáńı.

(i) Necht’ α = [(an)]∼ ∈ R je nenulové č́ıslo, takže (an) 6∼ (0, 0, . . . ). Tedy
|an| ≥ 2/l pro nějaké l a nekonečně mnoho n. Protože (an) ∈ C, je |an| ≥ 1/l
pro každé velké n. Definujeme bn = 1/an pro an 6= 0 a bn = 0 pro an = 0.
Ukážeme, že (bn) ∈ C. Pro dané k pro každé velké m a n je |am − an| ≤ 1/l2k.
Pro každé velké m a n pak je

|bm − bn| =
|an − am|
|aman|

≤ l2

l2k
=

1

k

a (bn) ∈ C. Polož́ıme β = [(bn)]∼ ∈ R a dostaneme, že α · β = 1R, protože
(anbn) ∼ (1, 1, . . . ). Tedy β = α−1.

(ii) Ireflexivita a tranzitivita relace < jsou vidět hned. Dokážeme jej́ı tri-
chotomii. Necht’ α = [(an)]∼ a β = [(bn)]∼ jsou dvě r̊uzná reálná č́ısla. Tedy
(an) 6∼ (bn) a např́ıklad an − bn > 2/k pro nějaké k a nekonečně mnoho n;
druhá možnost s an − bn < −2/k se řeš́ı podobně. Protože (an), (bn) ∈ C, je
an − bn > 1/k pro každé velké n. Tedy bn < an − 1/k pro tato n a β < α.

(iii) Necht’ α = [(an)]∼, β = [(bn)]∼ a γ = [(cn)]∼ jsou tři reálná č́ısla.
Pokud α < β, pak an < bn − 1/k pro nějaké k a každé velké n. Pak i an + cn <
bn + cn − 1/k pro tato n a α + γ < β + γ. Pokud 0R < α, β, je 1/

√
k < an, bn

pro nějaké k a každé velké n. Pak 1/k < anbn pro tato n a tedy 0R < αβ. Oba
axiomy uspořádáńı tak plat́ı. 2

RUT v sobě přirozeným zp̊usobem obsahuje QUT.

Definice 1.6.9 (racionálńı reálná č́ısla) Čı́slo α ∈ R je racionálńı, pokud
α = [(a, a, . . . )]∼ pro nějaké a ∈ Q. Ṕı̌seme a = [(a, a, . . . )]∼.

Úloha 1.6.10 Dokažte, že zobrazeńı f : Q → R, f(a) = a, je izomorfismus
QUT s uspořádaným podtělesem racionálńıch reálných č́ısel v RUT.
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Pokud tedy chceme pracovat se zlomkem a jako s reálným č́ıslem, bereme ho
jako racionálńı reálné č́ıslo a.

• Úplnost reálných č́ısel. Přechodem od Q k R źıskáme úplnost. V př́ı̌st́ım odd́ılu
ale uvid́ıme, č́ım se za to plat́ı. V d̊ukazu úplnosti R použijeme následuj́ıćı
zaj́ımavý výsledek.

Věta 1.6.11 (pravěta o limitě monotónńı posloupnosti) Necht’ a1 ≥ a2

≥ · · · ≥ b jsou zlomky. Pak (an) je Cauchyova posloupnost.

Důkaz. Necht’ (an) ⊂ Q a b ∈ Q jsou, jak uvedeno. Pro každé dva indexy m ≤ n
pak je 0 ≤ am − an ≤ a1 − b. Kdyby (an) nebyla Cauchyova, existovalo by k
a taková posloupnost přirozených č́ısel m0 < m1 < . . . , že pro každé i ∈ N je
ami
− ami−1

> 1/k. Pro každé n ∈ N s n/k > a1 − b pak dostáváme spor, že

amn
− am0

=

n∑
i=1

(ami
− ami−1

) >
n

k
> a1 − b .

2

Nerostoućı a zdola omezená posloupnost zlomk̊u tak vždy definuje reálné č́ıslo.
Tato verze věty o limitě monotónńı posloupnosti funguje, i když ještě neńı
dokázána úplnost R. A dokonce ani nepotřebujeme reálná č́ısla.

Úloha 1.6.12 Zformulujte a dokažte verzi tohoto tvrzeńı pro rostoućı posloup-
nosti zlomk̊u.

Dokážeme úplnost R.

Věta 1.6.13 (úplnost R) Lineárńı uspořádáńı (R, <) je úplné.

Důkaz. Necht’ množina B ⊂ R je neprázdná a shora omezená. Induktivně defi-
nujeme dvě posloupnosti racionálńıch reálných č́ısel (an), (bn) ⊂ R. Na začátku
a1 ∈ R je libovolná racionálńı horńı mez množiny B a b1 = 1. Necht’ a1, . . . , an
a b1, . . . , bn jsou už definované. Je-li an − bn horńı mez množiny B, polož́ıme
an+1 = an − bn a bn+1 = bn. Pokud neńı horńı meźı, takže β > an − bn pro
nějaké β ∈ B, polož́ıme an+1 = an a bn+1 = bn/2. Tuto proceduru opakujeme.
Źıskaná posloupnost (an) je klesaj́ıćı a každý jej́ı člen je horńı mez množiny
B. Dı́ky B 6= ∅ je (an) zdola omezená. Tedy (úloha 1.6.10) (an) ⊂ Q je kle-
saj́ıćı a zdola omezená posloupnost. Podle tvrzeńı ?? je (an) ∈ C. Ukážeme, že
α = [(an)]∼ = sup(B).

Necht’ α < β = [(cn)]∼ ∈ B. Pak an < cn − 1/k pro nějaké k a každé velké
n. Protože (cn) ∈ C, můžeme vźıt m, že pro každé velké n je am < cn − 1/2k.
Pak ale am < β, což je spor. Pro každé β ∈ B je tedy α ≥ β a α je horńı
mez množiny B. Necht’ γ ∈ R s γ < α. Dı́ky B 6= ∅ se krok p̊uleńı bn provede
nekonečněkrát a tedy existuj́ı m a β ∈ B, že β > am − bm ≥ α − (α − γ) = γ
a β > γ. Takže α je nejmenš́ı horńı mez množiny B. 2
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Podle úlohy 1.5.14 je uspořádané těleso RUT archimedovské. Z definice (R, <)
to ale plyne př́ımo a jednodušeji, úplnost R se nepotřebuje.

Důsledek 1.6.14 (
√

2 ∈ R) Rovnice x2 = 2 má v oboru reálných č́ısel řešeńı.

Důkaz. Vezmeme množinu jako v d̊ukazu d̊usledku 1.5.18, totiž X = {a ∈
R | a2 < 2}. Podle věty 1.6.13 existuje supremum s = sup(X) ∈ R. Stejné
argumenty jako v onom d̊ukazu ukazuj́ı, že nenastává ani s2 < 2 ani s2 > 2.
Tedy s2 = 2. 2

Zobecńıme to v následuj́ıćı větě, kterou dokážeme později v d̊usledku 8.3.6.
Spojitost funkce znamená — později to definujeme přesně — že malá změna ar-
gumentu funkce zp̊usob́ı malou změnu jej́ı hodnoty.

Věta 1.6.15 (Bolzano–Cauchyova) Necht’ a ≤ b jsou v R a f : [a, b] → R
je taková spojitá funkce, že f(a)f(b) ≤ 0. Potom existuje č́ıslo c ∈ [a, b], že
f(c) = 0.

O B. Bolzanovi ṕı̌seme v́ıce v odd́ılu C.1.

1.7 Spočetné a nespočetné množiny

Začneme definićı konečných a nekonečných množin.

• Konečné a nekonečné množiny. Množinu N přirozených č́ısel bereme jako
danou a konečnost a nekonečnost definujeme pomoćı zobrazeńı z ńı.

Definice 1.7.1 (nekonečné množiny) X je nekonečná množina, když exis-
tuje prostá funkce f : N→ X. Když množina X neńı nekonečná, je konečná.

Úloha 1.7.2 Pro každou konečnou množinu X existuje surjekce f : N→ X.

Úloha 1.7.3 Pro každou konečnou X existuje n ∈ N0 a bijekce f : [n]→ X.

• Spočetné a nespočetné množiny. Dostáváme se k velkým množinám.

Definice 1.7.4 (nespočetné množiny) Definujeme následuj́ıćı množiny.

1. Množina X je spočetná, když existuje bijekce f : N→ X.

2. Množina X je nejvýše spočetná, je-li konečná nebo spočetná.

3. Množina X je nespočetná, když neńı nejvýše spočetná.

N je patrně spočetná množina. Existuj́ı ale nějaké nespočetné množiny? Už
jsme prozradili, že každé reálné č́ıslo [(an)]∼ je nespočetná množina. Za chv́ıli
dokážeme, že i R = C/∼ je nespočetná množina.

Věta 1.7.5 (spočetnost Q) Množina zlomk̊u Q je spočetná.
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Důkaz. Necht’ Zz ⊂ Z jsou protozlomky m
n v základńım tvaru (viz úloha 1.5.3).

Stač́ı ukázat, že Zz je spočetná. Pro protozlomek m
n ∈ Zz definujeme normu

‖mn ‖ = |m|+ n ∈ N a seznamy

Z(j) =
(
z1, j < z2, j < · · · < zkj , j | zi, j ∈ Zz, ‖zi, j‖ = j

)
, j ∈ N .

Např́ıklad

Z(5) =
(−4

1 < −3
2 < −2

3 < −1
4 < 1

4 <
2
3 <

3
2 <

4
1

)
a k5 = 8 .

Zde 0
5 6∈ Z(5), protože protozlomek 0

5 neńı v základńım tvaru. Patrně j 6= j′

⇒ Z(j) ∩ Z(j′) = ∅, každá Z(j) je konečná a neprázdná a
⋃
j∈N Z(j) = Zz.

Zobrazeńı f : N→ Zz definujeme jako

f(1) = z1, 1, f(2) = z2, 1, . . . , f(k1) = zk1, 1, f(k1 + 1) = z1, 2, . . .

— hodnoty funkce f nejprve projdou k1 seřazených protozlomk̊u v Z(1), pak k2

seřazených protozlomk̊u v Z(2), a tak dál. Obecná hodnota je pro j ∈ N rovna

f(k1 + k2 + · · ·+ kj−1 + i) = zi, j , i ∈ [kj ] ,

kde pro j = 1 tento argument funkce f definujeme jako i. Lehce se vid́ı, že f je
bijekce. 2

Úloha 1.7.6 Dokažte, že množina Z celých č́ısel je spočetná.

• Cantorova věta. Nespočetnost množiny R plyne ze základńı věty o množinách
pocházej́ıćı od G. Cantora: potence P(X) = {A | A ⊂ X} je mnohem větš́ı
množina než X.

Věta 1.7.7 (Cantorova) Neexistuje surjekce f : X → P(X) z množiny na jej́ı
potenci.

Důkaz. Sporem. X bud’ množina a f : X → P(X) bud’ na. Patrně X 6= ∅
(úloha 1.7.8). Uváž́ıme podmnožinu

Y = {x ∈ X | x 6∈ f(x)} ⊂ X .

Protože f je na, existuje takové y ∈ X, že f(y) = Y . Pokud y ∈ Y , podle
definice množiny Y plat́ı, že y 6∈ f(y) = Y . Pokud y 6∈ Y = f(y), má y vlastnost
definuj́ıćı množinu Y a y ∈ Y . V obou př́ıpadech to je spor. 2

Úloha 1.7.8 Proč je X 6= ∅?

Úloha 1.7.9 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı. Návod: z předpokladu existence takové
injekce odvod’te spor jako v d̊ukazu věty 1.7.7.

Tvrzeńı 1.7.10 (Cantorova věta prostě) Neexistuje injekce f : P(X)→ X
z potence množiny do ńı.
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Jako {0, 1}N označ́ıme množinu (všech) posloupnost́ı (an) ⊂ {0, 1}. Je to
nespočetná množina.

Důsledek 1.7.11 (o {0, 1}N) Neexistuje surjekce f : N→ {0, 1}N.

Důkaz. Zobrazeńı g : {0, 1}N → P(N), g((an)) = {n ∈ N | an = 1}, je patrně
bijekce. Kdyby existovala uvedená surjekce f , složenina g ◦f by byla funkce z N
na P(N), což je v rozporu s větou 1.7.7. 2

Úloha 1.7.12 Dokažte, že g je bijekce.

• Rozvoje. Reálná č́ısla v definici 1.6.3 jsou teoretická. Prakticky se zapisuj́ı jako

”
nekonečné“ desetinné rozvoje.

Definice 1.7.13 (rozvoje) (Nekonečným desetinným) rozvojem ρ rozumı́me
každou takovou posloupnost

ρ = ε an an−1 . . . a0 . a−1 a−2 . . . ,

v ńı̌z znaménko ε = − nebo ε = (neńı př́ıtomno), n ∈ N0, am ∈ {0, 1, . . . , 9}
pro každé m a an = 0 ⇒ n = 0.

Např́ıklad rozvoj č́ısla π = 3.1415 . . . má n = 0, ε = , a0 = 3, a−1 = 1, a−2 = 4
a tak dál. Množinu rozvoj̊u označ́ıme jako R. Je dobře známá korespondence
F : R→ R, v ńıž F (ρ) je[(
εan10n, ε(an10n + an−110n−1), ε(an10n + an−110n−1 + an−210n−2), . . .

)]
∼

s ε := 1 pro ε = a ε := −1 pro ε = −.

Definice 1.7.14 (sdružené rozvoje) Dva rozvoje ρ 6= ρ′ jsou sdružené, po-
kud {ρ, ρ′} = {0.00 . . . ,−0.00 . . . } nebo pokud maj́ı následuj́ıćı tvar. Pro ρ
existuje m ∈ Z s m ≤ n, že ak = 9 pro každé k ≤ m a když m < n, pak
am+1 < 9. Pokud m < n, pak n′ = n a ρ′ má cifry a′k = 0 pro každé k ≤ m
a a′m+1 = am+1 + 1. Pokud m = n, pak n′ = n + 1, a′k = 0 pro každé k ≤ m
a a′m+1 = 1. Znaménko a nezmı́něné cifry se v ρ a ρ′ shoduj́ı.

Př́ıklady těchto sdružených rozvoj̊u {ρ, ρ′} jsou

{−23.5699 . . . , −23.5700 . . . } a {999.99 . . . , 1000.00 . . . } .

Jiným př́ıkladem jsou známé
”
paradoxńı“ — viz [1] — sdružené rozvoje

{κ, κ′} = {0.99 . . . , 1.00 . . . } .

Podle následuj́ıćı věty se F (κ) = F (κ′) = 1R, i když κ 6= κ′.

Úloha 1.7.15 Dokažte, že dvojic sdružených rozvoj̊u je spočetně mnoho.
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Věta 1.7.16 (R a R) Hořeǰśı zobrazeńı F : R → R je surjektivńı a téměř in-
jektivńı. Pro každé dva rozvoje ρ, ρ′ ∈ R totǐz plat́ı ekvivalence

F (ρ) = F (ρ′) ⇐⇒ ρ = ρ′ nebo {ρ, ρ′} jsou sdružené rozvoje .

Tuto větu dokážeme v odd́ılu 2.5.

• Nespočetnost R. Ted’ dokážeme, že reálná č́ısla jsou nespočetná.

Důsledek 1.7.17 (daň za úplnost) Neexistuje funkce z N na R. Reálná č́ısla
tvoř́ı nespočetnou množinu.

Důkaz. Prvky v R bereme podle předešlé věty jako rozvoje. Vezmeme množinu
rozvoj̊u

X = {0 . a−1 a−2 . . . a−m . . . | a−m ∈ {0, 1}, m ∈ N} .

Zúžeńı F |X je d́ıky této větě prosté a pro y ∈ Y = F [X] ⊂ R jako F−1(y)
označ́ıme to jediné x ∈ X, že F (x) = y. Tedy F−1 : Y → X je bijekce.

Pro spor necht’ f : N → R je na. Tedy máme surjekci f0 : N → Y . Zřejmě
také máme bijekci g : X → {0, 1}N. Máme tedy surjekci

h = g(F−1(f0)) : N→ {0, 1}N ,

ve sporu s d̊usledkem 1.7.11 2

Úloha 1.7.18 Proč máme surjekci f0? Proč máme bijekci g? Proč je funkce h
surjekce?

Důkladný a moderńı pohled na nespočetnost R poskytuje článek [122]. Vycháźı
ale z duálńı formulace nespočetnosti R: neexistuje injekce z R do N.
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Kapitola 2

Množiny, č́ısla, pravda

V této kapitole rozvineme témata prvńı přednášky a probereme daľśı. Začneme
odd́ılem 2.1 o axiomatické naivńı teorii množin. Dokážeme Cantor–Bernsteinovu
větu 2.1.2 a poṕı̌seme čtyři úrovně teoríı množin. Uvedeme sedm axiomů ...
a dvě schemata axiomů teorie množin. V odd́ılu 2.2 vybudujeme aritmetiku
a uspořádáńı přirozených č́ısel N0, které jsme vytvořili jako ω v předešlém
odd́ılu. Odd́ıl 2.3, resp. 2.4, je věnován celým, resp. racionálńım, č́ısl̊um.

2.1 Axiomatická naivńı teorie množin

Ted’ dokážeme, že každá dědičně konečná množina se dá skutečně zapsat d̊usledným
úplným výčtem prvk̊u.

Věta 2.1.1 (Königovo lemma) Pro každou dědičně konečnou množinu x je
množina P (x) = {y | y lež́ı pod x} konečná a každý jej́ı prvek y ∈ P (x) má
konečnou násobnost m(y).

Důkaz.
2

Odd́ıl začneme d̊ukazem Cantor–Bernsteinovy věty, kterou budeme potřeboval
pro d̊ukaz věty 8.2.4 o počtu spojitých funkćı.

Věta 2.1.2 (Cantor–Bernsteinova 1) Necht’ X a Y jsou množiny a existuj́ı
injekce f : X → Y a g : Y → X. Potom existuje bijekce h : X → Y , pro kterou
nav́ıc plat́ı, že pro každé x ∈ X se h(x) rovná f(x) nebo g−1(x).

Důkaz. Búno X,Y 6= ∅. Pro každý prvek x ∈ X (resp. x ∈ Y ) definujeme
konečnou či nekonečnou, ale vždy neprázdnou posloupnost SX(x) (resp. SY (x))
rovnou

(a1, a2, . . . ) ⊂ X ∪ Y
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tak, že a1 := x a dále stř́ıdavě a2 := g−1(a1), a3 := f−1(a2), a4 := g−1(a3),
. . . (resp. a2 := f−1(a1), a3 := g−1(a2), a4 := f−1(a3), . . . ) dokud tyto prvky
existuj́ı. Funkci h : X → Y definujeme předpisem

h(x) :=

{
f(x) . . . SX(x) má lichou délku a
g−1(x) . . . SX(x) má sudou délku nebo je nekonečná .

Ukážeme, že h je bijekce; tvrzeńı o hodnotách h zřejmě plat́ı. Funkce h má jistě
definičńı obor X. Funkce f a g−1 jsou prosté, takže pokud h neńı prostá, existuj́ı
r̊uzné prvky x, x′ ∈ X, že SX(x′) má sudou nebo nekonečnou délku, SX(x) má
lichou délku a

f(x) = g−1(x′) .

Vzhledem k rovnosti x = f−1(g−1(x′)) se obě délky lǐśı o 2 a máme spor.
Podobně dokážeme surjektivitu h. Necht’ y ∈ Y je libovolný prvek. Uváž́ıme
posloupnost SY (y). Pokud má lichou nebo nekonečnou délku, má SX(x), kde
x := g(y), sudou nebo nekonečnou délku a h(x) = g−1(x) = y. Pokud SY (y) má
sudou délku, existuje prvek x := f−1(y), posloupnost SX(x) má lichou délku
a opět h(x) = f(x) = y. 2

Probereme čtyři pojet́ı množin. S rostoućı mı́rou přesnosti to je

• naivńı teorie množin,

• axiomatická naivńı teorie množin,

• formalizovaná teorie množin a

• literárńı teorie množin.

Naivńı teorie množin je založená na p̊uvodńıch Cantorových množinách, jak
jsme se s nimi setkali třeba v předchoźı kapitole. Vı́ceméně všichni matematici
a matematičky, s výjimkou logik̊u a množinář̊u, tak s množinami pracuj́ı. Každý
samozřejmě v́ı, že existuje nějaká axiomatická/formalizovaná teorie množin,
protože to dnes patř́ı k všeobecnému matematickému vzděláńı, ale nikdo si při
sjednocováńı dvou množin neláme hlavu s nějakými axiomy.

V axiomatické naivńı teorii množin si už uvědomujeme
Přejdeme k samotným množinovým axiomům, což budou intuitivně pojaté

axiomy ZFC.

Axiom 2.1.3 (axiom extenzionality) Dvě množiny a & b se rovnaj́ı, a = b,
právě když maj́ı stejné prvky, to jest

∀ c
(
c ∈ a ⇐⇒ c ∈ b

)
.

Axiom 2.1.4 (axiomy) Axiomatická naivńı teorie množin má následuj́ıćıch
nekonečně (ale jen spočetně) mnoho axiom̊u.

Axiom dvojice. Pro každé dvě množiny a & b existuje množina {a, b}, jej́ı̌z
prvky jsou právě a jenom množiny a & b.
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Schema axiomů vyděleńı. Necht’

ϕ(x, v1, . . . , vn)

je množinová formule s uvedenými volnými množinovými proměnnými.
Pak pro každé množiny v1, . . . , vn & každou množinu a existuje množina

{x ∈ a | ϕ(x, v1, . . . , vn)} .

Axiom sumy. Pro každou množinu a existuje množina⋃
a := {x | ∃ b

(
x ∈ b ∈ a

)
} .

Axiom potence. Pro každou množinu a existuje množina

P(a) := {x | ∀ y
(
y ∈ x⇒ y ∈ a

)
} .

Axiom nekonečna. Existuje množina a, že

∅ ∈ a ∧ ∀x
(
x ∈ a⇒ x ∪ {x} ∈ a

)
.

Schema axiomů nahrazeńı. Necht’

ϕ(x, y, v1, . . . , vn)

je množinová formule s uvedenými volnými množinovými proměnnými,
která má funkcionálńı vlastnost x 7→ y, tedy že pro každé množiny v1, . . . ,
vn, x existuje právě jedna množina y, že plat́ı ϕ(x, y, v1, . . . , vn). Pak pro
každé množiny v1, . . . , vn & pro každou množinu a existuje množina

{y | ∃x
(
x ∈ a ∧ ϕ(x, y, v1, . . . , vn)

)
} .

Axiom regularity (fundovanosti). Každá množina a 6= ∅ má ∈-minimálńı
prvek.

Axiom výběru (AC). Pro každou množinu a 6= ∅, že ∅ 6∈ a, existuje taková
funkce

f : a→
⋃
a, že ∀x ∈ a

(
f(x) ∈ x

)
.

To jsou tedy slavné axiomy (axiomatické naivńı) teorie množin. Řada záležitost́ı
v nich zjevně volá po vysvětleńı.

Definice 2.1.5 (konečné množiny) Množina X je konečná, pokud plat́ı im-
plikace

∀ f
(
f : X → X je injekce ⇒ f je surjekce

)
.

Tvrzeńı 2.1.6 (o podmnožinách ω) Každá podmnožina a ⊂ ω je v bijekci
s ω nebo s nějakým konečným ordinálem α ∈ ω.
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Důkaz.
2

Připomı́náme definice: konečná množina je v bijekci s nějakým konečným
ordinálem α ∈ ω, spočetná množina je v bijekci s ω a nejvýše spočetná množina
je konečná nebo spočetná.

Tvrzeńı 2.1.7 (pomoćı surjekćı) Množina a je nejvýše spočetná, právě když
existuje surjekce z ω na a. Pro a = ∅ tato surjekce je ∅.

Důkaz. Necht’ a je nejvýše spočetná, takže máme bijekci f : α→ a, kde α ∈ ω
nebo α = ω. Pro α = 0 a α = ω je f hledaná surjekce. Pro 0 6= α ∈ ω funkci
f snadno rozš́ı̌ŕıme na surjekci hodnotami f(x) := b pro x ∈ ω \ α a libovolnou
b ∈ a.

Necht’ f : ω → a je na. Pro a = ∅ je funkce f = ∅ bijekce mezi a a 0. Pro
a 6= ∅ definujeme injekci g : a→ ω pomoćı

g(x) := min
∈

(
f−1[{x}]

)
.

Podle tvrzeńı 2.1.6 existuje bijekce h : g[a]→ α, kde α ∈ ω nebo α = ω. Složená
funkce h(g) je bijekce z a do α. Tedy a je nejvýše spočetná. 2

Dokážeme základńı výsledek o spočetnosti.

Věta 2.1.8 (malé sumy) Suma nejvýše spočetné množiny nejvýše spočetných
množin je nejvýše spočetná množina.

Na větě je dobře vidět nedostatečnost axiomatické naivńı teorie množin a nut-
nost formalizace. Intuitivńı zněńı věty je totiž nutné nejprve přesněji vyložit. Da-
nou množinu označ́ıme jako a. Předpokládá se ve zněńı věty o nejvýše spočetné
množině a, že množiny b ∈ a jsou (stejnoměrně) nejvýše spočetné, tedy

∃ f
(
f je funkce definovaná na a & ∀ b ∈ a

(
f(b) je funkce z ω na b

))
,

nebo že množiny b ∈ a jsou (bodově) nejvýše spočetné, tedy

∀ b ∈ a ∃
(
funkce z ω na b

)
?

Asi se po chv́ıli přiklońıme ke druhé, bodové interpretaci: je-li V vlastnost
množin a zápis V (x) znamená, že množina x má vlastnost V , pak předpoklad,
že množina a se skládá (jen) z množin s vlastnost́ı V , vylož́ıme formuĺı

∀ b ∈ a
(
V (b)

)
.

Uvid́ıme ale, že někteř́ı matematici uchopili větu 2.1.8 prvńım, stejnoměrným
zp̊usobem.

Důkaz věty 2.1.8. Což je na jednu stranu pochopitelné, protože pro d̊ukaz
věty stejnoměrnou interpretaci potřebujeme. My ale na druhou stranu vyjdeme
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z bodové interpretace, která ř́ıká, že pro danou nejvýše spočetnou množinu a je
pro každou b ∈ a množina

cb := {f | f : ω → b a je na}

neprázdná. Z množiny {cb | b ∈ a} źıskáme pomoćı axiomu výběru surjekce
{fb : ω → b | b ∈ a}, což je stejnoměrná interpretace. Máme také surjekci
e : ω → a. Z d̊ukazu věty 8.2.4 známe bijekci

g : ω → ω2, g(α) = (g1(α), g2(α)) = (β, γ), α = (2β + 1)2γ − 1 .

Pomoćı ńı dostáváme hledanou surjekci

h : ω →
⋃
a, h(α) := fe(g1(α))(g2(α))

(pro a = ∅ a a = {∅} máme
⋃
a = h = ∅). Takže

⋃
a je nejvýše spočetná

množina. 2

V matematické literatuře se lze setkat s d̊ukazy předešlé věty nepouž́ıvaj́ıćımi
AC. Někde v nich ale muśı být chyba nebo zádrhel, protože ve formalizované
teorii množin se dá dokázat, že tato věta je (v bodové interpretaci) bez AC
nedokazatelná. Uvedeme konkrétńı př́ıklad.

Holandský matematik B. L. van der Waerden (viz odd́ıl C.1) ṕı̌se na str. 26
ruského vydáńı [166] své známé učebnice algebry [174, 175] následuj́ıćı. (V [166]
se

”
spočetnou“ množinou rozumı́ nejvýše spočetná množina zde. Mohutnosti

množin se v [166] definuj́ı jako zde bijekcemi s přirozenými č́ısly. Následuj́ıćı
tvrzeńı ve skloněném fontu je tedy přesně věta 2.1.8.)

Sjednoceńı spočetné množiny spočetných množin je opět spočetné.

Důkaz. Dané množiny označ́ıme jakoM1,M2, . . . a prvky množiny
Mi jako mi1, mi2, . . .

Existuje jen konečně mnoho prvk̊u mik, pro něž i + k = 2; ana-
logicky existuje jen konečně mnoho prvk̊u, pro něž i + k = 3, atd.
Nejprve přeč́ıslujeme všechny prvky, pro něž i + k = 2 (např́ıklad
podle vzr̊ustaj́ıćıch hodnot i), potom (pomoćı následuj́ıćıch č́ısel)
přeč́ıslujeme prvky, pro něž i+ k = 3, atd. Při tom každý prvek mik

dostane nějaké č́ıslo a r̊uzné prvky budou mı́t r̊uzná č́ısla. Odtud
plyne tvrzeńı.

Axiom výběru se tu neobjevuje. V [166] se AC poprvé zmiňuje až na str. 246.
Kde se stala chyba? Chyba, a je to opravdu chyba, ve van der Waerdenově
d̊ukazu je ta, že větu o sjednoceńı spočetných množin interpretuje stejnoměrně.
Týž omyl, opět zaviněný stejnoměrnou interpretaćı, je v učebnici analýzy [107,
str. 20].

Jiný (a správný) d̊ukaz věty 2.1.8, založený na injekćıch, se nacháźı v klasické
učebnici teorie množin [20] B. Balcara a P. Štěpánka (viz odd́ıl C.1) na str. 102–
103. V trochu modifikované podobě ho ted’ předvedeme.
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Tvrzeńı 2.1.9 (pomoćı injekćı) Množina a je nejvýše spočetná, právě když
existuje injekce z a do ω. Pro a = ∅ tato injekce je ∅.

Důkaz. Necht’ a je nejvýše spočetná, takže máme bijekci f : a→ α, kde α ∈ ω
nebo α = ω. Tato funkce f je zřejmě hledaná injekce.

Necht’ f : a → ω je prostá. Podle tvrzeńı 2.1.6 existuje bijekce h : f [a] → α,
kde α ∈ ω nebo α = ω. Složená funkce h(f) je bijekce z a do α. Tedy a je
nejvýše spočetná. 2

Injektivńı d̊ukaz věty 2.1.8. Opět vyjdeme z bodové interpretace, která nyńı
prav́ı, že pro danou nejvýše spočetnou množinu a je pro každou b ∈ a množina

cb := {f | f : b→ ω a je prostá}

neprázdná. Z množiny {cb | b ∈ a} źıskáme pomoćı axiomu výběru injekce
{fb : b → ω | b ∈ a}. Máme také injekci e : a → ω. Z d̊ukazu věty 8.2.4 známe
bijekci

g : ω2 → ω, g(α, β) = γ, γ = (2α+ 1)2β − 1 .

Pomoćı ńı dostáváme hledanou injekci h :
⋃
a→ ω,

h(x) := g(e(b(x)), fb(x)(x)), b(x) := e−1[{min
∈

({e(b) | x ∈ b ∈ a})}] .

Pro a = ∅ a a = {∅} opět máme
⋃
a = h = ∅. Takže

⋃
a je nejvýše spočetná

množina. 2

2.2 Přirozená č́ısla

V tomto odd́ılu zavedeme přirozená č́ısla ω, aritmetické operace + a · a dobré
uspořádáńı < na ω. Dokážeme jejich základńı vlastnost́ı. Probereme také model
ω jako jednosměrky (jednosměrné cesty).

Jak v́ıme, množina I je induktivńı, když ∅ ∈ I a plat́ı implikace

x ∈ I ⇒ x ∪ {x} ∈ I .

Podle axiomu nekonečna alespoň jedna induktivńı množina existuje.

Definice 2.2.1 (přirozená č́ısla) Množina přirozených č́ısel je pr̊unik všech
induktivńıch množin,

ω :=
⋂
{I | I je induktivńı} .

Je to korektńı definice, množina ω
”
existuje“ d́ıky axiomu nekonečna a axiomu

definice množiny: je-li I induktivńı množina, pak

ω = {x ∈ I | ∀ y
(
y je induktivńı ⇒ x ∈ y

)
} .

Množina ω je induktivńı, protože pr̊unik induktivńıch množin je induktivńı.
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Tvrzeńı 2.2.2 (jedna vlastnost (ω,<)) Pro každá č́ısla k, l a m v ω je

k < m ⇐⇒ k + l < m+ l .

Důkaz.
2

2.3 Celá č́ısla

V tomto odd́ılu zavedeme celá č́ısla Z, aritmetické operace + a · na Z a lineárńı
uspořádáńı < na Z. Dokážeme jejich základńı vlastnost́ı. Probereme model Z
jako obousměrky (obousměrné cesty).

Monoidem Mm rozumı́me komutativńı monoid, algebraickou strukturu

Mm = (M, 0M , +)

s komutativńı a asociativńı operaćı +: M × M → M a neutrálńım prvkem
0M ∈M , který je zřejmě jednoznačně určený.

Dvojice v M2 = M ×M ṕı̌seme jako m rn := (m,n) pro m,n ∈M (symbol
r znamená formálńı rozd́ıl). Na M2 zavedeme relaci shodnosti ∼,

k r l ∼ m rn
def⇐⇒ k + n = l +m .

Je to relace ekvivalence.

Definice 2.3.1 (Grothendieckova grupa) Necht’ Mm = (M, 0M ,+) je mo-
noid. Grothendieckovou grupou MG obaluj́ıćı monoid Mm rozumı́me algebraic-
kou strukturu

MG = (M2/∼, 0G, +) ,

kde
0G := [(0M r 0M )]∼ = {m rm | m ∈M}

a operace + na M2/∼ je definovaná předpisem

[k r l]∼ + [m rn]∼ := [(k +m) r (l + n)]∼ .

Symbol + vlevo od := je zaváděné sč́ıtáńı v MG. Symboly + vpravo od :=
označuj́ı sč́ıtáńı v Mm.

O francouzském matematikovi A. Grothendieckovi ṕı̌seme v odd́ılu C.1.

Tvrzeńı 2.3.2 (je to komut. grupa) Grothendieckova grupa je komutativńı
grupa.
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Důkaz. Necht’ Mm, ∼ a MG jsou jako výše a necht’ k r l ∼ k′ r l′ a m rn ∼
m′ rn′, kde k, k′, l, l′, m, m′, n a n′ jsou v M . Pak k+l′ = k′+l a m+n′ = m′+n,
tedy (k+m)+(l′+n′) = (k′+m′)+(l+n), (k+m) r (l+n) ∼ (k′+m′) r (l′+n′)
a

[k r l]∼ + [m rn]∼ = [k′ r l′]∼ + [m′ rn′]∼ .

Sč́ıtáńı v MG je tedy definováno korektně. Jeho komutativita a asociativita
plynou snadno z komutativity a asociativity sč́ıtáńı v Mm. Neutralita prvku 0G

je jasná:

[k r l]∼ + 0G = [k r l]∼ + [0M r 0M ]∼ = [(k + 0M ) r (l + 0M )]∼ = [k r l]∼ .

Źıskali jsme aditivńı inverzy:

[k r l]∼ + [l r k]∼ = [(k + l) r (l + k)]∼ = 0G .

Takže MG je Abelova grupa. 2

Monoid Mm je do grupy MG vnořený isomorfismem

M 3 m 7→ [m r 0M ]∼ ∈M2/∼ .

Definice 2.3.3 (celá č́ısla) Aditivńı Abelova grupa celých č́ısel

ZAA := (Z, 0Z, +) ,

kde Z := ω2/∼, 0Z := [0 r 0]∼ a + je výše definované sč́ıtáńı na Z, je Grothen-
dieckova grupa obaluj́ıćı monoid (ω, 0,+).

Zbývaj́ı tři záležitosti. Jednak zavést násobeńı a uspořádáńı celých č́ısel. Pak
popsat jejich aritmetiku konkrétně a konečnými prostředky — když chceme
seč́ıst třeba 5 + (−13), jistě při tom nemysĺıme na nekonečné ekvivalenčńı tř́ıdy
[5 r 0]∼ a [0 r 13]∼. Konečně celá č́ısla poṕı̌seme jako oboustranně nekonečnou
cestu.

Pro k, l, m a n v ω definujeme

[k r l]∼ · [m rn]∼ := [(k ·m+ l · n) r (k · n+ l ·m)]∼ .

Symbol · vlevo od := představuje zaváděné násobeńı celých č́ısel. Symboly + a ·
vpravo od := označuj́ı sč́ıtáńı a násobeńı na ω. Uspořádáńı celých č́ısel je dáno
vztahem

[k r l]∼ < [m rn]∼
def⇐⇒ k + n ∈ m+ l .

Symbol < vlevo od ekvivalence je zaváděné uspořádáńı celých č́ısel.
Ukažme, že definice operace · a uspořádáńı < jsou korektńı. Necht’ k r l ∼

k′ r l′ a m rn ∼ m′ rn′ (k, k′, l, l′, m, m′, n a n′ jsou v ω). Tedy

(k ·m+ l · n) + (k′ · n+ l′ ·m) = (k′ ·m+ l′ · n) + (k · n+ l ·m) ,
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protože (k + l′)m = (k′ + l)m a (l + k′)n = (l′ + k)n, a [k r l]∼ · [m rn]∼ =
[k′ r l′]∼ · [m rn]∼. Podobně se dokáže, že [k r l]∼ · [m rn]∼ = [k r l]∼ · [m′ rn′]∼.
Tedy i [k r l]∼ · [m rn]∼ = [k′ r l′]∼ · [m′ rn′]∼.

Necht’ [k r l]∼ < [m rn]∼. Pak k + n < l + m ; k + l′ + n < l + l′ + m ;

k′+ l+n < l+ l′+m; k′+n < l′+m a [k′ r l′]∼ < [m rn]∼, d́ıky tvrzeńı 2.2.2.
Podobně se dokáže, že [k r l]∼ < [m′ rn′]∼. Tedy [k′ r l′]∼ < [m′ rn′]∼.

Tvrzeńı 2.3.4 (Z je UOI) Algebraická struktura

ZUOI := (Z, 0Z, 1Z, +, ·, <) ,

kde 1Z := [1 r 0]∼, je uspořádaný obor integrity.

Důkaz. Již jsme ukázali, že (Z, 0Z,+) je Abelova grupa. Komutativita a aso-
ciativita násobeńı v ZUOI a distributivńı zákon plynou hned z jejich platnosti
v ω. Necht’ [k r l]∼ a [m rn]∼ jsou v Z a

[k r l]∼ · [m rn]∼ = [(km+ ln) r (kn+ lm)]∼ = 0Z .

Řekněme, že k ≤ l a m ≤ n, ostatńı př́ıpady jsou podobné. Pak pomoćı odeč́ıtáńı
v ω dostaneme, že km+ ln = kn+ lm ; (l − k)(n−m) = 0. Protože ω nemá
dělitele nuly, k = l a [k r l]∼ = 0Z nebo m = n a [m rn]∼ = 0Z.

Zbývá dokázat, že < je lineárńı uspořádáńı a že plat́ı oba aritmetické axiomy
uspořádáńı. Ireflexivita < je zřejmá. Necht’ [k r l]∼ < [k′ r l′]∼ a [k′ r l′]∼ <
[m rn]∼. Tedy k + l′ < l + k′ a k′ + n < l′ + m. Pak k + l′ + n < l′ + m + l
a k + n < m+ l podle tvrzeńı 2.2.2. Tedy [k r l]∼ < [m rn]∼ a < je tranzitivńı.
Necht’ [k r l]∼ 6= [m rn]∼. Pak k+n 6= m+l. Necht’ k+n > m+l, druhý př́ıpad je
podobný. Tedy [k r l]∼ > [m rn]∼ a < je trichotomická. Necht’ [k r l]∼ < [m rn]∼
a [k′ r l′]∼ je libovolné celé č́ıslo. Pak k+n < l+m; k+k′+n+l′ < l+l′+m+k′

; [k r l]∼+[k′ r l′]∼ < [m rn]∼+[k′ r l′]∼, což dokazuje prvńı aritmetický axiom
uspořádáńı. Konečně necht’ [k r l]∼ > 0Z a [m rn]∼ > 0Z. Pak k > l a m > n.
Tedy (k− l)(m− n) > 0 a km+ ln > kn+ lm, takže [k r l]∼ · [m rn]∼ > 0Z. To
dokazuje druhý aritmetický axiom uspořádáńı. 2

Podobně jako ω je vzhledem k inkluzi nejmenš́ı induktivńı množina, ZUOI je až
na izomorfismus nejmenš́ı uspořádaný obor integrity. Nebudeme to dokazovat.

Tvrzeńı 2.3.5 (nejmenš́ı UOI) Pro každý UOI XUOI = (X, 0X , 1X ,+, ·, <)
existuje taková podmnožina Y ⊂ X, že zúžeńı XUOI |Y je UOI izomorfńı ZUOI.

Věta 2.3.6 (DK celá č́ısla) Existuje UOI XUOI = (X, 0X , 1X ,+, ·, <) izo-
morfńı ZUOI, jehož každý prvek x ∈ X je DK množina.

Důkaz.
2
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2.4 Zlomky

2.5 Dedekindova reálná č́ısla

D̊ukaz věty 1.7.16. Než se pust́ıme do Dedekindovy konstrukce reálných č́ısel,
dokážeme větu o korespondenci F Cantorových reálných č́ısel a rozvoj̊u.

1. Necht’ x := [(bk)]∼ ∈ R je Cantorovo reálné č́ıslo. Definujeme rozvoj

ρ = ε an an−1 . . . a0 . a−1 . . . ,

že F (ρ) = x. Když x < 0R, polož́ıme ε := −, jinak ε := ∅. Pokud |x| < 1, je
n := 0, a jinak je n to jediné n ∈ N0 s 10n ≤ |x| < 10n+1. Pokud |x| < 1,
vezmeme m ∈ Z, m ≤ 0, že 10m−1 ≤ |x| < 10m. Pokud toto m neexistuje,
x = 0R a polož́ıme m := −∞ a a0 = a−1 = · · · := 0. Jinak je m jednoznačné
a polož́ıme a0 = a−1 = · · · = am := 0. Pokud |x| ≥ 1, polož́ıme m := n a an ∈ [9]
je jednoznačná cifra splňuj́ıćı, že an10n ≤ |x| < (an + 1)10n. Necht’ m 6= −∞
a cifry rozvoje an, an−1, . . . , am už jsou definované. Polož́ıme m := m− 1, jako
am ∈ {0, 1, . . . , 9} definujeme jednoznačnou cifru splňuj́ıćı, že

am10m ≤ |x| −
∑n
j=m+1 aj10j < (am + 1)10m ,

a opakujeme to nekonečněkrát. T́ım je rozvoj ρ definovaný.
Ověř́ıme, že F (ρ) = x. Podle definice funkce F za definićı 1.7.13 se F (ρ) =

[p]∼, kde p = (pn, pn−1, . . . ) je Cauchyova posloupnost zlomk̊u(
εan10n, ε(an10n + an−110n−1), ε(an10n + an−110n−1 + an−210n−2), . . .

)
s ε := 1 pro ε = ∅ a ε := −1 pro ε = −. Podle definice rozvoje ρ pro každé
m ≤ n je 0 ≤ x− pm < 10m. Tedy (bk) ∼ p a x = [(bk)]∼ = [p]∼ = F (ρ).

2. Necht’ F (ρ) = F (ρ′) pro rozvoje ρ a ρ′. 2

S Cantorovými reálnými č́ısly z odd́ılu 1.6 je ta pot́ıž, že každé z nich je jako
ekvivalenčńı tř́ıda [(an)]∼ Cauchyových posloupnost́ı zlomk̊u (an) nespočetná
množina. My však chceme pracovat jen s následuj́ıćımi

”
skrz naskrz“ nejvýše

spočetnými množinami.

Definice 2.5.1 (DNS množiny) Řekneme, že množina x je dědičně nejvýše
spočetná, zkratkou DNS, pokud pro každé n ∈ ω a každý řetězec množin

xn ∈ xn−1 ∈ · · · ∈ x0 = x

je množina xn nejvýše spočetná. (Z předminulého odd́ılu v́ıme, že d́ıky axiomu
fundovanosti je každý takový řetězec konečný.)

Proč se nám vlastně neĺıb́ı nespočetné množiny? Protože téměř žádný prvek
v nich se nedá popsat konečnými prostředky. Nicméně jsou všeobecně akcepto-
vané, protože se zdá, že bez nich se v matematické analýze nelze nikam dostat
(např. každá funkce f : I → R, kde I ⊂ R je netriviálńı interval, je nespočetná
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množina). Ale to se jen zdá, v [91] ukazujeme, že většina teorie vyložené ve 14
přednáškových kapitolách v naš́ı učebnici se dá vybudovat jen s pomoćı DNS
množin.

Teorie reálných č́ısel jako DNS množin už samozřejmě existuje. Byla to
totiž úplně prvńı rigorózńı teorie reálných č́ısel, předložená R. Dedekindem (viz
odd́ıl C.1) v [51]. V tomto odd́ılu ji poṕı̌seme a přitom přidáme jednu inovaci.

Definice 2.5.2 (Dedekindova reálná č́ısla) Reálné č́ıslo je řez na množině
zlomk̊u Q. Řez je taková množina X ⊂ Q, že (i) X,Q\X 6= ∅, (ii) a ∈ Q, a < b,
b ∈ X ⇒ a ∈ X a (iii) X nemá v (Q, <) maximum. Množinu řez̊u označ́ıme
jako K.

Každý řez je patrně DNS množina.
Zmı́něná inovace je zobrazeńı G : C → K, kde pro racionálńı Cauchyovu

posloupnost (an) ∈ C definujeme hodnotu funkce G jako

G(an) := {a ∈ Q | ∃n0

(
n ≥ n0 ⇒ a < an}′ ,

přičemž čárka znamená, že př́ıpadný maximálńı prvek v množině {· · · } vy-
necháme. Řekneme, že množina G(an) je generovaná posloupnost́ı (an).

Tvrzeńı 2.5.3 (o funkci G) Funkce G je na K a pro každé dvě posloupnosti
(an), (bn) ∈ C plat́ı, že

G(an) = G(bn) ⇐⇒ (an) ∼ (bn) ,

kde ∼ je relace shodnosti na C z odd́ılu 1.6.

Důkaz.
2

Pomoćı funkce G zavedeme na K aritmetické operace a lineárńı uspořádáńı.
Začneme neutrálńımi prvky

0K := G(0, 0, . . . ) = {a ∈ Q | a < 0} a 1K := G(1, 1, . . . ) = {a ∈ Q | a < 1} .

Pro X,Y ∈ K vezmeme libovolné (an), (bn) ∈ C s X = G(an) a Y = G(bn)
a polož́ıme

X + Y := G(an + bn) a X · Y := G(anbn) .

Než budeme pokračovat dále, ověř́ıme, že tyto definice jsou korektńı.

2.6 Komplexńı č́ısla

Definujeme množinu komplexńıch č́ısel C. Je vybudována z množiny R. C má
dvě stěžejńı vlastnosti: vzhledem k přirozeně definovaným operaćım tvoř́ı těleso
a každý nekonstantńı komplexńı polynom má komplexńı kořen. Prvńı vlastnost
dokážeme zde a druhou v př́ı̌st́ım odd́ılu.
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Definice 2.6.1 (komplexńı č́ısla 1) Komplexńımi č́ısly rozumı́me algebraic-
kou strukturu C := (R2,+, ·) s binárńımi operacemi sč́ıtáńı + a násobeńı ·
danými předpisy

(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d) a (a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc) .

Definice 2.6.2 (komplexńı č́ısla 2) Mnohem častěji se použ́ıvá zápis kom-
plexńıch č́ısel (a, b) ∈ R2 jako formálńıch lineárńıch kombinaćı

C = {a+ bi | a, b ∈ R}

s reálnými koeficienty a, b & tzv. imaginárńı jednotkou i. V tomto zápisu se
komplexńı č́ısla sč́ıtaj́ı po složkách,

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i ,

a násob́ı se distributivně pomoćı identity i2 = i · i = −1,

(a+ bi) · (c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i .

Čtenářka snadno pozná, která znaménka +, popř. −, v předešlých dvou defi-
nićıch označuj́ı reálné sč́ıtáńı a která jsou jen odděluj́ıćımi značkami.

Komplexńı nulu a komplexńı jedničku definujeme jako

0C = 0 := 0 + 0i = (0, 0) a 1C = 1 := 1 + 0i = (1, 0).

Věta 2.6.3 (C je těleso) Vzhledem k uvedeným neutrálńım prvk̊um a vzhle-
dem k uvedeným operaćım tvoř́ı komplexńı č́ısla (R2, 0C, 1C,+, ·) těleso.

Důkaz. Vyjdeme z toho, že reálná č́ısla (R, 0, 1,+, ·) tvoř́ı těleso. Sč́ıtáńı kom-
plexńıch č́ısel je sč́ıtáńı dvojic v R2 po složkách, z čehož snadno plyne neutralita
komplexńı nuly, jeho asociativita a komutativita a existence aditivńıch inverz̊u:
−(a+ bi) = −a− bi.

Neutralita komplexńı jedničky je zřejmá:

(1 + 0i) · (a+ bi) = (1a− 0b) + (1b+ 0a)i = a+ bi .

Dokážeme komutativitu a asociativitu komplexńıho násobeńı. Rovnosti

(a+ bi) · (c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

= (ca− db) + (da+ cb)i = (c+ di) · (a+ bi)

a (
(a+ bi) · (c+ di)

)
· (e+ fi) =

(
ac− bd+ (ad+ bc)i

)
· (e+ fi) =

= (ac− bd)e− (ad+ bc)f +
(
(ac− bd)f + (ad+ bc)e

)
i =

= ace− bde− adf − bcf + (acf − bdf + ade+ bce)i =

= a(ce− df)− b(cf + de) +
(
a(cf + de) + b(ce− df)

)
i =

= (a+ bi) ·
(
ce− df + (cf + de)i

)
= (a+ bi) ·

(
(c+ di) · (e+ fi)

)
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plat́ı d́ıky komutativitě a asociativitě reálného sč́ıtáńı a násobeńı a distributi-
vitě reálného násobeńı vzhledem ke sč́ıtáńı. Podobně plyne distributivita kom-
plexńıho násobeńı vzhledem ke sč́ıtáńı:

(a+ bi) ·
(
(c+ di) + (e+ fi)

)
= (a+ bi) ·

(
c+ e+ (d+ f)i

)
=

= a(c+ e)− b(d+ f) +
(
a(d+ f) + b(c+ e)

)
i =

= ac+ ae− bd− bf + (ad+ af + bc+ be)i =

=
(
ac− bd+ (ad+ bc)i

)
+
(
ae− bf + (af + be)i

)
=

= (a+ bi) · (c+ di) + (a+ bi) · (e+ fi) .

Konečně se lehce vid́ı, že komplexńı č́ıslo a+ bi 6= 0 má multiplikativńı inverz

a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

i =

(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
.

2

Závěrem stoj́ı za zmı́nku, že těleso reálných č́ısel R je vnořené zobrazeńım

R 3 a 7→ a+ 0i = (a, 0) ∈ C

do tělesa komplexńıch č́ısel C jako podtěleso.

2.7 Základńı věta algebry

Dokážeme Základńı větu algebry (Zvalg), že každý nekonstantńı komplexńı poly-
nom má kořen. Ale co jsou komplexńı polynomy? Totéž co reálné polynomy v de-
finici 5.4.26, pouze reálné konstantńı funkce rozš́ı̌ŕıme do komplexńıch a totéž
provedeme s identickou funkćı.

Definice 2.7.1 (komplexńı polynomy) Komplexńı polynom je každá funkce
p : C→ C, která vznikne konečně mnoha užit́ımi dvou následuj́ıćıch pravidel.

1. Konstantńı funkce fu : C → {u}, u ∈ C, a identická funkce idC(z) =
z : C→ C jsou komplexńı polynomy.

2. Jsou-li p a q komplexńı polynomy, jejich součet p + q a součin pq = p · q
je také komplexńı polynom.

Množinu komplexńıch polynom̊u označ́ıme jako C[z].

Konstantńı funkce f0 je nulový (komplexńı) polynom. Konstantńı funkce fu,
u ∈ C, jsou konstantńı (komplexńı) polynomy, ostatńı komplexńı polynomy
jsou nekonstantńı. Č́ıslo u ∈ C je kořenem komplexńıho polynomu p(z), po-
kud p(u) = 0. Ted’ už tedy v́ıme, co Zvalg ř́ıká: pro každý p ∈ C[z], p 6= fu pro
každé u ∈ C, existuje v ∈ C, že p(v) = 0. Následuj́ıćı tvrzeńı jednoduše vyplývá
z definice komplexńıch polynomů.
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Tvrzeńı 2.7.2 (okruh komplexńıch polynomů) Algebraická struktura

C[z]ok := (C[z], f0, f1, +, ·)

je komutativńı okruh s jedničkou. Sč́ıtáńı a násobeńı v něm je obvyklé bodové
sč́ıtáńı a násobeńı funkćı.

Z definice už ale třeba jednoduše neplyne, že C[z]ok je obor integrity, to
jest pro každé dva polynomy p, q ∈ C[z] plat́ı, že pq = f0 ⇒ p = f0 nebo
q = f0. Jednoduše to ale plyne z kanonického tvaru komplexńıch polynomů. Je
analogický kanonickému tvaru reálných polynomů v tvrzeńı 5.4.28.

Tvrzeńı 2.7.3 (kanonický tvar komplexńıch polynomů) Pro každý nenu-
lový polynom p ∈ C[z] existuj́ı jednoznačně určená č́ısla n ∈ N0 & a0, a1, . . . ,
an v C, an 6= 0, že

∀ z ∈ C
(
p(z) =

∑n
j=0 ajz

j
)
.

Sč́ıtanec je zde samozřejmě faj · id
j
C. Důkaz je stejný jako pro tvrzeńı 5.4.28,

indukćı podle složitosti definice daného polynomu. Jednoznačnost koeficient̊u aj
plyne jako pro reálné polynomy z horńıho odhadu deg p := n na počet kořen̊u
nenulového polynomu p.

Věta 2.7.4 (Zvalg) Každý nekonstantńı komplexńı polynom p(z) má kořen,
č́ıslo u ∈ C, pro něž p(u) = 0.

Budeme pracovat v normovaném tělese komplexńıch č́ısel

Cnte = (C, 0, 1, +, ·, | · |) ,

přičemž definici normy | · | a jej́ı vlastnosti připomeneme. Zvalg dokážeme jen
pomoćı topologické struktury definované normou. Nepoužijeme ani komplexńı
exponenciálu, ani reálný sinus či kosinus. Důkaz provedeme ve dvou kroćıch.
V prvńım kroku dokážeme, že když v C existuj́ı všechny odmocniny, to jest
když každý polynom zn + a0, n ∈ N, má kořen, pak Zvalg plat́ı. Ve druhém
kroku dokážeme existenci těchto odmocnin.

Norma
|z| = |a+ bi| ∈ [0, +∞)

komplexńıho č́ısla z = a+ bi je definovaná předpisem

|a+ bi| :=
√
a2 + b2 .

Existence (druhé) reálné odmocniny
√
a : [0, +∞)→ [0, +∞)

tu snadno plyne pomoćı Bolzano–Cauchyovy věty 1.6.15. Patrně |z|2 = zz, kde
z = a+ bi := a− bi je č́ıslo komplexně sdružené k z. Norma je tedy multiplika-
tivńı: když u, v ∈ C, pak

|uv| = |u · v| = |u| · |v| .
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Je jasné, že |z| = 0, právě když z = 0. Dokážeme trojúhelńıkovou nerovnost

|u+ v| ≤ |u|+ |v| .

Necht’ v = a + bi a u 6= 0, pro u = 0 nerovnost plat́ı triviálně. Můžeme
předpokládat, že u = 1: nerovnost vynásob́ıme č́ıslem |1/u| = 1/|u| a použijeme
multiplikativitu. Dokazujeme tak, že pro každé a, b ∈ R je√

(1 + a)2 + b2 ≤ 1 +
√
a2 + b2 .

Což je ekvivalentńı nerovnosti 2a ≤ 2
√
a2 + b2, která zjevně plat́ı.

Pro posloupnost (zn) ⊂ C a z ∈ C ṕı̌seme lim zn = z a řekneme, že (zn) má
limitu z, pokud

∀ ε ∃n0

(
n ≥ n0 ⇒ |zn − z| < ε

)
.

Komplexńı posloupnosti s limitou jsou konvergentńı. Patrně

lim(an + bni) = a+ bi ⇐⇒ lim an = a a lim bn = b .

Množina X ⊂ C je kompaktńı, má-li každá posloupnost (zn) ⊂ X konvergentńı
podposloupnost (zmn) s lim zmn ∈ X. Ukážeme, že pro libovolná reálná č́ısla
α ≤ α′ a β ≤ β′ je obdélńık

R := {a+ bi | α ≤ a ≤ α′ ∧ β ≤ b ≤ β′} ⊂ C

kompaktńı množina. Je-li (an + bni) ⊂ R libovolná posloupnost, pak (an) ⊂
[α, α′] a má podle Bolzano–Weierstrassovy věty konvergentńı podposloupnost
(amn

) s limitou a ∈ [α, α′]. Stejně tak má (bmn
) konvergentńı podposloupnost

(bmkn
) s limitou b ∈ [β, β′]. Podle hořeǰśı ekvivalence máme, že

lim
(
amkn

+ bmkn
i
)

= a+ bi ∈ R .

Necht’ X ⊂ C. Funkce f = f(z) : X → C je spojitá, pokud

∀u ∈ X ∀ ε ∃ δ
(
z ∈ X ∧ |z − u| < δ → |f(z)− f(u)| < ε

)
.

Ekvivalentně řečeno, f : X → C je spojitá funkce, pokud

∀ (zn) ⊂ X ∀ z ∈ X
(

lim zn = z ⇒ lim f(zn) = f(z)
)
.

Stejně jako v reálném př́ıpadu je zúžeńı spojité komplexńı funkce spojité.
R bereme jako podmnožinu C a dokážeme, že každá spojitá funkce

f : X → R

definovaná na neprázdné kompaktńı množině X ⊂ C nabývá svou nejmenš́ı
hodnotu:

∃u ∈ X ∀ v ∈ X
(
f(u) ≤ f(v)

)
.

Kdyby obraz f [X] ⊂ R byl zdola neomezený, existovala by taková posloupnost
(zn) ⊂ X, že lim f(zn) = −∞. Podle kompaktnosti X by pak ale existovala
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konvergentńı podposloupnost (zmn
) s limitou u ∈ X. Ze spojitosti f by byla

lim f(zmn
) = f(u), ve sporu s t́ım, že též lim f(zmn

) = −∞. Takže množina
f [X] je zdola omezená a máme reálné č́ıslo

A := inf(f [X]) .

Podle aproximace infima existuje posloupnost (zn) ⊂ X, že

lim f(zn) = A .

Podle kompaktnosti X existuje konvergentńı podposloupnost (zmn
) s limitou

u ∈ X. Ze spojitosti f je lim f(zmn) = f(u). Tedy f(u) = A a f(u) = A ≤ f(v)
pro každé v ∈ X, protože A je infimum množiny f [X].

Jsme připraveni na prvńı redukčńı krok d̊ukazu Zvalg.

Tvrzeńı 2.7.5 (redukce) Pokud pro každé n ∈ N a každé u ∈ C má rovnice
zn = u řešeńı z ∈ C, pak každý nekonstantńı komplexńı polynom má kořen.

Důkaz. Necht’ p(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n, aj ∈ C, n ∈ N a an 6= 0, je nekon-

stantńı komplexńı polynom. Z předpokladu odvod́ıme, že má kořen. Použijeme
spojitou funkci

f(z) := |p(z)| : C→ [0,+∞)

a najdeme u ∈ C, že f(u) = 0. Pak i p(u) = 0 a u je kořen polynomu p(z).
Necht’ reálné č́ıslo K > 0 je tak velké, že když |z| ≥ K, pak

|an| · |z|n

2
≥ |a0| a

n−1∑
j=0

|aj | · |z|j−n ≤
|an|

2
.

Tedy

|z| ≥ K ⇒ f(z) = |p(z)| ≥ |z|n
(
|an| −

n−1∑
j=0

|aj | · |z|j−n
)
≥ |a0| = f(0) .

Vezmeme obdélńık

R := {a+ bi | −K ≤ a, b ≤ K} ⊂ C .

Patrně z ∈ C \ R ⇒ |z| > K. Z hořeǰśı př́ıpravy v́ıme, že R je kompaktńı
množina a že tak existuje u ∈ R, pro něž f(u) ≤ f(v) pro každé v ∈ R. Protože
0 ∈ R, je f(u) ≤ f(0). Podle hořeǰśıho odhadu tedy dokonce

∀ v ∈ C
(
f(u) ≤ f(v)

)
a f(u) je nejmenš́ı hodnota funkce f(z) na celé komplexńı rovině C.

Pomoćı předpokladu o n-tých odmocninách ukážeme, že f(u) = 0. Za t́ım
účelem polynom p(z)

”
přecentrujeme“ z 0 do u: vyjádř́ıme ho mı́sto v bázi

{zj | j ∈ N0} v bázi {(z − u)j | j ∈ N0} jako lineárńı kombinaci

p(z) =

n∑
j=0

bj(z − u)j , bj ∈ C a bn = an .
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Pro spor předpokládáme, že f(u) = |p(u)| = |b0| > 0. Pobĺıž u nalezneme v ∈ C,
že f(v) = |p(v)| < |b0| = f(u), což bude spor, a tedy f(u) = 0.

Polynom p(z) naṕı̌seme ve tvaru

p(z) = b0 + bk(z − u)k + bk+1(z − u)k+1 + · · ·+ bn(z − u)n︸ ︷︷ ︸
q(z)

,

kde b0 6= 0, k ∈ N a bk 6= 0. Použijeme předpoklad o odmocninách a vezmeme
takové č́ıslo α ∈ C, že

αk = − b0
bk

.

Je jasné, že pro z → u je q(z) = o((z − u)k). Vezmeme tedy č́ısla δ ∈ (0, 1)
a v := u+ δα ∈ C tak, že

|q(v)| ≤ |b0| ·
δk

2
.

Pak ale

f(v) = |p(v)| = |b0 + bkδ
kαk + q(v)| ≤ |b0 + bkδ

kαk|+ |q(v)|
= |b0 − b0δk|+ |q(v)| = |b0|(1− δk) + |q(v)|
≤ |b0|(1− δk/2)

< |b0| = f(u)

a f(v) < f(u), jak jsme chtěli. 2

Druhý krok d̊ukazu Zvalg si žádá daľśı př́ıpravu. Pro reálné r > 0 a u ∈ C
se množina

B(u, r) := {v ∈ C | |v − u| < r}

nazývá (otevřenou) kouĺı (se středem u a poloměrem r). Vždy u ∈ B(u, r), takže
B(u, r) 6= ∅. Množina X ⊂ C je otevřená, pokud

∀u ∈ X ∃ r
(
B(u, r) ⊂ X

)
.

Lehce se vid́ı, že množiny ∅ a C jsou otevřené, že každá koule je otevřená, že
sjednoceńı libovolně mnoha otevřených množin je otevřená množina a že pr̊unik
konečně mnoha otevřených množin je otevřená množina. Dále neńı těžké vidět,
že pro každou množinu X ⊂ C plat́ı, že

funkce f : X → C je spojitá ⇐⇒
⇐⇒ ∀ otevřenou A ∃ otevřená B

(
f−1[A] = X ∩B

)
.

Množina X ⊂ C je nesouvislá, pokud existuj́ı takové otevřené množiny
A,B ⊂ C, že

(X ⊂ A ∪B) ∧ (X ∩A 6= ∅ 6= X ∩B) ∧ (X ∩A ∩B = ∅) .
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V této situaci řekneme, že A a B trhaj́ı X. Jinak, pokud takové množiny A
a B neexistuj́ı, je množina X souvislá. Zde je jednoduchá konstrukce souvislých
množin: plat́ı, že

X,Y ⊂ C jsou souvislé a X ∩ Y 6= ∅ ⇒ X ∪ Y je souvislá .

Lehce se totiž vid́ı, že kdyby A a B trhaly množinu X ∪ Y , musely by trhat
množinu X nebo množinu Y .

Ukážeme, že každý reálný interval I = [a, b] ⊂ C je souvislý. Necht’ pro spor
A a B trhaj́ı I. Můžeme patrně předpokládat, že a ∈ A a b ∈ B. Necht’

c := sup(A ∩ I) ∈ [a, b] .

Pokud c ∈ A, je c < b podle otevřenosti B. Podle otevřenosti A ale i každé
c′ ∈ I s c < c′ < b a dostatečně bĺızké c lež́ı v A. To je spor s t́ım, že c má být
horńı mez množiny A ∩ I. Pokud c ∈ B, je podobně a < c. Podle otevřenosti B
ale i každé c′ ∈ I s a < c′ < c a dostatečně bĺızké c lež́ı v B, tedy mimo A. To
je spor s aproximačńı vlastnost́ı suprema c.

Ukážeme, že spojitý obraz souvislé množiny je souvislý. Když X ⊂ C je
souvislá množina a f : X → C je spojitá funkce, je f [X] souvislá množina.
Kdyby A a B trhaly f [X], podle hořeǰśı ekvivalentńı formulace spojitosti by
jisté dvě otevřené množiny přǐrazené k f−1[A] a k f−1[B] trhaly X.

Dokážeme, že jednotková kružnice

S := {z ∈ C | |z| = 1} ⊂ C

je souvislá množina. Necht’ I := [−1, 1] ⊂ C a funkce f+, f− : I → C jsou dané
vzorci

f±(t) = t± i
√

1− t2 .
Jsou patrně spojité a protože I je souvislá množina, obě polokružnice S± :=
f±[I] jsou souvislé. Z S+ ∩ S− 6= ∅ podle hořeǰśı konstrukce plyne, že množina
S = S+ ∪ S− je souvislá. Tot’ vše, co pro druhý krok d̊ukazu potřebujeme.

Tvrzeńı 2.7.6 (existence odmocnin) V C existuj́ı všechny odmocniny, pro
každé n ∈ N a každé u ∈ C rovnice zn = u má řešeńı z ∈ C.

Důkaz. Existenci n-té odmocniny z u nejprve dokážeme ve dvou speciálńıch
př́ıpadech: (i) když u ≥ 0 je nezáporné reálné č́ıslo a (ii) když n = 2. Pro
n = 1 ovšem také triviálně existuje. Př́ıpad (i) je vyřešený Bolzano–Cauchyovou
větou 1.6.15. (ii) Necht’ n = 2 a u = a + bi ∈ C. Hledáme v = c + di ∈ C, že
(c+ di)2 = a+ bi, aby tedy platila soustava rovnic (a, b, c, d ∈ R)

c2 − d2 = a ∧ 2cd = b .

Prvńı rovnici vynásob́ıme 4c2, přičteme čtverec druhé rovnice a dostaneme rov-
nici 4c4 = 4c2a+ b2, tj. kvadratickou rovnici 4(c2)2 − 4ac2 − b2 = 0 v neznámé
c2. Pro c pak máme řešeńı

c = ±

√
1

8

(
4a+

√
16a2 + 16b2

)
= ±

√√
a2 + b2 + a√

2
∈ R .
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Podobné úpravy vedou k

d = ±
√√

a2 + b2 − a√
2

∈ R .

Tyto hodnoty c a d splňuj́ı prvńı rovnici soustavy s jakoukoli volbou znamének.
Druhou rovnici splňuj́ı pro b ≥ 0 se znaménky shodnými a pro b < 0 s opačnými.

Př́ıpady (i) a (ii) nám umožňuj́ı redukovat řešeńı rovnice zn = u s danými
u ∈ C a n ∈ N na situaci, že |u| = 1 a n je liché č́ıslo. Plyne to jednoduše
z vyjádřeńı libovolného n ∈ N jako n = 2kl, kde k ∈ N0 a l ∈ N je liché č́ıslo,
a z rovnosti |u/|u|| = 1 platné pro každé nenulové u ∈ C.

Bud’ tedy dáno liché n ∈ N a u ∈ C s |u| = 1. Č́ıslo u lež́ı na jednotkové
kružnici S ⊂ C a hledáme takové z ∈ S, že zn = u. Potřebujeme dokázat, že
spojitá funkce

f(z) = zn : S → S

je na. Dı́ky lichému exponentu n se f(−z) = −f(z). Pro spor necht’ f neńı na
a tedy existuje bod

w ∈ S \ f [S] .

Pak i −w ∈ S \ f [S]. Necht’ ` ⊂ C je př́ımka jdoućı body w a −w. Dostáváme
rozklad

C = A ∪ ` ∪B

komplexńı roviny C na př́ımku ` a dvě otevřené poloroviny A a B tvoř́ıćı jej́ı
doplněk do C. Jistě

(A ∪B) ∩ S = S \ {w,−w}, A = −B := {−z | z ∈ B}

a
{1,−1} ⊂ f [S] ∩ (A ∪B) .

Vid́ıme, že A a B trhaj́ı množinu f [S] a ta je nesouvislá. To je ale spor. Jak
v́ıme, množina S je souvislá, takže i množina f [S] je souvislá jako obraz sou-
vislé množiny spojitým zobrazeńım. Proto f [S] = S a každé u ∈ S má n-tou
odmocninu. 2

Tvrzeńı 2.7.5 a 2.7.6 dohromady dokazuj́ı větu 2.7.4. Nepoužili jsme expo-
nenciálńı funkci ani sinus či kosinus, s jejichž pomoćı se obvykle existence kom-
plexńıch odmocnin zd̊uvodňuje. Předvedli jsme, jak se Zvalg dá dokázat bez
těchto speciálńıch funkćı, jen s pomoćı základńı topologie a aritmetiky kom-
plexńı roviny.

2.8 Algebraická a transcendentńı č́ısla

Dokážeme pět vět o algebraických a transcendentńıch komplexńıch č́ıslech. Pak
uvedeme jednu slavnou větu bez d̊ukazu. Věta 2.8.1 ukazuje, že množina alge-
braických č́ısel je jenom spočetná a tedy existuje velmi mnoho transcendentńıch
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č́ısel. Podle věty 2.8.2 je součet, součin a pod́ıl dvou algebraických č́ısel opět
algebraické č́ıslo. Liouvilleova nerovnost ve větě 2.8.3 dává v d̊usledku 2.8.4
explicitńı transcendentńı č́ıslo. Je dobře známo, že z identity(√

2

√
2
)√2

= 2

plyne, že existuj́ı iracionálńı reálná č́ısla a, b > 0 s ab ∈ Q. Nedostáváme je však
explicitně: b =

√
2, ale nev́ıme (no, podle Gelfond–Schneiderovy věty ńıže v́ıme),

zda a =
√

2 nebo a =
√

2
√

2
. Věta 2.8.5 uvád́ı explicitńı př́ıklad takových č́ısel

a & b. Ve větě 2.8.6 dokážeme transcendenci Eulerova č́ısla e. Konečně podle
Gelfond–Schneiderovy věty 2.8.7, kterou uvád́ıme bez d̊ukazu, hodnota mocniny
uv pro algebraická komplexńı č́ısla u 6= 0 a v neńı transcendentńı, pouze když
u = 1 nebo v ∈ Q.

Č́ıslo α ∈ C je algebraické, je-li kořenem nenulového racionálńıho polynomu,
to jest p(α) = 0 pro nějaký nenulový polynom p ∈ Q[z] (s racionálńımi koefi-
cienty). Jinak α nazveme transcendentńım č́ıslem. Množina algebraických č́ısel
se označuje jako Q. Velkým úspěchem Cantorovy teorie množin byl jednoduchý
d̊ukaz existence transcendentńıch č́ısel.

Věta 2.8.1 (Cantorova o transcendentńıch č́ıslech) Množina Q ⊂ C je
spočetná. Tud́ı̌z množina transcendentńıch č́ısel C \Q je nespočetná a tedy jistě
neprázdná. Totéž plat́ı pro reálná transcendentńı č́ısla R \Q.

Důkaz. Spočetnost množiny Q plyne hned z vyjádřeńı

Q =
⋃

p∈Q[z]\{f0}

ZC(p) .

Každá množina komplexńıch kořen̊u ZC(p) := {z ∈ C | p(z) = 0} má nejvýše
deg p ∈ N0 prvk̊u. Množina Q[z] \ {f0} je jistě spočetná, protože je nekonečná
a máme injekci z ńı do množiny

Q ∪Q2 ∪Q3 ∪ . . . .

Tato množina je spočetná, protože Q je spočetná. Použijeme tak několikrát (pa-
trně nekonečně krát) větu 2.1.8, s d̊ukazem vyžaduj́ıćım AC, podle ńıž je nejvýše
spočetné sjednoceńı nejvýše spočetných množin nejvýše spočetná množina. Tedy
Q je spočetná.

Jak ale v́ıme z d̊usledku 1.7.17, množina R, a tedy i jej́ı nadmnožina C, je
nespočetná. Takže množina transcendentńıch č́ısel C \Q je nespočetná. 2

Zaj́ımavě o tomto Cantorově úspěchu ṕı̌se R. Gray v článku [68].
Dokážeme, že algebraičnost se zachovává aritmetickými operacemi.

Věta 2.8.2 (těleso algebraických č́ısel) Součet, součin a pod́ıl dvou alge-
braických č́ısel je algebraické č́ıslo.
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Důkaz. Je lehké dokázat, že pro každé nenulové algebraické č́ıslo β je jeho
převrácená hodnota 1/β též algebraická:∑n

j=0 bjβ
j = 0 ;

∑n
j=0 bj

(
β−1

)n−j
= 0/βn = 0

(n ∈ N, bj ∈ Q a bn 6= 0). Předpoklad β 6= 0 ted’ vynecháme a předpokládáme,
že také ∑m

j=0 ajα
j = 0 (m ∈ N, aj ∈ Q & am 6= 0).

Můžeme předpokládat, že am = bn = 1. Pak se lehce vid́ı, že každá mocnina αi,
resp. βj , s i, j ∈ N0 je lineárńı kombinace mocnin 1, α, . . . , αm−1, resp. 1, β,
. . . , βn−1, s racionálńımi koeficienty. Tedy každé z mn+ 1 č́ısel

S = (1, α+ β, (α+ β)2, . . . , (α+ β)mn)

je lineárńı kombinace mn monomů αiβj , 0 ≤ i < m a 0 ≤ j < n, s racionálńımi
koeficienty. Lineárńı algebra nám ř́ıká, že potom existuje lineárńı kombinace
č́ısel v S s racionálńımi koeficienty, ne všemi nulovými, jež se rovná 0. To ale
znamená, že α + β je algebraické č́ıslo. Pro αβ argumentujeme podobně a pro
α/β použijeme vyjádřeńı α/β = α · 1/β. 2

Cantorovy úvahy ale o třicet let předešel francouzský matematik J. Liou-
ville (viz odd́ıl C.1), který v roce 1844 nalezl prvńı př́ıklady transcendentńıch
č́ısel. Jeho metodu si ted’ ukážeme. V d̊ukazu následuj́ıćı nerovnosti použijeme
Lagrangeovu větu o středńı hodnotě. Stupeň algebraického č́ısla α definujeme
jako minimálńı stupeň deg p nenulového polynomu p ∈ Q[z] s p(α) = 0.

Věta 2.8.3 (Liouvilleova nerovnost) Necht’ α ∈ R \ Q je iracionálńı alge-
braické č́ıslo stupně n (takže n ≥ 2). Pak existuje konstanta c = c(α) > 0, že
pro každý zlomek k

l ∈ Q plat́ı nerovnost∣∣∣∣α− k

l

∣∣∣∣ ≥ c

ln
.

Důkaz. Necht’ α je, jak uvedeno, p ∈ Q[z] je nenulový polynom s deg p = n &
p(α) = 0 a k

l ∈ Q je libovolný zlomek. Můžeme patrně předpokládat, že p ∈ Z[z]
a že l > 0. Odhadneme zdola nenulovou vzdálenost |α− k/l|.

Necht’ I := [α− 1, α+ 1]. Pokud k
l 6∈ I, máme triviálńı odhad∣∣∣∣α− k

l

∣∣∣∣ ≥ 1 ≥ 1

ln
.

Necht’ k
l ∈ I. Pro funkci p(z) a interval I(α, kl ) ⊂ I s krajńımi body α a k

l
použijeme Lagrangeovu větu 11.1.4 o středńı hodnotě:

p(α)− p(k/l)
α− k/l

= p′(ξ) (6= 0)
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pro nějaké č́ıslo ξ lež́ıćı mezi α a k
l , speciálně ξ ∈ I. Patrně p(α) = 0. Dále

|p(k/l)| ≥ 1

ln
,

protože p(k/l) 6= 0 (jinak bychom p(z) vydělili z− k
l a dostali bychom nenulový

racionálńı polynom stupně n− 1 s kořenem α) a p(k/l) lze vyjádřit zlomkem se
jmenovatelem ln a celoč́ıselným čitatelem. Takže ted’∣∣∣∣α− k

l

∣∣∣∣ ≥ 1/|p′(ξ)|
ln

≥ 1/d

ln
,

kde d := max({|p′(z)| | z ∈ I}) ∈ (0,+∞) (věta 8.4.2). Liouvilleova nerovnost
tak plat́ı s konstantou

c := min({1, 1/d}) .

2

Důsledek 2.8.4 Reálné č́ıslo

λ :=

∞∑
i=1

10−i! = 0.110001000000000000000001000 . . .

je transcendentńı.

Důkaz. Č́ıslo λ je iracionálńı, protože nemá eventuálně periodický desetinný
rozvoj. Ukážeme, že se dá tak dobře aproximovat zlomky, že to porušuje Liou-
villeovu nerovnost. Z toho hned plyne jeho transcendence. Pro n ∈ N uvažme
zlomky

kn
ln

=
kn

10n!
:=

n∑
i=1

1

10i!
.

Dı́ky součtu jisté geometrické řady je∣∣∣∣λ− kn
ln

∣∣∣∣ =

∞∑
i=n+1

1

10i!
≤ 1

10(n+1)!
· 1

1− 1/10n!
≤ 1

lnn
.

Necht’ c > 0 je libovolná konstanta a m ∈ N je hypotetický stupeň č́ısla λ.
Vezmeme tak velké n > m, že 1/ln−mn < c (což lze, ln ≥ 10). Pak∣∣∣∣λ− kn

ln

∣∣∣∣ ≤ 1

lnn
=

1/ln−mn

lmn
<

c

lmn

a máme spor s Liouvilleovou nerovnost́ı. Č́ıslo λ tedy neńı algebraické. 2

Existuj́ı kladná iracionálńı reálná č́ısla a & b, že ab je racionálńı č́ıslo? Uka-
zuje se, že neńı moc obt́ıžné je nalézt.
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Věta 2.8.5 (irac. umocněno na irac. může dáti rac.) V identitě

ab :=
(√

3
)log√3(2)

= 2 ∈ Q

jsou kladná reálná č́ısla a & b iracionálńı.

Důkaz. Je jasné, že a =
√

3 je iracionálńı č́ıslo. Zbývá ukázat, že b = log√3(2)
je také iracionálńı. Pro spor necht’ b = p/q ∈ Q s p, q ∈ N. Pak(√

3
)p/q

= 2 ; 3p = 22q .

Protože 2 a 3 jsou prvoč́ısla, dostáváme, že 2 děĺı 3 (i naopak), což je pochopi-
telně nemožné. 2

Transcendenci č́ısla e = 2.71828 . . . dokázal jako prvńı v roce 1873 fran-
couzský matematik Ch. Hermite (viz odd́ıl C.1). Ukážeme si pozděǰśı a jed-
nodušš́ı d̊ukaz z roku 1890 od D. Hilberta (viz odd́ıl C.1).

Věta 2.8.6 (transcendence e) Eulerovo č́ıslo e = 2.71828 . . . je transcen-
dentńı.

Důkaz. Vyjdeme z identity v tvrzeńı 20.1.1, že pro každé n ∈ N0 se ne-
vlastńı Riemann̊uv integrál

∫ +∞
0

xn exp(−x) = n!. Pro každý celoč́ıselný po-
lynom p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n, aj ∈ Z a n ∈ N0, pak máme zobecněńı∫ +∞

0

p(x) exp(−x) =

n∑
j=0

ajj! .

Pro spor bud’ e algebraické č́ıslo. Můžeme tak předpokládat, že

a0 + a1e + · · ·+ anen = 0 ,

kde aj ∈ Z, n ∈ N a a0 6= 0 (kdyby a0 = · · · = ak−1 = 0 & ak 6= 0, rovnici
vyděĺıme č́ıslem ek). S polynomy pm(x) := xm((x − 1)(x − 2) . . . (x − n))m+1,
m ∈ N, pak máme rovnosti

0 = (a0 + a1e + · · ·+ anen)

∫ +∞

0

pm(x) exp(−x)

=
n∑
j=0

aje
j

∫ j

0

pm(x) exp(−x) +
n∑
j=0

aje
j

∫ +∞

j

pm(x) exp(−x)

=: Pm +Qm .

Veličina Pm roste v m nejvýše exponenciálně: lehce se vid́ı, že

|Pm| ≤ (n+ 1)Aenn
(
nn+1

)m+1
, A := max({|a0|, . . . , |an|}) .
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Vždy Qm ∈ Z, protože ej
∫ +∞
j

pm(x) exp(−x) se d́ıky linearitě nevlastńıch in-
tegrál̊u, d́ıky tvrzeńı 5.3.5 a d́ıky substituci v nevlastńıch integrálech rovná∫ +∞

j

pm(x) exp(−(x− j)) =

∫ +∞

0

pm(x+ j) exp(−x) ∈ Z .

Odtud, z definice polynomů pm(x) a z hořeǰśı identity dokonce vid́ıme, že pro
každé m ∈ N je

Qm ≡ ±a0(n!)m+1 ·m! (mod (m+ 1)!) .

Pokud Qm = 0, vyděĺıme m! a dostaneme, že m+ 1 děĺı ±a0(n!)m+1. Pro m+ 1
nesoudělné s a0 ·n! ale tato dělitelnost nemůže nastat. Dı́ky a0 6= 0 tedy existuje
nekonečně mnoho č́ısel m ∈ N, že Qm 6= 0. Pro ně ale |Qm| ≥ m!. Pro každé
m ∈ N je tedy Pm + Qm = 0 a |Pm| ≤ cm, kde c > 1 je konstanta vzhledem
k m, ale současně |Qm| ≥ m! pro nekonečně mnoho m ∈ N. Je to spor. 2

V roce 1900 D. Hilbert přednesl na (druhém) Mezinárodńım kongresu ma-
tematik̊u v Pař́ıži slavný seznam problémů, které měly zaměstnat matematiky
ve 20. stolet́ı. Sedmý z nich požadoval dokázat, že hodnota mocniny uv pro
algebraická č́ısla u, v ∈ C je, kromě zřejmých výjimek, vždy transcendentńı.
Zhruba v roce 1934, ještě za Hilbertova života, to pak nezávisle na sobě dokázali
sovětský matematik A. O. Gelfond a německý matematik Th. Schneider (ṕı̌seme
o nich v odd́ılu C.1). Jejich řešeńı sedmého Hilbertova problému se někdy nazývá
Gelfond–Schneiderovou větou. Než ji přesně uvedeme, muśıme vysvětlit, co se
rozumı́ hodnotou mocniny uv pro komplexńı č́ısla u a v. Začneme komplexńım
logaritmem. Pokud u ∈ C \ {0}, pak

Log u := {z ∈ C | exp z = u} ,

kde exp z =
∑
j≥0 z

j/j!. Pro každé u je Log u spočetná množina tvaru {z0 +
2kπi | k ∈ Z}, z0 ∈ C. Např. pro u = −1 se z0 = πi. Pro každé u, v ∈ C, u 6= 0,
pak klademe

uv := {exp(vw) | w ∈ Log u} .
Pro reálné u > 0 a v je hodnota reálné mocniny uv z odd́ılu 5.3 vždy prvkem
této množiny.

Věta 2.8.7 (Gelfond–Schneider) Necht’ u a v jsou algebraická komplexńı
č́ısla, přičemž u 6= 0, 1 a v 6∈ Q. Potom každá hodnota mocniny uv je transcen-
dentńı č́ıslo.

Takže třeba
√

2
√

2
je transcendentńı a tedy iracionálńı č́ıslo a(√

2

√
2
)√2

= 2

je vedle věty 2.8.5 daľśı př́ıklad jevu iracirac = rac. Do poměrně technického
d̊ukazu G.–S. věty se zde nebudeme pouštět. Je třeba v mém (on-line do-
stupném) učebńım textu [90].
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2.9 Užit́ı axiomu výběru

2.10 Jazyk logiky prvńıho řádu

Vlastně podrobně rozvineme a zpřesńıme podkapitolu 1.2 věnovanou logickému
a množinovému značeńı. Toto značeńı ted’ zavedeme a probereme mnohem
d̊ukladněji. Jazyk (logiky) prvńıho řádu, anglickou zkratkou FOL, je založen
na pomocných symbolech, strukturálńıch symbolech a logických symbolech (toto
rozděleńı symbol̊u je naše, neńı standardńı), pomoćı nichž se zapisuj́ı termy
a formule.

Definice 2.10.1 (pomocné symboly) Jsou tři: levá závorka (, pravá závorka
) a čárka , . Tř́ıprvkovou množinu pomocných symbol̊u označ́ıme jako H.

Definice 2.10.2 (strukturálńı symboly) Strukturálńı symboly jsou dané fi-
xovanou spočetnou množinou proměnných

V = {xi | i ∈ N} = {x1, x2, . . . }

a zadanou množinou F symbol̊u pro funkce (funkčńıch symbol̊u).

Definice 2.10.3 (logické symboly) Je to sedm standardńıch symbol̊u

L := {∨ ∧ → ↔ ¬ ∃ ∀}

pro logické spojky (po řadě: disjunkce, konjunkce, implikace, ekvivalence, negace)
a kvantifikátory (po řadě: existenčńı, obecný) a zadaná množina P symbol̊u pro
predikáty.

Dále je zadána arita, česky snad
”
četnost“, funkce

a : F ∪ P → N0

určuj́ıćı, kolik argument̊u má daná funkce či daný predikát.

Definice 2.10.4 (termy) Necht’ H, V , F , a : F → N0 jsou jako výše. Termy,
přesněji a-termy, jsou právě a jen ta neprázdná slova nad abecedou

H ∪ V ∪ F ,

která se źıskaj́ı konečně mnoha použit́ımi čtyř následuj́ıćıch pravidel.

1. Všechny proměnné x ∈ V a všechny konstanty f ∈ F (slova délky 1) jsou
termy.

2. Má-li f ∈ F četnost a[f ] = 1 a t je term, je složené slovo

f(t)

délky |t|+ 3 term.
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3. Má-li f ∈ F četnost a[f ] = 2 a t a u jsou termy, je složené slovo

(tfu)

délky |t|+ |u|+ 3 term.

4. Má-li f ∈ F četnost a[f ] = k ≥ 3 a t1, . . . , tk je k term̊u, je složené slovo

f(t1, t2, . . . tk)

délky
∑k
i=1 |ti|+ k + 2 term.

Tvrzeńı 2.10.5 (rozeznáńı termů) V d̊ukazu načrtneme algoritmus, který
pro každé vstupńı slovo nad abecedou H ∪V ∪F po konečně mnoha kroćıch urč́ı,
zda se jedná o term.

Důkaz.
2

Nekř́ı̌źıćı se rozklad, krátce NC (non-crossing) rozklad, je každý takový roz-
klad R množiny [2n], n ∈ N0, na n dvouprvkových blok̊u, že pro žádné dva
bloky {a < b}, {c < d} ∈ R neplat́ı, že

a < c < b < d .

Závorkováńı je každé slovo u = a1a2 . . . ak nad dvouprvkovou abecedou {(, )}
složenou z levé závorky ( a pravé závorky ). Dobré uzávorkováńı pro dané
závorkováńı u = a1a2 . . . a2n, n ∈ N0, je takový NC rozklad R množiny [2n], že
pro každý blok {i < j} ∈ R plat́ı, že

ai = ( a aj =) .

Význam následuj́ıćı kombinatorické věty pro syntaxi matematické logiky je
zásadńı (a nezř́ıdka nedoceňovaný). Jej́ı název odkazuje na standardńı anglický
termı́n

”
unique reading lemma“.

Věta 2.10.6 (o jednoznačném čteńı) Každé závorkováńı u = a1a2 . . . a2n

má nejvýše jedno dobré uzávorkováńı.

Důkaz.
2

2.11 Co je pravda? Co je d̊ukaz?

Kapitán bubnoval prsty o opěradlo židle. Nevěř́ım ti, pronesl.
John Grady neodpověděl.
Tohle nejsou fakta.
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Pootočil se na židli a vyhlédl z okna.
To nejsou fakta, opakoval. Otočil se a přes rameno pohlédl na vězně.
Tady máš př́ıležitost ř́ıkat pravdu. Tady. Za tři dny pojedete do Saltilla a pak

už nebudete mı́t př́ıležitost. Bude pryč. Potom bude pravda v jiných rukou. Ro-
zumı́̌s. Tady m̊užeme udělat pravdu. Nebo ji ztratit. Ale až odtud odjedeš, bude
pozdě. Moc pozdě na pravdu. Pak tě budou mı́t v rukou jińı. Kdo v́ı, jaká pak
bude pravda? Jaká bude potom? A budeš si za to moct sám. Uvid́ı̌s.

Pravda je jenom jedna, prohlásil John Grady. A pravda je to, co se stalo.
Neńı to jenom to, co někdo napov́ıdá.

C. McCarthy, [115, str. 165–166]

V matematických, ale i jiných, textech často čteme o pravdě. Některá tvr-
zeńı, lemmata, věty plat́ı, jsou pravdivé. Něco je pravda. Něco jiného zas ne.
Ale už málo čteme, rozhodně v učebnićıch analýzy, něco bližš́ıho o tom, co
pravda přesně je. Základńı pojmy by měly být definované a vysvětlené, alespoň
nějak. Zde se o to pokuśıme. Necháme-li stranou př́ıstupy popsané slovy jako
nahlédnut́ı, prohlédnut́ı, osv́ıceńı, nazřeńı a podobně, bývá pravda źıskávána
pomoćı d̊ukaz̊u. Ty v tomto odd́ılu definujeme a vysvětĺıme též.

Pod́ıvejme se na takzvaný paradox lháře.

L: Tato věta neńı pravdivá.

Rozumı́ se, že zájmeno
”
Tato“ odkazuje právě na výše napsanou, odsazenou

větu L, ne na nějakou jinou o pět řádek výše. L vlastně ř́ıká Já jsem neprav-
divá věta. Je to skutečný paradox. Pokud L je pravdivá, pak to, co tvrd́ı, věrně
popisuje stav věćı ve světě a ve světě to plat́ı. Co tedy L tvrd́ı? Že L neńı prav-
divá. Od předpokladu pravdivosti L jsme dospěli k jeho záporu a máme spor.
Vezměme tedy komplementárńı předpoklad, že L neńı pravdivá. Předpokládáme
tedy takový stav věćı ve světě, že L neńı pravdivá. To ale přesně je, co L tvrd́ı.
Podle intuitivńıho chápáńı pojmu pravda tedy L je pravdivá. Opět jsme dospěli
k záporu předpokladu a opět máme spor.

Paradox lháře bývá nezř́ıdka odmı́tán argumentem, že věta L je sebevztažná
a proto nesmyslná a neńı třeba se j́ı zabývat (viz diskuse v [182]). Řekne se třeba,
že sebevztažná věta nemá jasně definovanou pravdivostńı hodnotu, tedy nemá
smysl se bavit o tom, zda je pravdivá nebo nepravdivá, a tedy je záležitost
s paradoxem lháře vyř́ızená. Na to lze namı́tnout dvě věci.

Za prvé, odmı́tač paradoxu lháře se spokojuje s prvńım dojmem a nedo-
tahuje svou argumentaci do konce. Pokud je L nesmyslná a nemá definovanou
pravdivostńı hodnotu, pak speciálně neńı pravdivá (č́ımž nemysĺıme, že má prav-
divostńı hodnotu nepravda). To ale odpov́ıdá tomu, co L tvrd́ı. Takže nakonec
L má pravdivostńı hodnotu, dokonce hodnotu pravda, ale my máme zase spor
a paradox.

Za druhé, odmı́tač paradoxu lháře odmı́tá větu L na základě toho, že je
sebevztažná. Jak se to ale pozná? Sebevztažnosti věty lze dosáhnout mnoha
zp̊usoby a dá se zamaskovat, jak to popisuje A. Tarski (viz odd́ıl C.1) ve svém
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popularizačńım článku [161]. Jeden zp̊usob ([181, str. 2]), jak nepř́ımo dosáhnout
sebevztažnosti, vymyslel americký logik a filosof W. Van Orman Quine (viz
odd́ıl C.1). Naṕı̌seme následuj́ıćı větu, ve které relaxujeme školské konvence
a začneme ji malým ṕısmenem a neukonč́ıme tečkou.

L′:
”
po připojeńı za svou citaci vytvoř́ı větu, která neńı

pravdivá“ po připojeńı za svou citaci vytvoř́ı větu, která
neńı pravdivá

L′ nás tedy nabádá, abychom vzali výraz V ve
”
V “, vytvořili jeho citaci, což je

”
V “, a za ni připojili V , což dá výraz

”
V “ V . L′ také tvrd́ı, že vzniklý výraz je

věta, která neńı pravdivá. Efekt je tak týž jako u věty L.
Paradox lháře

2.12 ZFC

2.13 Tvrditelnost (Assertibility)
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Kapitola 3

Přednáška 2. Existence
limit posloupnost́ı

V odd́ılu 3.1 kapitoly doplňuj́ıćı druhou přednášku zavedeme aritmetiku ne-
konečen a rozš́ı̌renou reálnou osu

R∗ = R ∪ {−∞,+∞} .

V tvrzeńı 3.1.7 dokážeme, že v (R∗, <) má každá podmnožina infimum i supre-
mum. Věty 3.1.9 a 3.1.10 podrobně popisuj́ı aritmetiku nekonečen. Definujeme
okoĺı bod̊u a nekonečen. Hlavńı definice 3.1.17 zavád́ı současně vlastńı i ne-
vlastńı limitu reálné posloupnosti. Definice 3.1.18 zavád́ı robustnost vlastnost́ı
posloupnost́ı.

Odd́ıl 3.2 je věnován hlavně podposloupnostem. Věta 3.2.4 uvád́ı, že každá
reálná posloupnost má podposloupnost s limitou, a pomoćı podposloupnost́ı
charakterizuje situace, kdy limita posloupnosti v̊ubec neexistuje, popř́ıpadě se
nerovná zadanému prvku A ∈ R∗. V tvrzeńı 3.2.7 spoč́ıtáme, že limn1/n = 1.
Potřebujeme k tomu binomickou větu, připomenutou úlohou 3.2.9.

Odd́ıl 3.3 obsahuje pět vět o existenci limit reálných posloupnost́ı. Podle
věty 3.3.7 každá monotónńı posloupnost má limitu. Ve větě 3.3.13 to zobecńıme
na kvazimonotónńı posloupnosti. Bolzano–Weierstrassova věta 3.3.18 prav́ı, že
každá omezená posloupnost má konvergentńı podposloupnost. Věta 3.3.23 o Cau-
chyově podmı́nce ukazuje, že pro reálné posloupnosti je konvergence ekvivalentńı
cauchyovosti. Podle Feketeho lemmatu ve větě 3.3.28 subaditivita i superaditi-
vita reálné posloupnosti (an) zaručuje existenci limity lim an/n.

Původńı verze přednášky z 23. února 2023 je

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred2.pdf .

Novinkami, i v širš́ım smyslu, tu jsou věty 3.1.9 a 3.1.10 o aritmetice nekonečen
a věta 3.2.4 o podposloupnostech.
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3.1 Nekonečna, okoĺı, limity

• Značeńı. Připomeňte si prośım logické a množinové značeńı. Dále značeńı
R, N = {1, 2, . . . } a N0 = {0, 1, . . . }. Pomoćı i, j, k, l, m, m0, m1, . . . a n,
n0, n1, . . . , př́ıpadně s čárkami, označujeme přirozená č́ısla a a, b, c, d, e, δ, ε
a θ, př́ıpadně s indexy a čárkami, jsou reálná č́ısla, přičemž δ, ε a θ jsou vždy
kladná. O prvćıch R mluv́ıme jako o (reálných) č́ıslech či jako o bodech (na
reálné ose). Reálná posloupnost (an) ⊂ R je vlastně funkce a : N→ R. Množiny
reálných č́ısel obvykle označujeme ṕısmeny M a N a stručně o nich mluv́ıme
jako o reálných množinách.

Úloha 3.1.1 Negujte výrok

∀ ε ∃ δ ∀ a, b ∈M
(
|a− b| < δ ⇒ |f(a)− f(b)| < ε

)
.

Úloha 3.1.2 (trojúhelńıková nerovnost) Pro každé n ∈ N a jakákoli reálná
č́ısla a1, a2, . . . , an plat́ı, že

|a1 + a2 + · · ·+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| .

Krátce mluv́ıme o ∆-ové nerovnosti. Věta 5.1.15 podává jej́ı nekonečnou verzi.

• Poč́ıtáńı s nekonečny. Pro definici nevlastńıch limit přidáme k R dva nové
r̊uzné prvky, nekonečna +∞ a −∞. Dostaneme tak rozš́ıřenou reálnou osu

R∗ := R ∪ {+∞,−∞} .

Prvky R∗ znač́ıme ṕısmeny A, B, K a L. V následuj́ıćı definici se předpokládá,
že aritmetika R je již známa. Volit shodná znaménka nekonečen znamená vo-
lit u daných nekonečen bud’ všechna horńı znaménka, anebo všechna dolńı
znaménka. Volba nezávislých znamének znamená volit u daných k nekonečen
všech 2k možnost́ı znamének.

Definice 3.1.3 (aritmetika v R∗) V R∗ nekonečna sč́ıtáme (+), násob́ıme
(·) a děĺıme (/, ) následovně. Neńı-li řečeno jinak, v každém řádku či výrazu
jsou znaménka nekonečen shodná.

A ∈ R ∪ {±∞} ⇒ A+ (±∞) = ±∞+A := ±∞ ,

A ∈ (0, +∞) ∪ {+∞} ⇒ A · (±∞) = (±∞) ·A := ±∞ ,

A ∈ (−∞, 0) ∪ {−∞} ⇒ A · (±∞) = (±∞) ·A := ∓∞ ,

a ∈ R ⇒ a/(±∞) =
a

±∞
:= 0 ,

a ∈ (0, +∞) ⇒ (±∞)/a =
±∞
a

:= ±∞ &

a ∈ (−∞, 0) ⇒ (±∞)/a =
±∞
a

:= ∓∞ .

Dále −(±∞) := ∓∞, ∀ a
(
−∞ < a∧a < +∞

)
& −∞ < +∞. Zbývaj́ıćı hodnoty

aritmetických operaćı v R∗, to jest
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1. A/0 = A
0 , pro každé A ∈ R∗,

2. (±∞) + (∓∞),

3. 0 · (±∞), (±∞) · 0 a

4. ±∞±∞ — zde jsou znaménka nezávislá,

jsou nedefinované. Jsou to takzvané neurčité aritmetické výrazy.

Ani aditivńı ani multiplikativńı inverz nekonečna tak neńı definovaný, třebaže
−(±∞) = ∓∞ a 1/±∞ = 0.

Definice 3.1.4 (odeč́ıtáńı) Pro A,B ∈ R∗ definujeme rozd́ıl prvk̊u A a B
jako

A−B := A+ (−1) ·B = A+ (−B) .

Úloha 3.1.5 Spočtěte hodnoty −∞−2 , (−∞)− (+∞), −∞+ 10 a +∞
0 .

Úloha 3.1.6 (R∗, <) je lineárńı uspořádáńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı a dvě věty ukazuj́ı, proč jsou pro nekonečna aritme-
tické operace a uspořádáńı definované tak, jak jsou definované. Daľśı argument
přidáme ve větě 6.2.7.

Tvrzeńı 3.1.7 (inf a sup v R∗) V lineárńım uspořádáńı (R∗, <) má každá
podmnožina X ⊂ R∗ infimum i supremum.

Důkaz. Necht’ X ⊂ R∗. Dokážeme existenci sup(X), pro infimum je argument
podobný. Připomı́náme, že H(X) ⊂ R∗ je množina horńıch meźı množiny X.
Pokud X = ∅, je H(X) = R∗ a

sup(X) = min(H(∅)) = min(R∗) = −∞ .

Pokud X = {−∞}, je opět H(X) = R∗ a opět

sup(X) = min(H({−∞})) = min(R∗) = −∞ .

Pokud +∞ ∈ X, pak H(X) = {+∞} a

sup(X) = min(H(X)) = min({+∞}) = +∞ .

Necht’ X neńı ∅ ani {−∞} a +∞ 6∈ X. Polož́ıme X ′ := X \ {−∞}. Pak
X ′ 6= ∅ a X ′ ⊂ R. Pokud X ′ neńı v (R, <) shora omezená, pak H(X) = {+∞}
a

sup(X) = min(H(X)) = min({+∞}) = +∞ .

Konečně pokud X ′ je v (R, <) shora omezená, pak

sup(X) = sup
(R,<)

(X ′) ∈ R

existuje d́ıky úplnosti (R, <), viz věta 1.6.13. 2
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Úloha 3.1.8 Nalezněte všechny množiny X ⊂ R∗, pro něž sup(X) = −∞.

Následuj́ıćı věta shrnuje, které axiomy uspořádaného tělesa v R∗ plat́ı.

Věta 3.1.9 (je R∗ uspořádané těleso?) S výjimkou dvou axiom̊u existence
inverzńıho prvku a axiomu uspořádáńı

A < B ⇒ A+K < B +K ,

splňuje algebraická struktura

(R∗, 0, 1, +, ·, <)

všechny ostatńı axiomy uspořádaného tělesa, pokud jsou uvažované aritmetické
výrazy definované.

Důkaz. Ukážeme, že přidáńı nekonečen axiomy nenarušilo, tedy kromě tř́ı uve-
dených, přinejhorš́ım některý aritmetický výraz neńı definovaný. Neutralita 0
i neutralita 1 podle definice 3.1.3 stále plat́ı. Definice 3.1.3 rovněž ukazuje, že
i komutativita obou operaćı plat́ı: pro každé A ∈ R∗ je bud’

A+ (±∞) = ±∞+A a A · (±∞) = ±∞ ·A ,

se shodnými znaménky, anebo obě strany rovnosti jsou nedefinované (jsou to
neurčité výrazy typu 2 nebo 3), zkratkou OSRJN. Prověř́ıme asociativitu. Necht’

A,B,K ∈ R∗ a prověřme rovnosti

(A+B) +K
?
= A+ (B +K) a (A ·B) ·K ?

= A · (B ·K) .

Začneme sč́ıtáńım. Je-li právě jeden z prvk̊u A, B a K nekonečno, pak rovnost
plat́ı a na obou jej́ıch stranách je toto nekonečno. Jsou-li právě dva prvky ne-
konečna, pak pro shodná znaménka rovnost plat́ı a na obou stranách je toto
nekonečno, jinak OSRJN. Jsou-li všechny tři prvky nekonečna, pak pro shodná
znaménka rovnost plat́ı a na obou stranách je toto nekonečno, jinak OSRJN.

Přejdeme k násobeńı. Je-li alespoň jeden z prvk̊u A, B a K nekonečno
a žádný neńı nula, pak rovnost plat́ı a na obou jej́ıch stranách je nekonečno
se znaménkem rovným součinu znamének prvk̊u A, B a K. Je-li alespoň jeden
z prvk̊u A, B a K nekonečno a jiný je nula, pak OSRJN.

Pod́ıváme se na distributivńı zákon

A · (B +K)
?
= (A ·B) + (A ·K) .

Necht’A je nekonečno. Pokud součetB+K neńı definovaný, pak OSRJN, protože
i napravo máme součet nekonečen s r̊uznými znaménky. Pokud prvky B a K
maj́ı r̊uzná znaménka nebo jeden z nich je nula, pak pravá strana neńı defi-
novaná. Maj́ı-li stejná znaménka, pak rovnost plat́ı a na obou stranách je ne-
konečno se znaménkem rovným součinu znamének prvk̊u A a B + K. Necht’

A ∈ R a B nebo K je nekonečno. Pokud součet B + K neńı definovaný nebo
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A = 0, pak OSRJN. Ve zbývaj́ıćım př́ıpadu, když A 6= 0 a B+K je nekonečno,
rovnost plat́ı a na obou stranách je nekonečno se znaménkem rovným součinu
znamének prvk̊u A a B +K.

Jak v́ıme, ani aditivńı ani multiplikativńı inverzy prvk̊u ±∞ nejsou defino-
vané. Vı́me, že relace < na R∗ je lineárńı uspořádáńı. Zbývá prověřit axiomy

A < B ⇒ A+K < B +K a A, B > 0⇒ A ·B > 0 ,

pokud alespoň jeden z prvk̊u A, B a K je nekonečno. Prvńı neplat́ı, když K je
nekonečno a A < B jsou konečné. Snadno se vid́ı, že druhý axiom plat́ı. 2

Pokud se čtenář zaradoval, že jsme s nekonečny hotovi, je to předčasné. Ještě
je třeba prozkoumat jejich vztah k odeč́ıtáńı a děleńı. Těm se v uspořádaném
tělese F nevěnuje moc pozornost, protože se daj́ı redukovat na sč́ıtáńı, násobeńı
a inverzy: pro a, b ∈ F je

a− b = a+ (−1)F · b a
a

b
= a · b−1 .

Odeč́ıtáńı v R∗ můžeme takto odbýt, ale děleńı ne.

Věta 3.1.10 (děleńı v R∗) Pro každé A,B,K,L ∈ R∗ plat́ı, že

A

K
+
B

K
=
A+B

K
a

A

K
· B
L

=
A ·B
K · L

,

nebo některá ze stran rovnosti neńı definovaná.

Důkaz. Začneme prvńı rovnost́ı. Necht’ K je nekonečno. Pokud A nebo B je
nekonečno, pak OSRJN. Jsou-li A a B konečné, rovnost plat́ı jako 0 + 0 = 0.
Necht’ K ∈ R a A nebo B je nekonečno. Pokud K = 0, pak OSRJN. Necht’ K 6=
0. Jsou-li A a B nekonečna s opačnými znaménky, pak OSRJN. Ve zbývaj́ıćım
př́ıpadu, kdy K ∈ R \ {0}, např. A je nekonečno a B ∈ R nebo B je nekonečno
se stejným znaménkem jako A, rovnost plat́ı a na obou stranách je nekonečno
se znaménkem rovným součinu znamének prvk̊u A a K.

Přejdeme ke druhé rovnosti. Necht’ A nebo B je nekonečno. Aby pravá
strana byla definovaná, ani A ani B ani K ani L neńı nula a ani K ani L neńı
nekonečno. Rovnost pak plat́ı, na obou stranách je nekonečno se znaménkem
rovným součinu znamének těchto čtyř prvk̊u. Necht’ A,B ∈ R a K nebo L je
nekonečno. Aby pravá strana byla definovaná, ani K ani L neńı nula. Rovnost
pak plat́ı jako 0 = 0. 2

Daľśım d̊uvodem, proč jsou aritmetické operace +, ·, / definované pro nekonečna
tak, jak jsou definované, je jejich výsledná spojitost, viz věta 6.2.7.

Podle [41, str. 214 1. d́ılu], [43, str. 19] a [196, str. 122] symbol nekonečna∞
zavedl do matematiky v r. 1655 anglický matematik J. Wallis. Vı́ce o něm je
v odd́ılu C.1.
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• Okoĺı bod̊u a nekonečen. Připomı́náme značeńı reálných interval̊u:

(a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}, (−∞, a) = {x ∈ R | x < a}

a podobně. V současné matematické literatuře se lze bohužel stále ještě setkat
se značeńım interval̊u pomoćı obrácených hranatých závorek. Předchoźı dva
intervaly se v něm zaṕı̌sou jako ]a, b] a (−∞, a[. Někdy se objevuj́ı i špičaté
závorky 〈 a 〉.

Definice 3.1.11 (okoĺı bod̊u a nekonečen) ε-okoĺı bodu b ∈ R a prstencové
ε-okoĺı bodu b ∈ R definujeme po řadě jako

U(b, ε) := (b− ε, b+ ε) a P (b, ε) := (b− ε, b) ∪ (b, b+ ε) ,

takže P (b, ε) = U(b, ε) \ {b}. Podobně definujeme ε-okoĺı nekonečen jako

U(−∞, ε) := (−∞, −1/ε) a U(+∞, ε) := (1/ε, +∞) .

Klademe P (±∞, ε) := U(±∞, ε).

Následuj́ıćı úlohy podávaj́ı přehled základńıch vlastnost́ı okoĺı.

Úloha 3.1.12 Necht’ V, V ′ ∈ {U,P}. Pak

A, B ∈ R∗, A < B ⇒ ∃ ε (V (A, ε) < V ′(B, ε)) ,

takže a < b pro každé a ∈ V (A, ε) a každé b ∈ V ′(B, ε). Speciálně plat́ı, že
A 6= B ⇒ ∃ ε (V (A, ε) ∩ V ′(B, ε) = ∅).

Úloha 3.1.13 Každé okoĺı je konvexńı množina:

(a < b < c) ∧ (a, c ∈ U(A, ε))⇒ b ∈ U(A, ε) .

Žádné prstencové okoĺı bodu neńı konvexńı.

Úloha 3.1.14 Pro V ∈ {U,P} a δ ≤ ε je

V (A, δ) ⊂ V (A, ε) .

Úloha 3.1.15 Plat́ı, že

∞⋂
n=1

U(a, 1/n) = {a} a

∞⋂
n=1

U(±∞, 1/n) =

∞⋂
n=1

P (A, 1/n) = ∅ .

Úloha 3.1.16 Se shodnými znaménky plat́ı, že

a ∈ U(±∞, δ) ⇐⇒ ±a > 1/δ .
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• Limity posloupnost́ı. Symboly (an), (bn) a (cn) označuj́ı posloupnosti reálných
č́ısel. Budeme jim ř́ıkat reálné posloupnosti nebo jen posloupnosti. Následuj́ıćı
definice patř́ı v analýze a celé matematice k nejd̊uležitěǰśım.

Definice 3.1.17 (limita posloupnosti) Necht’ (an) ⊂ R je reálná posloup-
nost, L ∈ R∗ a necht’

∀ ε ∃n0

(
n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(L, ε)

)
.

Pak ṕı̌seme, že lim an = L nebo limn→∞ an = L nebo an → L, a řekneme, že
posloupnost (an) má limitu L.

Pro L ∈ R mluv́ıme o vlastńı limitě a pro L = ±∞ o limitě nevlastńı. Posloup-
nost s vlastńı limitou konverguje, jinak diverguje (divergentńı posloupnost má
tedy bud’ limitu ±∞, anebo nemá žádnou limitu). Vlastńı lim an = a znamená,
že pro každé reálné (jakkoli malé) ε > 0 existuje takový index n0 ∈ N, že pro
každý index n ∈ N velký alespoň n0 je vzdálenost mezi an a a menš́ı než ε:

|an − a| < ε .

Nevlastńı lim an = −∞ znamená, že pro každé (jakkoli záporné) c ∈ R existuje
takový index n0, že pro každý index n velký alespoň n0 je

an < c .

Podobně s opačnou nerovnost́ı pro limitu +∞. Nejjednodušš́ı konvergentńı po-
sloupnost́ı je eventuálně konstantńı posloupnost (an) s an = a pro každé n ≥ n0,
pak samozřejmě lim an = a. Populárńı představa o limitě, že

”
posloupnost se

k limitě neomezeně bĺıž́ı, nikdy j́ı ale nedosáhne (leda snad v nekonečnu)“, je po-
etická, ale nesprávná. Definice limity reálné posloupnosti v literatuře se obvykle
shoduj́ı až na nepodstatné formulačńı variace s naš́ı, ale jedna docela odlǐsná
definice limity je popsána v úloze 4.3.10 v následuj́ıćı kapitole.

Definice 3.1.18 (robustńı vlastnosti) Necht’ RN je množina všech reálných
posloupnost́ı. Vlastnost V ⊂ RN reálných posloupnost́ı nazveme robustńı, pokud
pro každé dvě posloupnosti (an) a (bn) plat́ı, že když (an) ∈ V a bn = an pro
každé n ≥ n0, pak i (bn) ∈ V .

Úloha 3.1.19 (robustnost limity) Které z následuj́ıćıch vlastnost́ı posloup-
nost́ı (an) jsou robustńı?

1. (an) konverguje.

2. (an) diverguje.

3. lim an = a.

4. ∀n
(
an < an+1

)
.
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5. lim an = −∞.

Úloha 3.1.20 Jak definovat limitu pro
”

posloupnosti“, které jsou pro konečně
mnoho index̊u nedefinované?

Tvrzeńı 3.1.21 (jednoznačnost limity) Plat́ı, že

lim an = K ∧ lim an = L⇒ K = L

— limita posloupnosti je jednoznačná.

Důkaz. Necht’ lim an = K i lim an = L a ε je libovolné. Podle definice 3.1.17
je an ∈ U(K, ε) ∩ U(L, ε) pro každé velké n, tedy U(K, ε) ∩ U(L, ε) 6= ∅. Podle
úlohy 3.1.12 se K = L. 2

• Dvě limity. Ukážeme, že lim 1
n = 0. Což je jasné, pro dané ε a každé n ≥

n0 := 1 + d1/εe je

0 <
1

n
≤ 1

1 + d1/εe︸ ︷︷ ︸
> 1/ε

<
1

1/ε
= ε⇒ 1/n ∈ U(0, ε) .

Zde dae ∈ Z označuje horńı celou část č́ısla a, nejmenš́ı č́ıslo v ∈ Z, že v ≥ a.
Podobně dolńı celá část bac č́ısla a je největš́ı č́ıslo v ∈ Z, že v ≤ a.

V druhém př́ıkladu odvod́ıme, že

3
√
n−
√
n→ −∞ .

Bud’ dáno c < 0. Vezmeme libovolné n0 větš́ı než max({4c2, 26}). Pro každé
n ≥ n0 pak je skutečně

netriviálńı︷ ︸︸ ︷
3
√
n−
√
n =

triviálńı︷ ︸︸ ︷
n1/2 · (n−1/6 − 1)︸ ︷︷ ︸

· · · < −1/2

< −n1/2︸ ︷︷ ︸
· · · < −2|c|

/2 < −2|c|/2 = c .

Prvńı horńı svorka ř́ıká, že v tomto tvaru je hledaná limita netriviálńı, vypadá
jako neurčitý výraz +∞− (+∞). Jednoduchou algebraickou úpravou ale výraz
převedeme do tvaru, kde hledaná limita je triviálńı: (+∞) · (0 − 1) = −∞.
Dolńı svorky udávaj́ı horńı meze pro výrazy uzavřené svorkou za předpokladu,
že n ≥ n0.

Při výpočtu limity nemuśıme nalézt optimálńı hodnotu indexu n0 v závislosti
na ε či c. To lze jen v nejjednodušš́ıch př́ıpadech typu lim 1

n , jinak to může být
obt́ıžné. Stač́ı mı́t libovolnou hodnotu n0, aby pro každé n ≥ n0 platila nerovnost
(resp. náležeńı) v definici limity. I k tomu je ale nutné umět správně zacházet
s nerovnostmi a odhady.

Úloha 3.1.22 Vypoč́ıtejte limitu

lim
n→∞

3
√
n−
√
n

4
√
n

.
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3.2 Podposloupnosti, limita n-té odmocniny z n

• Podposloupnosti posloupnost́ı. Podposloupnost dané posloupnosti źıskáme vy-
necháńım některých jej́ıch člen̊u tak, že stále zbývá nekonečná posloupnost.
Formálńı definice následuje. V definici 3.2.5 zavedeme takzvané slabé podpo-
sloupnosti.

Definice 3.2.1 (podposloupnost) Řekneme, že (bn) je podposloupnost́ı po-
sloupnosti (an), pokud existuje posloupnost (mn) ⊂ N s m1 < m2 < . . . , že pro
každé n se

bn = amn
.

Tento vztah posloupnost́ı (bn) a (an) znač́ıme jako (bn) � (an).

Lehce se vid́ı, že relace � na množině posloupnost́ı je reflexivńı a tranzitivńı.

Úloha 3.2.2 Popǐste takové dvě posloupnosti, že (an) � (bn) i (bn) � (an), ale
(an) 6= (bn).

Tvrzeńı 3.2.3 (� zachovává limity) Necht’ (bn) � (an) a lim an = L ∈ R∗.
Pak i lim bn = L.

Důkaz. Plyne hned z definic 3.1.17 a 3.2.1, protože posloupnost (mn) v posledńı
definici splňuje, že mn ≥ n pro každé n. 2

Plat́ı následuj́ıćı užitečná věta, jej́ıž prvńı část dokážeme později a zbylé dvě
hned.

Věta 3.2.4 (o podposloupnostech) Plat́ı následuj́ıćı.

1. Každá reálná posloupnost má podposloupnost, která má limitu.

2. Reálná posloupnost nemá limitu ⇐⇒ má dvě podposloupnosti s r̊uznými
limitami.

3. Reálná posloupnost nemá limitu A ⇐⇒ má podposloupnost s limitou
r̊uznou od A.

Důkaz. 1. Dokážeme později.
2. Platnost implikace ⇐ je zřejmá d́ıky posledńımu tvrzeńı. Stač́ı dokázat

implikaci ⇒. Necht’ (an) je posloupnost, která nemá limitu. Podle části 1 má
(an) podposloupnost (bn), která má limitu lim bn = B. Ta ale neńı limitou celé
posloupnosti (an). Takže existuje ε a posloupnost (cn) � (an), že pro každé
n cn 6∈ U(B, ε). Podle části 1 má (cn) podposloupnost (dn), která má limitu
lim dn = K. Patrně (dn) � (an) a K 6= B.

3. Platnost implikace ⇐ je opět zřejmá d́ıky posledńımu tvrzeńı a stač́ı
dokázat implikaci ⇒. Necht’ (an) je posloupnost, která nemá limitu A. Takže
existuje ε a (bn) � (an), že pro každé n bn 6∈ U(A, ε). Podle části 1 má (bn)
podposloupnost (cn) s limitou lim cn = B. Patrně (cn) � (an) a B 6= A. 2
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Podle části 2 můžeme dokázat, že daná posloupnost nemá limitu, vždy tak, že
nalezneme dvě podposloupnosti s r̊uznými limitami. Např.

(an) := ((−1)n) = (−1, 1, −1, 1, −1, . . . )

nemá limitu, protože (1, 1, . . . ) � (an) i (−1,−1, . . . ) � (an) a tyto konstantńı
podposloupnosti maj́ı r̊uzné limity 1 a −1.

Definice 3.2.5 (slabá podposloupnost) Posloupnost (bn) nazveme slabou pod-
posloupnost́ı posloupnosti (an), existuje-li taková posloupnost (mn) ⊂ N, že

lim mn = +∞∧ ∀n
(
bn = amn

)
.

Tento vztah posloupnost́ı (bn) a (an) označ́ıme jako (bn) �∗ (an).

Úloha 3.2.6 Dokažte zobecněńı tvrzeńı 3.2.3: když (bn) �∗ (an) a lim an = L,
pak i lim bn = L.

• Limita n-té odmocniny z n. Výpočet limity je netriviálńı, když je nutné poč́ıtat
limitu nějakého neurčitého (aritmetického nebo mocninného) výrazu. Jinak je
triviálńı. Třeba limity lim (2n + 3n) a lim 4

5n−3 jsou triviálńı, kdežto limity

lim (2n−3n) a lim 4n+7
5n−3 jsou netriviálńı. Netriviálńı limitu často spoč́ıtáme tak,

že ji algebraicky uprav́ıme na triviálńı. Viz lim ( 3
√
n −
√
n) výše. Následuj́ıćı

limita z n1/n je netriviálńı, protože n jde do +∞, ale 1/n jde k 0, a (+∞)0

je neurčitý mocninný výraz (jsou tři druhy neurčitých mocninných výraz̊u,
přesně je uvedeme později). Jak hned uvid́ıme, exponent převládne a n1/n → 1.
K poč́ıtáńı limit posloupnost́ı daných aritmeticko-mocninnými výrazy se vrát́ıme
v odd́ılu 6.1.

Nejprve ale pro j, n ∈ N připomeneme binomický koeficient(
n

j

)
:=

n(n− 1) . . . (n− j + 1)

j!
,

kde j! := 1 · 2 · . . . · j je funkce faktoriálu. Pro každé n ∈ N0 klademe
(
n
0

)
:= 1.

Rovněž každou mocninu x0 pro reálné x > 0 definujeme jako 1.

Tvrzeńı 3.2.7 (n1/n → 1) Plat́ı, že

lim
n→∞

n1/n = lim
n→∞

n
√
n = 1 .

Důkaz. Vždy n1/n ≥ 1. Kdyby n1/n 6→ 1, existovalo by č́ıslo c > 0 a po-

sloupnost (ni) ⊂ N s 2 ≤ n1 < n2 < . . . , že pro každé i je n
1/ni

i > 1 + c
(úloha 3.2.8). Umocněńım této nerovnosti na ni a použit́ım Binomické věty
(úloha 3.2.9) dostáváme pro každý index i, že

ni > (1 + c)ni =

ni∑
j=0

(
ni
j

)
cj = 1 +

(
ni
1

)
c+

(
ni
2

)
c2 + · · ·+

(
ni
ni

)
cni

≥
(
ni
2

)
c2 =

ni(ni − 1)

2
· c2 .
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Tedy pro každé i je

ni >
ni(ni − 1)

2
· c2 ; 1 +

2

c2
> ni .

To je spor, posloupnost n1 < n2 < . . . neńı shora omezená. 2

Úloha 3.2.8 Vysvětlete, proč existuje posloupnost (ni) s uvedenou vlastnost́ı.

Úloha 3.2.9 (Binomická věta) Připomeňte si některý z jej́ıch d̊ukaz̊u. Tato
věta prav́ı, že pro dvě formálńı proměnné x a y a každý exponent n ∈ N0 plat́ı
identita

(x+ y)n = (x+ y) · (x+ y) · . . . · (x+ y)︸ ︷︷ ︸
n činitel̊u

=

n∑
j=0

(
n

j

)
xjyn−j .

3.3 Pět vět o existenci limit

Uvedeme pět vět o existenci limit reálných posloupnost́ı, větu 3.3.7, 3.3.13,
3.3.18, 3.3.23 a 3.3.28.

• Omezenost posloupnost́ı. Připomeneme omezené a neomezené posloupnosti.

Definice 3.3.1 (omezenost a neomezenost) Posloupnost (an) ⊂ R je

1. shora omezená, pokud existuje c, že pro každé n je an < c.

2. shora neomezená, pokud takové c neexistuje.

3. zdola omezená, pokud existuje c, že pro každé n je an > c.

4. zdola neomezená, pokud takové c neexistuje.

5. omezená, je-li shora i zdola omezená.

6. neomezená, je-li shora neomezená nebo zdola neomezená. Jinak řečeno,
pro každé c existuje n, že |an| > c.

Úloha 3.3.2 Ukažte, že dvě definice neomezenosti posloupnosti v části 6 jsou
skutečně ekvivalentńı.

Úloha 3.3.3 Dokažte, že posloupnost (an) je omezená, právě když existuje c,
že pro každé n je |an| < c.

Úloha 3.3.4 Ukažte, že každá z těchto šesti vlastnost́ı posloupnost́ı je robustńı.

• Limity monotónńıch posloupnost́ı. Nejprve připomeneme několik druh̊u mo-
notonie posloupnost́ı.

61



Definice 3.3.5 (monotónńı posloupnosti) Posloupnost (an) ⊂ R

1. neklesá, když pro každé n je an ≤ an+1.

2. neroste, když pro každé n je an ≥ an+1.

3. je monotónńı, když neklesá nebo neroste.

Ostré nerovnosti an < an+1, resp. an > an+1, dávaj́ı rostoućı, resp. klesaj́ıćı,
a ryze monotónńı posloupnost.

Úloha 3.3.6 Která ze tř́ı vlastnost́ı posloupnost́ı v předešlé definici je robustńı?

Existence limity posloupnosti se dá často dokázat pomoćı následuj́ıćı věty
a jej́ıho d̊usledku.

Věta 3.3.7 (limita monotónńı posloupnosti) Necht’ (an) ⊂ R neklesá, resp.
neroste. Pak lim an existuje a rovná se

sup
(
{an | n ∈ N}

)
, resp. inf

(
{an | n ∈ N}

)
=: B ,

přičemž tyto hodnoty bereme v (R∗, <).

Důkaz. Necht’ (an) je nerostoućı, př́ıpad neklesaj́ıćı (an) je podobný. Podle
definice infima B má (an) podposloupnost (amn

), že lim amn
= B. Pro dané ε

tak jistě existuje n′, že amn′ ∈ U(B, ε). Tedy pro každé n ≥ mn′ je

amn′ ≥ an ≥ B

a an ∈ U(B, ε). Tedy lim an = B. 2

Větu ześıĺıme, aby platila robustně, bez ohledu na změnu konečně mnoha
člen̊u posloupnosti.

Důsledek 3.3.8 (robustńı zobecněńı) Necht’ (an) ⊂ R má podposloupnost
(am, am+1, . . . ), která neklesá, resp. neroste. Pak lim an existuje a rovná se

sup
(
{an | n ≥ m}

)
, resp. inf

(
{an | n ≥ m}

)
,

přičemž tyto hodnoty bereme v (R∗, <).

Důkaz. Necht’ (an) a m jsou, jak uvedeno. Z definice limity posloupnosti je
jasné, že limita podposloupnosti (am, am+1, . . . ) se rovná limitě celé posloup-
nosti. 2

Úloha 3.3.9 Ukažte, že předpoklady d̊usledku představuj́ı robustńı vlastnost po-
sloupnost́ı.

• Limity kvazimonotónńıch posloupnost́ı. Monotónńı posloupnosti splňuj́ıćı a1 ≤
a2 ≤ . . . nebo a1 ≥ a2 ≥ . . . zobecńıme.
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Definice 3.3.10 (kvazimonotonie) Řekneme, že posloupnost (an) je kvazi-
neklesaj́ıćı, resp. kvazinerostoućı, pokud pro každé n jen pro konečně mnoho m
plat́ı, že am < an, resp. am > an. Řekneme, že (an) je kvazimonotónńı, je-li
kvazineklesaj́ıćı nebo kvazinerostoućı.

Monotónńı posloupnost je zřejmě kvazimonotónńı.

Úloha 3.3.11 Uved’te př́ıklad posloupnosti (an), že pro žádné m podposloupnost
(am, am+1, . . . ) neńı monotónńı, ale (an) je kvazimonotónńı.

Úloha 3.3.12 Zapǐste kvazimonotonii jen pomoćı kvantifikátor̊u, logických spo-
jek, závorek, proměnných a nerovnost́ı mezi přirozenými a reálnými č́ısly.

Následuj́ıćı věta použ́ıvá veličiny lim sup a lim inf posloupnosti. Ty jsou vždy
definované a mohou nabývat hodnoty ±∞. Zavedeme je v př́ı̌st́ı přednášce.

Věta 3.3.13 (limita KMP). Každá kvazimonotónńı posloupnost (an) má li-
mitu. Je-li (an) kvazineklesaj́ıćı, resp. kvazinerostoućı, pak

lim an = lim sup an =: A ∈ R∗, resp. lim an = lim inf an ∈ R∗ .

Důkaz. Necht’ posloupnost (an) je kvazineklesaj́ıćı, př́ıpad kvazinerostoućı (an)
je podobný, a necht’ je dáno ε. Podle definice limsupu má (an) podposloupnost
(amn

) s lim amn
= A a pro každé n ≥ n0 je an < A + ε. Vezmeme n′, že

amn′ ∈ U(A, ε). Protože (an) je kvazineklesaj́ıćı, vezmeme n1 ≥ n0, že pro
každé n ≥ n1 je

amn′ ≤ an < A+ ε .

Pak patrně i an ∈ U(A, ε) a lim an = A. 2

Větu opět ześıĺıme, aby platila robustně, bez ohledu na změnu konečně
mnoha člen̊u posloupnosti.

Důsledek 3.3.14 (robustńı zobecněńı) Necht’ (an) ⊂ R má podposloupnost
(am, am+1, . . . ), která je kvazineklesaj́ıćı, resp. kvazinerostoućı. Pak

lim an = lim sup an ∈ R∗, resp. lim an = lim inf an ∈ R∗ .

Důkaz. Necht’ (an) a m jsou, jak uvedeno. Z definice limity posloupnosti je
jasné, že limita podposloupnosti (bn) = (am, am+1, . . . ) se rovná limitě celé
posloupnosti. Samozřejmě lim sup bn = lim sup an a totéž pro liminfy. 2

Zpětně vid́ıme, že i ve větě 3.3.7 a d̊usledku 3.3.8 by byly lepš́ı limsupy a liminfy
mı́stu suprem a infim, ze setrvačnosti je ale ponecháme. Kvazimonotónńı po-
sloupnosti zavedl do analýzy anglický matematik G. H. Hardy (viz odd́ıl C.1).
V odd́ılu 6.3 dokážeme, že předešlý d̊usledek je v jistém smyslu nejobecněǰśı
výsledek o existenci limit posloupnost́ı omezených nerovnostmi.

• Bolzano–Weierstrassova věta. Pro jej́ı d̊ukaz potřebujeme zaj́ımavý pomocný
výsledek.
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Tvrzeńı 3.3.15 (existence MPP) Každá reálná posloupnost má monotónńı
podposloupnost.

Důkaz. Pro danou posloupnost (an) uváž́ıme množinu

M := {n | ∀m
(
n ≤ m⇒ an ≥ am

)
} .

Když je množina M = {m1 < m2 < . . . } nekonečná, máme nerostoućı pod-
posloupnost (amn

). Když je M konečná, vezmeme č́ıslo m1 > max(M) (pro
M = ∅ je m1 libovolné). Pak jistě m1 6∈ M a tedy existuje č́ıslo m2 > m1, že
am1

< am2
. Protože m2 6∈ M , existuje m3 > m2, že am2

< am3
. A tak dále,

máme rostoućı podposloupnost (amn). 2

Úloha 3.3.16 Zobecněte předchoźı tvrzeńı na obecné lineárńı uspořádáńı.

Z věty 3.3.7 a z předešlého tvrzeńı dostáváme dva d̊usledky. Prvńı z nich je
část 1 věty 3.2.4. Druhým je Bolzano–Weierstrassova věta.

Důsledek 3.3.17 (část 1 věty 3.2.4) Každá posloupnost reálných č́ısel má
podposloupnost, která má limitu.

Důkaz. Necht’ (an) ⊂ R. Podle předešlého tvrzeńı máme monotónńı podpo-
sloupnost (bn) � (an). Podle věty 3.3.7 má (bn) limitu. 2

Věta 3.3.18 (Bolzano–Weierstrassova) Každá omezená reálná posloupnost
má konvergentńı podposloupnost.

Důkaz. Necht’ (an) je omezená posloupnost a (bn) � (an) je jej́ı monotónńı
podposloupnost zaručená předešlým tvrzeńım. Patrně je (bn) omezená a podle
věty 3.3.7 má vlastńı limitu. 2

Úloha 3.3.19 (limita v intervalu) Necht’ a ≤ b jsou reálná č́ısla. Pak každá
posloupnost (an) ⊂ [a, b] má podposloupnost (amn), která má vlastńı limitu
lim amn

∈ [a, b].

O německém matematikovi K. Weierstrassovi a česko-italsko-německém knězi,
filosofovi a matematikovi B. Bolzanovi je v́ıce v odd́ılu C.1.

• Cauchyova podmı́nka. V definici R jsme se už setkali s Cauchyovými posloup-
nostmi zlomk̊u. Reálné Cauchyovy posloupnosti jsou definovány stejně.

Definice 3.3.20 (Cauchyovy posloupnosti) Posloupnost (an) ⊂ R je Cau-
chyova (nebo cauchyovská), pokud plat́ı, že

∀ ε ∃n0

(
m ≥ n0 ∧ n ≥ n0 ⇒ |am − an| < ε

)
.

V řeči okoĺı je |am − an| < ε totéž jako am ∈ U(an, ε) či an ∈ U(am, ε).
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Úloha 3.3.21 Cauchyovost posloupnosti reálných č́ısel je robustńı vlastnost.

Úloha 3.3.22 Každá Cauchyova posloupnost reálných č́ısel je omezená.

Věta 3.3.23 (Cauchyova podmı́nka) Posloupnost reálných č́ısel je konver-
gentńı, právě když je Cauchyova.

Důkaz. Implikace ⇒. Necht’ lim an = a a je dáno ε. Pak |an − a| < ε/2 pro
každé velké n. Podle úlohy 3.1.2 pro každé velké m a n plat́ı, že

|am − an| ≤ |am − a|+ |a− an| < ε/2 + ε/2 = ε .

Takže (an) je Cauchyova posloupnost.
Implikace ⇐. Necht’ (an) je Cauchyova posloupnost. Jak v́ıme z posledńı

úlohy, (an) je omezená. Podle Bolzano–Weierstrassovy věty má konvergentńı
podposloupnost (amn

) s limitou a. Pro dané ε tak pro každé velké m a n je
|amn

− a| < ε/2 a |am − an| < ε/2. Vždy mn ≥ n, takže opět podle úlohy 3.1.2
pro každé velké n je

|an − a| ≤ |an − amn
|+ |amn

− a| < ε/2 + ε/2 = ε .

Tedy lim an = a. 2

Je zaj́ımavé, že francouzský matematik A.-L. Cauchy, po němž jsou posloupnosti
v definici 3.3.20 nazvány, pobýval několik let v politickém exilu v Praze, viz
odd́ıl C.1.

Úloha 3.3.24 Ukažte, že existuje Cauchyova posloupnost (an) ⊂ Q, která nemá
racionálńı limitu. Předešlá věta tak v uspořádaném tělese Q neplat́ı.

To neńı nic nového, uspořádané těleso Q neńı úplné.

Úloha 3.3.25 Kde jsme tedy v d̊ukazu předešlé věty použili úplnost reálných
č́ısel?

• Feketeho lemma. Lemma, jež uvedeme jako větu, se jmenuje podle mad’arsko-
izraelského matematika M. Feketeho. Ṕı̌seme o něm v́ıce v odd́ılu C.1.

Úloha 3.3.26 fekete = ?

Definice 3.3.27 (sub- a superaditivita) Posloupnost (an) ⊂ R je subadi-
tivńı, resp. superaditivńı, když pro každé m a n je am+n ≤ am + an, resp. pro
každé m a n je am+n ≥ am + an.

Věta 3.3.28 (Feketeho lemma) Necht’ (an) ⊂ R & M := {ann | n ∈ N}.
Když (an) je superaditivńı, resp. subaditivńı, pak

lim
an
n

= sup(M) =: A, resp. lim
an
n

= inf(M) .

Tyto hodnoty bereme v (R∗, <).
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Důkaz. Necht’ (an) je superaditivńı a je dáno ε. Vezmeme m, že am
m ∈ U(A, ε).

Libovolné n ≥ m naṕı̌seme jako n = km+ l, kde k ∈ N, l ∈ N0 a 0 ≤ l < m (tj.
č́ıslo n vyděĺıme č́ıslem m se zbytkem). Protože (an) je superaditivńı,

an
n
≥ kam
km+ l

+
al
n

=
am/m

1 + l/km
+
al
n
.

Pro každé velké n tak je

(1± ε)am
m
− ε < an

n
≤ A .

Protože am
m ∈ U(A, ε) a ε můžeme vźıt jakkoli malé, lim an

n = A.
Pro subaditivńı posloupnosti (an) argumentujeme podobně. 2

V závěrečných čtyřech úlohách předvedeme použit́ı Feketeho lemmatu v ex-
tremálńı kombinatorice.

Úloha 3.3.29 (abba-prostá slova) Necht’ f(n) je maximálńı délka l slova

u = a1a2 . . . al

nad n-prvkovou abecedou splňuj́ıćıho následuj́ıćı podmı́nky.

• Pro každé i = 1, 2, . . . , l − 1 se ai 6= ai+1.

• Slovo u neobsahuje podslovo typu abba. Tedy neexistuj́ı čtyři indexy 1 ≤
k1 < k2 < k3 < k4 ≤ l, že ak1 = ak4 6= ak2 = ak3 .

1. Pomoćı Feketeho lemmatu dokažte, že existuje vlastńı nebo nevlastńı limita
lim f(n)/n.

2. Dokažte, že pro každé n ∈ N se f(n) = 3n− 2.

Úloha 3.3.30 (abab-prostá slova) Totéž pro abab-prostá slova, v druhé části
s funkćı f(n) = 2n− 1.

Úloha 3.3.31 (aabb-prostá slova) A co aabb-prostá slova?

Aritmetickou posloupnost́ı X ⊂ Z délky k ∈ N rozumı́me každou množinu

X = {a+ jd | j ∈ [k]} ,

kde a ∈ Z a d ∈ N.

Úloha 3.3.32 (funkce rk(n)) Pro k, n ∈ N necht’ rk(n) je maximálńı velikost
takové množiny A ⊂ [n], že A neobsahuje aritmetickou posloupnost délky k.

1. Pomoćı Feketeho lemmatu dokažte, že pro každé k existuje vlastńı limita

lim
n→∞

rk(n)/n (∈ [0, 1]) .
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2. Dokažte, že pro k = 1 a 2 tato limita je 0.

Pro k ≥ 3 plat́ı následuj́ıćı slavná Szemerédiho věta.

Věta 3.3.33 (E. Szemerédi, 1975) I pro každé k ≥ 3 se

lim
n→∞

rk(n)/n = 0 .

Jej́ı d̊ukaz je dosti obt́ıžný, viz [152] či [157].
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Kapitola 4

Přednáška 3. Vlastnosti
limit posloupnost́ı

Kapitolu založenou na třet́ı přednášce začneme odd́ılem 4.1 o vztahu limit po-
sloupnost́ı a aritmetických operaćı. Hlavńım výsledkem je věta 4.1.1 o limitě
součtové, součinové a pod́ılové posloupnosti. Ve dvou jej́ıch dodatćıch v tvr-
zeńıch 4.1.7 a 4.1.9 nejprve uvedeme několik situaćı větou nepokrytých, a pak
pomoćı limit zachyt́ıme neurčitost neurčitých aritmetických výraz̊u. Důkazy po-
necháváme jako úlohy.

V odd́ılu 4.2 ilustrujeme d̊ukazem tvrzeńı 4.2.2 výpočet limity rekurentńı
posloupnosti. V tvrzeńı 4.2.4 urč́ıme limity posloupnosti (qn). Odd́ıl 4.3 se
zabývá vztahem limit a uspořádáńı reálných č́ısel. Věta 4.3.1 o tomto vztahu je
v naš́ı učebnici silněǰśı, než jak se obvykle uvád́ı. Podobně i věta 4.3.8 o dvou
strážńıćıch. Odd́ıl 4.4 se věnuje veličinám lim inf a lim sup reálné posloupnosti.
Ve větě 4.4.4 dokážeme, že tyto hodnoty přǐrazené dané posloupnosti jsou vždy
definované, a věta 4.4.5 uvád́ı jejich základńı vlastnosti. Stručný závěrečný
odd́ıl 4.5 uvád́ı na scénu základńı definice teorie (nekonečných) řad. Těm se
mnohem podrobněji věnujeme v následuj́ıćı přednášce a v kapitole 6.

Původńı verze přednášky z 2. března 2023

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred3.pdf

se v této kapitole dosti věrně odráž́ı.

4.1 Aritmetika limit

• Aritmetika limit. Připomı́náme, že (an), (bn) a (cn) označuj́ı reálné posloup-
nosti, že reálná č́ısla ε, δ a θ jsou vždy kladná a že R∗ je rozš́ı̌rená reálná
osa. Připomı́náme také poč́ıtáńı s nekonečny. Následuj́ıćı věta je základem pro
výpočet limit posloupnost́ı.
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Věta 4.1.1 (aritmetika limit) Necht’ dvě posloupnosti (an) a (bn) maj́ı limity
lim an = K ∈ R∗ a lim bn = L ∈ R∗ a výraz K + L, resp. KL, resp. K/L neńı
neurčitý. Pak po řadě plat́ı, že

lim(an + bn) = K + L, lim anbn = KL a lim an/bn = K/L

(pro bn = 0 polož́ıme an/bn := 0).

Důkaz. Předpokládáme, že K,L ∈ R. Př́ıpady s K = ±∞ nebo L = ±∞ jsou
v úlohách 4.1.3–4.1.5.

1. (+) Bud’ dáno ε. Pak |an −K|, |bn − L| ≤ ε
2 pro každé velké n. Tedy pro

každé velké n je

|an + bn − (K + L)| ≤ |an −K|+ |bn − L| ≤ ε
2 + ε

2 = ε

a an + bn → K + L.
2. (·) Bud’ dáno ε ∈ (0, 1). Pro každé velké n je |an−K|, |bn−L| ≤ ε/(|K|+

|L|+ 1) a tedy i |bn| ≤ |L|+ 1. Tedy pro každé velké n je

|anbn −KL| = |(an −K)bn +K(bn − L)|
≤ |an −K| · |bn|+ |K| · |bn − L|

≤ ε

|K|+ |L|+ 1
· (|L|+ 1) + |K| · ε

|K|+ |L|+ 1
= ε

a anbn → KL.
3. (/) K/L neńı neurčitý výraz, takže L 6= 0. Bud’ dáno ε ∈ (0, 1). Pro každé

velké n je |an−K|, |bn−L| ≤ εL2/(2|K|+ 2|L|) a tedy i |bn| ≥ |L|/2. Tedy pro
každé velké n je

n ≥ n0 ⇒
∣∣∣∣anbn − K

L

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣anL− bnKbnL

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ (an −K)L− (bn − L)K

bnL

∣∣∣∣
≤ |an −K| · |L|+ |bn − L| · |K|

|L| · |bn|

≤
εL2

2|K|+2|L| · |L|+
εL2

2|K|+2|L| · |K|
|L| · |L|/2

= ε

a an/bn → K/L. 2

Úloha 4.1.2 Co uděláme s členy posloupnosti (an/bn), pro které bn = 0?

Úloha 4.1.3 Dokažte předešlou větu pro př́ıpad, kdy K = ±∞ nebo L = ±∞
a K + L neńı neurčitý výraz.

Úloha 4.1.4 Dokažte předešlou větu pro př́ıpad, kdy K = ±∞ nebo L = ±∞
a K · L neńı neurčitý výraz.
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Úloha 4.1.5 Dokažte předešlou větu pro př́ıpad, kdy K = ±∞ nebo L = ±∞
a K/L neńı neurčitý výraz.

• Dodatky k aritmetice limit. Předešlá věta zdaleka nepopisuje aritmetiku limit
reálných posloupnost́ı beze zbytku. I když (an) nebo (bn) nemá limitu, výsledná
jednoznačná limita součtu, součinu či pod́ılu může stále existovat. Šest takových
situaćı ted’ uvedeme. Důkazy ponecháváme jako úlohu.

Úloha 4.1.6 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1.7 (dodatek 1 k AL) Necht’ (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti.
I když př́ıpadně (an) nemá limitu, plat́ı následuj́ıćı implikace.

1. (an) je omezená a L := lim bn = ±∞. Pak lim (an + bn) = L.

2. (an) je omezená a lim bn = 0. Pak lim anbn = 0.

3. Pro každé velké n je an > c > 0 a L := lim bn = ±∞. Pak lim anbn = L.

4. (an) je omezená a lim bn = ±∞. Pak lim an/bn = 0.

5. Pro každé velké n je an > c > 0 a bn > 0 a lim bn = 0. Pak lim an/bn =
+∞.

6. Pro každé velké n je 0 < an < c a L := lim bn = ±∞. Pak lim bn/an = L.

V částech 3 a 5 může také být an < c < 0, v části 6 může být c < an < 0
a v části 5 může být bn < 0. Čtenář si tyto modifikace sám snadno přesně
zformuluje a dokáže.

Je-li výraz K + L, KL či K/L neurčitý, neńı v obecné situaci výsledná
limita jednoznačně určena. Nyńı přesně poṕı̌seme, co se může d́ıt. Připomeňme
si, že podle definice 3.1.3 jsou neurčité aritmetické výrazy právě výrazy K/0,
(±∞) + (∓∞) (shodná znaménka), 0 · (±∞), (±∞) · 0 a ±∞/ ±∞ (nezávislá
znaménka). Neurčitý (aritmetický) výraz V = K ◦ L má hodnoty

h(V ) := {A | ∃ (an), (bn)
(

lim an = K ∧ lim bn = L ∧ lim (an ◦ bn) = A
)
} .

Úloha 4.1.8 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1.9 (dodatek 2 k AL) Plat́ı následuj́ıćı.

1. Pro K 6= 0 se h(K/0) = {−∞,+∞}.

2. Pro nezávislá znaménka se h(±∞/±∞) = {sA | A ≥ 0}, kde s ∈ {−1, 1}
je jejich součin.

3. h((±∞) · 0) = h(0 · (±∞)) = h(0/0) = R∗.

4. Pro shodná znaménka se h(±∞+ (∓∞)) = R∗.

Nejméně neurčité jsou tedy výrazy typu 1, výrazy typu 2 jsou mnohem v́ıce
neurčité a výrazy typ̊u 3 a 4 jsou úplně neurčité.
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4.2 Rekurentńı posloupnosti

Poč́ıtáńı limit rekurentńıch posloupnost́ı vysvětĺıme v d̊ukazu následuj́ıćıho tvr-
zeńı a pak podrobněji v odd́ılu 6.3.

• Limita jedné rekurentńı posloupnosti. Začneme ale úlohou o nerovnosti mezi
aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem.

Úloha 4.2.1 (AG nerovnost) Pro každá dvě č́ısla a, b ≥ 0 je

a+ b

2
≥
√
ab .

Tvrzeńı 4.2.2 (rekurentńı limita) Necht’ je posloupnost (an) dána vztahy
a1 = 1 a

an =
an−1

2
+

1

an−1
pro n ≥ 2 .

Pak lim an =
√

2.

Důkaz. Řekněme, že L := lim an existuje a je vlastńı, L ∈ R. Pak podle limity
podposloupnosti i lim an−1 = L. Podle věty 4.1.1 se lim 1

an−1
= 1

L pro L 6= 0,

vždy se lim an−1

2 = L
2 a lim (an−1

2 + 1
an−1

) = L
2 + 1

L pro L 6= 0. Tedy

L =
L

2
+

1

L
; L2 − L2/2 = 1 ; L2 = 2 .

Rovnice má dvě řešeńı L =
√

2 a L = −
√

2. Když dokážeme, že (an) konverguje,
dostaneme hned, že lim an =

√
2, protože zřejmě an > 0 pro každé n, a tedy

L ≥ 0 (viz následuj́ıćı část přednášky).
Abychom vyloučili hodnotu L = 0, potřebujeme silněǰśı nerovnost, než že

L ≥ 0. Nicméně hned uvid́ıme, že pro každé n ≥ 2 je an ≥
√

2. Takže L ≥
√

2,
pokud existuje, a L se jistě nerovná nule.

Použijeme větu o robustně monotónńı posloupnosti z minulé přednášky.
Dokážeme, že (an) je nerostoućı pro n ≥ 2. Potřebujeme, aby pro každé n ≥ 2
bylo

an ≥ an+1 =
an
2

+
1

an
⇐⇒ a2

n

2
≥ 1 ⇐⇒ an ≥

√
2 .

Pro n ≥ 2 podle AG nerovnosti skutečně je

an =
an−1

2
+

1

an−1
=
an−1 + 2a−1

n−1

2
≥
√
an−1 · 2a−1

n−1 =
√

2 .

Takže (an) je nerostoućı pro n ≥ 2 a je kladná, tedy zdola omezená. Podle věty
o robustně monotónńı posloupnosti má (an) nezápornou vlastńı limitu. Jak jsme
spoč́ıtali, lim an =

√
2. 2

Aby postup při hledáńı limity rekurentńı posloupnosti (an) předvedený výše
byl správný, muśı se vždy dokázat, že lim an existuje. Např́ıklad rekurentńı
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posloupnost (an) daná jako a1 = 1 a an = −an−1, n ≥ 2, nemá limitu lim an =
0, přestože rovnice L = −L má jediné řešeńı L = 0. Limita posloupnosti (an) =
(1,−1, 1,−1, . . . ) totiž, jak jsme dř́ıve nahlédli, neexistuje.

• Limita geometrické posloupnosti. Je to posloupnost mocnin

(qn) = (q, q2, q3, . . . ), q ∈ R .

Úloha 4.2.3 (ještě dodatek k větě 4.1.1) Dokažte, že pro každou posloup-
nost (an) plat́ı, že

lim an = 0 ⇐⇒ lim |an| = 0 .

Tvrzeńı 4.2.4 (limita geometrické posloupnosti) Necht’ q ∈ R. Potom

lim
n→∞

qn


= 0 . . . |q| < 1, tj. −1 < q < 1,
= 1 . . . q = 1,
= +∞ . . . q > 1 a
neexistuje . . . q ≤ −1 .

Důkaz. 1. Necht’ |q| < 1. Protože |qn| = |q|n, podle úlohy 4.2.3 lze nav́ıc
předpokládat, že q ∈ [0, 1). Potom je (qn) nerostoućı a zdola omezená. Podle
věty 3.3.7 má nezápornou vlastńı limitu L. Protože qn = q · qn−1, plat́ı rovnice
L = q · L ; L = 0/(1− q) = 0.

2. Pro q = 1 máme limitu konstantńı posloupnosti (1, 1, . . . ).
3. Necht’ q > 1. Podle části 1 tohoto tvrzeńı a části 5 tvrzeńı 4.1.7 je

lim
n→∞

qn = lim
n→∞

1

(1/q)n
=

1

0+
= +∞ .

4. Necht’ q ≤ −1. Jak v́ıme, pro q = −1 nemá posloupnost

(qn) = (−1, 1, −1, 1, . . . )

limitu. Podobně nemá limitu ani pro q < −1, protože podle části 3 tohoto
tvrzeńı a aritmetiky limit má podposloupnosti s limitami +∞ a −∞. 2

4.3 Uspořádáńı a limity 1

Prozkoumáme vztahy mezi limitami reálných posloupnost́ı a (R∗, <). K záležitosti
se vrát́ıme v odd́ılu 6.3.

• Obligátńı věta trochu jinak. Když dokážeme porovnat členy dvou posloupnost́ı,
dokážeme porovnat i jejich limity, a naopak. Které členy obou posloupnost́ı ale
mezi sebou porovnáváme?

Věta 4.3.1 (limita a uspořádáńı) Necht’ K,L ∈ R∗ a (an) & (bn) jsou dvě
reálné posloupnosti s lim an = K a lim bn = L. Plat́ı následuj́ıćı.

72



1. Když K < L, tak existuje n0, že m,n ≥ n0 ⇒ am < bn.

2. Když pro každé n0 existuj́ı indexy m a n, že m,n ≥ n0 & am ≥ bn, pak
K ≥ L.

Důkaz. 1. Necht’ K < L. Podle úlohy 3.1.12 existuje ε, že U(K, ε) < U(L, ε).
Podle definice limity máme n0, že m,n ≥ n0 ⇒ am ∈ U(K, ε) a bn ∈ U(L, ε).
Tedy m,n ≥ n0 ⇒ am < bn.

2. Důkaz druhé části je dárek od logiky. Podle úlohy 1.2.2 je implikace ϕ⇒ ψ
ekvivalentńı své obměně ¬ψ ⇒ ¬ϕ. Obměna implikace v části 1 je ovšem právě
část 2. 2

Z d̊uvod̊u, které lze objasnit jen psychologíı, se tato věta téměř vždy uč́ı v mno-
hem slabš́ı (viz odd́ıl 6.3) formulaci: K < L ⇒ existuje n0, že pro každé n ≥ n0

je an < bn. Podobně pro druhou část. (Sám jsem ji pochopitelně také tak řadu
let přednášel.) Na vztah limit reálných posloupnost́ı a uspořádáńı reálných č́ısel
se opět pod́ıváme v odd́ılu 6.3.

Úloha 4.3.2 Vysvětlete, proč je prvńı část věty 4.3.1 s r̊uznými indexy m a n
silněǰśı výsledek, než obvyklá verze s m = n.

Úloha 4.3.3 Ostrá nerovnost mezi členy dvou posloupnost́ı m̊uže v limitě přej́ıt
v rovnost. Uved’te př́ıklad konvergentńıch posloupnost́ı (an) a (bn), že pro každé
m a n je am > bn, ale lim an = lim bn.

Následuj́ıćı úloha ukazuje, že prvńı část posledńı věty se dá dále ześılit.

Úloha 4.3.4 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı a formulujte odpov́ıdaj́ıćı druhou část.

Tvrzeńı 4.3.5 (ześıleńı věty 4.3.1) (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti s

lim an = K ∈ R∗ a lim bn = L ∈ R∗ .

Když K < L, pak existuj́ı reálná č́ısla a < b, že pro každé velké m a n je

am < a < b < bn .

• Intervaly. Pro reálná č́ısla a a b označ́ıme uzavřený interval s konci a a b jako
I(a, b):

I(a, b) = [a, b] pro a ≤ b a I(a, b) = [b, a] pro a ≥ b .
M ⊂ R je konvexńı množina, pokud ∀ a, b ∈ M

(
I(a, b) ⊂ M

)
. Např́ıklad každé

okoĺı U(A, ε) je konvexńı. Žádné prstencové okoĺı P (a, ε) ale neńı konvexńı.

Tvrzeńı 4.3.6 (o intervalech) Konvexńı množiny reálných č́ısel jsou právě
a jenom ∅, celé R a intervaly

(a, b), (−∞, b), (a, +∞), (a, b], [a, b), [a, b], (−∞, b] a [a, +∞)

pro reálná č́ısla a ≤ b.
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Důkaz. Každá z těchto množin je zřejmě konvexńı. Dokážeme, že naopak každá
konvexńı množina X ⊂ R má jeden z uvedených tvar̊u. Pro X rovnou ∅ nebo
R to triviálně plat́ı. Necht’ X 6= ∅,R, a := inf(X) a b := sup(X), kde infimum
i supremum bereme v (R∗, <) (tvrzeńı 3.1.7). Tedy a ≤ b (to neplat́ı pro X = ∅)
a alespoň jedna z těchto hodnot je konečná. Necht’ např́ıklad a = −∞ a b ∈ R.
Dı́ky konvexitě množiny X a aproximačńı vlastnosti suprema (tvrzeńı 1.4.8)
vid́ıme, že pro b ∈ X je X = (−∞, b] a pro b 6∈ X je X = (−∞, b). Ostatńı
př́ıpady jsou podobné. 2

Úloha 4.3.7 Existuj́ı neprázdné konečné intervaly?

Následuj́ıćı věta je populárńı vzhledem ke svému názvu. Zformulujeme ji
obecněji, než je obvyklé.

Věta 4.3.8 (dva strážńıci) Necht’ (an), (bn) & (cn) jsou takové tři reálné
a (rn), (sn) ⊂ N takové dvě přirozené posloupnosti, že lim rn = lim sn = +∞,
lim an = lim cn = a & pro každé n je

bn ∈ I(arn , csn) .

Pak i lim bn = a.

Důkaz. Necht’ (an), (bn), (cn), (rn), (sn) & a jsou, jak uvedeno, a je dáno ε.
Podle definice limity pro každé velké n je an, cn ∈ U(a, ε). Tedy pro každé velké
n je arn , csn ∈ U(a, ε). Dı́ky konvexitě okoĺı U(a, ε) a d́ıky předpokladu je pro
každé velké n

bn ∈ I(arn , ccn) ⊂ U(a, ε) .

Takže bn → a. 2

Obvyklá verze má rn = sn = n a an ≤ bn ≤ cn mı́sto bn ∈ I(. . . ). Dva strážńıci,
posloupnosti (an) a (cn), tak mezi sebou vedou podezřelého, posloupnost (bn),
ke společné limitě a. Pro nevlastńı limitu stač́ı jen jeden strážńık: když lim an =
−∞ a bn ≤ arn pro každé n, pak i lim bn = −∞. Podobně pro limitu +∞.

Úloha 4.3.9 Dokažte to.

Úloha 4.3.10 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.3.11 (limita definovaná nerovnostmi) Necht’ (an) je reálná po-
sloupnost a A ∈ R∗. Dvě následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. lim an = A.

2. Pro každé B ∈ R∗ jsou pravdivé implikace, že

B < A ⇒ nerovnost an > B plat́ı pro každé velké n

a
B > A ⇒ nerovnost an < B plat́ı pro každé velké n .

Tak se limita reálné posloupnosti definuje v [47, str. 32].
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4.4 Limes inferior a limes superior

• Hromadné body. Hromadné body jsou limity podposloupnost́ı.

Definice 4.4.1 (hromadné body) Necht’ A ∈ R∗ a (an) ⊂ R. Řekneme, že
A je hromadný bod posloupnosti (an), pokud (an) má podposloupnost (amn

)
s lim amn

= A.

Polož́ıme

H(an) := {A ∈ R∗ | A je hromadný bod posloupnosti (an)} ⊂ R∗ .

Hromadný bod posloupnosti neńı pochopitelně jednoznačně určený, ale alespoň
jeden vždy existuje.

Úloha 4.4.2 Dokažte, že každá posloupnost má alespoň jeden hromadný bod.

• Limes inferior a limes superior posloupnosti. Tyto latinské termı́ny znamenaj́ı

”
nejmenš́ı limita“, respektive

”
největš́ı limita“.

Definice 4.4.3 (liminf a limsup) Limes inferior a limes superior reálné po-
sloupnosti (an) definujeme jako

lim inf an := min
(R∗, <)

(H(an)) a lim sup an := max
(R∗, <)

(H(an))

(minimum a maximum bereme v rozš́ıřené reálné ose).

Muśıme ale dokázat, že tyto prvky jsou dobře definovány.

Věta 4.4.4 (liminf a limsup) Pro každou (an) ⊂ R má množina H(an),

∅ 6= H(an) ⊂ R∗ ,

v rámci lineárńıho uspořádáńı (R∗, <) minimum i maximum. Veličiny lim inf an
a lim sup an jsou tak dobře definovány.

Důkaz. Necht’ (an) je reálná posloupnost. Z úlohy 4.4.2 v́ıme, že H(an) 6= ∅.
Dokážeme existenci max(H(an)), existence minima se dokazuje podobně. Necht’

A := sup(H(an)) ,

bráno v (R∗, <) (tvrzeńı 3.1.7). Ukážeme, že A ∈ H(an). Když A = −∞,
pak H(an) = {−∞} a jsme hotovi. Necht’ A > −∞ a (bn) je libovolná reálná
posloupnost s vlastnost́ı, že b1 < b2 < . . . a lim bn = A. Pro každé n existuje
takové An ∈ H(an), že bn < An ≤ A (tvrzeńı 1.4.8). Toto An je limitou nějaké
podposloupnosti posloupnosti (an). Vid́ıme, že existuje taková podposloupnost
(amn), že pro každé n je

bn < amn
< An +

1

n
≤ A+

1

n
.

Podle vět o strážnićıch se lim amn
= A a A ∈ H(an). 2
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Věta 4.4.5 (vlastnosti liminfu a limsupu) Pro posloupnosti (an) ⊂ R plat́ı
následuj́ıćı.

1. Když existuje lim an, pak H(an) = {lim an}.

2. Nastává právě jeden ze tř́ı př́ıpad̊u.

(a) (an) je shora neomezená a lim sup an = +∞.

(b) lim an = −∞ a lim sup an = −∞.

(c) lim sup an = limn→∞
(

sup({am | m ≥ n})
)
∈ R.

3. Nastává právě jeden ze tř́ı př́ıpad̊u.

(a) (an) je zdola neomezená a lim inf an = −∞.

(b) lim an = +∞ a lim inf an = +∞.

(c) lim inf an = limn→∞
(

inf({am | m ≥ n})
)
∈ R.

4. Vždy lim inf an ≤ lim sup an. Rovnost nastává, právě když existuje lim an
a pak lim inf an = lim sup an = lim an.

Důkaz. 1. To je zřejmé, podposloupnost dané posloupnosti s limitou má tutéž
limitu (tvrzeńı 3.2.3).

2. Prvńı dva př́ıpady jsou v́ıceméně jasné. Necht’ ani jeden z nich nenastává.
Pro každé n označ́ıme An := {am | m ≥ n} a bn := sup(An). Každá množina
An je shora omezená a neprázdná, takže (bn) je dobře definovaná reálná po-
sloupnost, která je zřejmě nerostoućı. Podle věty 3.3.7 má limitu

L := lim bn ∈ R ∪ {−∞} .

Ta neńı −∞, protože pak by lim an = −∞. Tedy L ∈ R. Podle tvrzeńı 1.4.8

∀n ∃m (≥ n)
(
bn − 1/n < am ≤ bn

)
.

Tedy L = lim bn ∈ H(an). Kdyby L < max(H(an)), existovalo by δ > 0, že
pro nekonečně mnoho m je am > L+ δ. Pak bychom si vzali n, že bn < L+ δ.
Jenomže pak by existovalo m ≥ n, že am > L+ δ > bn, ve sporu s definićı č́ısla
bn, podle ńıž am ≤ bn. Tud́ıž L = max(H(an)) = lim sup an.

3. Důkaz je podobný předchoźımu.
4. Prvńı tvrzeńı je zřejmé. Abychom dokázali druhé, stač́ı dokázat, že když

lim inf an = lim sup an =: L, pak lim an = L. Když L = ±∞, je lim an = L
podle př́ıpadu (b) v části 2 nebo v části 3. Necht’ L ∈ R a bud’ dáno ε. Podle
př́ıpadu (c) v částech 2 a 3 vezmeme n, že

L− ε < inf({am | m ≥ n}) ≤ sup({am | m ≥ n}) < L+ ε .

Pak m ≥ n⇒ L− ε < am < L+ ε, takže an → L. 2

Úloha 4.4.6 Popǐste takovou posloupnost (an), že H(an) = R∗.
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Úloha 4.4.7 Rozhodněte, zda existuje posloupnost (an), že

H(an) = [−1, 1] \ {0} .

Úloha 4.4.8 Necht’

an := n(1 + (−1)n) .

Nalezněte lim inf an a lim sup an.

4.5 Řady

Uvedeme základńı definice a pojmy teorie řad. Podrobněji se řadám věnujeme
v př́ı̌st́ı přednášce a v kapitole 6.

• Řada, součet, částečný součet. Uvedeme tři základńı pojmy v teorii (ne-
konečných) řad.

Definice 4.5.1 (řada, součet, částečný součet) Řadou rozumı́me posloup-
nost

∑
an =

∑∞
n=1 an = a1 + a2 + · · · := (an) ⊂ R. Jej́ı součet je limita

∑
an =

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · · := lim (a1 + a2 + · · ·+ an) ∈ R∗ ,

když existuje. Členy posloupnosti

(sn) := (a1 + a2 + · · ·+ an)

jsou takzvané částečné součty sn (dané řady).

Součet řady
∑
an je tedy limita lim sn. Symboly∑

an,

∞∑
n=1

an a a1 + a2 + . . .

tedy označuj́ı jak samotnou posloupnost (an), tak jej́ı součet. Tato dvojznačnost
je standardńı a člověk si na ni muśı dávat pozor. S řadami jsme se setkali
v paradoxech v prvńı přednášce. Je pravda, že

∞∑
n=1

(−1)n+1 = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · = 0 + 0 + 0 + · · · = 0 ?

Neńı to pravda. Pod́ıvejme se na všechny tři rovnosti. Prvńı plat́ı, je to jen
rovnost mezi dvěma posloupnostmi, či přesněji rovnost dvou zápis̊u jediné po-
sloupnosti (1,−1, 1,−1, 1, . . . ). Třet́ı rovnost také plat́ı. Ř́ıká totiž, že součet
řady samých nul je nula (úloha 4.5.2). Druhá rovnost ale neplat́ı. Jako rov-
nost dvou posloupnost́ı jistě neplat́ı. Neplat́ı ani jako rovnost součt̊u dvou řad,
protože řada 1 − 1 + 1 − 1 + . . . součet nemá: posloupnost jej́ıch částečných
součt̊u (1, 0, 1, 0, 1, . . . ) nemá limitu.

Pomoćı definice 4.5.1 snadno vyřeš́ıte dvě následuj́ıćı úlohy.
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Úloha 4.5.2 Proč je součet nekonečné řady samých nul nula?

Úloha 4.5.3 Necht’
∑
an je řada a b je reálné č́ıslo. Kdy plat́ı rovnost součt̊u∑

ban = b
∑

an ?
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Kapitola 5

Přednáška 4. Řady. Limity
funkćı. Elementárńı funkce

V prvńım odd́ılu kapitoly založené na čtvrté přednášce se pod́ıváme na řady.
Hlavńımi výsledky jsou divergence harmonické řady v tvrzeńı 5.1.6 a vzorec pro
součet geometrické řady ve větě 5.1.19. Definujeme absolutně konvergentńı řady.
V odd́ılu 5.2 zobecńıme limity reálných posloupnost́ı na limity funkćı. Hlavńım
výsledkem je věta 5.2.15 (Heineho definice limity funkce), která ukazuje, jak
převést limity funkćı na limity reálných posloupnost́ı. V odd́ılu 5.3 uvedeme
na scénu základńı elementárńı funkce (expx, log x, ab, cosx, sinx, tanx, cotx
a inverzy posledńıch čtyř). Důkazy jejich vlastnost́ı odsouváme do př́ı̌st́ı kapitoly
a dokážeme jen tvrzeńı 5.3.13 o mocninných identitách. K přednášce přednesené
9. 3. 2023 jako

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred4.pdf

je zde přidán odd́ıl 5.4, kde jasně vymezujeme (v definićıch 5.4.8 a 5.4.20)
množinu elementárńıch funkćı: vzniknou ze základńıch elementárńıch funkćı
operacemi sč́ıtáńı, násobeńı, děleńı a skládáńı. Připomeneme dvě významné
podmnožiny, polynomy a racionálńı funkce.

5.1 Teorie řad 1

Minulá přednáška skončila základńımi definicemi teorie řad a na ně ted’ navážeme.
Řadám se věnuj́ı i odd́ıly 6.4–6.8.

• Řady všeobecně. Jak v́ıme z definice 4.5.1, řada∑
an =

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . .

je posloupnost (an) ⊂ R, jej́ımž člen̊um an ř́ıkáme sč́ıtance. Limita

lim sn = lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ an) ∈ R∗
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posloupnosti částečných součt̊u

(sn) := (a1 + a2 + · · ·+ an)

je součet řady. Má-li řada řada vlastńı součet, pak konverguje, jinak diver-
guje. Divergentńı řada má tedy nekonečný součet ±∞ nebo v̊ubec součet nemá.
Změna pouze konečně mnoha sč́ıtanc̊u neovlivńı konvergenci či divergenci řady,
ale na rozd́ıl od limity posloupnosti se změnou jediného sč́ıtance součet řady
může změnit. Součet řady se označuje stejnými symboly∑

an =

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + . . .

jako řada sama.
U posloupnost́ı (an) se drž́ıme index̊u n ∈ N, takže (an) = (a1, a2, . . . ), ale

u řad sč́ıtaćı index n často prob́ıhá množiny odlǐsné od N (v odd́ılu 6.4 definujeme
tzv. obecnou řadu na libovolné spočetné množině) a často se označuje jinými
ṕısmeny. Můžeme se tak třeba setkat s řadami

∞∑
m=0

am,

100∑
j=6

bj ,

+∞∑
n=−∞

anz
n,

∑
n∈A
n 6=x

un a
∑
k≥0

ck ,

nemluvě o dvojitých a v́ıcenásobných řadách.

Úloha 5.1.1 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1.2 (nezáporné sč́ıtance) Když pro každé velké n jsou sč́ıtance
řady

∑
an nezáporné, pak

∑
an má součet a ten neńı −∞.

Podobné tvrzeńı plat́ı pro řady se skoro všemi sč́ıtanci nekladnými.

Tvrzeńı 5.1.3 (nutná podmı́nka konvergence) Když
∑
an konverguje, pak

se lim an = 0.

Důkaz. Necht’
∑
an konverguje. Pak pro sn =

∑n
j=1 aj máme vlastńı limitu

S := lim sn .

Podle výsledk̊u o limitě podposloupnosti a podle aritmetiky limit je

lim an = lim (sn − sn−1) = lim sn − lim sn−1 = S − S = 0 .

Limita lim an = 0 je tedy nutnou podmı́nkou konvergence řady
∑
an. 2

Pro S = ±∞ předešlý výpočet pochopitelně nefunguje.
Řada ∑∞

n=0(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + . . .

ze závěru minulé přednášky tedy diverguje, dokonce nemá součet. Za chv́ıli
uvid́ıme, že uvedená nutná podmı́nka konvergence řady neńı obecně postačuj́ıćı.
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Úloha 5.1.4 Dokažte, že
∑∞
n=1 1 = +∞.

• Harmonická řada. Ukážeme, že nutná podmı́nka konvergence řady skutečně
neńı postačuj́ıćı. Vezmeme řadu sč́ıtanc̊u

a1 :=
1

2
, a2 = a3 :=

1

4
, a4 = a5 = a6 = a7 :=

1

8
, . . .

. . . , a2k = a2k+1 = · · · = a2k+1−1 :=
1

2k+1
, . . . .

Pak zřejmě lim an = 0, ale s1 < s2 < . . . a

s2k+1−1 =
1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · ·+ 2k · 1

2k+1
=
k + 1

2
,

takže
∑
an = lim sn = +∞ a řada diverguje.

Úloha 5.1.5 Ukažte, že skutečně
∑
an = +∞.

Dostali jsme následuj́ıćı výsledek.

Tvrzeńı 5.1.6 (harmonická řada) Takzvaná Harmonická řada

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

má součet +∞.

Důkaz. Necht’ (hn) jsou částečné součty harmonické řady a (sn) jsou částečné
součty předešlé řady

∑
an. Pak 1/n > an pro každé n, tedy i hn > sn pro každé

n. Protože lim sn = +∞, podle věty o jednom strážńıkovi i lim hn = +∞. Tedy∑
1
n = +∞. 2

Částečné součty harmonické řady hn =
∑n
j=1

1
j jsou tzv. harmonická č́ısla. Zde

je jejich asymptotika.

Věta 5.1.7 (asymptotika harmonických č́ısel) Pro reálné konstanty γ =
0.57721 . . . & c > 0 a pro každé n ∈ N se

hn = log n+ γ + ∆n, přičemž |∆n| ≤ c/n .

Speciálně lim ∆n = 0 a ∆n jde k 0 řádově alespoň tak rychle, jako 1/n. Tuto
větu dokážeme v kapitole 19.

Úloha 5.1.8 (hn 6∈ N pro n > 1) Dokažte, že

hn ∈ N ⇐⇒ n = 1 .

Návod: m = 2k(2l − 1). Jaký silněǰśı výsledek tento argument dokazuje?
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Konstanta γ = 0.57721 . . . se nazývá Eulerovou konstantou.

Úloha 5.1.9 (otevřený problém) Dokažte, že γ je iracionálńı č́ıslo.

• Riemannova věta. Na začátku prvńı přednášky jsme se v prvńım paradoxu
setkali s řadou

1− 1 + 1
2 −

1
2 + 1

3 −
1
3 + · · ·+ 1

n −
1
n + . . .

se
”
zřejmým“ součtem 0. Ten jsme zpřeházeńım sč́ıtanc̊u změnili na kladný.

Jak už ted’ v́ıme, součet 0 je správný, protože částečné součty 1, 0, 1
2 , 0, 1

3 , 0, . . .
jdou v limitě k 0. Tento př́ıklad ted’ zobecńıme do široké tř́ıdy řad se stejným
chováńım součt̊u, které se přerovnáńım daj́ı libovolně měnit. Nejprve ale defi-
nujeme přerovnáńı posloupnost́ı a řad.

Definice 5.1.10 (přerovnáńı) Posloupnost (bn) je přerovnáńım posloupnosti
(an), pokud existuje taková permutace přirozených č́ısel, to jest

bijekce π : N→ N, že ∀n ∈ N
(
bn = aπ(n)

)
.

Stejná terminologie plat́ı pro řady.

Úloha 5.1.11 Dokažte, že pro každé L ∈ R∗, každou posloupnost (an) ⊂ R
a každé jej́ı přerovnáńı (aπ(n)) plat́ı, že

lim an = L, právě když lim aπ(n) = L .

Věta 5.1.12 (Riemannova) Necht’ řada
∑
an splňuje následuj́ıćı podmı́nky.

1. lim an = 0.

2.
∑
akn = +∞, kde akn jsou jej́ı kladné sč́ıtance.

3.
∑
azn = −∞, kde azn jsou jej́ı záporné sč́ıtance.

Pak pro každé S ∈ R∗ existuje takové přerovnáńı π této řady, že

∞∑
n=1

aπ(n) = S .

Úloha 5.1.13 Ukažte, že pak nějaké přerovnáńı
∑∞
n=1 aπ(n) nemá součet.

Věta je nazvána po německém matematikovi B. Riemannovi, o němž ṕı̌seme
v odd́ılu C.1. Je dokázána v odd́ılu 6.4 jako věta 6.4.1.

• Absolutně konvergentńı řady. To jsou naopak řady se součty nezměnitelnými
přerovnáńım sč́ıtanc̊u. Teprve ony představuj́ı správné zobecněńı konečných
součt̊u na nekonečné.
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Definice 5.1.14 (AK řady) Řada
∑
an je absolutně konvergentńı, zkráceně

AK, konverguje-li řada
∑
|an|.

Věta 5.1.15 (nekonečná ∆-ová nerovnost) Když
∑
an absolutně konver-

guje, pak konverguje, a pro součty řad
∑
an a

∑
|an| plat́ı nerovnost∣∣∣∣ ∞∑

n=1

an

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

|an| .

Důkaz. Necht’
∑
an je AK řada s částečnými součty (sn) a

∑∞
n=1 |an| má

částečné součty (tn). Podle předpokladu a věty 3.3.23 je (tn) Cauchyova po-
sloupnost. Pro dané ε tedy pro každé dva velké indexy m ≤ n plat́ı nerovnost

|tn − tm| =
∣∣|am+1|+ |am+2|+ · · ·+ |an|

∣∣ = |am+1|+ |am+2|+ · · ·+ |an| < ε

(pro m = n jsou tyto součty nulové). Dı́ky konečné ∆-ové nerovnosti tedy pro
stejné indexy m ≤ n plat́ı i nerovnosti

|sn − sm| = |am+1 + am+2 + · · ·+ an| ≤ |am+1|+ |am+2|+ · · ·+ |an| < ε

a (sn) je Cauchyova posloupnost. Podle věty 3.3.23 posloupnost (sn) konverguje.
Tedy řada

∑
an konverguje.

Dı́ky konečné ∆-ové nerovnosti pro každé n plat́ı nerovnost |sn| ≤ tn, ekvi-
valentně nerovnosti

−tn ≤ sn ≤ tn .

Limitńım přechodem n→∞ dostáváme podle věty 4.3.1 pro součty nerovnosti

−
∞∑
n=1

|an| ≤
∞∑
n=1

an ≤
∞∑
n=1

|an|

a tedy
∣∣∑∞

n=1 an
∣∣ ≤∑∞n=1 |an|. 2

Věta 5.1.16 (majorizačńı kritérium) Necht’ a ≥ 0, an ≥ 0 pro každé n,
řada

∑
an konverguje a

∑
bn je řada splňuj́ıćı, že |bn| ≤ a · an pro každé velké

n. Potom řada
∑
bn absolutně konverguje.

Důkaz. Necht’ uvedená nerovnost ≤ plat́ı pro každé n ≥ m. Pak pro každé n je

|b1|+ · · ·+ |bn| ≤ |b1|+ · · ·+ |bm|+ a · (a1 + · · ·+ an) .

Řada
∑
bn tedy absolutně konverguje, protože řada

∑
|bn|má omezené částečné

součty. 2

Věta 5.1.17 (komutativita AK řad) Řada
∑
an je AK, právě když konver-

guje a každé jej́ı přerovnáńı má týž součet. Absolutńı konvergence je tedy ekvi-
valentńı nezměnitelnosti součtu přerovnáńımi.
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Tato věta je dokázaná v odd́ılu 6.4 jako věta 6.4.2.

Úloha 5.1.18 Ukažte, že když je řada
∑
an AK, pak i každé jej́ı přerovnáńı∑

aπ(n) je AK.

• Geometrické řady. Jsou to řady

∞∑
n=0

qn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn + . . .

s parametrem q ∈ R zvaným kvocient.

Věta 5.1.19 (součet geometrické řady) Součet geometrické řady

∞∑
n=0

qn =

 1/(1− q) . . . −1 < q < 1 ,
+∞ . . . q ≥ 1 a
neexistuje . . . q ≤ −1 .

Důkaz. Pro každé q ∈ R \ {1} a každé n ∈ N plat́ı identita

sn := 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
=

1

1− q
+

qn

q − 1
.

Pro q < −1 podle aritmetiky limit tedy máme lim s2n−1 = +∞, lim s2n = −∞
a lim sn neexistuje a geometrická řada nemá součet. Pro q = −1 podobně
s2n−1 = 1, s2n = 0 a geometrická řada opět nemá součet. Pro −1 < q < 1 se
lim qn = 0, takže podle aritmetiky limit geometrická řada má součet lim sn =

1
1−q . Pro q = 1 je sn = n, takže geometrická řada má součet lim sn = +∞.
Pro q > 1 je lim qn = +∞, takže podle aritmetiky limit má geometrická řada
součet lim sn = +∞. 2

Jako př́ıklad použit́ı tohoto vzorce vyjádř́ıme jeden periodický desetinný rozvoj
zlomkem:

27.272727 · · · = 27(1 + 10−2 + 10−4 + . . . ) = 27 · 1

1− 10−2

=
27 · 100

99
=

300

11
.

Úloha 5.1.20 Pro q ∈ (−1, 1) a m ∈ Z plat́ı, že

qm + qm+1 + qm+2 + · · · = qm

1− q
.

Úloha 5.1.21 Která geometrická řada je AK?
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• Zeta (dzéta) funkce ζ(s). Je to funkce

ζ(s) : C \ {1} → C

definovaná řadou ζ(s) :=
∑
n−s. Zde ji definujeme jen pro reálné s > 1.

Použijeme funkci reálné mocniny ab pro a > 0, kterou zavedeme za chv́ıli
v odd́ılu 5.3. Takže pro s ∈ R vezmeme řadu

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
.

Věta 5.1.22 (zeta funkce) Pro s ≤ 1 má řada ζ(s) součet +∞. Pro s > 1
tato řada (absolutně) konverguje.

Konvergenci řady ζ(s) pro s > 1 dokážeme v odd́ılu 6.4 v d̊usledku 6.4.4.
V odd́ılu 6.5 dokážeme, že ζ(2) = π2/6. Je to jeden z nejslavněǰśıch výsledk̊u
L. Eulera (viz odd́ıl C.1). V odd́ılu 6.6 dokážeme, že ζ(3) je iracionálńı č́ıslo.

Úloha 5.1.23 Dokažte, že pro s ≤ 1 se součet řady ζ(s) rovná +∞.

5.2 Limity funkćı

Nyńı rozš́ı̌ŕıme pojem limity z reálných posloupnost́ı, což jsou dosti speciálńı
funkce typu N→ R, na funkce zcela obecného typu M → R s M ⊂ R.

• Limitńı body. Necht’ A ∈ R∗. Připomı́náme značeńı okoĺı:

U(A, ε) =

{
(A− ε, A+ ε) . . . A ∈ R a
{x ∈ R | ± x > 1/ε} . . . A = ±∞ (shodná znaménka) .

Prstencová okoĺı jsou P (A, ε) = U(A, ε) \ {A} pro A ∈ R a P (A, ε) = U(A, ε)
pro A = ±∞.

Definice 5.2.1 (limitńı body) Prvek L ∈ R∗ je limitńı bod množiny M ⊂ R,
pokud ∀ ε

(
P (L, ε) ∩M 6= ∅

)
.

Úloha 5.2.2 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.2.3 (o limitńıch bodech) Necht’ M ⊂ R a A ∈ R∗. Následuj́ıćı
tvrzeńı jsou vzájemně ekvivalentńı.

1. A je limitńı bod množiny M .

2. Existuje posloupnost (an) ⊂M \ {A} s lim an = A.

3. Existuje prostá posloupnost (an) ⊂M s lim an = A.

4. Pro každé n ∈ N je P (A, 1/n) ∩M 6= ∅.
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Úloha 5.2.4 Dokažte, že žádná konečná množina M ⊂ R nemá limitńı bod.

Úloha 5.2.5 Dokažte, že každá nekonečná množina M ⊂ R má limitńı bod.

Úloha 5.2.6 Když b ∈ M ⊂ R a b je limitńı bod množiny M , pak b je limitńı
bod i množiny M \ {b}.

• Reálné funkce. Odted’ se v učebnici budeme zabývat následuj́ıćımi objekty.

Definice 5.2.7 (reálné funkce) Reálné funkce tvoř́ı množinu

R := {f | f : M → R, M ⊂ R} .

Jsou to funkce definované na množinách reálných č́ısel a s reálnými hodnotami.
Definičńı obor funkce f ∈ R znač́ıme M(f), takže M(f) ⊂ R a f : M(f)→ R.
Pro každou množinu M ⊂ R definujeme

R(M) := {f ∈ R |M(f) = M} .

Dosud jsme se ale také vlastně zabývali prvky R, posloupnosti (an) ⊂ R přesně
tvoř́ı množinu R(N).

Úloha 5.2.8 Popǐste strukturu množiny R — jaké má prvky, jaké prvky maj́ı
tyto prvky, atd.

V odd́ılu 5.4 definujeme na R aritmetické operace. Ted’ připomeneme unárńı
operaci restrikce a binárńı operaci skládáńı, viz odd́ıl 1.3.

Necht’ X ⊂ R a f ∈ R je funkce. Restrikćı, či zúžeńım, funkce f na množinu
X rozumı́me funkci

f |X : M(f) ∩X → R, (f |X)(x) = f(x) .

Na R tedy máme pro každou X unárńı operaci f 7→ f |X.
Necht’ f, g ∈ R. Složená funkce (složenina) f(g) je funkce

f(g) : M(f(g))→ R, f(g)(x) = f(g(x)) ,

kde M(f(g)) = g−1[g[M(g)] ∩M(f)] (viz odd́ıl 1.3). Na R tak máme binárńı
operaci R×R 3 (f, g) 7→ f(g) ∈ R.

• Limita funkce. Připomeňme si, že pro funkci f : A→ B a podmnožinu C ⊂ A
je obraz množiny C funkćı f množina

f [C] = {f(x) | x ∈ C} ⊂ B .

Uvedeme klasickou ε, δ-definici limity funkce. Později uvid́ıme, že by stačila
pouze limita posloupnosti (viz věta 5.2.15). Některé učebnice tak limitu funkce
zaváděj́ı, redukuj́ı limity funkćı na limity posloupnost́ı.
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Definice 5.2.9 (limita funkce) Necht’ A,L ∈ R∗, f ∈ R(M) a A je limitńı
bod množiny M . Pokud

∀ ε ∃ δ
(
f [P (A, δ) ∩M ] ⊂ U(L, ε)

)
,

ṕı̌seme limx→A f(x) = L a řekneme, že funkce f má v prvku A limitu L.

Limita nezáviśı na hodnotě f(A). Funkce f ani nemuśı, a pro A = ±∞ ani
nemůže, být v prvku A definovaná. Pro posloupnost (an) ⊂ R se

lim an = lim
x→+∞

a(x)

— posloupnost (an) chápeme jako funkci a ∈ R(N). Pro A,L ∈ R můžeme
rovnost limx→A f(x) = L popsat taky jako

∀ ε ∃ δ
(
x ∈M ∧ 0 < |x−A| < δ ⇒ |f(x)− L| < ε

)
.

Úloha 5.2.10 Jaké daľśı limitńı body má množina N ⊂ R kromě +∞?

Úloha 5.2.11 Vezměme funkci f(x) = x2 : (−1, 1) → R. Čemu se rovnaj́ı li-
mity

lim
x→−∞

f(x), lim
x→−1

f(x), lim
x→0

f(x) a lim
x→2

f(x) ?

Necht’ M ⊂ R a A ∈ R∗ neńı limitńı bod množiny M . Pak existuje takové
δ0, že

P (A, δ0) ∩M = ∅ .
Vezmeme libovolnou funkci f : M → R a libovolný prvek L ∈ R∗. Pak pro každé
ε plat́ı, že

f [P (A, δ0) ∩M ] = f [∅] = ∅ ⊂ U(L, ε) .

Pro takové A by tedy
”
limitou“ f v A mohlo být úplně cokoli. Proto se v defi-

nici 5.2.9 vyžaduje, aby A byl limitńı bod množiny M . V následuj́ıćım tvrzeńı
je tedy d̊uležité, že K je limitńı bod definičńıho oboru.

Tvrzeńı 5.2.12 (jednoznačnost limity) Limita funkce je jednoznačná: když
f ∈ R(M), K,L,L′ ∈ R∗ a K je limitńı bod množiny M , pak plat́ı implikace

lim
x→K

f(x) = L ∧ lim
x→K

f(x) = L′ ⇒ L = L′ .

Důkaz. Jako pro limitu posloupnosti. ∀ ε∃ δ, že množina f [P (K, δ) ∩M ] (6= ∅)
je obsažená v obou okoĺıch U(L, ε) a U(L′, ε). Tedy ∀ ε (U(L, ε)∩U(L′, ε) 6= ∅).
Podle úlohy 3.1.12 se L = L′. 2

Ukážeme, že limita restrikce funkce se rovná p̊uvodńı limitě.

Tvrzeńı 5.2.13 (limita funkce a restrikce) Necht’ A,L ∈ R∗, N ⊂M ⊂ R,
A je limitńı bod množiny N , f ∈ R(M) a limx→A f(x) = L. Pak i

lim
x→A

(f |N)(x) = L .
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Důkaz. Necht’ A, L, N , M a f jsou, jak je uvedeno. A je limitńım bodem
i množiny M . Necht’ je dáno ε. Pak existuje δ, že

f [P (A, δ) ∩M ] ⊂ U(L, ε) .

Tedy i

(f |N)[P (A, δ) ∩N ] = f [P (A, δ) ∩N ] ⊂ f [P (A, δ) ∩M ] ⊂ U(L, ε)

a tedy limx→A(f |N)(x) = L. 2

Úloha 5.2.14 Popǐste co možná nejjednodušš́ı situaci, kdy A, N , M a f jsou
jako jako v předešlém tvrzeńı, limx→A f(x) neexistuje, ale limx→A(f |N)(x)
existuje.

• Heineho definice limity funkce. Výše jsme viděli, že limita posloupnosti je
speciálńım př́ıpadem limity funkce. E. Heine (viz odd́ıl C.1) si uvědomil, že
limita funkce neńı podstatně obecněǰśı než limita posloupnosti, protože prvńı
lze vždy převést na druhou. V analýze je tedy limita posloupnosti základńım
typem limity.

Věta 5.2.15 (Heineho definice) Necht’ f ∈ R(M), K,L ∈ R∗ a K je limitńı
bod množiny M . Pak

lim
x→K

f(x) = L ⇐⇒ ∀ (an) ⊂M \ {K}
(

lim an = K ⇒ lim f(an) = L
)
.

Slovně, L je limita funkce f v K, právě když pro každou posloupnost (an) v M ,
která má limitu K, ale K se nikdy nerovná, má (f(an)) limitu L.

Důkaz. Implikace⇒. Předpokládáme, že limx→K f(x) = L, že (an) ⊂M \{K}
má limitu K a že je dáno ε. Pak existuje δ, že pro každé x ∈ M ∩ P (K, δ) je
f(x) ∈ U(L, ε). Pro toto δ je an ∈ P (K, δ) ∩M pro každé velké n. Tedy pro
každé velké n je f(an) ∈ U(L, ε) a f(an)→ L.

Implikace ¬ ⇒ ¬. Předpokládáme, že limx→K f(x) = L neplat́ı, a odvod́ıme
z toho, že pravá strana ekvivalence neplat́ı. Takže existuje ε > 0, že pro každé
δ > 0 existuje bod b = b(δ) ∈ M ∩ P (K, δ), že f(b) 6∈ U(L, ε). Polož́ıme
δ = 1

n pro n ∈ N a pro každé n vybereme — pomoćı axiomu výběru — takový
bod bn := b(1/n) ∈ M ∩ P (K, 1/n), že f(bn) 6∈ U(L, ε). Posloupnost (bn) lež́ı
v M \{K} a má limitu lim bn = K, ale posloupnost hodnot (f(bn)) nemá limitu
L. Pravá strana ekvivalence tedy neplat́ı. 2

Úloha 5.2.16 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı zobecňuj́ıćı větu 3.2.4.

Tvrzeńı 5.2.17 (o limitě funkce) Necht’ f ∈ R(M) a A ∈ R∗ je limitńı bod
množiny M . Plat́ı následuj́ıćı.

1. Existuje taková posloupnost (an) ⊂ M \ {A}, že an → A a posloupnost
(f(an)) má limitu.
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2. limx→A f(x) neexistuje ⇐⇒ existuj́ı takové dvě posloupnosti (an), (bn) ⊂
M \ {A}, že an → A, bn → A, lim f(an) = K, lim f(bn) = L a K 6= L.

3. limx→A f(x) (neexistuje nebo) se nerovná K ⇐⇒ existuje taková po-
sloupnost (an) ⊂M \ {A}, že an → A a lim f(an) = L 6= K.

Úloha 5.2.18 Porovnejte obě definice limity funkce, definici 5.2.9 a větu 5.2.15.

• Pár př́ıklad̊u. Spoč́ıtáme si pár limit funkćı. Dı́ky identitám

x− y =
x2 − y2

x+ y
a
x

y
=

1

y/x

vid́ıme, že

lim
x→+∞

(√
x+
√
x−
√
x
)

= lim
x→+∞

√
x√

x+
√
x+
√
x

= lim
x→+∞

1√
1 + 1/

√
x+ 1

=
1√

1 + 1/(+∞) + 1
=

1

1 + 1
=

1

2
.

Úloha 5.2.19 Spoč́ıtejte limity

1. limx→−∞
x√

1+x2−1
.

2. limx→+∞
1√

1+x−
√
x

.

3. limx→0
1
x .

4. limx→−∞
1
x .

Návod: v 1 a 2 se vhodnou algebraickou úpravou zbavte neurčitého výrazu.

5.3 Základńı elementárńı funkce

Definujeme základńı elementárńı funkce, jimiž jsou exponenciála, logaritmus,
reálná mocnina, kosinus, sinus, tangens, kotangens, arkus kosinus, arkus sinus,
arkus tangens a arkus kotangens. Přidáme k nim pro každé c ∈ R konstantńı
funkci

fc : R→ {c} ,

takže fc(x) = c pro každé x ∈ R, a identickou funkci

idR : R→ R ,

která má hodnotu idR(x) = x pro každé x ∈ R.

• Exponenciálńı funkce. Je to nejd̊uležitěǰśı základńı elementárńı funkce.
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Definice 5.3.1 (exponenciála) Pro každé x ∈ R polož́ıme

ex = exp(x) = expx :=

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

6
+ . . . : R→ R .

Úloha 5.3.2 Pomoćı geometrických řad dokažte, že pro každé x ∈ R je tato
řada AK.

Následuj́ıćı identita je dokázána v odd́ılu 6.4 v d̊usledku 6.4.7.

Věta 5.3.3 (exponenciálńı identita) Pro každá dvě č́ısla x, y ∈ R plat́ı rov-
nost

exp(x+ y) = exp(x) · exp(y) .

Úloha 5.3.4 Dokažte části 1–3 následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.3.5 (vlastnosti funkce ex) Plat́ı následuj́ıćı.

1. exp 0 = 1, pro každé x ∈ R je expx > 0 a exp(−x) = 1/ exp(x).

2. Pro každé x, y ∈ R plat́ı, že x < y ⇒ expx < exp y.

3. limx→−∞ expx = 0 a limx→+∞ expx = +∞.

4. exp je bijekce z R do (0,+∞).

Část 4 dokážeme v d̊usledku 8.3.2.

Definice 5.3.6 (č́ıslo e) Symbolem e označujeme reálné č́ıslo

exp(1) =
∑
n≥0

1

n!
= 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · · = 2.71828 . . . ,

tak zvané Eulerovo č́ıslo.

Úloha 5.3.7 Dokažte, že č́ıslo e je iracionálńı. Návod: rovnici
∑
j≥0

1
j! = n

m
vynásobte č́ıslem m!.

• Logaritmus log(x) = log x. Nazývá se také přirozený logaritmus a někdy se
označuje lnx. Je to funkce inverzńı k exponenciále. Takže

log := exp−1 : (0, +∞)→ R .

Jeho základńı vlastnosti dostaneme invertováńım vlastnost́ı funkce expx.

Úloha 5.3.8 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.3.9 (vlastnosti logaritmu) Plat́ı následuj́ıćı.
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1. log 1 = 0 a pro každé x, y > 0 plat́ı, že log xy = log x + log y a že x <
y ⇒ log x < log y.

2. limx→0 log x = −∞ a limx→+∞ log x = +∞.

3. log je bijekce z (0,+∞) do R.

• Reálná mocnina ab. Neńı definovaná pro neceloč́ıselný exponent b a záporný
základ a. Začneme ale celoč́ıselnými exponenty b.

Definice 5.3.10 (an) Pro každé a ∈ R a každé n ∈ N klademe

an := a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n činitel̊u

.

Pro každé a ∈ R \ {0} klademe a0 := 1. Pro každé a ∈ R \ {0} a každé n ∈ N
klademe

a−n :=
1

an
.

Hodnotu 00 nedefinujeme.

Definice 5.3.11 (ab) Pro a, b ∈ R s a ≥ 0 definujeme

ab :=

{
exp(b log a) . . . a > 0 ,
0 . . . a = 0 ∧ b > 0 .

Takže hodnota 0b neńı pro b ≤ 0 definovaná, 0x = 0 pro každé reálné x > 0
a x0 = 1 pro každé x ∈ R \ {0}.

Úloha 5.3.12 Ověřte, že pro a > 0 & b ∈ Z dávaj́ı definice 5.3.10 a 5.3.11 pro
mocninu ab shodné hodnoty.

Pro č́ıslo e = exp(1) = 2.71828 . . . a každé reálné x ∈ R pak skutečně plat́ı,
že ex = exp(x log(exp(1))) = exp(x · 1) = exp(x). Zopakujme potřet́ı, že jsme
hodnotu

00

nedefinovali. Tvrzeńı 5.3.15 ukazuje, že tento výraz je vlastně neurčitý. Liché
odmocniny, jako třeba

3
√
a := a1/3, 5

√
a := a1/5, . . . ,

se někdy definuj́ı pro každé a ∈ R, zde ale záporné a nepovolujeme.

Tvrzeńı 5.3.13 (mocninné identity) Pro každé reálné a, b > 0 a x, y plat́ı
identity

(a · b)x = ax · bx, ax · ay = ax+y & (ax)
y

= ax·y .
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Důkaz. 1. (ab)x se skutečně rovná

exp(x log(ab)) = exp(x log a+ x log b) = exp(x log a) exp(x log b) = axbx .

2. Podobně axay je

exp(x log a) exp(y log a) = exp(x log a+ y log a) = exp((x+ y) log a) = ax+y .

3. Konečně (ax)y je

exp(y log(exp(x log a))) = exp(yx log a) = axy .

2

Ale (
(−1)2

)1/2
= 11/2 = 1 6= −1 = (−1)1 = (−1)2·1/2 .

Ukážeme, že 00 je neurčitý výraz. Tak jako pro aritmetické neurčité výrazy
urč́ıte jeho hodnoty

h(00) := {A | ∃ (an), (bn)
(

lim an = lim bn = 0 ∧ lim abnn = A
)
} .

Úloha 5.3.14 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.3.15 (hodnoty výrazu 00) Plat́ı, že h(00) = [0,+∞) ∪ {+∞}.

• Kosinus a sinus. Funkce cos, sin : R → R pocházej́ı z geometrie, ale lze je
definovat také řadami.

Definice 5.3.16 (kosinus a sinus) Pro každé t ∈ R necht’

cos(t) = cos t :=

∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n)!
a sin(t) = sin t :=

∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

(2n+ 1)!
.

Tedy cos t = 1− t2

2 + t4

24 −
t6

720 + . . . a sin t = t− t3

6 + t5

120 −
t7

5040 + . . . .

Úloha 5.3.17 Dokažte geometrickými řadami, že pro každé t jsou obě řady AK.

Množina
S := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

bod̊u v rovině je jednotková kružnice v rovině s poloměrem 1 a se středem
v počátku (souřadnic) (0, 0).

Věta 5.3.18 (poloha běžkyně 1) Necht’ t ∈ R a na dráze S vyběhne z bodu
(1, 0) jednotkovou rychlost́ı běžkyně, která pro t > 0 (resp. t ≤ 0) běž́ı proti
(resp. po) směru hodinových ručiček. V čase |t| se tato běžkyně nacháźı v bodě

(cos t, sin t) ∈ S .
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Kosinus a sinus tedy maj́ı známé geometrické vlastnosti. Větu o běžkyni zfor-
malizujeme a dokážeme v odd́ılu 6.11 ve větě 6.11.2.

Definice 5.3.19 (prvńı definice π) Jako π označ́ıme č́ıslo

2 ·min({x > 0 | cosx = 0}) = 3.14159 . . . .

Definice 5.3.20 (druhá definice π) Čı́slo 2π se rovná času, kdy běžkyně opět
proběhne startem a který se rovná obvodu kružnice S.

Druhá definice je neformálńı, délka kruhového oblouku bude definována až
v odd́ılu 6.11. Základńı vlastnosti sinu a kosinu zde uvád́ıme jen podmı́něně,
předpokládáme platnost věty 5.3.18.

Úloha 5.3.21 Odvod’te z věty 5.3.18 následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.3.22 (vlastnosti sinu a kosinu) Sinus a kosinus maj́ı následuj́ıćı
vlastnosti.

1. Jsou to 2π-periodické funkce: cos(t+ 2π) = cos t a sin(t+ 2π) = sin t.

2. Na intervalu [0, π/2] sinus roste z 0 do 1.

3. ∀ t ∈ [0, π]
(

sin(t) = sin(π − t)
)

a ∀ t ∈ [0, 2π]
(

sin(t) = − sin(2π − t)
)
.

4. Pro každé t ∈ R se cos t = sin(t+ π/2) a cos2 t+ sin2 t = 1.

5. Plat́ı součtové vzorce: pro každé s, t ∈ R se

sin(s± t) = sin s · cos t± cos s · sin t a

cos(s± t) = cos s · cos t∓ sin s · sin t .

Při této př́ıležitosti zavedeme značeńı pro množinu, na ńıž se reálná funkce
anuluje.

Definice 5.3.23 (nulové body) Pro f ∈ R (viz definice 5.2.7) polož́ıme

Z(f) := {x ∈M(f) | f(x) = 0} ⊂M(f) .

Tuto množinu nazveme množinou nulových bod̊u funkce f .

Např́ıklad Z(sin(πx)) = Z a Z(expx) = ∅.

• Daľśı trigonometrické funkce a inverzy trigonometrických funkćı. Dále tu jsou
funkce tangens a kotangens,

tan t :=
sin t

cos t
a cot t :=

cos t

sin t
.
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Úloha 5.3.24 Ukažte, že

tan: R \ {kπ +
π

2
| k ∈ Z} → R a cot : R \ {kπ | k ∈ Z} → R .

Arkus sinus (inverzńı sinus) a arkus kosinus (inverzńı kosinus) je inverz restrikce
sinu, resp. kosinu, na interval [−π/2, π/2], resp. [0, π]. Jsou to bijekce

arcsin : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] a arccos : [−1, 1]→ [0, π] .

Funkce arkus tangens (inverzńı tangens) a arkus kotangens (inverzńı kotangens)
je inverz restrikce funkce tangens, resp. kotangens, na interval (−π/2, π/2), resp.
(0, π). Jsou to bijekce

arctan: R→ (−π/2, π/2) a arccot : R→ (0, π) .

5.4 Elementárńı funkce 1

V tomto odd́ılu zavedeme množinu EF ⊂ R elementárńıch funkćı. Zavedeme
také polynomy a racionálńı funkce.

• Základńı elementárńı funkce. Připomeneme si funkce z předešlého odd́ılu.

Definice 5.4.1 (ZEF) Základńı elementárńı funkce, zkráceně ZEF, byly defi-
novány v předešlém odd́ılu. Jsou to tedy následuj́ıćı funkce (s proměnnou x).

1. Konstantńı funkce fc(x) : R→ {c} pro každé c ∈ R.

2. Identická funkce id(x) = x : R→ R.

3. Exponenciála expx : R→ (0,+∞).

4. Logaritmus log x : (0,+∞)→ R.

5. Reálná mocnina xn : R→ R, pro n ∈ N.

6. Reálná mocnina xn : R \ {0} → R, pro n ∈ Z s n ≤ 0.

7. Reálná mocnina xb : [0,+∞)→ [0,+∞), pro b ∈ (0,+∞) \ N.

8. Reálná mocnina xb : (0,+∞)→ (0,+∞), pro b ∈ (−∞, 0) \ Z.

9. Reálná mocnina 0x : (0,+∞)→ {0}.

10. Reálná mocnina ax : R→ (0,+∞), pro a ∈ (0,+∞).

11. Kosinus cosx a sinus sinx jdoućı z R do [−1, 1].

12. Tangens tanx definovaný pro x 6= (2k+1)π
2 a kotangens cotx definovaný

pro x 6= kπ, k ∈ Z.
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13. Arkus sinus arcsinx a arkus kosinus arccosx. Obě funkce jsou definované
na [−1, 1].

14. Arkus tangens arctanx a arkus kotangens arcotx. Obě funkce jsou defi-
nované na R.

Všimněte si, že identická funkce a reálná mocnina x1 se shoduj́ı. V úloze 5.4.17
dokážete, že řada ZEF v tomto seznamu je nadbytečných, lze je vyjádřit pomoćı
ostatńıch.

Úloha 5.4.2 Jaký definičńı obor má x0? A jaký má 0x?

• Aritmetika funkćı. Na R (viz definice 5.2.7) definujeme aritmetické operace.

Definice 5.4.3 (aritmetika funkćı) Necht’ f, g ∈ R. Součet, součin a pod́ıl
obou funkćı definujeme jako reálné funkce

f + g : M(f + g)→ R, fg : M(fg)→ R a f/g : M(f/g)→ R

s definičńımi obory M(f + g) = M(fg) := M(f) ∩M(g) a M(f/g) := M(f) ∩
M(g) \ Z(g) a hodnotami (f + g)(x) := f(x) + g(x), (fg)(x) := f(x) · g(x)
a (f/g)(x) := f(x)/g(x).

Úloha 5.4.4 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.4.5 (monoidy funkćı) Necht’ R je jako v definici 5.2.7, 0R :=
f0 : R → {0} je konstantně nulová funkce a 1R := f1 : R → {1} je konstantně
jedničková funkce. Obě algebraické struktury

Ramo = (R, 0R, +) a Rmmo = (R, 1R, ·)

jsou komutativńı monoidy, takže výše definované operace + a · jsou komutativńı
a asociativńı a maj́ı neutrálńı prvky 0R a 1R. Nejsou to ale grupy, protože obecně
neexistuj́ı inverzńı prvky. Operace · je distributivńı vzhledem k +,

f · (g + h) = (f · g) + (f · h) .

Definice 5.4.6 (rozd́ıl funkćı) Necht’ f, g ∈ R. Rozd́ıl obou funkćı definujeme
jako reálnou funkci

f − g : M(f − g)→ R

s definičńım oborem M(f − g) := M(f) ∩ M(g) a hodnotami (f − g)(x) :=
f(x)− g(x).

Úloha 5.4.7 Dokažte, že pro každé dvě funkce f, g ∈ R se

f − g = f + (f−1 · g) .
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• Elementárńı funkce jsou funkce zadané
”
vzorečky“ (jak se

”
vzoreček“ dá po-

psat algebraicky je uvedeno v tvrzeńı 6.9.2). Definičńı obory funkćı jsou těmito
vzorečky jednoznačně určené. Např́ıklad x

x by někdo mohl považovat za kon-
stantńı jedničku f1 : R → {1}, má však definičńı obor R \ {0}, elementárńı
funkce

√
x+
√
−x má definičńı obor {0} a podobně.

Definice 5.4.8 (elementárńı funkce 1) Funkce f ∈ R, tedy

f : M(f)→ R s M(f) ⊂ R ,

je elementárńı, pokud vznikne konečně mnoha užit́ımi následuj́ıćıch pravidel.

1. Každá základńı elementárńı funkce v definici 5.4.1 je elementárńı.

2. Jsou-li funkce f, g ∈ R elementárńı, jejich součet a součin f + g a fg
podle definice 5.4.3 je elementárńı.

3. Jsou-li funkce f, g ∈ R elementárńı, jejich pod́ıl f/g podle definice 5.4.3
je elementárńı.

4. Jsou-li funkce f, g ∈ R elementárńı, jejich složenina f(g) je elementárńı.

Množinu elementárńıch funkćı označ́ıme jako EF.

Podle úlohy 5.4.7 je rozd́ıl dvou EF opět EF.

Úloha 5.4.9 Čemu se rovná pod́ıl f1/f0 dvou konstantńıch funkćı?

Úloha 5.4.10 Je prázdná funkce ∅ elementárńı?

Úloha 5.4.11 Ukažte, že pro každou EF f existuje jediná taková EF −f , že
M(−f) = M(f) = M a f + (−f) = f0 |M .

Př́ıklady elementárńıch funkćı jsou

|x| =
(
x · x

)1/2
,

(sinx)1/3

log x
, 2 sin(x1/3) · log(−x) a 1 + 2222

0arcsin x

.

Úloha 5.4.12 Určete definičńı obory těchto funkćı.

Tvrzeńı 5.4.13 (intervalové restrikce) Pro každou f ∈ EF a každý interval
I ⊂ R je restrikce f | I elementárńı funkce.

Důkaz. Pro každé reálné č́ıslo a definujeme čtyři elementárńı funkce

f[a := (x− a)1/2 − (x− a)1/2 = f0 | [a, +∞) ,

fa] := (a− x)1/2 − (a− x)1/2 = f0 | (+∞, a] ,

f(a := log(x− a)− log(x− a) = f0 | (a, +∞) a

fa) := log(a− x)− log(a− x) = f0 | (+∞, a)
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(zde a je konstantńı funkce fa). Pokud např́ıklad f ∈ EF a I = [a, b), pak
f | I = f + f[a + fb) ∈ EF. Pokud I = (−∞, a), použijeme funkci f + fa). Pro
jiné intervaly postupujeme obdobně. 2

Úloha 5.4.14 Popǐste elementárńı funkce f a g s definičńımi obory

M(f) = Z a M(g) = R \ ({0} ∪ {1/n | n ∈ Z \ {0}}) .

Úloha 5.4.15 Ukažte, že i kdybychom mezi ZEF nezahrnuli identickou funkci
idR(x) = x a mocninu x1, nic by se nestalo, množina EF by se nezmenšila.

Úloha 5.4.16 A co kdybychom v definici 5.4.1 zapomněli na konstantńı funkce
fc(x)?

Úloha 5.4.17 Obecněji, dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.4.18 (nadbytečné ZEF) Pokud mezi ZEF nezahrneme následuj́ıćı
funkce v 1–10, množina EF se nezmenš́ı. Jinak řečeno, každá z funkćı v 1–10
se dá vyjádřit z jiných ZEF operacemi 2–4 v definici 5.4.8.

1. Identická funkce v části 2 definice 5.4.1.

2. Množina funkćı v části 5 definice 5.4.1.

3. Množina funkćı v části 6 definice 5.4.1.

4. Množina funkćı v části 8 definice 5.4.1.

5. Množina funkćı v části 9 definice 5.4.1.

6. Množina funkćı v části 10 definice 5.4.1.

7. Funkce kosinus v části 11 definice 5.4.1.

8. Množina funkćı v části 12 definice 5.4.1.

9. Funkce arkus kosinus v části 13 definice 5.4.1.

10. Množina funkćı v části 14 definice 5.4.1.

Dostáváme tak redukovanou množinu ZEF.

Definice 5.4.19 (skutečně ZEF) Skutečně ZEF tak jsou: konstantńı funkce
fc(x) pro c ∈ R, exponenciála, logaritmus, funkce xb pro b ∈ (0,+∞) \N, sinus
a arkus sinus.
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Vyjádřeńımi jako x1/2 = exp( 1
2 log x) nemůžeme eliminovat mocniny s necelými

exponenty, pravá strana má definičńı obor (0,+∞), funkce vlevo má ale větš́ı
definičńı obor [0,+∞). Definičńı obor se při operaćıch s EF vždy zmenšuje
a nikdy nezvětšuje. Rigorózně dokážeme nevyjádřitelnost

√
x a funkćı xb pro

b ∈ (0,+∞) \ N z ostatńıch skutečně ZEF v odd́ılu 6.9 ve větě 6.9.1.
Definici tř́ıdy EF ted’ uvedeme ještě jednou v kompaktńı podobě.

Definice 5.4.20 (elementárńı funkce 2) EF jsou právě ty funkce v R, které
vzniknou ze skutečně ZEF v definici 5.4.19, to jest z konstantńıch funkćı, expo-
nenciály, logaritmu, funkćı xb pro kladné necelé b, sinu a arkus sinu opakovaným
sč́ıtáńım, násobeńım a děleńım (podle definice 5.4.3) a skládáńım.

Připomı́náme, že identická funkce idR(x) = x je EF, protože

log(expx) = x : R→ R .

Úloha 5.4.21 Je elementárńı funkce exp(log x) = x identická?

K EF se vrát́ıme v odd́ılu 6.9, kde definici vylepš́ıme a rozš́ı̌ŕıme — zjednoduš́ıme
použit́ı skládáńı a přidáme algebraické funkce, a v odd́ılu 6.10, kde zavedeme
komplexńı EF reálné proměnné. V kapitole 16 pak dokážeme neelementárnost
některých antiderivaćı.

Elementárńı funkce

f(x) :=
|x|
x

: M(f) = R \ {0} → {−1, 1}

má hodnotu f(x) = −1 pro x < 0 a f(x) = 1 pro x > 0. Podobá se následuj́ıćı
funkci.

Definice 5.4.22 (signum) Funkce signum sgn: R → {−1, 0, 1} neboli funkce
znaménka je dána předpisem

sgn(x) = sgnx :=

 −1 . . . x < 0 ,
0 . . . x = 0 a
1 . . . x > 0 .

Neńı elementárńı.

Tvrzeńı 5.4.23 (sgnx neńı EF) Funkce znaménka neńı elementárńı.

Důkaz. Každá elementárńı funkce je spojitá, viz definice 8.1.1 a věta 8.5.18,
ale sgnx neńı spojitá. 2

• Spojité neelementárńı funkce. Zdá se být jasné, že takové funkce existuj́ı. Jde
jen o to, jak jejich existenci dokázat nějak jednoduše. Naše řešeńı předvedeme
v odd́ılu 6.9, kde dokážeme následuj́ıćı větu.
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Věta 5.4.24 (spojitá neelementárńı funkce) Spojité neelementárńı funkce
existuj́ı.

Úloha 5.4.25 Uved’te př́ıklady elementárńıch funkćı, které v některých bodech
svého definičńıho oboru nejsou diferencovatelné, tj. nemaj́ı v nich vlastńı deri-
vaci.

• Polynomy a racionálńı funkce. Připomeneme dvě známé tř́ıdy elementárńıch
funkćı.

Definice 5.4.26 (polynomy) Polynomy jsou ty elementárńı funkce, které se
dostanou z identické funkce a z konstantńıch funkćı pomoćı sč́ıtáńı a násobeńı,
to jest opakovaným užit́ım pravidla 2 v definici 5.4.8. Množinu všech (reálných)
polynom̊u znač́ıme jako R[x].

Úloha 5.4.27 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.4.28 (kanonický tvar polynomu) Každý polynom p = p(x) má
definičńı obor M(p) = R a bud’ p = f0 je tzv. nulový polynom (p je konstantně
nulová funkce), anebo existuj́ı jednoznačná reálná č́ısla a0, a1, . . . , an s n ∈ N0

& an 6= 0, že pro každé x ∈M(p) se

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n .

Úloha 5.4.29 Dokažte, že pro každý nenulový polynom p ∈ R[x] je množina
jeho nulových bod̊u Z(p) konečná.

Algebraická struktura
R[x] =

(
R[x], f0, f1, +, ·

)
je okruh, dokonce obor integrity. Pro nás ale bude d̊uležitěǰśı těleso racionálńıch
funkćı R(x) tvořené funkcemi, přesněji tř́ıdami ekvivalence funkćı. Jeho definice
je kv̊uli děleńı nulou komplikovaněǰśı.

Definice 5.4.30 (racionálńı funkce) Racionálńı jsou ty elementárńı funkce,
které se dostanou z identické funkce a z konstantńıch funkćı sč́ıtáńım, násobeńım
a děleńım, to jest opakovaným užit́ım pravidel 2 a 3 v definici 5.4.8.

Např́ıklad funkce 1
x : R \ {0} → R je racionálńı. Racionálńı je i prázdná funkce

∅ (která neńı polynom), protože např́ıklad f1/f0 = ∅.

Úloha 5.4.31 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.4.32 (kanonický tvar rac. funkce) Každá neprázdná rac. funkce
r = r(x) má definičńı obor M(r) = R \ Z, kde Z ⊂ R je konečná množina,
a existuj́ı pro ni dva polynomy p a q, že q 6= f0, Z = Z(q) a pro každé x ∈M(r)
se

r(x) =
p(x)

q(x)
.
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Na rozd́ıl od polynomů rac. funkce nemaj́ı jednoznačné kanonické tvary. Např́ıklad
0+1x
0+1x i 0+0x+1x2

0+0x+1x2 je kanonický tvar rac. funkce x/x.

Úloha 5.4.33 Ukažte, že ani tř́ıda polynom̊u ani tř́ıda racionálńıch funkćı se
nezvěťśı, když v jejich vytvářeńı povoĺıme skládáńı, tj. pravidlo 4 v definici 5.4.8.

Na množině neprázdných racionálńıch funkćı definujeme relaci ∼ pomoćı

r ∼ s def⇐⇒ ∀x ∈M(r) ∩M(s)
(
r(x) = s(x)

)
⇐⇒ r |M(s) = s |M(r) .

Úloha 5.4.34 Dokažte, že ∼ je relace ekvivalence.

Např́ıklad f1 ∼ x/x ∼ (x · (x− 1))/(x · (x− 1)).

Definice 5.4.35 (R(x)) Těleso racionálńıch funkćı R(x) je množina ekviva-
lenčńıch tř́ıd neprázdných racionálńıch funkćı,

R(x) := {neprázdné racionálńı funkce}/∼ .

Úloha 5.4.36 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.4.37 (o R(x)) Algebraická struktura

R(x) =
(
R(x), [f0]∼, [f1]∼, +, ·

)
,

kde operace + a · jsou prováděny podle definice 5.4.3 pomoćı libovolných repre-
zentant̊u tř́ıd ekvivalence, je komutativńı těleso.

Úloha 5.4.38 Proč jsme v definici R(x) vyřadili prázdnou racionálńı funkci?

V algebře R[x] označuje okruh abstraktńıch reálných polynomů, který je
složený z formálńıch lineárńıch kombinaćı

∑n
i=0 aix

i, n ∈ N0 a an 6= 0, formálńıch
mocnin xi formálńı proměnné x s koeficienty ai ∈ R a z nulového polynomu
0R[x]. V algebře pak dále R(x) označuje pod́ılové těleso tohoto okruhu. Jeho
prvky jsou ekvivalenčńı tř́ıdy zlomk̊u (tj. uspořádaných dvojic) a/b, a, b ∈ R[x]
a b 6= 0R[x], podle ekvivalence

a

b
∼′ c

d
⇐⇒ ad− bc = 0R[x] .

V kontrastu s t́ım v naš́ı učebnici R(x) označuje těleso tř́ıd ekvivalence ra-
cionálńıch funkćı, které jsou dány definićı 5.4.30, vzhledem k relaci ∼.
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Kapitola 6

Limity, řady, elementárńı
funkce

V šesté kapitole

6.1 Limity AM posloupnost́ı

Věta 6.1.1 (aritmetické posloupnosti) Každá definovaná aritmetická po-
sloupnost (an) ⊂ R má limitu v R∗. Tu lze vypoč́ıtat z normálńıho tvaru po-
sloupnosti ve tvaru racionálńı funkce

an =
p(n)

q(n)
, p, q ∈ R[x] & q 6= 0 ,

postupem uvedeným v d̊ukazu pomoćı věty 4.1.1 o aritmetice limit a výchoźıch
limit (c ∈ R je konstanta)

lim
1

n
= 0, limn = +∞ & lim c = c .

Důkaz.
2

Věta 6.1.2 (AKM posloupnosti) Každá definovaná reálná AKM posloup-
nost (an) ⊂ R má limitu v R∗.

Důkaz.
2
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6.2 Limity rekurentńıch posloupnost́ı

Poč́ıtáńı limit rekurentńıch posloupnost́ı ted’ vysvětĺıme d̊ukladněji. Začneme
definićı rekurentńı posloupnosti.

Definice 6.2.1 (rekurentńı posloupnosti) Necht’ k ∈ N, ∅ 6= D ⊂ (R∗)k

a funkce
F = F (x1, x2, . . . , xk) : D → R∗

splňuje, že F [D ∩ Rk] ⊂ R. Necht’ (an) ⊂ R splňuje dvě podmı́nky.

1. Pro každé n > k je (an−k, an−k+1, . . . , an−1) ∈ D.

2. Pro každé n > k se an = F (an−k, an−k+1, . . . , an−1).

Potom řekneme, že (an) je rekurentńı posloupnost řádu k, daná vztahem an =
F (an−k, . . . , an−1) a počátečńımi hodnotami a1, . . . , ak.

Obecněǰśımi rekurentńımi posloupnostmi, kdy an může záviset na předchoźıch
členech posloupnosti am s neomezenou vzdálenost́ı n −m ≥ 0 od členu an, se
zde zabývat nebudeme. Pro zahrnut́ı vlastńıch i nevlastńıch limit rekurentńıch
posloupnost́ı zde výjimečně povolujeme funkćım F argumenty a hodnoty ±∞.
Vždy je třeba ověřit podmı́nku 1, aby definice členu posloupnosti pomoćı reku-
rence z k předchoźıch byla korektńı. Je-li podmı́nka korektnosti definice splněna,
počátečńı hodnoty a1, . . . , ak a rekurentńı vztah určuj́ı posloupnost (an) jed-
noznačně.

Definice 6.2.2 (posloupnost iteraćı) Často se objevuje př́ıpad k = 1 defi-
nice 6.2.1, kdy D ⊂ R∗. Pak o rekurentńı posloupnosti (an) dané vztahem
an = F (an−1) a počátečńı hodnotou a1 mluv́ıme jako o posloupnosti iteraćı
(funkce F (x1), zač́ınaj́ıćı v a1).

Zde se tedy

(an) = (a1, a2, a3, . . . ) = (a1, F (a1), F (F (a1)), . . . ) .

Rekurentńı posloupnosti se objevuj́ı v mnohých nevyřešených problémech.
Uvedeme dva známé př́ıklady, prvńı se týká posloupnosti iteraćı jisté funkce.

Problém 6.2.3 (problém 3x+ 1) Necht’ (an) ⊂ N je rekurentńı posloupnost,
jež je pro n > 1 daná vztahem

an =


1+3an−1

2 . . . an−1 je liché č́ıslo a

an−1

2 . . . an−1 je sudé č́ıslo .

Je pravda, že ∀ a1 ∃n
(
an = 1

)
?
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Pro a1 = 1 je tato posloupnost 2-periodická: (1, 2, 1, 2, 1, . . . ). Otázka je, zda
dř́ıve či později každá z těchto posloupnost́ı skonč́ı v uvedeném dvojcyklu.
Např́ıklad pro a1 = 7 dostáváme posloupnost

(an) = (7, 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1, 2, 1, 2, 1, . . . ) .

Vyřešeńı druhého otevřeného problému by bylo ještě větš́ım matematickým
pr̊ulomem.

Problém 6.2.4 (Skolemův problém) Uvažujme rekurentńı posloupnosti

(an) ⊂ Z

určené pro každé n > k, k ∈ N, vztahem

an =

k∑
j=1

cjan−j = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k ,

kde c1, . . . , ck ∈ Z jsou dané konstanty. Existuje algoritmus (tj. Turing̊uv stroj,
poč́ıtačový program), který pro každou vstupńı 2k-tici celých č́ısel

a1, . . . , ak, c1, . . . , ck ∈ Z

spoč́ıtá na výstupu odpověd’

ANO nebo NE podle toho, zda ∃n
(
an = 0

)
?

Rekurentńı posloupnosti zde popsané jsou takzvané (celoč́ıselné) lineárně re-
kurentńı posloupnosti, krátce LRP. Problém je, zda lze algoritmicky rozhod-
nout př́ıtomnost nuly v libovolné LRP. Byl nazván podle norského matematika
T. Skolema, viz podpř́ıloha C.1, který ho ale patrně takto ani nijak podobně
nevyslovil.

Fibonacciova č́ısla jsou asi nejznáměǰśı LRP a i rekurentńı posloupnost. Je
to rekurentńı posloupnost (Fn) ⊂ N daná počátečńımi hodnotami F1 = F2 := 1
a vztahem Fn = Fn−1 + Fn−2. Tedy

(Fn) = (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . ) .

Věta 6.2.5 (Binet̊uv vzorec) Necht’ (Fn) ⊂ N jsou výše definovaná Fibo-
nacciova č́ısla. Polož́ıme F0 := 0,

φ :=
1 +
√

5

2
= 1.61803 . . . a ψ :=

1−
√

5

2
= −0.61803 . . .

— tato č́ısla splňuj́ı vztah

(x− φ)(x− ψ) = x2 − x− 1 .

Pak plat́ı tzv. Binet̊uv vzorec

∀n ∈ N0

(
Fn =

φn − ψn√
5

)
.
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Důkaz. Plat́ı, že F0 = 0, F1 = 1 a Fn = Fn−1 + Fn−2 pro každé n > 1. Stač́ı
ověřit, že i výraz Gn := φn−ψn

√
5

splňuje všechny tyto vztahy. Patrně G0 = 0

a G1 = 1. Pro každé n > 1 se skutečně Gn −Gn−1 −Gn−2 rovná

φn−2

√
5
· (φ2 − φ− 1)− ψn−2

√
5
· (ψ2 − ψ − 1) = 0− 0 = 0 ,

protože φ i ψ je kořenem polynomu x2 − x− 1. 2

Iracionálńı č́ıslo

φ =
1 +
√

5

2
= 1.618 . . .

je tzv. zlatý řez. Explicitńı vzorec pro Fn je nazván podle francouzského mate-
matika J. P. M. Bineta (viz podpř́ıloha C.1), i když už byl znám před ńım. Pro
nás je d̊uležité, že Binet̊uv vzorec implikuje asymptotiku

Fn =
φn√

5
+ o(1) (n→∞) ,

s chybou o(1) jdoućı k 0 s n→∞ dokonce exponenciálně rychle. Fibonacciova
č́ısla se tady neobjevila jen jako ilustrace LRP, jejich asymptotiku budeme za
chv́ıli potřebovat.

Vysvětĺıme, proč jsou aritmetické operace s nekonečny definovány v defi-
nici 3.1.3 tak, jak jsou.

Definice 6.2.6 (spojitost v nekonečnu) Necht’ k, D a F jsou jako v defi-
nici 6.2.1. Pro A := (A1, . . . , Ak) ∈ D řekneme, že funkce F je v k-tici A
spojitá, pokud

∀ ε ∃ δ
(
F [U(A1, δ)× · · · × U(Ak, δ)] ⊂ U(F (A), ε)

)
.

Věta 6.2.7 (spojitost v ±∞) Jediná maximálńı, to jest s maximálńım de-
finičńım oborem, spojitá rozš́ıřeńı tř́ı aritmetický operaćı na reálných č́ıslech

+, · : R2 → R a / : R× (R \ {0})→ R

na operace
+: D+ → R∗, · : D· → R∗ a / : D/ → R∗ ,

kde R2 ⊂ D+, D· ⊂ (R∗)2 a R×R\{0} ⊂ D/ ⊂ R∗×(R∗ \{0}), jsou ta popsaná
definićı 3.1.3. Speciálně je, jak v́ıme,

D+ = (R∗)2 \ {(±∞, ∓∞)} (shodná znaménka) ,

D· = (R∗)2 \ {(±∞, 0), (0, ±∞} (nezávislá znaménka) a

D/ = R∗ × (R∗ \ {0}) \ {(±∞, ±∞)} (nezávislá znaménka) .
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Důkaz. Potřebujeme dokázat, že když výraz A ∗ B, kde ∗ je + nebo · nebo /
a A nebo B je ±∞, neńı neurčitý, je jediná možnost, jak ho spojitě dodefinovat,
a že když je neurčitý, žádná taková možnost neńı. Už jsme to ale v podstatě
dokázali ve větě 4.1.1 a v tvrzeńı 4.1.9. Abychom na ně redukovali současnou
situaci, stač́ı jen dokázat Heineho ekvivalentńı definici spojitosti F v A: jsou-li
k, D, F a A jako v definici 6.2.6, pak F je v A spojitá, právě když

∀ (an, 1) . . . ∀ (an, k)
(

lim an, 1 = A1 ∧ · · · ∧ lim an, k = Ak ⇒
⇒ limF (an, 1, . . . , an, k) = F (A1, . . . , Ak)

)
2

Přejdeme k obecné metodě pro určeńı limity dané rekurentńı posloupnosti.
Zavedeme spojitost funkce F v diagonálńıch prvćıch definičńıho oboru D, aby
odvozeńı rovnice

lim an = L⇒ F (L, L, . . . , L) = L

pro limitu L rekurentńı posloupnosti bylo rigorózńı. Zavedeme také diagonálńı
limitńı body množiny D, abychom zachytili všechny možné limity.

Definice 6.2.8 (spojitost rekur. vztahu) Necht’ k, D a F jsou jako v de-
finici 6.2.1 a necht’ A ∈ R∗ splňuje, že A := (A,A, . . . , A) ∈ D. Řekneme,
že funkce F je spojitá v diagonálńım prvku A, pokud je F spojitá v A podle
definice 6.2.6.

Definice 6.2.9 (diagonálńı lim. body množiny D) k a D bud’te jako v de-
finici 6.2.1. Řekneme, že A ∈ R∗ je diagonálńı limitńı bod množiny D, pokud

∀ ε ∃x1, . . . , xk
(
(x1, x2, . . . , xk) ∈ D ∩ P (A, ε)k

)
.

Ted’ už můžeme formulovat a zd̊uvodnit MRLRP, Metodu rovnice pro limity
rekurentńıch posloupnost́ı.

Věta 6.2.10 (MRLRP) Necht’ k, D a F jsou jako v definici 6.2.1, F je spo-
jitá v každém diagonálńım prvku množiny D, (an) ⊂ R je rekurentńı posloup-
nost daná vztahem an = F (an−k, . . . , an−1) a počátečńımi hodnotami a1, . . . , ak
a lim an = L ∈ R∗. Pak nastává právě jeden z následuj́ıćıch př́ıpad̊u.

1. (L,L, . . . , L) 6∈ D a L je diagonálńı limitńı bod množiny D.

2. (L,L, . . . , L) ∈ D a plat́ı rovnice

F (L, L, . . . , L) = L .

Důkaz. Necht’ k, D, F , (an) a L jsou, jak uvedeno, a nejprve necht’

(L, L, . . . , L) 6∈ D .
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Pro libovolné ε existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(L, ε). Vezmeme libovolné n ≥
n0. Pak tedy an, an+1, . . . , an+k−1 ∈ U(L, ε). Podle podmı́nky 1 v definici 6.2.1
je ale i

(an, an+1, . . . , an+k−1) ∈ D ,

takže (L,L, . . . , L) je diagonálńı limitńı bod množiny D.
Necht’

(L, L, . . . , L) ∈ D ,

F (L,L, . . . , L) = K ∈ R∗ a je dáno ε. Pro toto ε podle předpokladu existuje
δ ∈ (0, ε) dosvědčuj́ıćı spojitost F v diagonálńım prvku L. Pro toto δ existuje
n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(L, δ). Necht’ n ≥ n0 je libovolný (dostatečně velký)
index. Pak na jednu stranu an+k ∈ U(L, δ) ⊂ U(L, ε), protože an → L, ale na
druhou stranu i

an+k = F (an, an+1, . . . , an+k−1) ∈ U(K, ε) ,

d́ıky spojitosti F v diagonálńım prvku L. Ukázali jsme tedy, že ∀ ε
(
U(K, ε) ∩

U(L, ε) 6= ∅
)
. Podle úlohy 3.1.12 se K = L a

F (L, L, . . . , L) = K = L .

2

V tvrzeńı ?? je F (x) = x
2 + 1

x spojitá v každém (diagonálńım) prvku množiny
D = R∗ \ {0} a 0 je (diagonálńı) limitńı bod D. Limita rekurentńı posloupnosti
dané vztahem xn = F (xn−1) a počátečńı hodnotou a1 = 1, pokud existuje, se
tedy rovná 0, −

√
2,
√

2 nebo +∞. Prvńı hodnota je limitńı bod D mimo D
a zbývaj́ıćı tři jsou řešeńı rovnice F (L) = L. Vyloučili jsme všechny kromě

√
2.

Takže hledaná limita je
√

2.

• Daľśı př́ıklady použit́ı věty 6.2.10. Nalezneme limity rekurentńıch posloupnost́ı
dvou typ̊u kdy n-tý člen je součtem dvou předchoźıch a kdy n-tý člen je součinem
dvou předchoźıch.

Věta 6.2.11 (rekurentńı součty) Necht’ φ := (1 +
√

5)/2, a1 := a, a2 := b a

an = an−1 + an−2, n > 2 .

Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. Pokud existuje lim an =: L, potom L = −∞, 0 nebo +∞.

2. Přesněji, nastává právě jeden ze tř́ı následuj́ıćıch př́ıpad̊u.

(a) L = −∞ ⇐⇒ b < −a/φ.

(b) L = 0 ⇐⇒ b = −a/φ.

(c) L = +∞ ⇐⇒ b > −a/φ.
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Důkaz. 1. Zde k = 2, D = D+ (věta 6.2.7) a F (x1, x2) = x1 +x2. Protože R2 ⊂
D, podmı́nka korektnosti definice je triviálně splněna (nemůže být nesplněna).
Snadno se vid́ı, že funkce F je spojitá v každém diagonálńım prvku množiny D
a že neexistuje diagonálńı limitńı bod množiny D mimo D. Podle věty 6.2.10
tedy lim an = L ⇒ L+L = L a tato rovnice má v R∗ právě tři uvedená řešeńı.

2. Dostáváme, že a1 = a, a2 = b,

a3 = a+ b, a4 = a+ 2b, a5 = 2a+ 3b, . . . , an = Fn−2a+ Fn−1b, . . . ,

kde (Fn) jsou Fibonacciova č́ısla. Podle jejich výše uvedené asymptotiky máme
pro každé n ≥ 3 vyjádřeńı

an = φn−2 (a+ φb) /
√

5 + δ(n) ,

kde δ(n)→ 0. Protože limφn−2 = +∞, dostáváme tři uvedené možnosti. 2

Vyřeš́ıme analogický problém s násobeńım mı́sto sč́ıtáńı. Potřebujeme pro
to ale charakterizovat paritu Fibonacciových č́ısel.

Úloha 6.2.12 Dokažte, že existuje nekonečně mnoho sudých i nekonečně mnoho
lichých Fibonacciových č́ısel. Dokažte, že existuje nekonečně mnoho č́ısel n ∈ N,
že Fn je liché a Fn+1 je sudé, a nekonečně mnoho č́ısel n ∈ N, že Fn i Fn+1 je
liché.

Věta 6.2.13 (rekurentńı součiny) Necht’ φ := (1 +
√

5)/2, a1 := a, a2 := b
a

an = an−1 · an−2, n > 2 .

Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. Pokud existuje lim an =: L, potom L = 0, 1 nebo +∞.

2. Přesněji, nastává právě jeden ze čtyř následuj́ıćıch př́ıpad̊u.

(a) L = +∞ ⇐⇒ a, b > 0 ∧ a > 1/bφ.

(b) L = 1 ⇐⇒ a, b > 0 ∧ a = 1/bφ.

(c) L = 0 ⇐⇒ ab = 0 nebo |a| < 1/|b|φ.

(d) Pro ostatńı hodnoty č́ısel a, b limita lim an neexistuje.

Důkaz. 1. Zde k = 2, D = D· (věta 6.2.7) a F (x1, x2) = x1x2. Protože R2 ⊂
D, podmı́nka korektnosti definice je triviálně splněna (nemůže být nesplněna).
Snadno se vid́ı, že F je spojitá v každém diagonálńım prvku množiny D a že
neexistuje diagonálńı limitńı bod množiny D mimo D. Podle věty 6.2.10 tedy
lim an = L ⇒ L · L = L a tato rovnice má v R∗ právě tři uvedená řešeńı.

2. Dostáváme, že a1 = a, a2 = b,

a3 = ab, a4 = ab2, a5 = a2b3, . . . , an = aFn−2bFn−1 , . . . ,
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kde (Fn) jsou Fibonacciova č́ısla. Pokud a, b > 0, podle jejich výše uvedené
asymptotiky máme pro každé n ≥ 3 vyjádřeńı

an = eFn−1 log b+Fn−2 log a = exp
(
φn−2(φ log b+ log a)/

√
5 + δ(n)

)
,

kde δ(n)→ 0. Formuli zobecńıme pro ab 6= 0: pro každé n ≥ 3 se pak

an = s(a)Fn−2s(b)Fn−1 exp
(
φn−2(φ log |b|+ log |a|)/

√
5 + δ(n)

)
,

kde s(a) := 1 pro a > 0, s(a) := −1 pro a < 0 a podobně pro s(b). Pokud
ab = 0, je ovšem an = 0 pro každé n ≥ 3.

Pro ab 6= 0 a n→∞ se tedy exponenciála výše chová takto:

exp(. . . )→

 +∞ . . . φ log |b|+ log |a| > 0 ,
1 . . . φ log |b|+ log |a| = 0 a
0 . . . φ log |b|+ log |a| < 0 .

Pro a, b > 0 dostáváme pro lim an tyto tři výsledky. Je-li alespoň jedno z č́ısel
a a b záporné, pak podle předešlé úlohy v prvńıch dvou př́ıpadech lim an nee-
xistuje. Ve třet́ım se ale stále lim an = 0. Tedy lim an = +∞ ⇐⇒ a, b > 0
a φ log b + log a > 0, což dává př́ıpad (a). Podobně lim an = 1 ⇐⇒ a, b > 0
a φ log b+log a = 0, což dává př́ıpad (b). Konečně lim an = 0 ⇐⇒ ab = 0 nebo
φ log |b|+ log |a| < 0, což dává př́ıpad (c). Jinak lim an neexistuje. 2

V d̊ukazu jsme použili exponenciálńı funkci a daľśı pokročileǰśı nástroje, které
v našich přednáškách zavedeme až později, ale bez nich bychom se nikam nedo-
stali. Totéž plat́ı i pro následuj́ıćı d̊ukaz.

Úloha 6.2.14 Necht’ a1 := a, a2 := b a an = an−1

an−2
pro n > 2. Podobně jako ve

dvou předešlých větách najděte kandidáty pro lim an =: L a pak přesně určete
existenci a hodnotu L v závislosti na počátečńıch hodnotách a, b. Návod: vyřešte
rekurenci pro an a nebojte se, řešeńı této úlohy je mnohem lehč́ı než d̊ukaz
předešlé věty.

Úloha 6.2.15 Totéž pro rekurenci a1 := a, a2 := b a an = an−2

an−1
pro n > 2.

Návod: trochu překvapivě obt́ı̌zněǰśı úloha, řešte jako v d̊ukazu věty 6.2.13.

• Obráceńı MRLRP. Naskýtá se otázka, zda ve větě 6.2.10 můžeme naopak
každé řešeńı L ∈ R∗ rovnice F (L,L, . . . , L) = L realizovat jako limitu nějaké
rekurentńı posloupnosti dané vhodnými počátečńımi hodnotami a vztahem an =
F (an−k, . . . , an−1).

Úloha 6.2.16 Dokažte, že pro L ∈ R je tomu (triviálně) tak.

Pro L = ±∞ je situace složitěǰśı. Třeba pro identickou funkci F (x1) = x1 jsou
řešeńımi rovnice F (L) = L, to jest L = L, i obě nekonečna ±∞, ale každá
rekurentńı posloupnost daná vztahem an = an−1 je konstantńı a nemá jako
limitu nekonečno. Otázku, kdy lze iteracemi źıskat nevlastńı limitu, zodpov́ıme
pro reálné polynomy.
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Věta 6.2.17 (iterace polynomu jdou do nekonečna) Necht’

F (x) =

m∑
k=0

ckx
k, cm 6= 0 ,

je (nenulový) reálný polynom v proměnné x a se stupněm m = degF ∈ N0.
Plat́ı následuj́ıćı.

1. Existuje počátečńı hodnota a1 ∈ R, pro kterou má posloupnost iteraćı po-
lynomu F (x) limitu lim an = +∞ ⇐⇒ F (x) má právě jeden z těchto
tvar̊u.

(a) Stupeň m > 1 a cm > 0.

(b) Stupeň m = 1 a c1 > 1.

(c) Stupeň m = 1, c1 = 1 a c0 > 0.

2. Existuje počátečńı hodnota a1 ∈ R, pro kterou má posloupnost iteraćı po-
lynomu F (x) limitu lim an = −∞ ⇐⇒ F (x) má právě jeden z těchto
tvar̊u.

(a) Stupeň m > 1, m je sudé č́ıslo a cm < 0.

(b) Stupeň m > 1, m je liché č́ıslo a cm > 0.

(c) Stupeň m = 1 a c1 > 1.

(d) Stupeň m = 1, c1 = 1 a c0 < 0.

Důkaz. V tomto d̊ukazu (an) označuje posloupnost iteraćı polynomu F (x).
1. Necht’ F (x) má tvar (a). Lehce se vid́ı, že pak limx→+∞ F (x)/x = +∞.

Existuje tedy x0 > 0, že x ≥ x0 ⇒ F (x) ≥ 2x. Pro libovolné a1 ≥ x0 > 0
pak plat́ı nerovnost an ≥ 2n−1a1, takže lim an = +∞. Má-li F (x) tvar (b), je
argument podobný, pouze konstantu 2 nahrad́ıme konstantou c1 − ε > 1. Má-li
F (x) tvar (c), pro každé n plat́ı rovnost an = a1 +(n−1)c0 a opět lim an = +∞.

Ukážeme, že když F (x) neńı ani jednoho z tvar̊u (a), (b) a (c), pak pro
žádnou počátečńı hodnotu a1 neplat́ı limita lim an = +∞. Necht’ m > 1, ale
cm < 0. Pak limx→+∞ F (x)/x = −∞. Existuje tedy x0 > 0, že x ≥ x0 ⇒
F (x) ≤ −x. Necht’ lim an = +∞. Pak existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ an ≥ x0 > 0. Na
druhou stranu ale, podle definice konstanty x0, je an0+1 = F (an0) ≤ −an0 < 0,
což je spor. Necht’ m = 1, ale c1 < 1. Pak limx→+∞ F (x)/x = c1 < 1. Vezmeme
ε, že stále c1 + ε < 1. Pak existuje x0 > 0, že x ≥ x0 ⇒ F (x) ≤ (c1 + ε)x. Necht’

lim an = +∞. Pak existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ an ≥ x0 > 0. Na druhou stranu
ale podle definice posloupnosti iteraćı a předešlé nerovnosti máme, že pro každé
l ≥ n0 je al ≤ (c1 + ε)l−n0an0 → 0 pro l → ∞, což je spor. Necht’ m = c1 = 1,
ale c0 ≤ 0. Pak pro každé n je an = a1 + (n − 1)c0 ≤ a1, takže lim an = +∞
neplat́ı. Konečně, když m = 0 a F (x) = c0 je konstantńı polynom, pak i (an) je
konstantně an = c0 pro n ≥ 2 a nejde do +∞.

2. Zde je argumentace podobná jako v části 1, jenom je třeba si dát pozor na
znaménka a na otočeńı nerovnost́ı při násobeńı záporným č́ıslem. Podrobnosti
pomineme. 2
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• Rekurentńı posloupnosti a nekonečné výrazy. Poč́ıtáńı limit rekurentńıch po-
sloupnost́ı je zaj́ımavé samo o sobě. Tyto limity ale také umožňuj́ı dát smysl
nekonečným aritmetickým a jiným výraz̊um. Na ukázku podrobně vyřeš́ıme je-
den př́ıklad a daľśı uvád́ıme v úlohách.

Pro účely následuj́ıćıho tvrzeńı funkci odmocniny
√
x : I → I, kde I :=

[0,+∞), rozš́ı̌ŕıme na
√
x : I∗ → I∗, kde I∗ := I ∪ {+∞}, hodnotou

√
+∞ :=

+∞. Tato funkce je spojitá všude, i v +∞.

Tvrzeńı 6.2.18 (nekonečné odmocniny) Necht’ a ≥ 0. Pak pro a > 0 je

Odm = Odm(a) :=

√
a+

√
a+
√
a+ . . . =

1 +
√

1 + 4a

2

a Odm(0) = 0.

Důkaz. Uváž́ıme posloupnost (an) iteraćı funkce F (x) :=
√
a+ x zač́ınaj́ıćı

v a1 := 0. Patrně (v rámci definice 6.2.1) je k = 1, D = [−a,+∞) ∪ {+∞}
a F (+∞) := +∞, množina D nemá (diagonálńı) limitńı bod mimo D a F je
v každém (diagonálńım) prvku D spojitá. Podmı́nka korektnosti definice (reku-
rentńı posloupnosti) je splněná, protože an ≥ 0 pro každé n. Hodnotu uvedeného
nekonečného systému odmocnin Odm(a) interpretujeme jako limitu lim an =:
L ∈ R∗, pokud existuje. Podle věty 6.2.10 L splňuje rovnici

√
a+ L = L. Ta má

v R∗ řešeńı L = +∞ a, pro a > 0,

La :=
1 +
√

1 + 4a

2
, což je nezáporný kořen polynomu L2 − L− a .

Pro a = 0 jsou kromě +∞ dvě daľśı řešeńı, 0 a 1.
Pro a = 0 posledńı tvrzeńı plat́ı triviálně. Předpokládáme tedy, že a > 0.

Existenci vlastńı lim an odvod́ıme pomoćı věty o robustně monotónńı posloup-
nosti a pomoćı omezenosti posloupnosti (an). Dokážeme implikaci

0 ≤ b < La ⇒ b < F (b) < La .

Necht’ b splňuje obě nerovnosti v předpokladu implikace. Prvńı požadovaná ne-
rovnost, b <

√
a+ b, je ekvivalentńı nerovnosti (b − 1

2 )2 − 1
4 < a. Ta plat́ı,

protože na levé straně dostaneme pro b := 0 (resp. b := La) hodnotu 0 (resp. a)
(úloha 6.2.19). Druhá požadovaná nerovnost,

√
a+ b < La, zřejmě také plat́ı,

protože, jak v́ıme, pro b := La na levé straně dostaneme La (úloha 6.2.19). Tedy

a1 = 0 < a2 =
√
a < a3 < · · · < La

a lim an = La. 2

Úloha 6.2.19 Proč přesně plat́ı implikace v d̊ukazu?

Vid́ıme, že např́ıklad

Odm(1) = φ =
1 +
√

5

2
a Odm(2) = 2 .
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Úloha 6.2.20
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

. . .

=?

Úloha 6.2.21

1/2 + 1/2 ·
(

1/2 + 1/2 ·
(

1/2 + 1/2 · (1/2 + . . . )
))

=?

Úloha 6.2.22

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · =?

I zde se pro neznámou limitu dá sestavit rovnice, která nezáviśı na n.

6.3 Uspořádáńı a limity 2

Lze jen porovnáváńım velikost́ı člen̊u reálné posloupnosti poznat, zda konver-
guje či zda má v̊ubec limitu? Touto otázkou se zabýval anglický matematik
G. H. Hardy v zapomenutém článku [73]. Jeho hlavńı výsledek uvád́ıme ve zmo-
dernizované podobě ńıže. Dané posloupnosti (an) ⊂ R přǐrad́ıme posloupnostńı
graf

G = G(an) = (N, E) := (N, M ∪ C), M ∩ C = ∅ a M ∪ C ⊂
(N

2

)
,

s vrcholy v přirozených č́ıslech a s modrými (M) a červenými (C) hranami.
Dvojice {m < n} ⊂ N je modrá hrana, pokud am < an, červená hrana, pokud
am > an, a neńı v̊ubec hrana, pokud am = an. Je možné poznat existenci vlastńı
lim an jen z grafu G? Zřejmě ne, posloupnosti ( 1

n ) a (−n) maj́ı týž graf G jen
s červenými hranami a žádnou nehranou, ale prvńı posloupnost má limitu 0
a druhá −∞. Zaj́ımavěǰśı je př́ıklad posloupnost́ı

(pn) := ((−1)n+1/n) a (qn) := ((−1)n+1 + (−1)n+1/n) .

Obě maj́ı týž graf G, v němž dvojice {m < n} je červená hrana pro liché m
a modrá hrana pro sudé m. Prvńı posloupnost má limitu 0 a druhá limitu
v̊ubec nemá. Ani samotnou existenci limity, at’ vlastńı či nevlastńı, tak z grafu
G nepoznáme. Jak za chv́ıli dokážeme, je to v podstatě jediný př́ıklad dvojice
posloupnost́ı se shodným posloupnostńım grafem, z nichž jedna limitu má, ale
druhá ne.
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Definice 6.3.1 (tř́ıúrovňová posloupnost) Posloupnost

(an) ⊂ R

je tř́ıúrovňová, pokud nemá limitu (ani nevlastńı), ale existuj́ı dvě reálná č́ısla
a ≤ 0 & b ≥ 0 a konvergentńı posloupnost (bn) ⊂ R s lim bn = L ∈ R, že

∀n ∈ N
(
bn < L⇒ an = bn + a) ∧ (bn = L⇒ an = bn) ∧

∧ (bn > L⇒ an = bn + b
)
.

Posloupnost (an) tedy vznikne z posloupnosti (bn) posunem člen̊u bn lež́ıćıch
nad L = lim bn vzh̊uru o b, ponecháńım člen̊u bn = L na mı́stě a posunem člen̊u
bn lež́ıćıch pod L dol̊u o a. Např́ıklad posloupnost (qn) vznikla touto operaćı
z posloupnosti (pn) pomoćı posun̊u a = −1 a b = 1 (prostředńı konstantńı
podposloupnost v (pn) je prázdná, pn 6= L = 0 pro každé n). Lehce se vid́ı, že
pro posloupnosti (an) a (bn) v definici 6.3.1 se vždy G(an) = G(bn).

Nyńı tedy vyneseme ze zapomněńı zmı́něný výsledek G. H. Hardyho a po-
chopitelně ho dokážeme.

Věta 6.3.2 (G. H. Hardy, 1910). Když (an), (bn) ⊂ R jsou takové dvě po-
sloupnosti, že lim an neexistuje, lim bn existuje a

G(an) = G(bn) ,

pak (an) je tř́ıúrovňová posloupnost a limita lim bn je vlastńı.

Důkaz. Budte dány dvě posloupnosti (an), (bn) ⊂ R s uvedenými vlastnostmi
a definujme

G := G(an) = G(bn) .

Kdyby lim bn byla nevlastńı, podle úlohy ?? by (bn) byla kvazimonotónńı a d́ıky
rovnosti graf̊u by i (an) byla kvazimonotónńı, kvazimonotonie je totiž posloup-
nostńım grafem jednoznačně dána. Pak by ale podle tvrzeńı ?? posloupnost (an)
měla limitu, ve sporu s předpokladem. Tedy je lim bn vlastńı, řekněme

β := lim bn ∈ R .

Polož́ıme
K := {n ∈ N | bn = β} .

Podle velikosti množiny K rozlǐśıme dva př́ıpady.
(i) K je nekonečná. Pak pro každé reálné č́ıslo β′ 6= β se bn = β′ jen pro

konečně mnoho n (jinak by (bn) neměla limitu) a K je jediná nekonečná ma-
ximálńı nezávislá množina v G. Vezmeme č́ıslo

α := an, n ∈ K .

Pro každé reálné č́ıslo α′ 6= α se an = α′ jen pro konečně mnoho n. Polož́ıme

H := {n ∈ N | an > α} a D := {n ∈ N | an < α} .
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Dostali jsme disjunktńı sjednoceńı N = K ∪H ∪D. Necht’ dále

h := inf({an | n ∈ H}) a d := sup({an | n ∈ D}) .

Je-li H, resp. D, prázdná, neńı odpov́ıdaj́ıćı č́ıslo h, resp. d, definované. Alespoň
jedna z množin H a D je nekonečná (jinak by (an) měla limitu α). Máme tak
tři možnosti.

H je nekonečná a D konečná. Podle posloupnosti (bn) s limitou β vid́ıme, že
v grafu G s každým vrcholem n ∈ N \K inciduje jen konečně mnoho červených
hran nebo jen konečně mnoho modrých hran. Tedy pro každé n ∈ H je am > an
jen pro konečně mnoho m a podle poznámky za tvrzeńım ?? podposloupnost
posloupnosti (an) s indexy v H konverguje k h. Dále je h ≥ α a vlastně h > α,
protože pro h = α by (an) měla limitu α. Pro každé n ∈ H je an > h, protože
jistě nenastává an = h pro nekonečně mnoho n a ani an = h pro konečně mnoho
n ∈ H nelze, s každým takovým vrcholem n by v G incidovalo nekonečně mnoho
červených i nekonečně mnoho modrých hran. Definujeme posloupnost (cn) ⊂ R
jako cn := an pro n ∈ K ∪D a cn := an + α− h pro n ∈ H. Patrně lim cn = α
a (an) je tř́ıúrovňová, protože vzniká z (cn) posunem člen̊u v (cn) větš́ıch než
limita α o h − α a posunem ostatńıch člen̊u o 0. Př́ıpad, že H je konečná a D
nekonečná je symetrický.

Třet́ı př́ıpad je, že obě množiny H a D jsou nekonečné. Pak máme h ≥ α ≥ d
a opět podposloupnost posloupnosti (an) s indexy v H (resp. v D) konverguje
k h (resp. k d). Rovněž opět h > α implikuje, že pro každé n ∈ H je an > h a
podobně α > d implikuje, že pro každé n ∈ D je d > an. Definujeme posloupnost
(cn) ⊂ R jako cn := an + α− h pro n ∈ H, jako cn := α = an pro n ∈ K a jako
cn := an + α − d pro n ∈ D. Patrně lim cn = α a (an) je tř́ıúrovňová, protože
vzniká z (cn) posunem člen̊u v (cn) větš́ıch než limita α o h−α, posunem člen̊u
rovných α o 0 a posunem člen̊u menš́ıch než α o d− α.

(ii) K a každá nezávislá množina v G je konečná. Podle posloupnosti (bn)
s limitou β opět vid́ıme, že v grafu G s každým vrcholem n ∈ N \K inciduje jen
konečně mnoho červených hran, nebo jen konečně mnoho modrých hran, a že
vždy nastává právě jedna z obou možnost́ı. Tyto vrcholy nazveme KC vrcholy,
resp. KM vrcholy. Definujeme disjunktńı množiny

H := {n ∈ N | n je KM vrchol} a D := {n ∈ N | n je KC vrchol}

a č́ısla

h := inf({an | n ∈ H}) ∈ R a d := sup({an | n ∈ D}) ∈ R ,

kde pro prázdnou množinu H, resp. D, neńı č́ıslo h, resp. d, definované (hned
ale uvid́ıme, že obě č́ısla jsou definovaná). Tyto definice jsou korektńı: kdyby
např́ıklad prvńı množina hodnot an byla neprázdná a zdola neomezená, byla
by D = ∅ a lim an = −∞, ve sporu s předpokladem. Podle poznámky za
tvrzeńım ?? tedy opět podposloupnost s indexy v H, resp. v D, jde k h, resp.
k d, je-li odpov́ıdaj́ıćı množina nekonečná. Jak v́ıme, K = N\(H∪D) je konečná,
a vid́ıme, že obě množiny H a D jsou nekonečné (jinak by (an) měla limitu).
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Speciálně jsou obě č́ısla h a d definovaná a d < h (pro d = h by (an) měla limitu
a pro d > h bychom dostali spor s definicemi množin H a D). Patrně

n ∈ K ⇒ d ≤ an ≤ h .

Jako dř́ıve vid́ıme, že an > h, resp. an < d, pro každé n ∈ H, resp. pro každé
n ∈ D. Pro K 6= ∅ definujeme č́ıslo

α := an, n ∈ K ,

a jinak vezmeme libovolně α ∈ [d, h]. Posloupnost (cn) ⊂ R definujeme jako
cn := an + α − h pro n ∈ H, cn := α = an pro n ∈ K a cn := an + α − d
pro n ∈ D. Patrně lim cn = α a (an) je tř́ıúrovňová, protože vzniká z (cn)
posunem člen̊u v (cn) větš́ıch než limita α o h − α, posunem člen̊u rovných α
o 0 a posunem člen̊u menš́ıch než α o d− α. 2

Věta 6.3.3 (RKM posloupnosti jsou nejobecněǰśı) Necht’ ϕ ∈ Φ je limi-
tová sentence nad L. Pak

P (ϕ) ⊂ RKMP .

Důkaz.
2

6.4 Teorie řad 2

Začneme d̊ukazem věty 5.1.12, kterou zde mı́rně přeformulujeme.

Věta 6.4.1 (Riemannova) Necht’ řada
∑
an splňuje, že lim an = 0 a

∞∑
n=1

max({0, an}) =

∞∑
n=1

max({0, −an}) = +∞ .

Pak pro každé S ∈ R∗ existuje jej́ı přerovnáńı π se součtem

∞∑
n=1

aπ(n) = S .

Důkaz. Necht’ k1 < k2 < . . . , resp. l1 < l2 < . . . , jsou indexy kladných, resp.
nekladných, sč́ıtanc̊u dané řady. Přerovnáńı π sestroj́ıme pomoćı nekonč́ıćıho al-
goritmu. Necht’ nejprve S = +∞. Algoritmus je dán následuj́ıćımi kroky a čtyřmi
proměnnými n, n′,m, i ∈ N.

1. (inicializace) Polož n = n′ = m = i := 1, π(n) := kn′ a jdi na krok 2.

2. (větveńı) Je aπ(1) + · · ·+ aπ(n) ≤ i? Pokud ano, jdi na krok 3, jinak jdi na
krok 4.
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3. Polož n := n+ 1, n′ := n′ + 1, π(n) := kn′ a jdi na krok 2.

4. Polož n := n+ 1, π(n) := lm, m := m+ 1, i := i+ 1 a jdi na krok 2.

Vzhledem k divergenćım
∑
akn = +∞ a

∑
aln = −∞ se kroky 3 a 4 provedou

nekonečněkrát. Tedy π je permutace množiny N. Vzhledem k lim an = 0 existuje
m0, že pro každé m ≥ m0 je −1 < alm ≤ 0. Necht’ n1 < n2 < . . . jsou hodnoty
proměnné n, pro které algoritmus v kroku 2 přejde na krok 4. Pak

m ≥ m0 ∧ n ≥ nm ⇒
n∑
j=1

aπ(j) > m− 1

a přerovnaná řada má součet +∞. Přerovnáńı se součtem S = −∞ vygeneru-
jeme podobným algoritmem.

Necht’ S ∈ R. Algoritmus je dán následuj́ıćımi kroky a třemi proměnnými
n, n′,m ∈ N.

1. (inicializace) Polož n = n′ = m := 1, π(n) := kn′ a jdi na krok 2.

2. Je aπ(1) + · · ·+ aπ(n) ≤ S? Pokud ano, jdi na krok 3, jinak jdi na krok 4.

3. Polož n := n+ 1, n′ := n′ + 1, π(n) := kn′ a jdi na krok 2.

4. Polož n := n+ 1, π(n) := lm, m := m+ 1 a jdi na krok 2.

Z divergence kladné i nekladné podřady je opět jasné, že kroky 3 a 4 se provedou
nekonečněkrát a π je permutace množiny N. Z lim an = 0 plyne, že pro každé
dané ε > 0 existuje n0, že

n ≥ n0 ⇒ −ε < aln ≤ 0 < akn < ε .

Necht’ n1 < n2 < . . . jsou hodnoty proměnné n, pro které algoritmus v kroku 2
přejde na krok 4. Pak

m ≥ max({n0, 2}) ∧ n ≥ nm ⇒ S − ε <
n∑
i=1

aπ(i) < S + ε

a přerovnaná řada má součet S. 2

Ted’ dokážeme větu 5.1.17.

Věta 6.4.2 (komutativita AK řad) Řada
∑
an je AK, právě když plat́ı ve

smyslu součt̊u, že

∀ bijekci π : N→ N
(∑∞

n=1 an =
∑∞
n=1 aπ(n) ∈ R

)
.

Důkaz. Necht’ řada
∑
an absolutně konverguje a má součet S ∈ R a π : N→ N

je bijekce. Pak pro každé n ∈ N je∣∣∣∣ n∑
i=1

aπ(i) − S
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n∑

i=1

aπ(i) −
n∑
i=1

ai

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ n∑
i=1

ai − S
∣∣∣∣ := A(n) +B(n) .
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Patrně limB(n) = 0. Dokážeme, že i limA(n) = 0. Dı́ky absolutńı konvergenci
řady

∑
an pro dané ε existuje n0, že∑

n>n0

|an| < ε .

Vezmeme tak velké n1, že [n0] ⊂ π[ [n1] ]. Pak pro každé n ≥ n1 je

|A(n)| ≤ 2
∑
n>n0

|an| < 2ε .

Tedy limA(n) = 0 a přerovnaná řada má také součet S.
Necht’ naopak

∑
an má součet S ∈ R a ten se neměńı při žádném přerovnáńı.

Jako k1 < k2 < . . . , resp. l1 < l2 < . . . , označ́ıme indexy kladných, resp.
nekladných, sč́ıtanc̊u v p̊uvodńı řadě. Podle tvrzeńı 5.1.3 se lim an = 0. Podle
věty 6.4.1 je jeden ze součt̊u

∞∑
n=1

akn a
∞∑
n=1

aln

konečný. Kdyby ale druhý byl nekonečný, byl by celý součet

∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

akn +

∞∑
n=1

aln

nekonečný, což by byl spor s konvergenćı řady
∑
an. Oba jsou tedy konečné,

pro součty plat́ı
∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

akn −
∞∑
n=1

aln < +∞

a řada
∑
an je AK. 2

Uvedeme a dokážeme Cauchyovo kondenzačńı kritérium, zkráceně CKK.

Věta 6.4.3 (CKK) Necht’ m ∈ N a reálná č́ısla am, am+1, . . . jsou nerostoućı,
am ≥ am+1 ≥ · · · > 0. Potom

řada

∞∑
n=m

an konverguje ⇐⇒ řada R :=

∞∑
n=m

2n · a2n konverguje .

Důkaz. Necht’ nejprve m = 1 a R má součet +∞. Tedy i 1
2R = +∞. Pro k ∈ N

plat́ı nerovnosti

a2 ≥ a2, a3 + a4 ≥ 2a4, a5 + · · ·+ a8 ≥ 4a8, . . . ,

2k∑
j=2k−1+1

aj ≥ 2k−1a2k , . . . ,
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a tak
∑
an = +∞. Necht’ R konverguje. Protože an > 0 a pro k ∈ N plat́ı

nerovnosti

a2 + a3 ≤ 2a2, a4 + · · ·+ a7 ≤ 4a4, . . . ,

2k+1−1∑
j=2k

aj ≤ 2ka2k , . . . ,

řada
∑
an konverguje. Zobecněńı s m ∈ N plyne z př́ıpadu m = 1 doplněńım

vhodných m− 1 sč́ıtanc̊u na začátek obou řad a z faktu, že změna jen konečně
mnoha sč́ıtanc̊u neovlivńı konvergenci či divergenci řady. 2

Uvedeme dva př́ıklady použit́ı CKK.

Důsledek 6.4.4 (konvergence ζ(s)) Pro každé reálné s > 1 řada

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns

(absolutně) konverguje. Pro s ≤ 1 diverguje.

Důkaz. Pro s ≥ 0 sč́ıtance jistě nerostou a můžeme použ́ıt CKK. Pro s < 0 je
ovšem ζ(s) triviálně divergentńı. CKK ji transformuje v geometrickou řadu

∞∑
n=1

2n(
2n
)s =

∞∑
n=1

2(1−s)n .

Ta podle věty 5.1.19 konverguje právě a jen pro s > 1. Tud́ıž ζ(s) konverguje
pro s > 1 a diverguje pro s ≤ 1. 2

CKK je šité na mı́ru následuj́ıćım řadám, jejichž sč́ıtance obsahuj́ı iterované
logaritmy. Necht’ ξ0 := 0 a ξk := exp(nk−1) pro k ∈ N. Necht’ log(0)(x) := x

a log(k)(x) := log
(

log(k−1)(x)
)

pro k ∈ N a x > ξk. Pro každé j, k ∈ N0 s j ≤ k
je funkce log(j)(x) : (ξk,+∞)→ R kladná a rostoućı.

Důsledek 6.4.5 (daľśı použit́ı CKK) Pro každé k ∈ N0 a reálné s > 1 řada∑
n>ξk

1

log(0)(n) . . . log(k−1)(n)
(

log(k)(n)
)s

(absolutně) konverguje. Pro s ≤ 1 diverguje.

Důkaz. Pro s ≥ 0 sč́ıtance jistě nerostou a můžeme použ́ıt CKK. Pro s < 0
je ale každý sč́ıtanec zdola odhadnut sč́ıtancem s s = 0, takže divergence pro
s = 0 implikuje divergenci pro každé s < 0.
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V d̊ukazu postupujeme indukćı podle k ∈ N0. Pro k = 0 jsme hotovi d́ıky
d̊usledku 6.4.4. Necht’ k > 0. CKK transformuje danou řadu v řadu∑

n>ξk

2n

log(0)(2n) . . . log(k−1)(2n)
(

log(k)(2n)
)s =

=
∑
n>ξk

1

log(0)(n log 2) . . . log(k−2)(n log 2)
(

log(k−1)(n log 2)
)s .

Pro každé j = 0, 1, . . . , k−1 se pro n > ξk patrně log(j)(n log 2) = Θ
(

log(j)(n)
)
.

Tvrzeńı o konvergenci a divergenci dané řady pro k tak plyne z indukčńıho
předpokladu pro k − 1. 2

Věta 6.4.6 (součin obecných AK řad)
∑
x∈X ax, resp.

∑
y∈Y by, bud’ obecná

AK řada se součtem S, resp. T . Pak součinová řada∑
(x, y)∈X×Y

axby

je také AK a má součet ST .

Důkaz.
2

Důsledek 6.4.7 (exponenciálńı identita) Pro každé x, y ∈ R se

ex · ey = ex+y .

Důkaz. Skutečně, pro každé x, y ∈ R se součin součt̊u

expx · exp y =

∞∑
m=0

xm

m!
·
∞∑
n=0

yn

n!

věta 6.4.6
=

∑
(m,n)∈N2

0

xm

m!
· y

n

n!

=

2

6.5 Basilejský problém

Je to problém seč́ıst nekonečnou řadu převrácených čtverc̊u

∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+ . . . ,

který předložil
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6.6 ζ(3) je iracionálńı

6.7 Skládaćı řady dokazuj́ı identity

6.8 Proč se 1 + 2 + 3 + · · · = − 1
12

6.9 Elementárńı funkce 2

Tento odd́ıl se zabývá prohloubeńım teorie elementárńıch funkćı, kterou jsme
začali budovat v odd́ılech 5.3 a 5.4. Předvedeme spojité neelementárńı funkce.
...

Náš prvńı úkol je dokázat, že existuj́ı spojité neelementárńı funkce. Ukážeme,
že pro každou EF je množina nediferencovatelnosti ř́ıdká v definičńım oboru:
je-li f : M → R EF a (a, b) ⊂ M , pak existuj́ı c, d s a < c < d < b, že f
je na intervalu (c, d) diferencovatelná (má tam vlastńı prvńı derivaci). Neńı
těžké definovat spojitou funkci g : (0, 1) → R, která má v každém podintervalu
(a, b) ⊂ (0, 1) bod c ∈ (a, b), kde vlastńı derivace f ′(c) neexistuje. Taková funkce
g pak neńı elementárńı.

Věta 6.9.1 (
√
x je podstatná ZEF) Žádná z funkćı

xb : [0, +∞)→ [0, +∞), b ∈ (0, +∞) \ N ,

se nedá vyjádřit pomoćı sč́ıtáńı, násobeńı, děleńı a zobecněného skládáńı pomoćı
ostatńıch skutečně ZEF, to jest pomoćı konstantńıch funkćı fc(x), ex, log x, sinx
a arcsinx.

Důkaz.
2

Tvrzeńı 6.9.2 (elementárńı funkce 3) Necht’

F := {expx, log x, sinx, arcsinx} ∪ {xb | b ∈ (0, +∞) \ N} .

Funkce f : M → R, kde M ⊂ R, je elementárńı (podle definic 5.4.8 a 5.4.20),
právě když existuje n ∈ N0 a taková věž poĺı funkćı

R(x) = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn ,

že f ∈ Kn a pro každé j ∈ [n] se

Kj = Kj−1(gj(hj))

pro nějaké funkce gj ∈ F a hj ∈ Kj−1.

Důkaz.
2
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Věta 6.9.3 (existence algebraické funkce) Necht’ n ∈ N, a < b jsou v R a

fi : (a, b)→ R, i = 0, 1, . . . , n a fn 6= 0 ,

jsou analytické funkce. Pak existuj́ı reálná č́ısla c, d s a < c < d < b a analytická
funkce f : (c, d)→ R, že pro každé x ∈ (c, d) se

n∑
i=0

fi(x)f(x)i = 0 .

6.10 Elementárńı funkce 3

6.11 Kosinus a sinus

Začneme dvěma ohlasy trigonometrie, v popkultuře a ve vyšš́ı kultuře.

Promovańı inženýři,
śınus, kośınus, deskript́ıva,
Promovańı inženýři,
kdo je tu inženýr, at’ s námi zṕıvá

je sloka z
”
Inženýrské“ [82], ṕısně country bandu Plavci (Rangers). Inu, osm-

desátá léta 20. stolet́ı, doba k popukáńı. Jedna, ne už tak známá, báseň má
následuj́ıćı sloku.

I Baba Jaga má svého dědka,
střed kruhu dáme doprostředka,
obvod je potom 2πr . . .
Je krásný letńı podvečer.

I. Blatný, [31, str. 378]

Pust’me se do rigorózńıho zavedeńı geometrických trigonometrických funkćı.
V definici 5.3.16 jsme zavedli kosinus a sinus pomoćı absolutně konvergentńıch
řad: pro každé x ∈ R je

cosx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!
a sinx =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
.

V následuj́ıćı větě zformalizujeme větu 5.3.18 a dokážeme, že se obě funkce
rovnaj́ı svým geometrickým verźım. Ty ovšem nejprve definujeme.

Definice 6.11.1 (geometrický kosinus a sinus) Necht’

S := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}
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je kružnice v rovině se středem (0, 0) a poloměrem 1 a s obvodem označeným
jako 2π, které krátce ř́ıkáme jednotková kružnice. Necht’ P0 := (1, 0) ∈ S. Pro
libovolný bod P ∈ S necht’

`(P ) ∈ [0, 2π)

je délka oblouku kružnice S jdoućıho proti směru hodinových ručiček z P0 do P ,
což dává bijekci ` : S → [0, 2π). Funkce

cosg, sing : R→ R

— geometrický kosinus a geometrický sinus — definujeme na intervalu [0, 2π)
jako prvńı a druhou složku inverzu funkce `, takže pro t ∈ [0, 2π) polož́ıme

(cosg t, sing t) := `−1(t) .

Obě funkce pak 2π-periodicky rozš́ıř́ıme na celé R.

Přesné definice oblouku kružnice S a jeho délky a obvodu S uvedeme za chv́ıli.

Věta 6.11.2 (poloha běžkyně 2) Pro každé t ∈ R se

cosg t = cos t a sing t = sin t .

Ve zbytku odd́ılu dokážeme větu 6.11.2. Důkaz je založen na identitách

cos′g t = − sing t a sin′g t = cosg t ,

platných pro každé t ∈ R. Z nich už snadno plyne, že trigonometrické funkce
cosx a sinx a jejich geometrické verze maj́ı stejné (konvergentńı) Taylorovy
rozvoje a proto se rovnaj́ı jako funkce. Odvozeńı identit bude ale chv́ıli trvat.

Nejdř́ıve definujeme oblouk jednotkové kružnice a jeho délku a pak odvod́ıme
základńı vlastnosti délky. Oblouk T (kružnice S) je každý pr̊unik

T = S ∩H

jednotkové kružnice s nějakou uzavřenou polorovinouH. Oblouk je tedy prázdná
množina nebo bod {p} ⊂ S nebo řádný oblouk T ⊂ S, r̊uzný od ∅, {p} i od
S, nebo to je celá kružnice S. Konce oblouku T jsou pr̊uniky hraničńı př́ımky `
poloroviny H s S. Pokud `∩S = {p} = {p, p}, bereme p jako dvojitý bod. Každý
oblouk T má tedy bud’ dva konce, anebo žádný, a v posledńım př́ıpadu se T = ∅
nebo se T = S. Všimněme si ale, že T = S může mı́t konce {p, p} pro každý
bod p ∈ S. Existuje tedy oblouk T = S bez konc̊u, pro každý bod p ∈ S ale
také existuje oblouk T = S =: Sp s konci {p, p}. Vid́ıme, že pro každou dvojici
{p, q} ⊂ S (př́ıpadně shodných) bod̊u v S existuj́ı přesně dva oblouky T a T ′

s těmito konci. Např́ıklad pro dvojici {p, p} to jsou oblouky T = Sp a T ′ = {p}.
Řádný oblouk má dva r̊uzné konce. Pro oblouk T použ́ıváme též značeńı [p, q],
kde T jde od svého konce p do konce q proti směru hodinových ručiček.
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Pro dva body v rovině p, q ∈ R2, kde p = (px, py) a q = (qx, qy), označ́ıme
jejich euklidovskou vzdálenost jako

|pq| :=
√

(px − qx)2 + (py − qy)2 .

Úsečku mezi body p a q označ́ıme jako pq, takže má délku |pq|. Je-li T oblouk
s konci [p, q], jeho děleńım rozumı́me (k + 1)-tici

P = (p = p0, p1, . . . , pk−1, pk = q), k ∈ N ,

složenou z k + 1 (ne nutně r̊uzných) bod̊u pi ∈ T , které jdou proti směru
hodinových ručiček. Pak

|P | :=
k∑
i=1

|pi−1pi|

je délka děleńı P .

Definice 6.11.3 (délka oblouku) Oblouk T = [p, q] má délku

|T | = sup(DT ) := sup({|P | | P je děleńı oblouku T}) .

Z kontextu by vždy mělo být jasné, zda | · | znamená délku úsečky, děleńı či
oblouku nebo zda to je mohutnost konečné množiny nebo absolutńı hodnota.
Každá z množin DT ⊂ R je neprázdná a shora omezená (proč?), takže délka
oblouku |T | je korektně definovaná. Polož́ıme |∅| := 0. Zřejmě |{p}| = 0 pro
každý bod p ∈ S. Následuj́ıćı d̊usledek plyne z invariance euklidovské délky při
posunech a otočeńıch.

Důsledek 6.11.4 (zobrazeńı zachovávaj́ıćı délku oblouku) Necht’ zobra-
zeńı

f : R2 → R2

je otočeńı kolem počátku nebo souměrnost podle osy x nebo souměrnost podle
osy y. Necht’ T a T ′ jsou takové dva oblouky s konci, že f [T ] = T ′. Pak

|T | = |T ′| .

Z tohoto d̊usledku plyne, že délka oblouku |Sp| je táž pro všechny body p ∈ S.

Definice 6.11.5 (č́ıslo π) Reálné č́ıslo π > 0 definujeme jako polovinu délky
(obvodu) jednotkové kružnice, takže

2π := |Sp|

pro libovolný bod p ∈ S.

Je to formalizovaná definice 5.3.20.
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Tvrzeńı 6.11.6 (aditivita délky oblouku) Necht’ [p, q] je oblouk a q′ ∈ [q, p].
Pak [p, q] ∪ [q, q′] je oblouk [p, q′] a

|[p, q′]| = |[p, q]|+ |[q, q′]| .

Důkaz. Polož́ıme T := [p, q] a T ′ := [q, q′]. Body p, q a q′ jdou proti směru
hodinových ručiček. Necht’ ` je př́ımka jdoućı body p a q′. Když p = q = q′,
je to tečna k S v bodě p. Necht’ H je polorovina s hraničńı př́ımkou `, která
obsahuje T a T ′ a pro p = q = q′ splňuje, že H ∩ S = {p}. Pak H ∩ S = T ∪ T ′
a T ∪ T ′ je oblouk. Zřejmě

|T ∪ T ′| ≥ |T |+ |T ′| ,

děleńı oblouku T a děleńı oblouku T ′ vždy spoj́ıme do děleńı oblouku T ∪ T ′.
Dokážeme opačnou nerovnost. Uváž́ıme libovolné děleńı P = (p0, p1, . . . , pk)

oblouku T ∪ T ′. Pak existuje jednoznačné i ∈ [k], že bod q lež́ı mezi pi−1 a pi.
Bod q se může shodovat s pi−1 nebo s pi nebo i s oběma body. Pak Q :=
(p0, p1, . . . , pi−1, q) je děleńı oblouku T , Q′ := (q, pi, . . . , pk) je děleńı oblouku
T ′ a |P | ≤ |Q|+ |Q′|, protože |pi−1pi| ≤ |pi−1q|+ |qpi|. Tedy

|T ∪ T ′| ≤ |T |+ |T ′| .

2

Sklon nesvislé úsečky u := pp′ definujeme jako

s(u) :=
p′y − py
p′x − px

.

Lemma 6.11.7 Jsou dána reálná č́ısla δ ∈ (0, 1) a x0 < x1 < · · · < xk, s k ∈ N,
úsečky ui, i ∈ [k], že ui má konce na sousedńıch svislých př́ımkách (x = xi−1)
a (x = xi), a úsečka u s konci na svislých př́ımkách (x = x0) a (x = xk). Když
pro každé i ∈ [k] je |s(u)− s(ui)| < δ, pak∣∣∣∣ |u| − k∑

i=1

|ui|
∣∣∣∣ < 3δ · |u| .

Důkaz. Rozlǐseńım př́ıpad̊u |s(u)| ≤ δ a |s(u)| ≥ δ dostaneme, že∣∣∣√1 + s(u)2 −
√

1 + s(ui)2
∣∣∣ ≤ δ · (2|s(u)|+ δ)√

1 + s(u)2
≤ 3δ .

Odtud plyne, že∣∣∣∣ |u| − k∑
i=1

|ui|
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(xk − x0)
√

1 + s(u)2 −
k∑
i=1

(xi − xi−1)
√

1 + s(ui)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ k∑
i=1

(xi − xi−1)
(√

1 + s(u)2 −
√

1 + s(ui)2
) ∣∣∣∣

≤ 3δ · (xk − x0) ≤ 3δ · |u| .
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2

T bud’ řádný oblouk s konci

{p = (x, y), p′ = (x′, y′)}, kde 0 < x′ < x < 1 a y, y′ > 0 .

Svislá nadtečna oblouku T je úsečka pp′′, kde p′′ je pr̊useč́ık tečny k S v bodu
p se svislou př́ımkou jdoućı bodem p′, jej́ı délku označ́ıme jako dv(T ) := |pp′′|.
Vodorovná nadtečna oblouku T je definována podobně za pomoci vodorovné
př́ımky jsoućı bodem p′ a má délku dh(T ). Polož́ıme d(T ) := |pp′|.

Tvrzeńı 6.11.8 (odhady délek oblouk̊u). Je-li T oblouk výše, pak pro pevný
konec p a x′ → x je

|T | = (1 + o(1)) · d(T ) = (1 + o(1)) · dv(T ) = (1 + o(1)) · dh(T ) .

Táž asymptotika plat́ı pro pevný konec p′ a x→ x′.

Důkaz. Necht’ T je, jak uvedeno. Uváž́ıme úsečku u := pp′, svislou nadtečnu
u′ := pp′′ oblouku T a děleńı P = (p = p0, p1, . . . , pk = p′) oblouku T .

Bud’ dáno ε. Sklon tečny k S v nějakém bodu (x0, y0) ∈ S s 0 < x0 < 1
a y0 > 0 se měńı spojitě s bodem, tj. x 7→

√
1− x2 : (0, 1)→ (0, 1) je C1 funkce.

Podle věty 11.1.4, když s je sklon úsečky s konci v T , bod p je pevný a x′ → x,
potom s → s(u′). Tedy s − s(u) → 0 a s − s(u′) → 0 a existuje δ ∈ (0, 1), že
x′ ∈ P−(x, δ) ⇒ s ∈ U(s(u), ε) a s ∈ U(s(u′), ε). Let x′ ∈ P−(x, δ). Vezmeme
takové děleńı P , že | |P | − |T | | < ε · d(T ). Použijeme lemma 6.11.7 s δ := ε,
reálná č́ısla

x′ = pk(x) < pk−1(x) < · · · < p0(x) = x ,

úsečky pk pk−1, . . . , p1 p0 a úsečku u = pp′ a dostaneme, že

| |T | − d(T ) | ≤ | |T | − |P | |+ | |P | − |pp′| | ≤ (ε+ 3ε) · d(T ) = 4ε · d(T ) .

Podobná úvaha s takovým děleńım P , že | |P | − |T | | < ε · dv(T ), ukazuje, že
také | |T | − dv(T ) | ≤ 4ε · dv(T ). Tedy

|T | = (1 + o(1)) · d(T ) a |T | = (1 + o(1)) · dv(T ) ,

pro pevné p a x′ → x. Když uváž́ıme vodorovnou nadtečnu oblouku T a y-ové
souřadnice bod̊u v P , týž argument ukazuje, že

|T | = (1 + o(1)) · dh(T ) .

Pro pevné p′ a x→ x′ argumentujeme podobně. Jediná změna je, že ted’ podle
věty 11.1.4 je s→ s′ a s(u′)→ s′, kde s′ je sklon tečny k S v bodu p′. 2
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Kapitola 7

Přednáška 5. Limity funkćı

Kapitolu inspirovanou pátou přednáškou začneme v odd́ılu 7.1 zavedeńım jedno-
stranných limit funkćı. Tvrzeńı 7.1.9 uvád́ı vztahy obyčejných a jednostranných
limit. V odd́ılu 7.2 zavedeme spojitost funkce v bodě, v tvrzeńı 7.2.3 ji charak-
terizujeme pomoćı limit a v tvrzeńı 7.2.4 Heineho definićı.

Odd́ıl 7.3 obsahuje větu 7.3.3 o limitě monotónńı funkce, větu 7.3.7 o aritme-
tice limit funkćı, větu 7.3.12 o limitě funkce a uspořádáńı a větu 7.3.16 o dvou
funkčńıch strážńıćıch. V odd́ılu 7.4 uvád́ıme větu 7.4.1 o limitě složené funkce.
Na rozd́ıl od jej́ıch jiných formulaćı naše verze je ekvivalenćı. V závěrečném
odd́ılu 7.5 vysvětĺıme význam asymptotických symbol̊u O, �, �, Ω, Θ, �, o,
ω a ∼.

K přednášce ze 16. 3. 2023

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred5.pdf

jsme zde přidali odd́ıly o limitě složené funkce a o asymptotickém značeńı.

7.1 Jednostranné limity

• Jednostranné limity funkćı. Prostory C a Rn s n ≥ 2 se vypuštěńım jednoho
bodu nerozpadnou. R se rozpadne na dva oddělené kusy a v R se k danému bodu
můžeme limitně bĺıžit ve dvou směrech, zleva a zprava. Př́ıslušné jednostranné
limity se týkaj́ı jen vlastńıch bod̊u b ∈ R, nikoli nekonečen.

Definice 7.1.1 (jednostranná okoĺı) Necht’ b ∈ R. Levé, resp. pravé, ε-okoĺı
bodu b je interval

U−(b, ε) := (b− ε, b], resp. U+(b, ε) := [b, b+ ε) .

Levé, resp. pravé, prstencové ε-okoĺı bodu b je interval

P−(b, ε) := (b− ε, b), resp. P+(b, ε) := (b, b+ ε) .
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Jako dř́ıve P±(b, ε) = U±(b, ε)\{b} (shodná znaménka). Klademe P−(+∞, ε) :=
U(+∞, ε) a P+(−∞, ε) := U(−∞, ε).

Úloha 7.1.2 Necht’ V ∈ {U,P}. Určete vztah mezi množinami V (b, ε), V −(b, ε)
a V +(b, ε).

Definujeme jednostranné limitńı body. Jsou to reálná č́ısla, nekonečna už
nepovolujeme.

Definice 7.1.3 (jednostranné limitńı body) Necht’ M ⊂ R. Bod b ∈ R je
levým, resp. pravým, limitńım bodem množiny M , pokud

∀ δ
(
P−(b, δ) ∩M 6= ∅

)
, resp. ∀ δ

(
P+(b, δ) ∩M 6= ∅

)
.

Jako dř́ıve je bod b levým, resp. pravým, limitńım bodem množiny M , právě
když existuje taková posloupnost

(an) ⊂ (−∞, b) ∩M, resp. (an) ⊂ (b, +∞) ∩M ,

že lim an = b.

Úloha 7.1.4 Necht’ M ⊂ R a LB je zkratka pro
”

limitńı bod množiny M“.
Dokažte tři následuj́ıćı implikace.

b je levý LB ⇒ b je LB, b je pravý LB ⇒ b je LB

a
b je LB ⇒ b je pravý LB nebo levý LB .

Ukažte, že LB nemuśı být současně pravý i levý LB.

V úloze 5.2.4 jste dokázali, že žádná konečná množina M ⊂ R nemá limitńı
bod. T́ım méně může mı́t nějaký jednostranný limitńı bod.

Úloha 7.1.5 Dokažte, že každá nekonečná a omezená množina M ⊂ R má levý
limitńı bod nebo pravý limitńı bod.

V úloze 5.2.5 jste dokázali, že každá nekonečná množina M ⊂ R má limitńı bod.
Pro jednostranné limitńı body to ale neplat́ı.

Úloha 7.1.6 Uved’te př́ıklad nekonečné podmnožiny R, která nemá ani levý ani
pravý limitńı bod.

Definice 7.1.7 (jednostranné limity) Necht’ a ∈ R, L ∈ R∗, f ∈ R(M) &
a je levý, resp. pravý, limitńı bod množiny M . Pokud plat́ı

∀ ε ∃ δ
(
f [P±(a, δ) ∩M ] ⊂ U(L, ε)

)
,

se znaménkem −, resp. +, pro levý, resp. pravý, limitńı bod, ṕı̌seme

lim
x→a−

f(x) = L, resp. lim
x→a+

f(x) = L ,

a řekneme, že funkce f má v bodě a limitu zleva, resp. zprava, rovnou L.
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Úloha 7.1.8 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.1.9 (jednostranné limity) Necht’ f ∈ R(M) & a ∈ R je vždy
(odpov́ıdaj́ıćı jednostranný) limitńı bod množiny M . Plat́ı následuj́ıćı.

1. limx→a f(x) = L ∈ R∗ ⇒ limx→a− f(x) = L nebo limx→a+ f(x) = L.

2. limx→a− f(x) = limx→a+ f(x) = L ∈ R∗ ⇒ limx→a f(x) = L.

3. limx→a− f(x) = K ∈ R∗, limx→a+ f(x) = L ∈ R∗ & K 6= L ⇒ limita
funkce f v a neexistuje.

Např́ıklad funkce signum

sgn(x) : R→ {−1, 0, 1}

má v nule r̊uzné jednostranné limity

lim
x→0−

sgn(x) = −1 a lim
x→0+

sgn(x) = 1 .

Proto limx→0 sgn(x) neexistuje.

Úloha 7.1.10 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.1.11 (jednoznačnost jednostr. limit) Necht’ a ∈ R, f ∈ R(M)
a K,L ∈ R∗. Pak se shodnými znaménky plat́ı, že

lim
x→a±

f(x) = K ∧ lim
x→a±

f(x) = L⇒ K = L .

Úloha 7.1.12 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.1.13 (Heine pro jednostr. limitu) Necht’ f ∈ R(M), a je levý
limitńı bod množiny M & L ∈ R∗. Pak plat́ı ekvivalence

lim
x→a−

f(x) = L ⇐⇒ ∀ (an) ⊂ (−∞, a) ∩M
(

lim an = a⇒ lim f(an) = L
)
.

Jinými slovy, f má v bodu a limitu zleva L, právě když pro každou posloupnost,
která jde zleva k a, ale nikdy se a nerovná, odpov́ıdaj́ıćı posloupnost funkčńıch
hodnot má limitu L. Pro limitu zprava plat́ı analogická ekvivalence.

Poznamenáme dvě věci. Jako u obyčejných limit funkćı, i u jednostranných
má definice smysl jen pro body, které jsou př́ıslušnými limitńımi body de-
finičńıho oboru. Dále se někdy některé obyčejné limity funkćı uváděj́ı jako jed-
nostranné a ṕı̌se se třeba

lim
x→0+

log x = −∞ .

Protože M(log x) = (0,+∞), podle naš́ı definice limity funkce stač́ı psát

lim
x→0

log x = −∞ .
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7.2 Spojitost funkce v bodu

• Spojitost funkce v bodu. Funkce je v daném bodu spojitá, pokud malá změna
jej́ıho argumentu zp̊usob́ı jen malou změnu jej́ı hodnoty.

Definice 7.2.1 (spojitost funkce v bodu) Necht’ f ∈ R(M). Funkce f je
spojitá v bodu a ∈M , když

∀ ε ∃ δ
(
f [U(a, δ) ∩M ] ⊂ U(f(a), ε)

)
.

Jinak je funkce f v bodu a nespojitá.

Dva rozd́ıly ve srovnáńı s definićı 5.2.9 limity funkce jsou, že L se nahrad́ı
hodnotou f(a) a prstencové okoĺı P (a, δ) okoĺım U(a, δ).

Úloha 7.2.2 Funkce f ∈ R(M) je spojitá v a ∈M , právě když

∀ ε ∃ δ
(
x ∈M ∧ |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε

)
.

Jednu nebo obě ostré nerovnosti (<) lze nahradit neostrou nerovnost́ı (≤) a nic
se nezměńı.

Např́ıklad sgn: R→ {−1, 0, 1} je v 0 nespojitá , ale jinde je spojitá. Spojitost
f v a neńı ekvivalentńı tomu, že limx→a f(x) = f(a). To plat́ı jen v limitńıch
bodech množiny M .

Tvrzeńı 7.2.3 (o spojitosti v bodě) Necht’ f ∈ R(M) a b ∈ M je limitńı
bod množiny M . Tvrzeńı 1 a 2 jsou vzájemně ekvivalentńı.

1. Funkce f je v bodě b spojitá.

2. limx→b f(x) = f(b).

Důkaz. Implikace 1⇒ 2. Předpokládáme, že f je spojitá v b podle definice 7.2.1
a že je dáno ε. Tedy existuje takové δ, že f [U(b, δ) ∩M ] ⊂ U(f(b), ε). Tedy
i f [P (b, δ) ∩M ] ⊂ U(f(b), ε) a podle definice 5.2.9 se limx→b f(x) = f(b).

Implikace 2 ⇒ 1. Necht’ limx→b f(x) = f(b) a bud’ dáno ε. Tedy existuje
takové δ, že f [P (b, δ)∩M ] ⊂ U(f(b), ε). Protože U(b, δ) = P (b, δ)∪{b} a f(b) ∈
U(f(b), ε) pro každé ε, stále

f [U(b, δ) ∩M ] = f [P (b, δ) ∩M ] ∪ {f(b)} ⊂ U(f(b), ε)

a f je spojitá v a podle definice. 2

Tvrzeńı 7.2.4 (Heineho def. spojitosti) Necht’ f ∈ R(M) a b ∈ M . Tvr-
zeńı 1 a 2 jsou vzájemně ekvivalentńı.

1. Funkce f je v bodě b spojitá.
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2. Pro každou posloupnost (an) ⊂M s lim an = b se lim f(an) = f(b).

Důkaz. Implikace 1⇒ 2. Předpokládáme, že f je spojitá v b podle definice 7.2.1
a že je dána posloupnost (an) ⊂ M s lim an = b. Pro dané ε pak existuje δ, že
f [U(b, δ) ∩M ] ⊂ U(f(b), ε). Pro toto δ vezmeme n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(b, δ).
Pak zřejmě n ≥ n0 ⇒ f(an) ∈ U(f(b), ε) a f(an)→ f(b).

Implikace ¬1⇒ ¬2. Necht’ f neńı v b spojitá. Pak existuje ε, že pro každé n
je f [U(b, 1/n) ∩M ] 6⊂ U(f(b), ε). Pomoćı axiomu výběru vezmeme body an ∈
U(b, 1/n) ∩M , že f(an) 6∈ U(f(b), ε). T́ım dostaneme posloupnost (an) ⊂ M ,
že an → b, ale f(an) 6→ f(b). 2

Někdy se tvrzeńı 2 bere jako definice spojitosti f v b.

Definice 7.2.5 (izolované body) Necht’ b ∈ M ⊂ R. Bod b je izolovaný bod
množiny M , když pro nějaké ε se U(b, ε) ∩M = {b}.

Úloha 7.2.6 Necht’ b ∈ M ⊂ R. Pak b je bud’ limitńı bod M , anebo izolovaný
bod M .

Úloha 7.2.7 Dvěma zp̊usoby, definićı 7.2.1 a tvrzeńım 7.2.4, dokažte tvrzeńı
ńı̌ze.

Tvrzeńı 7.2.8 (izolované body) Každá funkce f ∈ R je spojitá v každém
izolovaném bodu svého definičńıho oboru.

Každá posloupnost (an) ⊂ R, tedy funkce a ∈ R(N), je tak spojitá v každém
bodu n svého definičńıho oboru N.

Úloha 7.2.9 Dokažte, že f ∈ R(M) neńı spojitá v bodě b ∈ M , právě když
existuje posloupnost (an) ⊂M , že lim an = b a lim f(an) = A 6= f(b).

• Jednostranná spojitost v bodě. Spojitost funkce v bodě má také jednostranné
verze.

Definice 7.2.10 (jednostranná spojitost) Necht’ f ∈ R(M) a b ∈ M . Po-
kud

∀ ε ∃ δ
(
f [U−(a, δ) ∩M ] ⊂ U(f(b), ε)

)
,

řekneme, že funkce f je v bodě b zleva spojitá. Náhradou levého okoĺı bodu b jeho
pravým okoĺı dostaneme spojitost zprava.

Úloha 7.2.11 Necht’ f ∈ R(M) a b ∈M . Dokažte ekvivalenci, že

f je v b spojitá ⇐⇒ f je v b jak zleva, tak zprava spojitá.

• Riemannova funkce. Uvedeme př́ıklad funkce s komplikovanou množinou bod̊u
spojitosti.
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Definice 7.2.12 (Riemannova funkce) Tato funkce

r : R→ {0} ∪ { 1
n | n ∈ N}

je definovaná jako

r(x) =

{
0 . . . x je iracionálńı č́ıslo a
1
n . . . x = m

n ∈ Q a m
n je zlomek v základńım tvaru .

Tvrzeńı 7.2.13 (o Riemannově funkci) Riemannova funkce je spojitá právě
a jenom v iracionálńıch č́ıslech.

Důkaz. Necht’ x = m
n ∈ Q, kde m

n je zlomek v základńım tvaru, a necht’ ε ≤ 1
n .

Pro každé δ patrně v U(x, δ) lež́ı iracionálńı č́ıslo α. Ale r(α) = 0 6∈ U(r(x), ε) =
U( 1

n , ε), takže funkce r neńı v bodě x spojitá.
Necht’ je č́ıslo x ∈ R iracionálńı a je dáno ε ∈ (0, 1). Definujeme kladné δ

jako δ := min(M) pro množinu

M := {|x− m
n | |

m
n ∈ Q, mn ∈ U(x, 1), 1/n ≥ ε} .

Toto δ > 0 existuje, protože množinaM je neprázdná konečná množina kladných
č́ısel (úloha 7.2.14). Též y ∈ U(x, δ)⇒ r(y) ∈ U(r(x), ε) = U(0, ε), protože pro
každé y ∈ U(x, δ) je r(y) = 0 nebo r(y) = 1

n < ε. Proto je funkce r v bodě x
spojitá. 2

Úloha 7.2.14 Proč je M neprázdná konečná množina kladných č́ısel?

7.3 Limity a uspořádáńı, aritmetika limit

Některé výsledky o existenci limit, o jejich aritmetice a též o vztahu limit
a uspořádáńı ted’ rozš́ı̌ŕıme z posloupnost́ı na funkce.

• Limity monotónńıch funkćı. Různé druhy monotonie funkćı definujeme po-
dobně jako pro posloupnosti (definice 3.3.5).

Definice 7.3.1 (monotonie funkćı) Necht’ f ∈ R(M).

• Funkce f neklesá, když ∀x, y ∈M
(
x < y ⇒ f(x) ≤ f(y)

)
.

• Funkce f neroste, když ∀x, y ∈M
(
x < y ⇒ f(x) ≥ f(y)

)
.

• Funkce f roste, když ∀x, y ∈M
(
x < y ⇒ f(x) < f(y)

)
.

• Funkce f klesá, když ∀x, y ∈M
(
x < y ⇒ f(x) > f(y)

)
.

• Funkce f je monotónńı, pokud neklesá nebo neroste.

• Funkce f je ryze monotónńı, pokud roste nebo klesá.
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Úloha 7.3.2 Které ze čtyř předchoźıch implikaćı lze nahradit ekvivalencemi?

Následuj́ıćı větu formulujeme jen pro jednostrannou limitu. Úloha 7.3.5 se
věnuje oboustranné situaci.

Věta 7.3.3 (limita monotónńı funkce) Necht’ f ∈ R(M) neklesá, resp. ne-
roste, a b ∈ R je levý limitńı bod množiny M . Pak limx→b− f(x) existuje a rovná
se

sup
(
f [M ∩ (b− 1, b)]

)
=: A, resp. inf

(
f [M ∩ (b− 1, b)]

)
=: B .

Hodnoty A a B bereme v (R∗, <).

Důkaz. Necht’ f a b jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Podle definice infima
a suprema existuje č́ıslo x0 ∈ (b − 1, b) ∩M , že f(x0) ∈ U(A, ε), resp. f(x0) ∈
U(B, ε). Pro každé x ∈ (x0, b) ∩M pak plat́ı, že

f(x0) ≤ f(x) ≤ A, resp. f(x0) ≥ f(x) ≥ B .

Pro δ := b− x0 tak

f [P−(b, δ) ∩M ] ⊂ U(A, ε), resp. f [P−(b, δ) ∩M ] ⊂ U(B, ε),

a limx→b− f(x) = A, resp limx→b− f(x) = B. 2

Pro tyto limity stač́ı lokálńı splněńı předpoklad̊u.

Důsledek 7.3.4 (zobecněńı) Necht’ f ∈ R(M), č́ıslo b ∈ R je levý limitńı
bod množiny M a existuje δ, že f | (b− δ, b) je neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı. Pak
limx→b− f(x) existuje a rovná se

sup
(
f [M ∩ (b− δ, b)]

)
, resp. inf

(
f [M ∩ (b− δ, b)]

)
.

Tyto hodnoty bereme v (R∗, <).

Důkaz. Plyne to hned z předešlé věty, protože (b− δ, b) = P−(b, δ). 2

Úloha 7.3.5 Najděte rostoućı funkci f ∈ R((−1, 1)), pro nǐz limita limx→0 f(x)
neexistuje.

Daľśı varianty věty ponecháme jako úlohu.

Úloha 7.3.6 Formulujte předešlou větu pro limx→b+ f(x) a pro limx→±∞ f(x).

Obyčejnou limitu monotónńı funkce převedeme pomoćı tvrzeńı 7.1.9 na jedno-
stranné limity.

• Aritmetika limit funkćı. Následuj́ıćı větu formulujeme pro obyčejné limity
a dokážeme ji pomoćı Heineho definice (věta 5.2.15). Nebudeme tak muset
uvažovat velikosti součt̊u, součin̊u a pod́ıl̊u vzdálenost́ı od limit. Už jsme si
to odbyli v d̊ukazu věty 4.1.1 o aritmetice limit posloupnost́ı. Součet, součin
a pod́ıl dvou funkćı bereme podle definice 5.4.8, takže obě funkce mohou mı́t
r̊uzné definičńı obory.
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Věta 7.3.7 (aritmetika limit funkćı) Necht’ f, g ∈ R, limx→A f(x) = K,
limx→A g(x) = L a A je limitńı bod množiny M(f) ∩M(g). Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když K + L neńı neurčitý výraz, pak limx→A(f + g)(x) = K + L.

2. Když KL neńı neurčitý výraz, pak limx→A(fg)(x) = KL.

3. Když K/L neńı neurčitý výraz, pak limx→A(f/g)(x) = K/L.

Důkaz. Dokážeme jen třet́ı část, d̊ukazy prvńıch dvou část́ı jsou podobné a jed-
nodušš́ı. Necht’ výraz K/L neńı neurčitý, takže L 6= 0 a A je limitńım bodem
definičńıho oboru M(f/g) funkce f/g (úloha 7.3.8). Necht’ (an) ⊂M(f/g)\{A}
je libovolná posloupnost s lim an = A. Podle Heineho definice limity funkce (im-
plikace ⇒) se lim f(an) = K a lim g(an) = L. Dı́ky větě 4.1.1 dostáváme, že

lim
f(an)

g(an)
=

lim f(an)

lim g(an)
=
K

L
.

Protože tuto limitu má každá posloupnost(
f(an)/g(an)

)
=
(
(f/g)(an)

)
pro každou posloupnost (an) jako výše, podle Heineho definice limity funkce
(implikace ⇐) se i limx→A(f/g)(x) = K/L. 2

Úloha 7.3.8 Proč je A limitńım bodem množiny M(f/g)?

Úloha 7.3.9 Zformulujte a dokažte verze předchoźı věty pro jednostranné li-
mity.

Úloha 7.3.10 Odvod’te z věty následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 7.3.11 (limita převrácené hodnoty 1) f ∈ R a limx→A f(x) =
B 6= 0. Pak limx→A

1
f(x) = 1

B .

• Limity funkćı a uspořádáńı. Uvedeme větu o limitě a uspořádáńı a větu o dvou
strážńıćıch. Pro množiny M,N ⊂ R porovnáńı M < N znamená, že pro každé
a ∈ M a b ∈ N je a < b. Budeme pracovat obecněji s limitami funkćı ve dvou
prvćıch A,B ∈ R∗, a ne jen v jednom. I limity K,L ∈ R∗.

Věta 7.3.12 (limita funkce a usp. 1) Necht’ f, g ∈ R, limx→A f(x) = K
a limx→B g(x) = L. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když K < L, pak existuje δ, že f [P (A, δ) ∩M(f)] < g[P (B, δ) ∩M(g)].

2. Když pro každé δ existuj́ı č́ısla x ∈ P (A, δ) ∩M(f) a y ∈ P (B, δ) ∩M(g)
s f(x) ≥ g(y), pak K ≥ L.
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Důkaz. 1. Protože K < L, podle úlohy 3.1.12 existuje takové ε, že U(K, ε) <
U(L, ε). Pak podle předpokladu existuje δ, že f [P (A, δ) ∩ M(f)] ⊂ U(K, ε)
a g[P (B, δ) ∩M(g)] ⊂ U(L, ε). Tedy

f [P (A, δ) ∩M(f)] < g[P (B, δ) ∩M(g)] .

2. Už v́ıme (z d̊ukazu analogického výsledku pro posloupnosti), že část 2 je
vlastně část 1, formulovaná obměnou implikace. Je-li část 1 implikace ϕ ⇒ ψ,
pak část 2 je ¬ψ ⇒ ¬ϕ. 2

Větu lze ześılit podobně jako dř́ıve pro limity posloupnost́ı.

Úloha 7.3.13 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.3.14 (limita funkce a usp. 2) Necht’ f, g ∈ R, limx→A f(x) = K
a limx→B g(x) = L. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když K < L, pak existuje δ a dvě č́ısla a, b, že

f [P (A, δ) ∩M(f)] < {a} < {b} < g[P (B, δ) ∩M(g)] .

2. Když pro každé δ a každá dvě č́ısla a < b existuj́ı x v P (A, δ) ∩M(f) a y
v P (B, δ) ∩M(g), že f(x) ≥ a nebo g(y) ≤ b, pak

K ≥ L .

Úloha 7.3.15 Zformulujte a dokažte verze věty 7.3.12 a tvrzeńı 7.3.14 pro jed-
nostranné limity.

Jako dř́ıve pro a, b ∈ R pomoćı I(a, b) ⊂ R označujeme uzavřený interval
s konci a a b. Oproti obvyklým verźım budeme ve větě o strážńıćıch pracovat
s limitami funkćı ve třech bodech, ne jen v jednom.

Věta 7.3.16 (dva funkčńı strážńıci) Necht’ f, g, h ∈ R,

lim
x→A

f(x) = lim
x→K

h(x) = L

a existuj́ı takové funkce r : M(g) → M(f) \ {A} a s : M(g) → M(h) \ {B}, že
limx→B r(x) = A, limx→B s(x) = K a

∀x ∈M(g)
(
g(x) ∈ I(f(r(x)), h(s(x)))

)
.

Potom také limx→B g(x) = L.

Důkaz. Necht’ f , g, h, A, K, L, r a s jsou, jak je uvedeno, a je dáno ε. Pak
existuje δ, že f [P (A, δ)∩M(f)] ⊂ U(L, ε) a h[P (K, δ)∩M(h)] ⊂ U(L, ε). Tedy
existuje θ, že r[P (B, θ) ∩M(g)] ⊂ P (A, δ) a s[P (B, θ) ∩M(g)] ⊂ P (K, δ). Pak

x ∈ P (B, θ) ∩M(g)⇒ f(r(x)), h(s(x)) ∈ U(L, ε) .
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Takže potom
g(x) ∈ I(f(r(x)), h(s(x))) ⊂ U(L, ε)

d́ıky konvexitě okoĺı U(L, ε) a limx→B g(x) = L. 2

Věta zobecňuje obvyklou verzi, v ńıž A = B = K, M(f) = M(g) = M(h),
r(x) = s(x) = x a mı́sto g(x) ∈ I(. . . ) je f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).

7.4 Limita složené funkce

Operace skládáńı funkćı definovaná v odd́ılu 1.3 — připomeňte si ji, prośım
— nemá obdobu u posloupnost́ı. Následuj́ıćı věta o limitě složené funkce je
tedy novinkou. Nalézt jej́ı

”
správnou“ verzi neńı snadné, literatura v tom moc

nepomáhá.

• Věta o limitě složené funkce. Jak v́ıme, pro f, g ∈ R se definičńı obor složené
funkce f(g) rovná

M(f(g)) = g−1[g[M(g)] ∩M(f)] = {x ∈M(g) | g(x) ∈M(f)} ⊂M(g) .

Nakonec jsme dospěli k následuj́ıćı verzi.

Věta 7.4.1 (limita složené funkce) Necht’ f, g ∈ R, M := M(f(g)), N :=
g[M ], N ′ je množina splňuj́ıćı N ⊂ N ′ ⊂M(f) a necht’ existuj́ı limity

lim
x→A

(g |M)(x) = K a lim
x→K

(f |N ′)(x) = L .

Potom

lim
x→A

f(g)(x) = L ⇐⇒ plat́ı podmı́nka 1 nebo podmı́nka 2 .

1. Když K ∈ N ′ (tedy K ∈ R), pak f(K) = L (tedy L ∈ R).

2. Existuje δ, že K 6∈ g[P (A, δ) ∩M ].

Když neplat́ı ani podmı́nka 1, ani podmı́nka 2, pak bud’ limx→A f(g)(x) neexis-
tuje, anebo se rovná f(K), kde K ∈ N ′, avšak f(K) 6= L.

Důkaz. Necht’ f , g, M , N , N ′, A, K a L jsou, jak uvedeno, a necht’ existuj́ı
obě uvedené limity. Patrně M ⊂ M(g), N ⊂ M(f) a A je limitńı bod M
(úloha 7.4.2). Bud’ dáno ε. Dı́ky předpokladu o obou limitách existuje δ, že

(i) f [P (K, δ) ∩N ′] ⊂ U(L, ε) ,

a pro toto δ existuje θ, že

(ii) g[P (A, θ) ∩M ] ⊂ U(K, δ) ∩N ′ .
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Necht’ plat́ı podmı́nka 1. Pak pokud K ∈ N ′, je f(K) = L, a inkluzi (i) lze
proto vždy ześılit na f [U(K, δ) ∩N ′] ⊂ U(L, ε). Tedy

f(g)[P (A, θ) ∩M ] = f [g[P (A, θ) ∩M ]] ⊂ f [U(K, δ) ∩N ′] ⊂ U(L, ε)

d́ıky druhé inkluzi a limx→A f(g)(x) = L.
Necht’ plat́ı podmı́nka 2. Pak existuje δ′, že K 6∈ g[P (A, δ′) ∩ M ]. V (ii)

vezmeme θ tak, že nav́ıc θ ≤ δ′. Pak inkluzi (ii) můžeme ześılit na g[P (A, θ) ∩
M ] ⊂ P (K, δ) ∩N ′. Tedy

f(g)[P (A, θ) ∩M ] = f [g[P (A, θ) ∩M ]] ⊂ f [P (K, δ) ∩N ′] ⊂ U(L, ε)

d́ıky prvńı inkluzi a opět limx→A f(g)(x) = L.
Necht’ neplat́ı ani jedna z obou podmı́nek. Pak K ∈ N ′, ale f(K) 6= L, a pro

každé n existuje an ∈ P (A, 1/n)∩M s g(an) = K. Posloupnost (an) ⊂M \{A}
pak má limitu lim an = A a

lim f(g)(an) = lim f(g(an)) = lim f(K) = f(K) .

Podle Heineho definice limity funkce (věta 5.2.15) tedy bud’ limx→A f(g)(x)
neexistuje, anebo se rovná f(K). Ovšem f(K) 6= L. 2

Úloha 7.4.2 Proč je A limitńım bodem množiny M?

Podmı́nka 1 plat́ı vždy, když K 6∈ N ′, např́ıklad pro K = ±∞. Vźıt restrikci
g |M mı́sto celé g je lepš́ı proto, že g |M může mı́t v A limitu, i když ji g nemá.
Podobně je lepš́ı vźıt restrikci f |N ′ mı́sto f |N nebo celé f , protože může mı́t
v K limitu, i když ji posledńı dvě funkce nemaj́ı, viz následuj́ıćı úloha. Jinde
se věta o limitě složené funkce uvád́ı jako implikace. Naše verze je ekvivalenćı
a nav́ıc ř́ıká, co nastane, když ani jedna z podmı́nek 1 a 2 neńı splněna.

Úloha 7.4.3 Uved’te př́ıklad, kdy limx→A(g |M)(x) = K a limx→A f(g)(x) = L
a

ani lim
x→K

(f |N)(x) ani lim
x→K

f(x) neexistuje ,

ale pro nějakou množinu N ′ s N ⊂ N ′ ⊂M(f) se limx→K(f |N ′)(x) = L, takže
podle věty m̊užeme vypoč́ıtat složenou limitu rovnou L.

Úloha 7.4.4 Ukažte na př́ıkladech, že když ani podmı́nka 1, ani podmı́nka 2
neplat́ı, m̊uže nastat každá z obou popsaných možnost́ı.

Úloha 7.4.5 Předešlou větu dokažte pomoćı Heineho definice limity funkce.

• Použit́ı věty 7.4.1. Uvedeme několik použit́ı věty o limitě složené funkce.

Úloha 7.4.6 Dokažte následuj́ıćı d̊usledek. Která z podmı́nek věty je splněna?
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Důsledek 7.4.7 (limity v 0 a v ±∞) Necht’ f ∈ R(M) a M ⊂ (0,+∞),
resp. M ⊂ (−∞, 0). Pak plat́ı implikace, že

lim
x→+∞

f(x) = L, resp. lim
x→−∞

f(x) = L ⇒ lim
x→0

f(1/x) = L .

Často ale potřebujeme naopak odvodit hodnotu limity limx→±∞ f(x) z limity
limx→0 f(1/x). Proto je praktičtěǰśı následuj́ıćı ekvivalence.

Důsledek 7.4.8 (ekvivalence limit) Necht’ f a M jsou jako v d̊usledku 7.4.7.
Pak

lim
x→±∞

f(x) = L ⇐⇒ lim
x→0

f(1/x) = L .

Důkaz. Implikaci ⇒ jste dokázali v úloze 7.4.6. Dokážeme implikaci ⇐. Necht’

f ∈ R(M) s M ⊂ (0,+∞), př́ıpad M ⊂ (−∞, 0) se řeš́ı podobně. Vezmeme
složeninu g(x) := f(1/x) s M(g) = 1/M := { 1

x | x ∈M}. Necht’

lim
x→0

f(1/x) = lim
x→0

g(x) = L .

Tedy 0 je limitńı bod množiny 1/M a +∞ je limitńı bod množiny M . Větu 7.4.1
použijeme pro vněǰśı funkci g(x), vnitřńı funkci 1/x : R \ {0} → R, množinu
N ′ = M(g) = 1/M a prvky A = +∞ a K = 0. Obě podmı́nky věty jsou splněny,
protože K = 0 neńı tvaru 1/x pro x ∈ R. Patrně limx→+∞( 1

x |M)(x) = 0
a limx→0(g |N ′)(x) = L. Dı́ky úloze 1.3.12 se f(x) = f ◦ ( 1

x ◦
1
x ) = (f ◦ 1

x ) ◦ 1
x =

g(1/x) (úloha 7.4.9). Podle věty 7.4.1 proto dostáváme, že

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(1/x) = lim
x→0

(g |N ′)(x) = L .

2

Úloha 7.4.9 Protože 1
x ◦

1
x 6= idR, dokažte identitu f(x) = g(1/x) podrobně.

Jiná často použ́ıvaná ekvivalence limit je tato.

Důsledek 7.4.10 (posun argumentu do nuly) Necht’ f ∈ R(M) a b ∈ R.
Pak

lim
x→b

f(x) = L ⇐⇒ lim
x→0

f(x+ b) = L .

Důkaz. Necht’ f a b jsou, jak uvedeno, a necht’ limx→b f(x) = L; dokazujeme
implikaci ⇒. Větu 7.4.1 použijeme pro vněǰśı funkci f(x), vnitřńı funkci x+ b,
N ′ = M , A = 0 a K = b. Patrně M(f(x + b)) = M − b := {x − b | x ∈ M}
a je splněna druhá podmı́nka věty. Patrně limx→0((x + b) | (M − b))(x) = b
a limx→b(f |N ′)(x) = L. Podle věty 7.4.1 se tedy

lim
x→0

f(x+ b) = L .

Dokážeme implikaci⇐. Necht’ f a b jsou jako dř́ıve a g(x) := f(x+b). Necht’

limx→0 f(x + b) = limx→0 g(x) = L. Větu 7.4.1 použijeme pro vněǰśı funkci
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g(x), vnitřńı funkci x− b, N ′ = M − b, A = b a K = 0. Opět je splněna druhá
podmı́nka věty. Patrně limx→b((x−b) |M)(x) = 0 a limx→0(g |N ′)(x) = L. Dı́ky
úloze 1.3.12 se f(x) = f ◦ ((x+ b) ◦ (x− b)) = (f ◦ (x+ b)) ◦ (x− b) = g(x− b).
Podle věty 7.4.1 proto dostáváme, že

lim
x→b

f(x) = lim
x→b

g(x− b) = lim
x→0

(g |N ′)(x) = L .

2

Důkazy obou d̊usledk̊u snad vypadaj́ı trochu komplikovaně — vždyt’ při poč́ıtáńı
limit úpravy jako limx→b f(x) = limx→0 f(x + b) děláme automaticky, bez
přemýšleńı. Inu, formalizace.

Úloha 7.4.11 Dokažte d̊usledek 7.3.11 jiným zp̊usobem pomoćı věty 7.4.1. Pro
pohodĺı čtenáře ho tu zopakujeme.

Důsledek 7.4.12 (limita převrácené hodnoty 2) Necht’ f ∈ R(M) a ne-
cht’ limx→A f(x) = K 6= 0. Pak

lim
x→A

1

f(x)
=

1

K
.

7.5 Asymptotické značeńı

Začneme citaćı.

• Asymptotic notation Crucial to most chapters is the following asymptotic
notation, relating “growth in the limit” of functions on the integers. Let f, g be
two integer functions. Then we denote:

∗ f = O(g), if for some positive constant C, for all large enough n, f(n) ≤
C · g(n).

∗ f = Ω(g), if for some positive constant c, for all large enough n, f(n) ≥
c · g(n).

∗ f = Θ(g), if both f = O(g) and f = Ω(g) hold.

∗ f = o(g), if f(n)/g(n) tends to zero as n tends to infinity.

(A. Wigderson [187, str. 13])

Podobné pasáže o asymptotickém značeńı nalezne čtenářka prakticky v každé
učebnici výpočetńı složitosti, např́ıklad v [126]. Kniha [187] je rozsáhlé a fasci-
nuj́ıćı panorama oboru

”
Mathematics and Computation“.

V analýze se ovšem muśıme vyjadřovat přesněji a obecněji. Nyńı vysvětĺıme
(skoro) všechny základńı symboly asymptotického značeńı. Použ́ıvaj́ı se v analýze,
numerické matematice, teoretické informatice, teorii č́ısel i jinde. Toto značeńı
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vždy obsahuje jisté neurčené (implicitńı) konstanty, bez jejichž specifikace neńı
o hodnotách odhadovaných funkćı nic konkrétńıho řečeno. Nám dobře známé
symboly lim an a limx→A f(x) jsou př́ıklady asymptotického značeńı.

• Asymptotické symboly O, �, �, Ω, Θ a �. Ty požaduj́ı, že pro každý argu-
ment z množiny, jež by měla být explicitně dána, funkčńı hodnoty splňuj́ı jisté
nerovnosti. Nejde o definici pomoćı limity.

Definice 7.5.1 (O, �, �, Ω, Θ a �) Necht’ f, g ∈ R(M) a N ⊂M .

• Značeńı
”
f = O(g) (na N)“ znamená, že

∃ c > 0 ∀x ∈ N
(
|f(x)| ≤ c · |g(x)|

)
.

Řekneme, že na množině N je funkce f velké O z funkce g.

• Značeńı
”
f � g (na N)“ a

”
g � f (na N)“ maj́ı týž význam, jako

f = O(g) (na N). Řekneme, že na množině N je funkce f asymptoticky
nejvýše funkce g, respektive, že na množině N je funkce g asymptoticky
alespoň funkce f . Totéž pro

”
g = Ω(f) (na N)“, kdy řekneme, že na

množině N je funkce g velká Ω z funkce f .

• Značeńı
”
f = Θ(g) (na N)“ znamená, že

∃ c > 0 ∀x ∈ N
(
c−1 · |g(x)| ≤ |f(x)| ≤ c · |g(x)|

)
.

Řekneme, že na množině N je funkce f velká Θ z funkce g.

• Značeńı
”
f � g (na N)“ má týž význam, jako f = Θ(g) (na N). Řekneme,

že na množině N je funkce f asymptoticky stejného řádu, jako funkce g.

Např́ıklad 20x2 + 100x − 1 = O(x2) (na [1,+∞)). V situaci, kdy M ⊂ R,
f, g, h : M → R a N ⊂ M , se často setkáváme se značeńım

”
f = g + O(h) (na

N)“. To prostě znamená, že f − g = O(h) (na N). Značeńı jako

log x = Oε(x
ε) (na [1, +∞)), ε > 0 ,

znamená, že implicitńı konstanta c > 0 je v tomto asymptotickém vztahu pro
konstantńı ε konstantou, ale jinak je c funkćı parametru ε.

Úloha 7.5.2 V [96, str. 19] je tato definice O:
”

In particular, for f, g : N→ N,
g = O(f) means that g(n) ≤ cf(n) + c for some constant c ≥ 1 and all n“.
Objasněte vztah tohoto O a O v definici 7.5.1.

Úloha 7.5.3 f = Θ(g) (na N) je ekvivalentńı s

∃ c, d > 0 ∀x ∈ N
(
c · |g(x)| ≤ |f(x)| ≤ d · |g(x)|

)
.

Úloha 7.5.4 Na kterém z interval̊u [0,+∞), (0,+∞) a (δ,+∞) plat́ı vztah, že
20x2 + 100x− 1 = O(x2)? Na kterém plat́ı, že 20x2 + 100x− 1 � x2?
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Úloha 7.5.5 Dokažte, že na (−∞, 1− δ) je

1

1− x
= 1 +Oδ(x) .

Úloha 7.5.6 Na jaké množině N ⊂ R plat́ı vztah expx = Θ(x)?

Úloha 7.5.7 Zde je pár otázek na asymptotický vztah O.

1. Je x2 = O(x3) (na R \ (−1, 1))?

2. Je x2 = O(x3) (na R)?

3. Je x3 = O(x2) (na R)?

4. Je x3 = O(x2) (na (−20, 20))?

5. Je log x = O(x1/3) (na (0,+∞))?

6. Je log x = O(x1/3) (na (1,+∞))?

• Asymptotické symboly o, ω a ∼. Ty už definujeme pomoćı limit.

Definice 7.5.8 (o, ω a ∼) Necht’ f, g ∈ R(M).

• Značeńı
”
f = o(g) (x→ A)“ znamená, že

lim
x→A

(f/g)(x) = 0 .

Řekneme, že pro x jdoućı k A je funkce f malé o z funkce g.

• Značeńı
”
f = ω(g) (x→ A)“ znamená, že

lim
x→A

|(f/g)(x)| = +∞ .

Řekneme, že pro x jdoućı k A je funkce f malé ω z funkce g.

• Značeńı
”
f ∼ g (x→ A)“ znamená, že

lim
x→A

(f/g)(x) = 1 .

Řekneme, že pro x jdoućı k A se funkce f asymptoticky rovná funkci g.

Explicitně má definice data A ∈ R∗, M ⊂ R, f, g : M → R a A je limitńı bod
definičńıho oboru M(f/g) = M \ Z(g). Opět se lze často setkat se značeńım

”
f = g + o(h) (x→ A)“, které znamená, že f − g = o(h) (x→ A).

Úloha 7.5.9 Jaký je vztah mezi asymptotickými symboly o a ω?
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Úloha 7.5.10 Dokažte, že pro x→ 0 je

1

1− x
= 1 + x+ x2 + o(x2) .

Úloha 7.5.11 Zde je pár otázek na asymptotické vztahy o a ∼.

1. Je x2 = o(x3) (x→ +∞)?

2. Je x3 = o(x2) (x→ 0)?

3. Je x2 = o(x3) (x→ 0)?

4. Je (x+ 1)3 ∼ x3 (x→ 1)?

5. Je (x+ 1)3 ∼ x3 (x→ +∞)?

6. Je e−1/x2

= o(x20) (x→ 0)?

Symboly o,O a∼ zavedli P. Bachman a E. Landau. Symboly�,� a� pocházej́ı
od I. M. Vinogradova. Viz odd́ıl C.1.

• Tři tvrzeńı o asymptotickém značeńı. Jako úlohy uvedeme tři vztahy mezi
asymptotickými symboly.

Úloha 7.5.12 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.5.13 (o je O) Necht’ f, g ∈ R(M). Pak plat́ı implikace

f = o(g) (x→ A)⇒ f = O(g) (na nějakém P (A, θ) ∩M) .

Úloha 7.5.14 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.5.15 (O(o) = o) Necht’ f, g, h ∈ R(M). Pak plat́ı implikace

f = O(g) (na M) ∧ g = o(h) (x→ A) ⇒ f = o(h) (x→ A) .

Úloha 7.5.16 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.5.17 (O +O = O) Necht’ f, g, h ∈ R(M). Pak plat́ı implikace

f = O(h) ∧ g = O(h)⇒ f + g = O(h) (na M) .

Daľśı výsledky o vztaźıch mezi asymptotickými symboly lze nalézt v [60].
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Kapitola 8

Přednáška 6. Spojité funkce

Probereme vlastnosti spojitých funkćı. V odd́ılu 8.1 zavedeme husté a ř́ıdké
množiny a uvedeme Blumbergovu větu 8.1.12, podle ńıž každá všude definovaná
reálná funkce má spojitou restrikci na množinu, jež je v R hustá. Větu dokážeme
v odd́ılu 9.6. V odd́ılu 8.2 ve větě 8.2.4 dokážeme, že existuje bijekce mezi R
a množinou všude definovaných spojitých reálných funkćı. Hlavńım výsledkem
odd́ılu 8.3 je věta 8.3.1 o nabýváńı mezihodnot spojitými funkcemi.

V odd́ılu 8.4 definujeme kompaktńı množiny a ve větě 8.4.2 dokážeme, že spo-
jitá funkce s kompaktńım definičńım oborem má minimum i maximum. Definu-
jeme otevřené a uzavřené množiny reálných č́ısel, uvedeme jejich základńı vlast-
nosti a ve větě 8.4.12 charakterizujeme kompaktńı množiny. Podle tvrzeńı 8.4.16
je spojitá funkce na kompaktńı množině stejnoměrně spojitá. Odd́ıl 8.5 se zabývá
zachováváńım spojitosti při operaćıch s funkcemi, např́ıklad věta 8.5.1 se týká
aritmetických operaćı a věta 8.5.3 funkćı definovaných součtem mocninné řady.
Ve větě 8.5.10 dokážeme spojitost složených funkćı a věta 8.5.13 se zabývá in-
verzńımi funkcemi. Věta 8.5.18 dokazuje spojitost elementárńıch funkćı.

Přednášku jsme přednesli 23. 3. 2023 jako

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred6.pdf .

Čtenář může porovnat, co jsme zde přidali a pozměnili.

8.1 Blumbergova věta

• Spojitost funkce. Z definice 7.2.1 v́ıme, že funkce f ∈ R(M) je spojitá v a ∈M ,
pokud pro každé ε existuje δ, že

f [U(a, δ) ∩M ] ⊂ U(f(a), ε) .

Několikrát použijeme následuj́ıćı ekvivalenci, dokázanou v tvrzeńı 7.2.4. Necht’

f ∈ R(M) & a ∈M . Pak

f je v a spojitá ⇐⇒ ∀ (an) ⊂M
(

lim an = a⇒ lim f(an) = f(a)
)
. (H)
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Definice 8.1.1 (spojitost funkce) Funkce f ∈ R je spojitá (na M(f)), je-li
spojitá v každém bodu svého definičńıho oboru M(f).

Definice 8.1.2 (C, C(M)) Podmnožinu spojitých funkćı v R označ́ıme jako C.
Pro M ⊂ R jako C(M) označ́ıme množinu spojitých reálných funkćı f s de-
finičńım oborem M(f) = M .

Takže C =
⋃
M⊂R C(M). Mı́sto

”
necht’ M ⊂ R a f : M → R je spojitá funkce“

tak můžeme psát
”
necht’ f ∈ C(M)“.

Úloha 8.1.3 Každá funkce v R s konečným definičńım oborem je spojitá.

Úloha 8.1.4 Každá konstantńı funkce f : M → {a}, a ∈ R & M ⊂ R, je
spojitá.

• Husté a ř́ıdké množiny. Zavedeme tyto druhy množin.

Definice 8.1.5 (husté množiny) Necht’ N ⊂ M ⊂ R. Řekneme, že množina
N je hustá v množině M , když

∀ a ∈M ∀ δ
(
U(a, δ) ∩N 6= ∅

)
.

Úloha 8.1.6 N je hustá v M , právě když pro každý bod a ∈M existuje taková
posloupnost (bn) ⊂ N , že lim bn = a.

Úloha 8.1.7 Ukažte, že obě množiny Q a R \Q jsou husté v R.

Definice 8.1.8 (ř́ıdké množiny) Necht’ N ⊂ M ⊂ R. Řekneme, že množina
N je ř́ıdká v množině M , když

∀ (a, b) ⊂M ∃ c, d
(
a ≤ c < d ≤ b ∧N ∩ (c, d) = ∅

)
.

Úloha 8.1.9 Dokažte, že N := {1/n | n ∈ N} je ř́ıdká v M := [0, 1].

Připomı́náme, že když A ⊂ B a C jsou množiny a f : B → C je funkce, jej́ı
zúžeńı (či restrikce) na A je funkce f |A : A → C daná jako (f |A)(x) := f(x)
pro každé x ∈ A.

Tvrzeńı 8.1.10 (hustota a spojitost) Necht’ N ⊂ M ⊂ R, množina N je
hustá v M a funkce f, g ∈ C(M) maj́ı stejné restrikce f |N = g |N . Potom
f = g na celé M , takže obě funkce se rovnaj́ı.

Důkaz. Necht’ y ∈M je libovolný bod a (an) ⊂ N je posloupnost s lim an = y.
Pak

f(y) = f (lim an) = lim f(an) = lim g(an) = g (lim an) = g(y) .

Druhá a čtvrtá rovnost plynou z ekvivalence (H). Třet́ı rovnost plyne ze shod-
nosti restrikćı. Funkce f a g se rovnaj́ı. 2
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Úloha 8.1.11 Necht’ N ⊂ M ⊂ R a f ∈ C(M). Dokažte, že i zúžeńı f |N je
spojité.

Následuj́ıćı věta byla dokázána v roce 1922.

Věta 8.1.12 (Blumbergova) Pro každou funkci f : R → R existuje taková
množina M ⊂ R hustá v R, že restrikce f |M je spojitá funkce.

O H. Blumbergovi ṕı̌seme v́ıce v odd́ılu C.1. Větu dokážeme v odd́ılu 9.6.

8.2 Počet spojitých funkćı

Dokážeme, že existuje bijekce mezi množinou C(R) všude definovaných spojitých
reálných funkćı a množinou R reálných č́ısel.

• Cantor–Bernsteinova věta. O ni se při d̊ukazu existence takové bijekce opřeme.

Věta 8.2.1 (Cantor–Bernsteinova 2) Necht’ X a Y jsou množiny a existuj́ı
injekce f : X → Y a g : Y → X. Potom existuje bijekce h : X → Y , pro kterou
nav́ıc plat́ı, že pro každé x ∈ X se h(x) rovná f(x) nebo g−1(x).

Věta je dokázána v odd́ılu 2.1 ve větě 2.1.2. Jiný a kombinatorický d̊ukaz po-
necháváme do úloh.

Úloha 8.2.2 Předpokládejte, že X ∩ Y = ∅ 6= X,Y a injekce f a g berte jako
množiny uspořádaných dvojic. Popǐste možné komponenty souvislosti oriento-
vaného grafu D = (X ∪ Y, f ∪ g) a pomoćı jejich struktury dokažte C.–B. větu.

Úloha 8.2.3 Jak se odstrańı omezeńı X ∩ Y = ∅ 6= X,Y ?

• Kolik je tedy spojitých funkćı f : R→ R? Tolik jako reálných č́ısel.

Věta 8.2.4 (počet spojitých funkćı) Existuje bijekce h : R→ C(R).

Důkaz. Dı́ky C.–B. větě 8.2.1 nám stač́ı mı́t dvě injekce, totiž f : R → C(R)
a g : C(R) → R. Injekce f je popsaná v úloze 8.2.5. Definujeme injekci g; libo-
volnou spojitou funkci j : R→ R zakódujeme do jediného č́ısla g(j) ∈ R. Reálná
č́ısla bereme jako (nekonečné desetinné) rozvoje, např. −π = −3.1415 . . . nebo
2022.0000 . . . . Vezmeme dvě bijekce

r : Q→ N a s : N× N→ N .

V úloze 8.2.6 je s dána vzorcem. Deset cifer 0, 1, . . . , 9, desetinnou tečku .
a znaménko minus − kódujeme bijekćı

c : {0, 1, . . . , 9, ., −} =: X → Y := {00, 01, . . . , 09, 10, 11}

pomoćı dvojic cifer, třeba jako

c(0) := 00, c(1) := 01, . . . , c(9) := 09, c(.) := 10 a c(−) := 11 .
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Hodnotou g(j) zobrazeńı g : C(R)→ R v dané funkci j ∈ C(R) je rozvoj

g(j) := 0. a1 a2 a3 . . . a2n−1 a2n · · · ∈ [0, 1) ,

jehož dvoučlenné bloky cifer a2n−1a2n ∈ Y kóduj́ı hodnoty j(α) funkce j na
zlomćıch α ∈ Q. Podle úlohy 8.1.7 a tvrzeńı 8.1.10 je funkce j těmito hodnotami
jednoznačně určena.

Necht’ tedy α ∈ Q, r(α) =: k ∈ N a

j(α) = b(k, 1) b(k, 2) . . . b(k, l) . . . ,

kde l ∈ N a b(k, l) ∈ X. Polož́ıme n := s(k, l) a

a2n−1 a2n := c(b(k, l)) .

Po chv́ıli meditace nad touto definićı vid́ıme, že g je prostá, protože z rozvoje
g(j) ∈ R funkci j jednoznačně zrekonstruujeme.

Čtenářce je jasné, že náležeńı g(j) do [0, 1) a R je vlastně zkratka za injekci
g(j) 7→ F (g(j)) ∈ [0, 1),R, kde funkce F je definována za definićı 1.7.13. Podle
části 2 věty 1.7.16 jde skutečně o injekci. 2

Úloha 8.2.5 Dokažte, že zobrazeńı f : R → C(R), f(a) := fa, tj. f(a) je kon-
stantńı funkce na R s hodnotou a, je injekce.

Úloha 8.2.6 Dokažte, že s : N×N→ N, kde s(k, l) = (2k− 1) · 2l−1, je bijekce.

Úloha 8.2.7 Předešlou větu zobecněte: pro každou neprázdnou množinu M ⊂ R
existuje bijekce h : R→ C(M).

8.3 Nabýváńı mezihodnot

Dokážeme, že spojité funkce zobrazuj́ı intervaly na intervaly. V odd́ılu 14.3
uvid́ıme, že tuto vlastnost maj́ı i všechny funkce, které jsou derivacemi.

• Spojitá funkce nabývá všechny mezihodnoty. Obraz funkce signum sgn: R→ R
je množina sgn[R] = {−1, 0, 1}. Obraz intervalu spojitou funkćı takto vypadat
nemůže.

Věta 8.3.1 (nabýváńı mezihodnot) Necht’ f ∈ C(M) a M je interval. Pak
i f [M ] je interval.

Důkaz. Necht’ f je spojitá funkce, M je interval, a < b jsou č́ısla v M &
f(a) < c < f(b) nebo f(a) > c > f(b). Dokážeme, že pak existuje č́ıslo d ∈ (a, b)
s f(d) = c. Necht’ f(a) < c < f(b), př́ıpad f(a) > c > f(b) se řeš́ı podobně.
Necht’

A := {x ∈ [a, b] | f(x) < c} a d := sup(A) ∈ [a, b] .
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Č́ıslo d je korektně definované, protože množina A je neprázdná (a ∈ A) a shora
omezená (např. b je jej́ı horńı mez). Ukážeme, že f(d) < c i f(d) > c vede ke
sporu, takže f(d) = c. Ze spojitosti funkce f v a a v b plyne, že d ∈ (a, b). Necht’

f(d) < c. Ze spojitosti funkce f v d plyne, že existuje δ, že x ∈ U(d, δ)∩ [a, b]⇒
f(x) < c. Pak ale A obsahuje č́ısla větš́ı než d, ve sporu s t́ım, že d je horńı mez
množiny A. Necht’ f(d) > c. Ze spojitosti funkce f v d plyne, že existuje δ, že
x ∈ U(d, δ) ∩ [a, b]⇒ f(x) > c. Pak ale každé x ∈ [a, d) dostatečně bĺızké d lež́ı
mimo A, což je ve sporu s t́ım, že d je nejmenš́ı horńı mez množiny A. 2

Explicitněji řečeno, když f : [a, b] → R je spojitá funkce a f(a) < c < f(b) či
f(a) > c > f(b), je č́ıslo c hodnotou funkce f .

Důsledek 8.3.2 (obraz funkce exp) exp[R] = (0,+∞) a exp je bijekce z R
do (0,+∞).

Důkaz. Protože exp > 0 na R, je exp[R] ⊂ (0,+∞). Z limit limx→−∞ expx =
0 a limx→+∞ expx = +∞ (část 3 tvrzeńı 5.3.5), ze spojitosti exponenciály
(d̊usledek 8.5.6) a z věty 8.3.1 plyne, že (0,+∞) ⊂ exp[R]. Tedy exp[R] =
(0,+∞). Exponenciála roste a je proto bijekce. 2

Úloha 8.3.3 Dokažte následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 8.3.4 (alpinistický) Horolezec začne o p̊ulnoci stoupat na horu. Po
24 hodinách dosáhne opět o p̊ulnoci jej́ıho vrcholu a zase 24 hodin sestupuje
zpět. Dokažte existenci času t0 ∈ [0, 24], kdy se v obou dnech nacháźı ve stejné
nadmořské výšce.

Následuj́ıćı d̊usledek dokážeme. Připomeňme si, že funkce f ∈ R(M) je
rostoućı, resp. klesaj́ıćı, pokud pro každé x, y ∈ M plat́ı, že x < y ⇒ f(x) <
f(y), resp. f(x) > f(y).

Důsledek 8.3.5 (spojitost a prostota) Necht’ f ∈ C(M) je prostá a M je
interval. Potom je funkce f ryze monotónńı.

Důkaz. Kdyby f nebyla ani rostoućı ani klesaj́ıćı, existovala by v M(f) taková
tři č́ısla a < b < c, že f(a) < f(b) > f(c) nebo f(a) > f(b) < f(c). V prvńım
př́ıpadu se podle věty 8.3.1 každé d splňuj́ıćı f(a), f(c) < d < f(b) nabývá jako
hodnoty d = f(x) = f(y) pro nějaké x ∈ (a, b) a nějaké y ∈ (b, c), což je ve
sporu s prostotou funkce f . Ve druhém př́ıpadu máme velmi podobný spor. 2

Ted’ je snadné dokázat větu 1.6.15, kterou zde zopakujeme jako d̊usledek.

Důsledek 8.3.6 (Bolzano–Cauchyova věta) Necht’ f ∈ C(M), M je inter-
val & pro nějaké a, b ∈M je f(a)f(b) ≤ 0. Pak existuje c ∈M , že f(c) = 0.

Důkaz. Pokud f(a)f(b) = 0, je f(a) = 0 nebo f(b) = 0. Pokud f(a)f(b) < 0,
je a 6= b & f(a) < 0 < f(b) nebo f(b) < 0 < f(a). Použijeme větu 8.3.1. 2
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8.4 Kompaktnost

Kompaktńı množiny představuj́ı jeden ze základńıch nástroj̊u analýzy, my se zde
budeme zabývat jen reálnými. Prozkoumáme jejich vztah ke spojitým funkćım.

• Nabýváńı extrém̊u. Ukážeme, že spojité funkce s kompaktńımi definičńımi
obory maj́ı extrémńı hodnoty.

Definice 8.4.1 (kompaktńı množiny) M ⊂ R je kompaktńı množina, když
každá posloupnost (an) ⊂M má konvergentńı podposloupnost (amn

), jej́ı̌z limita
lež́ı v M .

Dı́ky Bolzano–Weierstrassově větě a větě o limitě a uspořádáńı v́ıme, že každý
interval [a, b] je kompaktńı. Všechny kompaktńı množiny poṕı̌seme později. Ted’

dokážeme větu o existenci extrémů.

Věta 8.4.2 (minima a maxima) Necht’ f ∈ C(M), přičemž M je neprázdná
a kompaktńı. Pak existuj́ı č́ısla a, b ∈M , že

∀x ∈M
(
f(a) ≤ f(x) ≤ f(b)

)
.

Řekneme, že f má v a minimum (nejmenš́ı hodnotu) f(a) & v b maximum
(nejvěťśı hodnotu) f(b).

Důkaz. Dokážeme existenci maxim, d̊ukaz existence minim je podobný. Patrně
f [M ] 6= ∅. Kdyby množina f [M ] nebyla shora omezená, existovala by posloup-
nost (an) ⊂M s lim f(an) = +∞. Dı́ky kompaktnosti M pak ale (an) má kon-
vergentńı podposloupnost (amn

) s lim amn
= a v M . Pak i lim f(amn

) = +∞.
Podle ekvivalence (H) a spojitosti f v a se ale lim f(amn

) = f(a), což je spor.
Takže f [M ] je shora omezená a definujeme

s := sup(f [M ]) ∈ R .

Podle definice suprema existuje (bn) ⊂M s lim f(bn) = s. Opět d́ıky kompakt-
nosti M má (bn) konvergentńı podposloupnost (bmn

) s lim bmn
= b v M . Podle

ekvivalence (H) a spojitosti f v b se lim f(bmn
) = f(b) = s. Protože s = f(b) je

horńı mez množiny f [M ], je f(b) ≥ f(x) pro každé x ∈M . 2

Úloha 8.4.3 Spojité funkce f, g : [0, 1) → R, f(x) = 1
1−x a g(x) = x nemaj́ı

maximum.

Zavedeme globálńı a lokálńı extrémy.

Definice 8.4.4 (extrémy) Necht’ f ∈ R(M) a b ∈ M . Funkce f má v bodu b
globálńı maximum, resp. globálńı minimum, když pro každé x ∈M je

f(x) ≤ f(b), resp. f(x) ≥ f(b) .
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Funkce f má v b lokálńı maximum, resp. lokálńı minimum, když existuje δ, že
pro každé x ∈ U(b, δ) ∩M je

f(x) ≤ f(b), resp. f(x) ≥ f(b) .

Plat́ı-li pro každé x 6= b tyto nerovnosti jako ostré (f(x) < f(b), resp. f(x) >
f(b)), mluv́ıme o ostrém globálńım maximu, atd.

• Otevřené a uzavřené množiny. Definujeme dva druhy reálných množin.

Definice 8.4.5 (otevřené a uzavřené množiny) Množina č́ısel M ⊂ R je
otevřená, když pro každé a ∈ M existuje δ, že U(a, δ) ⊂ M . Množina M je
uzavřená, když R \M je otevřená množina.

Úloha 8.4.6 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.4.7 (o otevřených a uzavřených množinách) Plat́ı následuj́ıćı.

1. Množiny ∅ a R jsou otevřené i uzavřené.

2. Sjednoceńı libovolně mnoha otevřených množin je otevřená množina.

3. Pr̊unik libovolně mnoha uzavřených množin je uzavřená množina.

4. Pr̊unik konečně mnoha otevřených množin je otevřená množina.

5. Sjednoceńı konečně mnoha uzavřených množin je uzavřená množina.

Tvrzeńı 8.4.8 (o uzavřených množinách) M ⊂ R je uzavřená množina,
právě když pro každou konvergentńı posloupnost (an) ⊂M jej́ı limita lež́ı v M .

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je uzavřená množina a (an) ⊂M je posloupnost s limitou
lim an = a. Kdyby a ∈ R\M , pro nějaké δ by platilo, že U(a, δ)∩M = ∅. To ale
vzhledem k an → a neńı možné. Když množina M ⊂ R neńı uzavřená, existuje
a ∈ R \M , že pro každé n existuje an ∈ U(a, 1/n) ∩M . Pak ovšem (an) ⊂ M
a an → a 6∈M . 2

Otevřené množiny si lze d́ıky následuj́ıćımu popisu jejich struktury docela dobře
představit. Otevřenými intervaly v něm rozumı́me intervaly tvaru (−∞, a),
(a,+∞) a (a, b) s a < b.

Úloha 8.4.9 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.4.10 (otevřené množiny) Množina M ⊂ R je otevřená, právě
když existuj́ı takové vzájemně disjunktńı otevřené intervaly Ij, j ∈ J , že J je
nejvýše spočetná množina a ⋃

j∈J
Ij = M .
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Uzavřená množina R\M je tedy sjednoceńım
”
mezer“ mezi těmito intervaly Ij .

Má-li J n prvk̊u, je těchto mezer nejvýše n+1. Obt́ıžně představitelné je, že pro
spočetnou J může být množina mezer nespočetná. Takové uzavřené množiny se
špatně představuj́ı.

Tvrzeńı 8.4.11 (obraz otevřené množiny) f ∈ C(M) bud’ prostá funkce
a M bud’ otevřená množina. Pak i f [M ] je otevřená množina.

Důkaz. Necht’ M a f jsou, jak uvedeno, a necht’ b ∈ f [M ]. Polož́ıme a :=
f−1(b) ∈ M . Dı́ky otevřenosti M vezmeme nějaký interval [a − δ, a + δ] ⊂ M
a vid́ıme, že plat́ı

f(a− δ) < b < f(a+ δ) ∨ f(a− δ) > b > f(a+ δ)

(jak f(a − δ), f(a + δ) < b = f(a), tak f(a − δ), f(a + δ) > b = f(a) je podle
věty 8.3.1 ve sporu s prostotou f). Vezmeme ε, že

ε < min({|f(a+ δ)− b|, |f(a− δ)− b|}) .

Pak věta 8.3.1 dává, že U(b, ε) ⊂ f [(a−δ, a+δ)] ⊂ f [M ]. Tedy f [M ] je otevřená
množina. 2

• Charakterizace kompaktńıch množin. Vı́me, že množina M ⊂ R je omezená,
pokud ∃ c ∀ a ∈M

(
|a| < c

)
.

Věta 8.4.12 (kompaktńı reálné množiny) Množina M ⊂ R je kompaktńı
⇐⇒ M je omezená a uzavřená.

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je omezená a uzavřená a (an) ⊂M je libovolná posloup-
nost. Protože (an) je omezená, má podle Bolzano–Weierstrassovy věty 3.3.18
konvergentńı podposloupnost (amn) s limitou lim amn = a. Množina M je
uzavřená, takže a ∈M . Tedy M je kompaktńı.

Necht’ M ⊂ R neńı omezená. Pak patrně existuje posloupnost (an) ⊂ M
s lim an = ±∞. Ta nemá konvergentńı podposloupnost, takže M neńı kom-
paktńı.

Necht’ M ⊂ R neńı uzavřená. Pak existuje (an) ⊂M s lim an = a ∈ R \M .
Stejnou limitu a má i každá podposloupnost, která tedy nemá limitu v M . Tedy
M neńı kompaktńı. 2

Úloha 8.4.13 Dokažte, že každá množina [a, b] \ P (c, δ) je kompaktńı.

• Stejnoměrná spojitost. Následuj́ıćı ześıleńı spojitosti funkce je d̊uležité.

Definice 8.4.14 (stejnoměrná spojitost) Funkce f ∈ R je stejnoměrně spo-
jitá, pokud pro každé ε existuje δ, že

a, b ∈M(f) ∧ |a− b| < δ ⇒ |f(a)− f(b)| < ε .
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Úloha 8.4.15 Stejnoměrně spojitá funkce je spojitá.

Tvrzeńı 8.4.16 (kompaktnost a s. s.) Necht’ f ∈ C(M) a M je kompaktńı.
Pak f je stejnoměrně spojitá.

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je kompaktńı a f : M → R neńı stejnoměrně spojitá.
Odvod́ıme, že f neńı spojitá. Negace definice 8.4.14 je

∃ ε ∀ δ ∃ a, b ∈M
(
|a− b| ≤ δ ∧ |f(a)− f(b)| > ε

)
.

Pro n = 1, 2, . . . polož́ıme δ = 1/n a odpov́ıdaj́ıćı body a a b označ́ıme an
a bn. Protože M je kompaktńı, (an) a (bn) maj́ı podposloupnosti s touž limitou
c ∈M (protože |an − bn| ≤ 1/n). Pro jednoduchost značeńı předpokládáme, že
již lim an = lim bn = c. Protože |f(an)−f(bn)| > ε pro každé n, obě posloupnosti
(f(an)) a (f(bn)) nemohou současně konvergovat k f(c). Podle ekvivalence (H)
tedy f neńı spojitá v c . 2

Úloha 8.4.17 Ukažte, že spojité funkce f, g : (0, 1] → R, f(x) = 1/x a g(x) =
sin(1/x), nejsou stejnoměrně spojité.

Úloha 8.4.18 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı zachycuj́ıćı d̊uležitou vlastnost stej-
noměrně spojitých funkćı.

Tvrzeńı 8.4.19 (rozš́ı̌reńı s. s. funkćı) Necht’ f ∈ R(M) je stejnoměrně spo-
jitá a c ∈ R je limitńı bod množiny M . Pak existuje d ∈ R, že pro každou po-
sloupnost (an) ⊂ M s lim an = c se lim f(an) = d. Funkce f tak má spojité
rozš́ıřeńı do bodu c hodnotou f(c) := d.

8.5 Operace na funkćıch a spojitost

Ukážeme, že při r̊uzných operaćıch s funkcemi se spojitost zachovává.

• Aritmetika spojitosti. Součet, součin a pod́ıl dvou funkćı jsme zavedli v defi-
nici 5.4.8.

Věta 8.5.1 (aritmetika spojitosti) Necht’ f, g ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Jsou-li funkce f a g spojité v bodu b ∈ M(f) ∩M(g), jsou i funkce f + g
a fg spojité v b. Jsou-li f a g spojité v bodu b ∈M(f/g), je i f/g spojitá
v b.

2. Když f, g ∈ C, pak i f + g, fg, f/g ∈ C.

Důkaz. 1. Probereme jen f/g, součet a součin se řeš́ı podobně. Necht’ f , g a b
jsou, jak uvedeno, & (an) ⊂ M(f/g) má limitu b. Podle ekvivalence (H) se
lim f(an) = f(b) a lim g(an) = g(b). Dı́ky větě 4.1.1 se

lim(f/g)(an) = lim
f(an)

g(an)
=

lim f(an)

lim g(an)
=
f(b)

g(b)
= (f/g)(b) .
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Podle ekvivalence (H) je tedy f/g spojitá v b.
2. Plyne to z prvńı části. 2

Úloha 8.5.2 Necht’ f , g a b ∈ M(f) ∩M(g) jsou jako v předešlé větě a f je
spojitá v b. Plat́ı ekvivalence

g je spojitá v b ⇐⇒ f + g je spojitá v b?

Plat́ı ekvivalence

g je spojitá v b ⇐⇒ fg je spojitá v b?

• Spojitost mocninných řad. Postupně dokážeme spojitost elementárńıch funkćı,
které byly zavedeny v odd́ılech 5.3 a 5.4. Ty, co jsou definované skládáńım
a invertováńım, si necháme na později, budeme pro ně muset nejprve dokázat
zachováńı spojitosti těmito operacemi. Spojitost exponenciály, kosinu a sinu ale
plyne hned z věty ńıže.

Věta 8.5.3 (spojitost moc. řad 1) Necht’ reálné koeficienty a0, a1, a2, . . .
maj́ı

lim
n→∞

|an|1/n = 0 .

Pak pro každé x ∈ R mocninná řada
∑∞
n=0 anx

n konverguje a jej́ı součet

S(x) :=
∑∞
n=0 anx

n : R→ R

je spojitá funkce.

Důkaz. Necht’ an jsou, jak je uvedeno, a x ∈ R. Pak 0 ≤ |an|1/n|x| ≤ 1
2 pro

n ≥ n0, takže |anxn| ≤ (1/2)n pro n ≥ n0. Řada
∑∞
n=0 anx

n je AK a tedy
konverguje. Dále

|S(x+ c)− S(x)| = |c| ·
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

an

n∑
i=1

(
n

i

)
ci−1xn−i

∣∣∣∣
≤ |c| ·

∞∑
n=1

|an| · (|x|+ |c|+ 1)n → 0, když c→ 0 .

Funkce S je tedy spojitá v bodu x. 2

Úloha 8.5.4 Vysvětlete, proč v předešlém d̊ukazu plat́ı vysazená rovnost a jak
se dostane následuj́ıćı nerovnost.

Úloha 8.5.5 Dokažte, že lim(n!)1/n = +∞.

Z této limity, předešlé věty a definic 5.3.1 a 5.3.16 plyne následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 8.5.6 (spojitost expx, cosx a sinx) Tyto tři funkce jsou spojité
na celém R.
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Důsledek 8.5.7 (spojitost tanx a cotx) Obě funkce jsou spojité na svých
definičńıch oborech.

Důkaz. Jak v́ıme, tanx = sin x
cos x a cotx = cos x

sin x . Spojitost těchto funkćı tedy
plyne z d̊usledku 8.5.6 a věty 8.5.1. 2

Úloha 8.5.8 Dokažte následuj́ıćı zobecněńı věty 8.5.3.

Věta 8.5.9 (spojitost moc. řad 2) a0, a1, . . . bud’te reálné koeficienty a

T := lim sup
n→∞

|an|1/n ∈ [0, +∞) ∪ {+∞} .

Pak, s 1/(+∞) = 0 a 1/0 := +∞, plat́ı následuj́ıćı.

1. Pro každé x ∈ R s |x| < 1
T mocninná řada

∑∞
n=0 anx

n absolutně konver-
guje a jej́ı součet je spojitá funkce na intervalu (− 1

T ,
1
T ).

2. Pro každé x ∈ R s |x| > 1
T mocninná řada

∑∞
n=0 anx

n diverguje.

R := 1/T ∈ [0,+∞) ∪ {+∞} je takzvaný poloměr konvergence mocninné řady∑∞
n=0 anx

n a (−R,R) je jej́ı interval konvergence.

• Spojitost složených funkćı a inverz̊u. I tyto operace vedou na spojité funkce.
Připomeňme si skládáńı funkćı z odd́ılu 1.3. Pro funkce f, g ∈ R jejich složenina

f(g) : M(f(g))→ R

má hodnoty f(g)(x) := f(g(x)) a definičńı obor

M(f(g)) = {x ∈M(g) | g(x) ∈M(f)} ⊂M(g) .

Věta 8.5.10 (spojitost a skládáńı) Necht’ f, g ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Je-li funkce g spojitá v bodu b ∈M(f(g)) a funkce f v bodu g(b), je i funkce
f(g) spojitá v b.

2. Když f, g ∈ C, pak i f(g) ∈ C.

Důkaz. 1. Necht’ f , g a b jsou, jak uvedeno, a (bn) ⊂ M(f(g)) je posloupnost
s lim bn = b. Pak lim g(bn) = g(b) podle ekvivalence (H). Tedy, opět podle
ekvivalence (H),

lim f(g)(bn) = lim f(g(bn)) = f(g(b)) = f(g)(b).

Podle ekvivalence (H) je tedy funkce f(g) spojitá v bodu b.
2. Plyne to z prvńı části. 2

Každá prostá funkce f : A→ B má inverz f−1 : f [A]→ A. Pro prvky x ∈ A
a y ∈ f [A] je dán předpisem

f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y .

Na množině prostých reálných funkćı bereme invertováńı jako unárńı operaci
f 7→ f−1 ∈ R, kde f−1 : M(f−1) → R (obor hodnot tedy neńı M(f)), kde
M(f−1) := f [M(f)] a hodnoty f−1 jsou jako výše.
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Úloha 8.5.11 Dokažte, že každá injekce f ∈ R s konečným definičńım oborem
M(f) má spojitý inverz.

Obdoba
”
bodových“ vět 8.5.1 a 8.5.10 však pro inverzy neplat́ı.

Úloha 8.5.12 Uved’te př́ıklad injekce f ∈ R spojité v bodu b ∈ M(f), jej́ı̌z
inverz f−1 : f [M(f)]→ R neńı spojitý v bodu f(b).

Nicméně několik globálńıch výsledk̊u o spojitosti inverzńı funkce plat́ı. Shrnuli
jsme je do následuj́ıćı věty.

Věta 8.5.13 (spojitost inverz̊u 1) Necht’ f ∈ C(M) je prostá funkce. V každé
z pěti následuj́ıćıch situaćı je inverz f−1 : f [M ]→ R spojitý.

1. M je kompaktńı množina.

2. M je interval.

3. M je otevřená množina.

4. M je uzavřená množina a funkce f je monotónńı.

5. Množina M ⊂ (a, b) je hustá v intervalu (a, b) a funkce f je monotónńı
a stejnoměrně spojitá.

Důkaz. 1. Necht’ M je kompaktńı, b ∈ f [M ] a (bn) ⊂ f [M ] má lim bn =
b. Necht’ a := f−1(b) ∈ M a an := f−1(bn) ∈ M . Dokážeme, že lim an =
a, což d́ıky ekvivalenci (H) dá spojitost funkce f−1 v b. Dokážeme, že každá
podposloupnost posloupnosti (an) má podposloupnost s limitou a. Podle části 3
věty 3.2.4 pak je lim an = a. Necht’ (a′n) je podposloupnost posloupnosti (an).
Použijeme kompaktnost M a vezmeme jej́ı podposloupnost (amn) s lim amn =
c ∈ M . Podle ekvivalence (H) je lim f(amn) = f(c) = b, protože (f(amn)) je
podposloupnost posloupnosti (bn). Vzhledem k prostotě f se c = a.

2. Necht’ M je interval. Podle d̊usledku 8.3.5 je f rostoućı nebo klesaj́ıćı.
Necht’ je f klesaj́ıćı, př́ıpad rostoućı f je podobný. Podle věty 8.3.1 je f [M ]
interval. Necht’ b ∈ f [M ] a je dáno ε. Ukážeme, že f−1 je v b zprava spojitá.
Triviálně to plat́ı, když b je pravý konec intervalu f [M ], protože pak U+(b, δ)∩
f [M ] = {b}. Necht’ b neńı pravý konec intervalu f [M ]. Protože f−1 klesá, a :=
f−1(b) ∈ M neńı levý konec intervalu M a lze předpokládat, že ε tak malé, že
[a− ε, a] ⊂M . Polož́ıme

δ := f(a− ε)− f(a) = f(a− ε)− b > 0 .

Podle věty 8.3.1 je f (klesaj́ıćı) bijekce z [a−ε, a] do [b, b+δ] a tedy také z (a−ε, a]
do [b, b+ δ). Tedy [b, b+ δ) ⊂ f [M ] a U+(b, δ) ∩ f [M ] = U+(b, δ) = [b, b+ δ).
Takže

f−1[U+(b, δ) ∩ f [M ] ] = U−(a, ε) ⊂ U(a, ε) = U(f−1(b), ε)
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a f−1 je v b zprava spojitá. Spojitost funkce f−1 v b zleva se dokáže podobně.
Tedy f−1 je v b spojitá.

3. Necht’ M je otevřená množina. Necht’ b ∈ f(M), a := f−1(b) ∈ M a je
dáno ε. Pro ε dostatečně malé je U(a, ε) ⊂M . Podle tvrzeńı 8.4.11 je množina
f [U(a, ε)] 3 b otevřená a pro nějaké δ je U(b, δ) ⊂ f [U(a, ε)]. Tedy

f−1[U(b, δ) ∩ f [M ]] = f−1[U(b, δ)] ⊂ U(a, ε) = U(f−1(b), ε)

a funkce f−1 je spojitá v bodu b (podle definice 7.2.1).
4. Necht’ M je uzavřená množina a necht’ f roste, pro klesaj́ıćı f se argumen-

tuje podobně. Pro spor necht’ pro nějaké b ∈ f [M ] s f−1(b) =: a ∈ M existuje
taková posloupnost (bn) ⊂ f [M ], že lim bn = b, ale lim f−1(bn) neexistuje nebo
se lǐśı od a. Podle části 2 věty 3.2.4 a podle tvrzeńı 3.3.15 má (bn) takovou kle-
saj́ıćı nebo rostoućı podposloupnost (bmn

) =: (cn), že lim f−1(cn) =: B ∈ R∗
a B 6= a. Předpokládáme, že (cn) klesá, př́ıpad rostoućı (cn) je podobný. Pak
b < · · · < c2 < c1 a a < · · · < f−1(c2) < f−1(c1) (f i f−1 roste). Podle části 2
věty 4.3.1 je B ∈ [a, f−1(c1)) a tak, kĺıčově, B ∈ R (zde argument selhává,
neńı-li f monotónńı). Dokonce B ∈M , protože M je uzavřená. Dı́ky spojitosti
f v B máme, že f(B) = lim f(f−1(cn)) = lim cn = b = f(a). To ale je ve sporu
s prostotou f , protože a < B.

5. Užijeme tvrzeńı 8.4.19 a funkci f spojitě rozš́ı̌ŕıme do funkce f : [a, b]→ R.
Dı́ky tvrzeńı 4.3.5 a d́ıky hustotě M v (a, b) je funkce f ryze monotónńı a tedy je
prostá. Podle prvńı části je funkce (f)−1 spojitá a podle úlohy 8.1.11 je spojitá
i funkce

(f)−1 | f [M ] = f−1 .

2

V tvrzeńı 9.1.6 předešlou větu dokážeme uniformńım zp̊usobem a jej́ı část 5
dokonce zobecńıme.

Úloha 8.5.14 Ukažte na př́ıkladech, že v části 4 předešlé věty nelze ani jeden
z obou předpoklad̊u (uzavřenost M , monotonie f) vynechat.

• Elementárńı funkce. Dokonč́ıme d̊ukazy jejich spojitosti.

Úloha 8.5.15 Dokažte pomoćı předešlé věty následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.5.16 (spojitost log x, arccosx, arcsinx, arctanx a arccotx) Tyto
funkce jsou spojité na svých definičńıch oborech.

Tvrzeńı 8.5.17 (spojitost funkce xb) Pro každé pevné b ∈ (0,+∞) \ N je
funkce

xb : [0, +∞)→ [0, +∞)

spojitá.
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Důkaz. Spojitost v každém bodu x > 0 dostáváme z vyjádřeńı

xb = exp(b log x) ,

ze spojitosti exponenciály (d̊usledek 8.5.6) a logaritmu (tvrzeńı 8.5.16), ze spoji-
tosti konstantńı funkce fb (úloha 8.1.4) a ze spojitosti součinu funkćı (věta 8.5.1)
a složené funkce (věta 8.5.10). Spojitost v bodu x = 0 plyne pomoćı tvrzeńı 7.2.3
z rovnost́ı

lim
x→0

xb = lim
x→0

exp(b log x) = lim
y→−∞

exp y = 0 = 0b .

Druhá rovnost zde plyne z věty 7.4.1 a z části 2 tvrzeńı 5.3.9. Třet́ı plyne z
části 3 tvrzeńı 5.3.5. 2

Rekapitulujme spojitost elementárńıch funkćı z definic 5.4.8 a 5.4.20.

Věta 8.5.18 (spojitost EF) Každá elementárńı funkce je spojitá.

Důkaz. Indukce podle složitosti dané elementárńı funkce f , přičemž pracu-
jeme s definićı 5.4.20. Je-li f konstantńı funkce, exponenciála, logaritmus, xb

s necelým b > 0, sinus nebo arkus sinus, je spojitá d́ıky, po řadě, úloze 8.1.4,
d̊usledk̊um 8.5.6 a 8.5.16, tvrzeńı 8.5.17 a d̊usledk̊um 8.5.6 a 8.5.16. Je-li f
součet, součin, pod́ıl nebo složenina dvou jednodušš́ıch EF, je spojitá d́ıky in-
dukci a větám 8.5.1 a 8.5.10. 2
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Kapitola 9

Limity funkćı, spojitost,
kompaktnost

Odd́ıly 9.1 a 9.2 se věnuj́ı témat̊um, která literatura o elementárńı reálné analýze
poněkud zanedbává, limitám a spojitosti inverzńıch a implicitńıch funkćı. Ve
větě 9.1.2 ześıĺıme definici limity funkce tak, aby limita inverzńı funkce vždy
existovala. Ve větě 9.1.4

V odd́ılu 9.3 navážeme na odd́ıl 7.5 o asymptotickém značeńı a odvod́ıme
tři asymptotické rozvoje, prvńı dva se škálou O(n−k) pro pevné k ∈ N a třet́ı
se škálou O(2−kn) pro pevné k ∈ N. Asymptotický rozvoj funkce log(n!) ve
větě 9.3.1 zpřesňuje Stirling̊uv vzorec a asymptotický rozvoj harmonických č́ısel
Hn =

∑n
j=1

1
j ve větě 9.3.2 zpřesňuje jejich klasickou asymptotiku Hn = log n+

γ + O(1/n). Tyto dva rozvoje jsou klasické, ale třet́ı asymptotický rozvoj ve
větě 9.3.3

V odd́ılu 9.4 rozš́ı̌ŕıme spojitost funkćı a kompaktnost množin z reálné osy na
metrické prostory. Dokážeme Heine–Borelovu větu 9.4.4 o ekvivalenci dvou defi-
nic kompaktnosti a odvod́ıme r̊uzné vlastnosti kompaktńıch množin. V odd́ılu 9.5
pomoćı teorie předchoźıho odd́ılu dokážeme ve větě 9.5.1 spojitost závislosti
kořen̊u komplexńıho polynomu na jeho koeficientech.

9.1 Limity a spojitost inverzńıch funkćı

Na rozd́ıl od aritmetických operaćı a skládáńı, operace invertováńı nezachovává
ani limity ani spojitost funkćı. Limitńı chováńı inverzu je ale jistým zp̊usobem
omezeno.

Tvrzeńı 9.1.1 (limita inverzu) Necht’ f ∈ R(M) je prostá funkce a existuje
limita limx→K f(x) = L. Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. L je limitńı bod množiny f [M ] a inverz f−1 : f [M ] → R má bud’ limitu
limy→L f

−1(y) = K, anebo tato limita neexistuje.
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2. Existuje množina M ′ ⊂M , že limy→L(f |M ′)−1(y) = K.

Důkaz. Necht’ (an) ⊂ M \ {K} je prostá posloupnost s lim an = K, M ′ :=
{an | n ∈ N} a necht’ bn := f(an). Podle věty 5.2.15 se lim bn = L. Dı́ky
prostotě f je vždy bn ∈ f [M ] \ {L}, s možnou výjimkou jednoho indexu n.
Takže L je limitńı bod množiny f [M ′] ⊂ f [M ]. Podle definice č́ısel an a bn je
lim f−1(bn) = K. Proto podle věty 5.2.15 se limy→L f

−1(y) = K, anebo tato
limita neexistuje. Dokázali jsme tak 1 a 2. 2

Předkládáme dvě věty o limitě inverzńı funkce. V definici (V) ńıže ześıĺıme
definici limity limx→K f(x) = L a v prvńı větě dokážeme, že to vynut́ı existenci
inverzńı limity limy→L f

−1(y) = K. (V) požaduje, aby existoval obraz rela-
tivńıho prstencového okoĺı prvku K obsažený v daném okoĺı prvku L, který
současně obsahuje celé relativńı prstencové okoĺı prvku L. Necht’ tedy f je
v R(M), K je limitńı bod množiny M a necht’ pro každé ε existuj́ı δ a θ,
že

P (L, θ) ∩ f [M ] ⊂ f [P (K, δ) ∩M ] ⊂ U(L, ε) . (V)

Pak ṕı̌seme limV
x→K f(x) = L a řekneme, že V-limita funkce f v K je L. Druhá

inkluze ve (V) je jako ve standardńı definici limity funkce a prvńı ji zesiluje.

Věta 9.1.2 (limita inverzu 1) Necht’ f ∈ R(M) je prostá funkce a necht’

limV
x→K f(x) = L. Pak

lim
y→L

f−1(y) = K .

Důkaz. Necht’ f , M , K a L jsou, jak uvedeno. Podle předešlého tvrzeńı je L
limitńı bod množiny f [M ]. Ukážeme, že existuje taková funkce δ : N→ (0,+∞),
že lim δ(n) = 0 a pro každé n existuje θ, že

P (L, θ) ∩ f [M ] ⊂ f [P (K, δ(n)) ∩M ] .

Pak budeme hotovi: pro dané ε vezmeme dostatečně velké n, že δ(n) < ε, pro
toto n pak vezmeme odpov́ıdaj́ıćı θ a z inkluźı

P (L, θ) ∩ f [M ] ⊂ f [P (K, δ(n)) ∩M ] ⊂ f [U(K, ε) ∩M ]

aplikaćı injekce f−1 dostaneme, že

f−1[P (L, θ) ∩ f [M ]] ⊂ U(K, ε) ∩M ⊂ U(K, ε) .

Tedy limy→L f
−1(y) = K.

Definujeme funkci δ(n). Předpokládáme, že plat́ı (V). Vezmeme libovolnou
prostou posloupnost (xn) ⊂ M \ {K} s lim xn = K a polož́ıme yn := f(xn).
Podle věty 5.2.15 se lim yn = L. Protože f je injektivńı, můžeme předpokládat,
že (yn) ⊂ f [M ] \ {L}. Pro dané n ∈ N vezmeme takové ε, že

yn 6∈ U(L, ε) .
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Pro toto ε existuj́ı θ a δ =: δ(n), že plat́ı (V). Pak

P (L, θ) ∩ f [M ] ⊂ f [P (K, δ(n)) ∩M ]

a, d́ıky druhé inkluzi ve (V), xn 6∈ P (K, δ(n)). Ukážeme, že lim δ(n) = 0. Bud’

dáno ε. Vezmeme posledńı index N ∈ N, že xN 6∈ P (K, ε). Protože n > N ⇒
xn ∈ P (K, ε), ale xn 6∈ P (K, δ(n)) pro každé n, plat́ı, že n > N ⇒ δ(n) < ε.
Takže lim δ(n) = 0. 2

Přejdeme k naš́ı druhé větě o limitě inverzu. Pro množinu M ⊂ R jako

L(M) := {A ∈ R∗ | A je limitńı bod množiny M}

označ́ıme množinu jej́ıch limitńıch bod̊u. Pro relaci R ⊂ X×Y mezi množinami
X a Y nazveme prvek x ∈ X, resp. y ∈ Y , izolovaným (vzhledem k R), pokud
neexistuje dvojice (x, y) ∈ R. Nazveme ho jednoznačným (vzhledem k R), pokud
existuje právě jedna dvojice (x, y) ∈ R.

Tvrzeńı 9.1.3 (o relaci L(f)) Necht’ f ∈ R(M) je injekce. Relaci L(f) mezi
L(M) a L(f [M ]) definujeme tak, že

(A, B) ∈ L(f)
def⇐⇒ ∃ prostá (an) ⊂M , že lim an = A a lim f(an) = B .

Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. Ani jeden prvek v L(M) a L(f [M ]) neńı vzhledem k L(f) izolovaný.

2. Prvek A ∈ L(M), resp. B ∈ L(f [M ]), je vzhledem k L(f) jednoznačný,
právě když existuje limita

lim
x→A

f(x), resp. lim
y→B

f−1(y) .

Důkaz. Necht’ f , M a L(f) jsou, jak uvedeno.
1. Necht’ A ∈ L(M). Podle tvrzeńı 5.2.3 vezmeme prostou posloupnost

(an) ⊂ M , že lim an = A. Z ńı vybereme podle části 1 věty 3.2.4 takovou pod-
posloupnost (amn

), že prostá posloupnost (f(amn
)) má limitu B ∈ L(f [M ]).

Tedy (A,B) ∈ L(f) a prvek A neńı izolovaný. Neizolovanost prvk̊u v L(f [M ])
se dokáže úplně stejně, jenom funkci f nahrad́ıme funkćı f−1.

2. Necht’ prvek A ∈ L(M) je vzhledem k L(f) jednoznačný a (an) ⊂M \{A}
je libovolná posloupnost s lim an = A. Kdyby (f(an)) měla dvě podposloupnosti
se dvěma r̊uznými limitami, mohli bychom obě vybrat jako prosté a dostali
bychom spor s jednoznačnost́ı prvku A. Podle části 2 věty 3.2.4 vid́ıme, že
posloupnost (f(an)) má limitu B ∈ L(f [M ]). Rovněž vid́ıme, že B nezáviśı na
volbě posloupnosti (an). Podle věty 5.2.15 tak existuje limita

lim
x→A

f(x) = B .

Necht’ naopak existuje tato limita. Podle věty 5.2.15 se lehce vid́ı, že prvek A
je jednoznačný vzhledem k L(f), protože (A,B) je jediná dvojice (A, ·) ∈ L(f).

Pro limitńı bod B ∈ L(f [M ]) postupujeme úplně stejně, jenom funkci f
nahrad́ıme funkćı f−1. 2
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Věta 9.1.4 (limita inverzu 2) Necht’ f , M a L(f) jsou jako v předešlém tvr-
zeńı. Necht’ pro každý prvek A ∈ L(M) existuje limita limx→A f(x). Pak relace
L(f) je surjektivńı funkce

L(f) : L(M)→ L(f [M ]) .

Je-li tato funkce prostá, pak pro každý prvek B ∈ L(f [M ]) existuje limita

lim
y→B

f−1(y) = L(f)−1(B) .

Důkaz. Necht’ f , M a L(f) jsou, jak uvedeno. Protože pro každé A ∈ L(M)
existuje limita limx→A f(x), podle části 2 předešlého tvrzeńı je L(f) funkce.
Podle části 1 je na. Je-li L(f) prostá, je každý prvek B ∈ L(f [M ]) jednoznačný
vzhledem k L(f) a opět použijeme část 2 předešlého tvrzeńı. 2

Uvedeme a dokážeme analogii předešlé věty pro bodovou spojitost funkćı.
Pomoćı této analogie znovu dokážeme uniformńım zp̊usobem větu 8.5.13, jej́ıž
pátou část zobecńıme. Nejprve ale definujeme hraničńı body a relaci H(f), ana-
logickou relaci L(f). Prvek A ∈ R∗ je hraničńım bodem množiny M ⊂ R, pokud
lim an = A pro nějakou posloupnost (an) ⊂M . Pro

H(M) := {A ∈ R∗ | A je hraničńı bod množiny M}

se
H(M) = L(M) ∪ {izolované body množiny M} ,

takže M ⊂ H(M). Necht’ f ∈ R(M) je injekce. Relaci H(f) mezi množinami
H(M) a H(f [M ]) definujeme tak, že

(A, B) ∈ H(f)
def⇐⇒ ∃ (an) ⊂M , že lim an = A a lim f(an) = B .

Věta 9.1.5 (spojitost inverz̊u 2) Necht’ f ∈ R(M) je injekce a relace H(f)
je jako výše. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Ani jeden prvek v H(M) a H(f [M ]) neńı vzhledem k H(f) izolovaný.

2. Prvek A ∈ H(M) je vzhledem k H(f) jednoznačný, právě když f je spojitá
v A ∈ M nebo má spojité rozš́ıřeńı do A ∈ R \M nebo, pro A = ±∞,
existuje limita limx→A f(x).

3. Prvek B ∈ H(f [M ]) je vzhledem k H(f) jednoznačný, právě když f−1 je
spojitá v B ∈ f [M ] nebo má spojité rozš́ıřeńı do B ∈ R \ f [M ] nebo, pro
B = ±∞, existuje limita limy→B f

−1(y).

4. Necht’ f je spojitá funkce. Pak

H(f) |M := H(f) ∩ (M ×H(f [M ])) = f .

Inverz f−1 je potom spojitý, pokud plat́ı podmı́nka, že

pro žádné b ∈ f [M ] neexistuje A ∈ H(M) \M s (A, b) ∈ H(f). (J)
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Důkaz. Necht’ f , M a H(f) jsou, jak uvedeno.
1. Necht’ A ∈ H(M) a necht’ (an) ⊂ M je libovolná posloupnost s lim an =

A. Podle části 1 věty 3.2.4 z ńı vybereme podposloupnost (amn
), pro ńıž má

(f(amn
)) limitu B ∈ H(f [M ]). Pak (A,B) ∈ H(f) a prvek A neńı vzhledem

k H(f) izolovaný. Podobně argumentujeme pro B ∈ H(f [M ]), pouze funkci f
nahrad́ıme jej́ım inverzem.

2. Necht’ prvek A ∈ H(M) je jednoznačný vzhledem k H(f). Pokud A ∈M ,
znamená to, že pro každou posloupnost (an) ⊂ M s lim an = A má (f(an))
limitu f(A) a f je spojitá v A (tvrzeńı 7.2.3). Pokud A ∈ R \ M , funkce f
má spojité rozš́ı̌reńı do A. Pokud A = ±∞, pak existuje limita limx→A f(x)
(věta 5.2.15).

Necht’ naopak se prvek f v A ∈ H(M) limitně chová popsaným zp̊usobem
(spojitost nebo spojité rozš́ı̌reńı nebo existence limity). Podle tvrzeńı 7.2.3
a věty 5.2.15 je A jednoznačný vzhledem k H(f).

Pro prvek B ∈ H(f [M ]) argumentujeme stejně, pouze funkci f nahrad́ıme
jej́ım inverzem a množinu M nahrad́ıme jej́ım obrazem v f .

3. Necht’ f ∈ C a b ∈M . Pak pro každou posloupnost (an) ⊂M s lim an = b
má (f(an)) limitu f(b) (tvrzeńı 7.2.3) a jediná dvojice (b, ·) ∈ H(f) tedy je
(b, f(b)). Závěrečná implikace (J) ⇒ spojitost f−1 je jasná d́ıky části 2. 2

Množina M ⊂ R je bezděrová, pokud pro každé a < b v M existuje c ∈ M
s a < c < b. Zde je sĺıbený nový d̊ukaz věty 8.5.13 se zobecněnou pátou část́ı.

Tvrzeńı 9.1.6 (spojitost inverz̊u uniformně) Necht’ f ∈ C(M) je prostá
funkce. V každé z pěti následuj́ıćıch situaćı je inverz f−1 : f [M ]→ R spojitý.

1. M je kompaktńı množina.

2. M je interval.

3. M je otevřená množina.

4. M je uzavřená množina a funkce f je monotónńı.

5. M je bezděrová množina a funkce f je monotónńı.

Důkaz. Necht’ f a M jsou, jak uvedeno. Podle části 3 předešlé věty potřebujeme
dokázat, že za každého předpokladu i ∈ [5] plat́ı v části 3 uvedená podmı́nka
(J).

1. Pro kompaktńı množinu M je platnost (J) jasná d́ıky části 3 předešlé věty
a tomu, že H(M) = M .

2. Necht’ M je interval. Kdyby (J) neplatila, pak bychom pro nějakou prostou
posloupnost (an) ⊂M a č́ıslo a ∈M měli, že

lim an = A ∈ R∗ \M ∧ lim f(an) = b = f(a) .

Necht’ a < A, př́ıpad a > A se řeš́ı podobně. Neńı těžké vidět, že existuj́ı dva
r̊uzné indexy m a n, že a < am < an a bud’ f(am) < f(an) < b, anebo b <
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f(an) < f(am). Necht’ c je libovolné č́ıslo mezi f(an) a f(am). Podle věty 8.3.1 je
c hodnotou f na intervalu (a, am) i na intervalu (am, an), ve sporu s prostotou.

3. Podobně jako ve 2 předpokládáme pro spor, že M je otevřená množina
a že existuje posloupnost (an) ⊂M a č́ıslo a ∈M s

lim an = A ∈ R∗ \M ∧ lim f(an) = b = f(a) .

Opět búno a < A. Dı́ky tvrzeńı 8.4.10 existuje č́ıslo a′ < a, že a ∈ (a′, A) =:
I ⊂M , at’ A ∈ R či A = +∞. Funkci f zúž́ıme na I a spor dostaneme stejným
zp̊usobem jako v části 2.

4. Opět předpokládáme pro spor, že M je uzavřená množina, že funkce f je
např́ıklad klesaj́ıćı a že existuje posloupnost (an) ⊂M a č́ıslo a ∈M s

lim an = A ∈ R∗ \M ∧ lim f(an) = b = f(a) .

Protože M je uzavřená, je např́ıklad A = −∞ (daľśı tři možnosti s rostoućı f
a/nebo A = +∞ se řeš́ı podobně). Vid́ıme, že (f(an) jde k b zdola. Tedy existuje
index n s an < a a f(an) < b = f(a). To ale je ve sporu s t́ım, že f klesá.

5. Opět předpokládáme pro spor, že M je bezděrová množina, že funkce f
je např́ıklad klesaj́ıćı a že existuje posloupnost (an) ⊂M a č́ıslo a ∈M s

lim an = A ∈ R∗ \M ∧ lim f(an) = b = f(a) .

Búno A < a (daľśı tři možnosti s rostoućı f a/nebo A > a se řeš́ı podobně).
Hned vid́ıme, že existuje index n a č́ıslo a′ ∈ M , že an < a′ < a & f(an) <
f(a′) > f(a) = b. To ale je ve sporu s t́ım, že f klesá. 2

V části 5 věty 8.5.13 je M ⊂ (a, b) a je hustá v intervalu (a, b). Taková M je
bezděrová a jde tak o speciálńı př́ıpad zdeǰśı páté části. Stejnoměrná spojitost
f tam je tzv.

”
red herring“.

9.2 Limity a spojitost implicitńıch funkćı

Věta 9.2.1 (limita implicitńı funkce 1) A ∈ R∗ je levý, resp. pravý, limitńı
bod množiny M ⊂ R, ∅ 6= N ⊂ R, z ∈ R a

F = F (x, y) : M ×N → R

je funkce, která splňuje dvě následuj́ıćı podmı́nky.

1. F je neklesaj́ıćı v obou proměnných, takže F (x, y) ≤ F (x′, y) a F (x, y) ≤
F (x, y′) pro každé x ≤ x′ v M a y ≤ y′ v N .

2. Rovnice F (x, y) = z určuje implicitńı funkci y = f(x) : M → N .

Potom existuje jednostranná limita

lim
x→A−

f(x), resp. lim
x→A+

f(x) .

Důkaz.
2
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9.3 Tři asymptotické rozvoje

Věta 9.3.1 (jemný Stirling̊uv vzorec) Pro každé pevné k ∈ N plat́ı pro n
v N asymptotika

log(n!) = n log n− n+
log n

2
+

log(2π)

2
+

k∑
j=1

B2j

(2j − 1)2j · n2j−1
+O(n−2k−1) ,

kde B2j jsou Bernoulliova č́ısla.

Věta 9.3.2 (jemná asymptotika pro Hn) Pro každé pevné k ∈ N plat́ı pro
n ∈ N asymptotika

n∑
j=1

1

j
= log n+ γ +

1

2n
−

k∑
j=1

B2j

2j · n2j
+O(n−2k−2) ,

kde B2j jsou Bernoulliova č́ısla.

Věta 9.3.3 (pravděpodobnost souvislosti) Necht’ k ∈ N. Pravděpodobnost,
že označený graf G = ([n], E) je souvislý, má pro n ∈ N asymptotiku

Pr(G je souvislý) = 1−
k∑
j=1

itj

(
n

j

)
2j(j+1)/2

2jn
+O(2−(k+1)n) ,

kde itj je počet ireducibilńıch turnaj̊u na [j].

9.4 Topologická spojitost a kompaktnost

Reálná č́ısla R a vzdálenosti |x− y| mezi nimi jsou zobecněny následuj́ıćı struk-
turou.

Definice 9.4.1 (metrické prostory) Metrický prostor M , krátce MP, je každá
uspořádaná dvojice (M,d) neprázdné množiny M a zobrazeńı d : M ×M → R
zvaného metrika (vzdálenost), která splňuje tři následuj́ıćı axiomy (x, y, z ∈M).

• d(x, y) ≥ 0 a d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

• d(x, y) = d(y, x).

• d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Posledńı nerovnosti se ř́ıká trojúhelńıková nerovnost.

Nezápornost metriky v prvńım axiomu se dá odvodit z ostatńıch axiomů.
Necht’ (M,d) je MP, a ∈ M a r > 0 je reálné č́ıslo. (Otevřená) koule (se

středem a a poloměrem r) je množina

B(a, r) := {b ∈M | d(a, b) < r} .
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Jako
B(a, r) := {b ∈M | d(a, b) ≤ r}

označ́ıme uzavřenou kouli (se středem a a poloměrem r).

Definice 9.4.2 (otevřené a uzavřené množiny) (M,d) bud’ MP. Řekneme,
že množina A ⊂M je otevřená, pokud

∀ a ∈ A ∃ r > 0
(
B(a, r) ⊂ A

)
.

Množina A je uzavřená, je-li množina M \A otevřená.

Věta 9.4.3 (princip minima a maxima v MP) Necht’ X ⊂M je neprázdná
kompaktńı množina v MPu (M,d) a f : X → R je spojitá funkce. Pak existuj́ı
takové body a, b ∈ X, že

∀x ∈ X
(
f(a) ≤ f(x) ≤ f(b)

)
.

Řekneme, že f nabývá na X v a minimum (svou nejmenš́ı hodnotu) f(a) a že
f nabývá na X v b maximum (svou nejvěťśı hodnotu) f(b).

Věta 9.4.4 (Heine–Borelova věta) Množina X ⊂ M v metrickém prostoru
(M,d) je sekvenčně kompaktńı, právě když jej́ı každé otevřené pokryt́ı má konečné
podpokryt́ı.

Důkaz.
2

Důsledek 9.4.5 (Heine–Borelova věta v R) Množina M ⊂ R je kompaktńı,
právě když každý systém {Ui | i ∈ I} otevřených množin Ui ⊂ R pokrývaj́ıćı
množinu M , to jest ⋃

i∈I
Ui ⊃M ,

má konečný podsystém J ⊂ I, který stále pokrývá M , to jest⋃
i∈J

Ui ⊃M .

Důkaz.
2
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9.5 Spojitost kořen̊u polynomu

Budeme pracovat s komplexńımi monickými polynomy

p(z) = zn +

n∑
j=1

ajz
n−j , aj ∈ C ,

stupně n ∈ N0. Je-li q(z) = zn +
∑n
j=1 bjz

n−j jiný takový polynom a δ > 0,
řekneme, že q(z) je δ-bĺızký p(z), pokud

∀ j ∈ [n]
(
|aj − bj | < δ

)
.

Tato relace na komplexńıch monických polynomech téhož stupně je reflexivńı
a symetrická.

Věta 9.5.1 (spojitost kořen̊u) Pro každý komplexńı monický polynom p(z)
se stupněm n > 0 a každé ε existuje takové δ, že kořeny každého komplexńıho
monického polynomu se stupněm n, který je δ-bĺızký polynomu p(z), jsou per-
mutačně ε-bĺızké kořen̊um polynomu p(z).

9.6 Zobecněńı Blumbergovy věty

Věta 9.6.1 (obecná Blumbergova věta) Metrický prostor je Blumberg̊uv pro-
stor, právě když je Baireovým prostorem.

Důkaz.
2

9.7 Každá vyč́ıslitelná reálná funkce je spojitá
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Kapitola 10

Přednáška 7. Derivace

Kapitola o sedmé přednášce uvád́ı na scénu derivace funkćı. V odd́ılu 10.1
je definujeme, obyčejné i jednostranné, pro zcela obecné funkce. Věta 10.1.5
představuje podmı́nku f ′ = 0 existence lokálńıho extrému. Diferencovatelnost
implikuje spojitost (tvrzeńı 10.1.7), ale i to, že funkčńı hodnota je limitńım bo-
dem obrazu (věta ?? a úloha 10.1.12). Tvrzeńı ??, s d̊ukazem ponechaným do
úlohy, zmiňuje obvyklý př́ıklad nespojité derivace. Tvrzeńı ?? uvád́ı jiný př́ıklad
s d̊ukazem.

V odd́ılu 10.2 uvedeme tři definice tečny. Prvńı je standardńı, daľśı dvě
jsou založené na limitách př́ımek. Ve větách 10.2.7 a ?? dokážeme ekvivalenci
těchto definic. K tečnám se vrát́ıme v odd́ılu 13.1. Aritmetiku derivaćı prob́ıráme
v odd́ılu 10.3. Důsledek 10.3.6 popisuje derivaci lineárńı kombinace. Uvědomuje
si čtenářka, že obecně (f + g)′ 6= f ′ + g′ (úloha 10.3.2)? Věta 10.3.7, resp.
10.3.10, obsahuje ve dvou částech známý Leibniz̊uv vzorec pro derivaci součinu,
resp. vzorec pro derivaci pod́ılu.

Odd́ıl 10.4 se zabývá derivacemi složených a inverzńıch funkćı. Vzorec pro
bodovou derivaci složené funkce dokážeme ve větě 10.4.1 a pro bodovou derivaci
inverzńı funkce ve větě 10.4.5. Vždy se předpokládá jen to, že daný bod je limitńı
pro definičńı obor. Ten je libovolný, neomezujeme se na intervaly, jak je obvyklé.
V odd́ılu 10.5 odvod́ıme vzorce pro derivace základńıch elementárńıch funkćı (viz
definice 5.4.1). Speciálńı i obecné derivačńı vzorce shrnuj́ı dvě závěrečné tabulky.

Sedmá přednáška byla přednesena 30. 3. 2023 jako

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred7.pdf

a zde je podstatně rozš́ı̌rena. Např́ıklad jsme přidali odvozeńı (tj. d̊ukazy) vzorc̊u
pro derivaci složené a inverzńı funkce, i odvozeńı derivaćı elementárńıch funkćı.

10.1 Derivace a lokálńı extrémy

• Bodová derivace funkce. Zesiluje bodovou spojitost.
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Definice 10.1.1 (derivace v bodu) Necht’ f ∈ F(M) a bod b ∈ M ∩ L(M).
Derivace funkce f v bodu b je limita

lim
x→b

f(x)− f(b)

x− b
(∗)
= lim

h→0

f(b+ h)− f(b)

h
(∈ R∗) .

Znač́ıme ji f ′(b) nebo (df/dx)(b).

Úloha 10.1.2 Jak plyne rovnost (∗) z věty o limitě složené funkce?

Když f ′(b) ∈ R, pak f je v bodu b diferencovatelná. Pro x ∈ M pak máme
aproximaci

f(x) = f(b) + f ′(b) · (x− b)︸ ︷︷ ︸
lineárńı funkce v x

+ o(x− b)︸ ︷︷ ︸
chyba

(x→ b) .

• Jednostranné derivace. Definujeme je pomoćı jednostranných limit. Necht’ f je
v F(M) a b ∈ L−(M)∩M . Potom limitu f ′−(b) = limx→b−(f(x)− f(b))/(x− b)
(∈ R∗) nazveme levou derivaćı (či derivaćı zleva) funkce f v bodu b. Podobně
definujeme pravou derivaci (či derivaci zprava) f ′+(b).

Úloha 10.1.3 f ′(a) = L ⇒ f ′−(a) = L nebo f ′+(a) = L. f ′−(a) = f ′+(a) = L ⇒
f ′(a) = L. f ′−(a) = K 6= L = f ′+(a) ⇒ f ′(a) neexistuje.

• Derivace a extrémy. Připomeňme si, že a ∈ R je oboustranný limitńı bod
množiny M ⊂ R, krátce OLB, pokud pro každé δ je

P−(a, δ) ∩M 6= ∅ i P+(a, δ) ∩M 6= ∅ .

Množinu oboustranných limitńıch bod̊u množiny M ⊂ R označ́ıme jako L±(M)
(⊂ R).

Úloha 10.1.4 Každý OLB množiny M je jej́ım limitńım bodem. Naopak to
obecně neplat́ı.

Věta 10.1.5 (extrémy a derivace) Necht’ f ∈ F(M), b ∈ M a b je OLB
množiny M . Necht’ ∃ f ′(b) ∈ R∗ a f ′(b) 6= 0. Funkce f pak nemá v b lokálńı
extrém − pro každé δ existuj́ı body c, d ∈ U(b, δ) ∩M , že f(c) < f(b) < f(d).

Důkaz. Necht’ f , M a b jsou, jak je uvedeno, a je dáno δ. Necht’ f ′(b) < 0,
př́ıpad s f ′(b) > 0 je podobný. Vezmeme tak malé ε, že každé y ∈ U(f ′(b), ε) je
záporné. Podle definice 10.1.1 existuje θ, že

x ∈ P (b, θ) ∩M ⇒ D =
f(x)− f(b)

x− b
∈ U(f ′(b), ε)⇒ D < 0 .

Pro x < b je f(x) > f(b), protože x − b < 0 a D < 0. Podobně pro x > b je
f(x) < f(b). Búno θ ≤ δ. Vezmeme jakékoli

c ∈ P+(b, θ) ∩M a d ∈ P−(b, θ) ∩M .
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Prvky c a d existuj́ı d́ıky tomu, že b je OLB množiny M . Tedy c, d ∈ U(b, δ)∩M
a f(c) < f(b) < f(d). 2

Úloha 10.1.6 Identická funkce f(x) = x : [0, 1] → R má v 0 ostré globálńı
minimum a v 1 ostré globálńı maximum. Přitom má nenulové derivace f ′(0) =
f ′(1) = 1. Neńı to v rozporu s větou?

Takže f ∈ F(M) má v b ∈M lokálńı extrém⇒ b 6∈ L±(M) nebo f ′(b) neexistuje
nebo f ′(b) = 0. To je známá nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému.

• Derivace a spojitost. Diferencovatelnost je silněǰśı vlastnost než spojitost.

Tvrzeńı 10.1.7 (derivace a spojitost) Když existuje vlastńı f ′(b) ∈ R, pak
f je v bodu b ∈M(f) spojitá.

Důkaz. Takže i b ∈ L(M(f)). Podle AL funkćı máme, že

lim
x→b

f(x) = limx→b
(
f(b) + (x− b) · f(x)−f(b)

x−b
)

= limx→b f(b) + limx→b (x− b) · limx→b
f(x)−f(b)

x−b

= f(b) + 0 · f ′(b) = f(b) .

Podle tvrzeńı 7.2.3 je f v b spojitá. 2

Úloha 10.1.8 Dokažte, že sgn′(0) = +∞. Existence nevlastńı derivace tak ne-
implikuje spojitost funkce v daném bodě.

Úloha 10.1.9 Dokažte, že (|x|)′−(0) = −1 a (|x|)′+(0) = +1. Takže podle
úlohy 10.1.3 derivace (|x|)′(0) neexistuje. Spojitost funkce v bodu tak nezaručuje
existenci derivace.

Je-li derivace nenulová, plat́ı kromě věty 10.1.5 i následuj́ıćı výsledek, který
použijeme ve vzorci pro derivaci inverzu.

Tvrzeńı 10.1.10 (limitńı body obrazu) Necht’ f ∈ F(M) a existuje deri-
vace f ′(b) ∈ R \ {0}. Pak f(b) ∈ L(f [M ]).

Důkaz. Necht’ f a bod b ∈ M ∩ L(M) jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Protože
f ′(b) 6= 0, podle definice 10.1.1 existuje δ, že pro každé x ∈ P (b, δ) ∩ M je
f(x) 6= f(b). Podle tvrzeńı 10.1.7 lze vźıt tak malé δ, že také f(x) ∈ U(f(b), ε).
Dı́ky b ∈ L(M) vezmeme a ∈ P (b, δ) ∩M . Pak f(a) ∈ P (f(b), ε) ∩ f [M ]. Tedy
f(b) ∈ L(f [M ]). 2

Úloha 10.1.11 Pro f ′(b) = ±∞ tvrzeńı neplat́ı.

Úloha 10.1.12 Tvrzeńı plat́ı i pro f ′(b) = 0, pokud f neńı konstantńı na
žádném okoĺı U(b, δ) ∩M .
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• Př́ıklady derivaćı. Zderivujeme
√
x ∈ F([0, +∞)). Necht’ a ≥ 0. Pak

(
√
x)′(a) = lim

x→a

√
x−
√
a

x− a
= lim
x→a

x− a
(x− a)(

√
x+
√
a)

= lim
x→a

1√
x+
√
a
.

Tedy (
√
x)′(a) = 1/(2

√
a) pro a > 0 a (

√
x)′(0) = +∞. Vid́ıme, že nevlastńı

derivace je slučitelná se spojitost́ı funkce v daném bodě.

Úloha 10.1.13 Spoč́ıtejte (
√
x)′−(a) i (

√
x)′+(a) pro každé a ≥ 0.

Úloha 10.1.14 (derivace konstant) Ukažte, že pro každé c ∈ R se k′c = k0.

Pro n ∈ N a c, d ∈ R zderivujeme funkci cxn + d ∈ F(R). Patrně

(cxn + d)′(a) = lim
x→a

(cxn + d)− (can + d)

x− a
= lim
x→a

cxn − can

x− a

= lim
x→a

c(x− a)(xn−1 + xn−2a+ · · ·+ an−1)

x− a
= lim

x→a
cxn−1 + lim

x→a
cxn−2a+ · · ·+ lim

x→a
can−1

= can−1 + can−2a+ · · ·+ can−1︸ ︷︷ ︸
n sč́ıtanc̊u

= cnan−1 .

Předposledńı a předpředposledńı rovnost plat́ı d́ıky aritmetice limit funkćı.

• Derivace jako unárńı operace na R. Připomı́náme, že R je množina všech
funkćı typu f : M → R s M ⊂ R. Z bodových hodnot derivace sestav́ıme novou
funkci.

Definice 10.1.15 (derivace funkce) Pro funkci f ∈ F(M) necht’ D(f) =
{x ∈ M | ∃f(x) ∈ R} (⊂ L(M) ∩ M). Funkci f ′ : D(f) → R s hodnotami
f(a) = (df/dx)(a) nazveme derivaćı (funkce f).

Např. pro
√
x ∈ F([0,+∞)) se (

√
x)′ = 1/(2

√
x) ∈ F((0,+∞)).

Úloha 10.1.16 Pro každou f ∈ R je f |D(f) ∈ C.

• Nespojité derivace. Sestroj́ıme funkci f ∈ R s f ′ 6∈ C. Necht’ a1 > b1 >
a2 > b2 > · · · > 0 maj́ı lim an = lim bn = 0 a an − bn = o(bn) (n → ∞).
Necht’ N = {0} ∪

⋃∞
n=1(bn, an) a necht’ funkce f ∈ F(N) má hodnoty f(0) = 0

a f(x) = x− bn pro x ∈ (bn, an).

Tvrzeńı 10.1.17 (nespojitá derivace) f ′ je v F(N) a je nespojitá, protože
f ′(0) = 0, jinde f ′(x) = 1 a 0 ∈ L(N).

Důkaz. Pro x ∈ (bn, an) se f ′(x) = (x − bn)′ = 1. Ale 0 ∈ L(N) a f ′(0) =

limx→0
f(x)
x = 0, nebot’ pro x ∈ (bn, an) je

∣∣ f(x)
x

∣∣ ≤ an−bn
bn

→ 0 (n→∞). 2

Úloha 10.1.18 Pokud umı́te derivovat elementárńı funkce, ukažte, že i funkce
f(x) = x2 sin(1/x), rozš́ıřená o hodnotu f(0) = 0, má derivaci f ′ ∈ F(R), která
neńı spojitá.
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10.2 O tečnách

Definujeme tečnu ke grafu funkce f ∈ F(M) v jeho bodu (b, f(b)). Graf funkce f
je množina bod̊u v rovině Gf = {(x, f(x)) | x ∈M} (⊂ R2). Podle naš́ı definice
funkce se f a Gf prakticky rovnaj́ı.

• Standardńı tečny. Obvyklá definice tečny je tato.

Definice 10.2.1 (standardńı tečna) Necht’ f ∈ F(M) je diferencovatelná
v b (∈ M ∩ L(M)). Tečnou k jej́ımu grafu v bodě (b, f(b)) rozumı́me př́ımku
` ⊂ R2 danou rovnićı

y = f ′(b) · (x− b) + f(b) (x ∈ R).

Je to př́ımka se sklonem f ′(b) (∈ R) procházej́ıćı bodem (b, f(b)). Jak v́ıme,
f ′(b) · (x− b) + f(b) je jediná lineárńı funkce aproximuj́ıćı funkci f(x) u bodu b
s přesnost́ı o(x− b) (x→ b).

Úloha 10.2.2 Napǐste rovnici tečny ke grafu funkce f(x) =
√
x v bodě (a,

√
a).

• Limitńı tečny. O tečnách se ř́ıká, že jsou nějakými limitami sečen, ale nikdy
se přesně neřekne jakými. Pojd’me to ted’ ř́ıci. Lehce se vid́ı, že každá nesvislá
př́ımka ` ⊂ R2 má jednoznačné vyjádřeńı ` = {(x, sx + b) | x ∈ R}, s, b ∈ R,
kde s je jej́ı sklon. Plat́ı v́ıce, funkce p : N → R2 daná jako

N 3 ` 7→ p(`) = (p1(`), p2(`)) = (s, b) ∈ R2

je bijekce mezi množinou N všech nesvislých př́ımek a R2.

Definice 10.2.3 (limity v N ) Pro (`n) ⊂ N a ` ∈ N ṕı̌seme lim `n = `,
pokud lim p1(`n) = p1(`) a lim p2(`n) = p2(`).

Úloha 10.2.4 Dokažte, že pro každé dva body (a, b), (a′, b′) ∈ R2, kde a 6= a′,
existuje jediná př́ımka ` v N , že (a, b) ∈ ` i (a′, b′) ∈ `.

Tuto př́ımku ` označ́ıme jako κ(a, b, a′, b′).

Definice 10.2.5 (limitńı tečna) Necht’ funkce f ∈ F(M), b ∈ M ∩ L(M)
a ` ∈ N . Pokud pro každou posloupnost (an) ⊂M \ {b} s lim an = b plat́ı podle
definice 10.2.3 limita př́ımek

limκ(b, f(b), an, f(an)) = ` ,

nazveme ` limitńı tečnou ke Gf v bodu (b, f(b)).

V této definici tečny tedy nepotřebujeme hodnotu derivace f ′(b).

Úloha 10.2.6 Když ` je limitńı tečna ke Gf v bodu (b, f(b)), pak (b, f(b)) ∈ `.
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Ukážeme, že standardńı a limitńı tečny splývaj́ı.

Věta 10.2.7 (tečna ⇐⇒ limitńı tečna) Necht’ f ∈ F(M), b ∈ M ∩ L(M)
a ` ∈ N . Př́ımka ` je tečna ke Gf v bodu (b, f(b)), právě když ` je limitńı tečna.

Důkaz. Necht’ f , b a ` jsou, jak uvedeno. Implikace ⇒. Předpokládáme, že
existuje f ′(b) ∈ R a že ` je dána rovnićı

y = f ′(b) · (x− b) + f(b) = f ′(b) · x+ f(b)− f ′(b)f(b) .

Bud’ dána posloupnost (an) ⊂M \ {b} s lim an = b. S cn = f(an)−f(b)
an−b je př́ımka

κn = κ(b, f(b), an, f(an)) dána rovnićı

y = cn(x− b) + f(b) = cnx+ f(b)− cnb .

Podle Heineho definice limity funkce je lim cn = f ′(b). Tedy lim(f(b) − cnb) =
f(b)− f ′(b)f(b) a plat́ı limita př́ımek limκn = `.

Implikace ⇐. Necht’ ` je dána rovnićı y = sx+ d a necht’ (an), cn a κn jsou
jako výše. Předpokládáme, že limκn = `, takže lim cn = s a lim(f(b) − cnb) =
f(b) − sb = d. Podle Heineho definice limity funkce se ale s = f ′(b). Takže
d = f(b)− f ′(b)b a ` je tečna ke Gf v bodě (b, f(b)). 2

• Tečna bez použit́ı bodu. Tečnu ke grafu funkce v jeho bodu lze definovat do-
konce i bez použit́ı tohoto bodu.

Věta 10.2.8 (bez použit́ı bodu) Necht’ f ∈ F(M), b ∈ M je OLB množiny
M a ` ∈ N . Př́ımka ` je tečna ke Gf v bodu (b, f(b)) ⇐⇒ pro každé dvě
posloupnosti (xn), (yn) ⊂ M splňuj́ıćı, že xn < b < yn a limxn = lim yn = b,
plat́ı podle definice 10.2.3 limita př́ımek limκ(xn, f(xn), yn, f(yn)) = `.

Důkaz. Necht’ f , b a ` jsou, jak uvedeno. Implikace ⇒. Necht’ u je tečna ke
Gg v bodu (a, g(a)) grafu rozš́ı̌rené funkce g. Podle definice 10.2.1 tedy existuje
g′(a) ∈ R, př́ımka u má sklon g′(a) a (a, g(a)) ∈ u. Pro reálná č́ısla r, s, t, v ≥ 0
s s, v > 0 plat́ı identita ve tvaru konvexńı kombinace

r + t

s+ v
=

s

s+ v
· r
s

+
v

s+ v
· t
v

=: α · r
s

+ β · t
v
, (KK)

kde č́ısla α ≥ 0 a β ≥ 0 jsou definována uvedenými zlomky a α+ β = 1. Necht’

(xn) a (yn) jsou posloupnosti v M(f) splňuj́ıćı, že limxn = lim yn = a & pro
každé n je xn < a < yn. Polož́ıme

r := g(a)− g(xn), s := a− xn, t := g(yn)− g(a) a v := yn − a .

Sklon sn nehlavńı sečny

un := κ(xn, g(xn), yn, g(yn))
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grafu Gg (či Gf ) je podle identity (KK) konvexńı kombinaćı sklon̊u hlavńıch
sečen

κ(xn, g(xn), a, g(a)) a κ(a, g(a), yn, g(yn)) .

Podle definice derivace pro n→∞ tyto dva sklony jdou k g′(a). Podle věty 4.3.8
tedy též lim sn = g′(a). Sečna un má parametry

un = `(sn, g(xn)− xn · sn) .

Plat́ı, že lim sn = g′(a) a lim xn = a. Protože g′(a) ∈ R, funkce g je spojitá v a
(tvrzeńı 10.1.7) a lim g(xn) = g(a). Tedy

lim
n→∞

un = `(g′(a), g(a)− a · g′(a)) = u .

Implikace 1 ⇒ 2. Předpokládáme, že plat́ı část 1. Sklon př́ımky u označ́ıme
jako s. Funkci f rozš́ı̌ŕıme do funkce g jednoznačnou hodnotou g(a) tak, že
(a, g(a)) ∈ u. Ukážeme, že g′(a) = s. Pak plat́ı část 2, protože u má sklon
g′(a) = s a procháźı bodem (a, g(a)). 2

Úloha 10.2.9 Když lim `n = `, (an, bn) ∈ `n, (a, b) ∈ ` & lim an = a, pak též
lim bn = b.

Úloha 10.2.10 Podmı́nka xn < b < yn (pro každé n) ve větě je podstatná.
Sestrojte tečnu ` ke Gf funkce f ∈ F(M) v bodu (b, f(b)) a dvě posloupnosti
(xn), (yn) ⊂ M \ {b} splňuj́ıćı, že xn 6= yn a limxn = lim yn = b, ale limita
př́ımek

limκ(xn, f(xn), yn, f(yn)) = `

neplat́ı.

10.3 Aritmetika derivaćı

• Lineárńı kombinace. Zderivujeme lineárńı kombinace funkćı. Dovoĺıme i ne-
vlastńı hodnoty derivaćı.

Tvrzeńı 10.3.1 (derivace násobku) Necht’ f ∈ R a b ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když c ∈M(f), když existuje derivace f ′(c) ∈ R∗ a když výraz bf ′(c) neńı
neurčitý, pak plat́ı rovnost

(bf)′(c) = bf ′(c) .

2. Pro b 6= 0 se (bf)′ = bf ′. Pro b = 0 se (0f)′ = 0f .
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Důkaz. 1. Snadno to plyne z části 2 věty 7.3.7,

(bf)′(c) = lim
x→c

b · f(x)− f(c)

x− c
= bf ′(c) .

2. Pro b 6= 0 se D(bf) = D(f) a máme instanci části 1. Pro b = 0 je 0f
konstantně nulová funkce na M(f), což je i jej́ı derivace. 2

Přejdeme k derivaci součtu. Ke známé formulce (f + g)′ = f ′ + g′ muśıme
v našem obecném pojet́ı derivaćı a funkćı přistupovat obezřetně.

Úloha 10.3.2 Obecně neplat́ı, že (f + g)′ = f ′ + g′. Uved’te př́ıklady neinkluźı
D(f + g) 6⊂ D(f) ∩D(g) a D(f) ∩D(g) 6⊂ D(f + g).

Tvrzeńı 10.3.3 (derivace součtu) Necht’ f, g ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když c ∈ M(f + g) je limitńı bod této množiny, když existuj́ı derivace
f ′(c), g′(c) ∈ R∗ a když výraz f ′(c) + g′(c) neńı neurčitý, pak plat́ı rovnost

(f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c) .

2. Globálně se

(f + g)′ |M(f ′ + g′) = (f ′ + g′) |M((f + g)′) .

Definičńı obor tu je

M(f ′ + g′) ∩M((f + g)′) = D(f) ∩D(g) ∩D(f + g) .

Důkaz. 1. Snadno to plyne z části 1 věty 7.3.7,

(f + g)′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c) + g(x)− g(c)

x− c
= f ′(c) + g′(c) .

2. Pro c ∈ D(f) ∩ D(g) ∩ D(f + g) máme instanci části 1. Dostáváme tak
uvedenou rovnost zúžeńı funkćı. 2

Např́ıklad se tedy

(sgn(x) +
√
x)′(0) = sgn′(0) + (

√
x)′(0) = +∞+ (+∞) = +∞ .

Úloha 10.3.4 (sgn(x)−
√
x)′(0) =?

Společné zobecněńı obou předešlých tvrzeńı ponecháváme jako úlohu.

Úloha 10.3.5 Dokažte následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 10.3.6 (derivace lineárńı kombinace) Necht’ f, g ∈ R & a, b ∈
R. Plat́ı následuj́ıćı.
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1. Když c ∈ M(af + bg) je limitńı bod této množiny, když existuj́ı derivace
f ′(c), g′(c) v R∗ & když výraz af ′(c) + bg′(c) neńı neurčitý, pak plat́ı
rovnost

(af + bg)′(c) = af ′(c) + bg′(c) .

2. Globálně se (af + bg)′ |M(af ′ + bg′) = (af ′ + bg′) |M((af + bg)′).

• Derivace součin̊u a pod́ıl̊u. Uvedeme, v našem pojet́ı, známý vzorec pro deri-
vaci součinu. V nějaké podobě ho poprvé odvodil německý filozof a matematik
G. W. Leibniz, o němž ṕı̌seme v odd́ılu C.1. Značeńı fg samozřejmě znamená
součin funkćı f · g.

Věta 10.3.7 (Leibniz̊uv vzorec) Necht’ f, g ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když c ∈M(fg) je limitńı bod této množiny, když existuj́ı derivace f ′(c),
g′(c) v R∗, když funkce f nebo funkce g je v c spojitá a když výraz f ′(c) ·
g(c) + f(c) · g′(c) neńı neurčitý, pak plat́ı rovnost

(fg)′(c) = f ′(c) · g(c) + f(c) · g′(c) .

2. Globálně se

(fg)′ |M(f ′g + fg′) = (f ′g + fg′) |M((fg)′) .

Definičńı obor tu je D(f) ∩D(g) ∩D(fg).

Důkaz. 1. Necht’ f , g a c jsou, jak uvedeno. Předpokládáme, že g je v c spojitá.
Argument pro spojitou f je podobný (úloha 10.3.8). Podle předpoklad̊u a podle
část́ı 1 a 2 věty 7.3.7 se

(fg)′(c) = lim
x→c

f(x)g(x)− f(c)g(c)

x− c

= lim
x→c

(f(x)− f(c))g(x) + f(c)(g(x)− g(c))

x− c

= lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
· lim
x→c

g(x) + f(c) · lim
x→c

g(x)− g(c)

x− b
g je spoj. v c

= f ′(c) · g(c) + f(c) · g′(c) .

2. Pro c ∈ D(f)∩D(g)∩D(fg) a d́ıky tomu, že diferencovatelnost implikuje
spojitost (tvrzeńı 10.1.7 a ??), máme instanci části 1. Dostáváme tak uvedenou
rovnost zúžeńı funkćı. 2

Úloha 10.3.8 Dokažte větu, když v c je spojitá funkce f . Vymyslete co možná
nejjednodušš́ı argument.

172



Úloha 10.3.9 Předpoklad spojitosti v bodu c nelze pominout. Vezměme si funkce
f, g : R→ R, kde

f(x) = −g(x) := sgnx . . . x 6= 0, f(0) := − 1
2 a g(0) := 1

2 .

Ukažte, že pro c = 0 a tyto funkce se pravá strana Leibnizova vzorce rovná
(+∞) · 1

2 + (− 1
2 ) · (−∞) = +∞+ (+∞) = +∞ a že levá neexistuje.

Věta 10.3.10 (derivace pod́ılu) Necht’ f, g ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když c ∈M(f/g) je limitńı bod této množiny, když existuj́ı derivace f ′(c),

g′(c) v R∗, když funkce g je spojitá v c a když výraz f ′(c)·g(c)−f(c)·g′(c)
g(c) neńı

neurčitý, pak plat́ı rovnost

(f/g)′(c) =
f ′(c) · g(c)− f(c) · g′(c)

g(c)2
.

2. Globálně se

(f/g)′ |M
(
f ′g−fg′

g

)
= f ′g−fg′

g2 |M((f/g)′) .

Definičńı obor tu je D(f) ∩D(g) ∩D(f/g).

Důkaz. 1. Necht’ f , g a c jsou, jak uvedeno, speciálně g(c) 6= 0. Podle předpoklad̊u
a podle části 3 věty 7.3.7 se

(f/g)′(c) = lim
x→c

f(x)/g(x)− f(c)/g(c)

x− c
=

lim
x→c

f(x)g(b)− f(c)g(c) + f(c)g(c)− f(c)g(x)

g(x)g(c)(x− c)
=

lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
lim
x→c

g(c)

g(x)g(c)
− lim
x→c

f(c)

g(x)g(c)
lim
x→c

g(x)− g(c)

x− c
g je spoj. v c

=
f ′(c)g(c)− f(c)g′(c)

g(c)2
.

2. Pro c ∈ D(f)∩D(g)∩D(f/g) a d́ıky tomu, že diferencovatelnost implikuje
spojitost (tvrzeńı 10.1.7 a ??), máme instanci části 1. Dostáváme tak uvedenou
rovnost zúžeńı funkćı. 2

Úloha 10.3.11 Jako v úloze 10.3.9 uved’te př́ıklad funkćı, které ukazuj́ı, že
předpoklad spojitosti g v c nelze vynechat.

Úloha 10.3.12 Dokažte následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 10.3.13 (logaritmická derivace) Necht’ f1, . . . , fn s n ∈ N jsou
v R a f :=

∏n
i=1 fi. Plat́ı následuj́ıćı.
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1. Když c ∈ M(1/f) je limitńı bod této množiny, když existuj́ı derivace
f ′i(c) ∈ R∗ a když nejvýše jedna funkce fi neńı spojitá v c, pak plat́ı rovnost

f ′(c)

f(c)
=

n∑
i=1

f ′i(c)

fi(c)
.

2. Globálně se

(f ′/f) |M
(∑n

i=1(f ′i/fi)
)

=
∑n
i=1(f ′i/fi) |M(f ′/f) .

Definičńı obor tu je D(f) ∩M(1/f) ∩
⋂n
i=1D(fi).

Pod́ıl f ′/f je logaritmická derivace (funkce f). Proč, to plyne z úlohy 10.5.11.

10.4 Derivace složenin a inverz̊u

Připomı́náme, že pro funkce f, g ∈ R jejich složenina f(g) je funkce

f(g) : M(f(g))→ R, f(g)(x) = f(g(x)) ,

kde M(f(g)) = g−1[g[M(g)] ∩M(f)].
Pro prostou funkci f ∈ R, takže f : M(f)→ R s M(f) ⊂ R, je jej́ı inverzńı

funkce (inverz) f−1 : f [M(f)]→ R dána předpisem

f−1(y) := x ⇐⇒ f(x) = y .

Když f neńı prostá, inverz f−1 neńı definovaný.

• Derivace složeniny. Prozkoumáme vztah derivace k těmto dvěma operaćım na
R. Začneme skládáńım.

Věta 10.4.1 ((f(g))′) Necht’ f, g ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když c ∈ M(f(g)) je limitńı bod této množiny, když existuj́ı derivace
g′(c), f ′(g(c)) ∈ R∗, když g je spojitá v c a když výraz f ′(g(c)) · g′(c) neńı
neurčitý (ani 0 · (±∞), ani (±∞) · 0), pak plat́ı rovnost

(f(g))′(c) = f ′(g(c)) · g′(c) .

2. Globálně se

(f(g))′ |M
(
f ′(g) · g′

)
= f ′(g) · g′ |M

(
(f(g))′

)
.

Definičńı obor tu je D(f(g)) ∩M(f ′(g)) ∩D(g).

Důkaz. 1. Necht’ f , g a c jsou, jak uvedeno. Nejprve předpokládáme, že pro
nějaké δ se na U(c, δ) ∩M(g) funkce g rovná konstantně g(c). Pak g′(c) = 0 i

(f(g))′(c) = lim
x→c

f(g(x))− f(g(c))

x− c
= lim
x→c

f(g(c))− f(g(c))

x− c
= 0 .
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Takže dokazovaná rovnost plat́ı jako 0 = f ′(g(c)) · 0, protože f ′(g(c)) ∈ R.
Necht’ naopak pro každé δ existuje x ∈ U(c, δ) ∩ M(g), že g(x) 6= g(c).

Polož́ıme
G := {x ∈M(g) | g(x) = g(c)} = Z(g(x)− g(c)) .

V rovnosti (0) ńıže použijeme tvrzeńı 5.2.13 o limitě restrikce, v rovnosti (1)
část 2 věty 7.3.7 o aritmetice limit funkćı a v rovnosti (2) větu 7.4.1 o limitě
složené funkce. Dostáváme, že se derivace

(f(g))′(c) = lim
x→c

f(g(x))− f(g(c))

x− c︸ ︷︷ ︸
d(x)

(0)
= lim

x→c

f(g(x))− f(g(c))

x− c

∣∣∣∣ (M(g) \G)︸ ︷︷ ︸
a(x)

(1)
= lim

x→c

f(g(x))− f(g(c))

g(x)− g(c)︸ ︷︷ ︸
b(x)

· lim
x→c

g(x)− g(c)

x− c︸ ︷︷ ︸
c(x)

(2)
= lim

y→g(c)

f(y)− f(g(c))

y − g(c)︸ ︷︷ ︸
e(y)

· g′(c) = f ′(g(c)) · g′(c) .

Zde rovnost limx→c d(x) = limx→c a(x) plat́ı d́ıky tvrzeńı 5.2.13. Ve smyslu
součinu funkćı podle definice 5.4.3 plat́ı rovnost funkćı a(x) = b(x) · c(x). Podle
části 2 věty 7.3.7 tak plat́ı rovnost limx→c a(x) = limx→c b(x) · limx→c c(x).
Rovnost limx→c b(x) = limy→g(c) e(y) plat́ı podle věty 7.4.1, protože b(x) =
e(g(x)) a protože se limx→c g(x) = g(c) podle předpokladu spojitosti funkce g
v c (tvrzeńı 7.2.3). Rovnost limy→g(c) e(y) = f ′(g(c)) plat́ı podle předpokladu
o existenci derivace f ′(g(c)). Ze stejného d̊uvodu plat́ı, že se limx→c c(x) = g′(c).
Součin obou hodnot neńı neurčitý výraz a má definovanou hodnotu.

2. Pro c v uvedeném definičńım oboru máme instanci části 1, i d́ıky tomu,
že g′(c) ∈ R implikuje spojitost g v c. 2

Úloha 10.4.2 Vyjádřete definičńı obor M(f ′(g)).

Úloha 10.4.3 Ukažte pomoćı př́ıkladu, že bez předpokladu spojitosti funkce g
v c věta neplat́ı.

• Derivace inverzńı funkce. Necht’ f ∈ R. Řekneme, že funkce f roste, resp.
klesá, v bodě a ∈M(f), pokud existuje δ, že pro každé x ∈ P−(a, δ) ∩M(f) je
f(x) < f(a) a pro každé x ∈ P+(a, δ)∩M(f) je f(x) > f(a), resp. plat́ı opačné
nerovnosti. Pro derivováńı inverzńı funkce potřebujeme následuj́ıćı výsledek.
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Tvrzeńı 10.4.4 (1/0) a ∈M ⊂ R, a je limitńı bod množiny M & f : M → R
je funkce s derivaćı f ′(a) = 0. Pak

lim
x→a

1
f(x)−f(a)

x−a

=

{
+∞ . . . f v a roste &
−∞ . . . f v a klesá .

Důkaz. Necht’ f v a klesá a je dáno c < 0. Podle předpoklad̊u existuje δ, že
plat́ı implikace

x ∈ P−(a, δ) ∩M ⇒ f(x) > f(a) ∧
∣∣∣∣f(x)− f(a)

x− a

∣∣∣∣ < 1

|c|
a že plat́ı implikace, která vznikne z této změnou exponentu − na + a nerovnosti

> na <. Pro každé x ∈ P (a, δ) ∩M je f(x)−f(a)
x−a < 0, takže

x ∈ P (a, δ) ∩M ⇒ 1
f(x)−f(a)

x−a

<
1

1/c
= c

a uvažovaná limita je −∞. Pro f rostoućı v a je argument podobný. 2

Věta 10.4.5 ((f−1)′) Necht’ a ∈M ⊂ R, a je limitńı bod množiny M , f : M →
R je prostá funkce s derivaćı f ′(a) ∈ R∗ & inverzńı funkce f−1 : f [M ] → M je
spojitá v bodu b := f(a). Plat́ı následuj́ıćı.

1. Když f ′(a) ∈ R \ {0}, pak f−1 má derivaci

(f−1)′(b) =
1

f ′(a)
=

1

f ′(f−1(b))
∈ R .

2. Když f ′(a) = 0 & f roste, resp. klesá, v bodě a, pak f−1 má derivaci

(f−1)′(b) = +∞, resp. −∞ .

3. Když f ′(a) = ±∞ & b je limitńı bod množiny f [M ], pak f−1 má derivaci

(f−1)′(b) = 0 .

Důkaz. Necht’ a, M , f a b jsou, jak uvedeno. Polož́ıme

f0 := f−1 | (f [M ] \ {b}) : f [M ] \ {b} →M \ {a} .

Nı́že plat́ı podle věty 7.4.1 v rovnosti (1), d̊usledku 7.4.12 v rovnosti (2) a tvr-
zeńı 10.4.4 v rovnosti (3), že skutečně

(f−1)′(b) = lim
y→b

f−1(y)− f−1(b)

y − b︸ ︷︷ ︸
z(y)

= lim
y→b

(
x− a

f(x)− f(a)︸ ︷︷ ︸
w(x)

◦f0(y)

)

(1)
= lim

x→a

x− a
f(x)− f(a)

= lim
x→a

1
f(x)−f(a)

x−a

=


(2)
= 1

limx→a
f(x)−f(a)

x−a

= 1/f ′(a) . . . část 1 a 3 &

(3)
= ±∞ . . . část 2 .
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Výpočet zd̊uvodńıme. Bod b je limitńım bodem definičńıho oboru f [M ] funkce
f−1, a inverz tak můžeme v b derivovat, podle věty ?? a úlohy 10.1.12 v části
1 a 2 a podle předpokladu v části 3 (samotná existence nevlastńı derivace f ′(a)
to nezaruč́ı, viz úloha 10.1.11). V rovnosti (1) se věta 7.4.1 aplikuje na složenou
funkci

z(y) = w(x) ◦ f0(y) : f [M ] \ {b} → R ,

kde w : M \ {a} → R. Jak už v́ıme, b je limitńı bod definičńıho oboru funkce
f0. Dále je a limitńı bod definičńıho oboru funkce w, limy→b f0(y) = a d́ıky
spojitosti funkce f−1(y) v b a limx→a w(x) = 1/f ′(a) v části 1 a 3 podle rovnosti
(2). Podmı́nka 1 věty 7.4.1 plat́ı, protože a nelež́ı v definičńım oboru vněǰśı
funkce w. Věta 7.4.1 je tedy použita správně. Část 2 plyne z rovnosti (3). 2

Úloha 10.4.6 Prozkoumejte, co se stane, když se vynechá předpoklad spojitosti
inverzu v b.

10.5 Derivace elementárńıch funkćı

Závěrem kapitoly o derivaćıch odvod́ıme (popř. odvod́ıte v úlohách) vzorce pro
derivace elementárńıch funkćı z odd́ılu ??. Už umı́me zderivovat xn pro n ∈ N0.
Podle tvrzeńı ?? se na R pro n > 0

(xn)′ = nxn−1 a (x0)′ = 1′ = 0 .

• Exponenciála, sinus a kosinus. Pro ně potřebujeme umět zderivovat mocnin-
nou řadu. Následuj́ıćı př́ımý argument využ́ıvá algebraickou identitu

xn − yn = (x− y)
∑n
i=0 x

iyn−1−i, n ∈ N .

Už jsme ji použili v d̊ukazu věty 8.5.3 i jinde.

Věta 10.5.1 (derivace moc. řad) Necht’ reálné koeficienty an v mocninné
řadě

∑∞
n=0 anx

n splňuj́ı, že

lim
n→∞

|an|1/n = 0 .

Pak jej́ı součet
S(x) :=

∑∞
n=0 anx

n : R→ R

(viz věta 8.5.3) má derivaci S′ : R→ R a ta je dána vztahem

S′(x) =
∑∞
n=1 nanx

n−1 .

Důkaz. Z d̊ukazu věty 8.5.3 v́ıme, že pro každé reálné x řada S(x) absolutně
konverguje. Tedy i řada v rovnici pro S′(x) je AK (úloha 10.5.2). Necht’ x, h ∈ R
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s h 6= 0. Pak∣∣∣∣S(x+ h)− S(x)

h
−
∞∑
n=1

nanx
n−1

∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
n=1

|an| ·
∣∣∣∣ n−1∑
j=0

(x+ h)jxn−1−j − nxn−1

∣∣∣∣ =

=

∞∑
n=2

|an| ·
∣∣∣∣ n−1∑
j=1

j∑
i=1

(
j

i

)
hixn−1−i

∣∣∣∣
= |h|

∞∑
n=2

|an| ·
∣∣∣∣ n−1∑
j=1

j∑
i=1

(
j

i

)
hi−1xn−1−i

∣∣∣∣
≤ |h|

∞∑
n=2

|an| ·
n−1∑
j=1

j∑
i=1

(
j

i

)
yi−1yn−1−i, kde y := 1 + |h|+ |x| ,

≤ |h|
∞∑
n=2

|an|yn−2 ·
n−1∑
j=1

2j ≤ |h|
∞∑
n=2

|an|(2y)n → 0

pro h→ 0. Tedy S′(x) = limh→0
S(x+h)−S(x)

h =
∑∞
n=1 nanx

n−1. 2

Úloha 10.5.2 Proč je ta řada AK?

Úloha 10.5.3 Zd̊uvodněte všechny nerovnosti a rovnosti v d̊ukazu.

Úloha 10.5.4 Odvod’te z věty d̊usledek ńı̌ze.

Důsledek 10.5.5 (expx, cosx a sinx) Tyto funkce maj́ı na R derivace

(expx)′ = expx, (cosx)′ = − sinx a (sinx)′ = cosx .

• Vzorec pro derivaci pod́ılu. Zderivujeme j́ım tangens a kotangens a xn.

Tvrzeńı 10.5.6 (derivace tanx) Tato funkce má derivaci

(tanx)′ =
1

(cosx)2
: R \ Z(cosx) = R \ {(2k + 1)π/2 | k ∈ Z} → R .

Důkaz. Tvrzeńı ??, d̊usledek 10.5.5 a identita sin2 x + cos2 x = 1 dávaj́ı na
R \ Z(cosx) vztah

(tanx)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

cosx · cosx− sinx · (− sinx)

cos2 x
=

1

cos2 x
.

2
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Úloha 10.5.7 (cotx) Tato funkce má na R \ Z(sinx) derivaci −1/ sin2 x.

Tvrzeńı 10.5.8 (xn pro n < 0) Pro každé n ∈ Z s n < 0 plat́ı na R \ {0}
vztah (xn)′ = nxn−1.

Důkaz. Skutečně, pro každé n ∈ N je

(x−n)′ =

(
1

xn

)′
=

0 · xn − 1 · nxn−1

x2n
= − n

xn+1
= (−n)x−n−1 .

2

• Složené funkce a inverzy. Několik derivaćı elementárńıch funkćı spočteme po-
moćı vzorc̊u pro derivaci složenin a inverz̊u.

Tvrzeńı 10.5.9 (arctanx) Tato funkce má na R derivaci 1/(1 + x2).

Důkaz. Z d̊usledku ??, tvrzeńı 10.5.6 a identity cos2 x = 1/(1+tan2 x) dostáváme
na R vztah

(arctanx)′ =
1

(tan)′(arctanx)
= cos2(arctanx) =

1

1 + x2
.

2

Tvrzeńı 10.5.10 (log x) Tato funkce má na (0,+∞) derivaci 1/x.

Důkaz. Z d̊usledk̊u ?? a 10.5.5 dostáváme na (0,+∞) vztah

(log x)′ =
1

(exp)′(log x)
=

1

exp(log x)
=

1

x
.

2

Úloha 10.5.11 (logaritmická derivace) Necht’ a ∈ M ⊂ R, a je limitńı bod
množiny M , f : M → (0,+∞) je funkce spojitá v a & necht’ existuje derivace

f ′(a) ∈ R∗. Pak existuje derivace
(

log(f(x))
)′

(a) ∈ R∗ & plat́ı rovnost

(
log(f(x))

)′
(a) =

f ′(a)

f(a)
.

Tvrzeńı 10.5.12 (arcsinx) Tato funkce má na (−1, 1) derivaci 1/
√

1− x2.

Důkaz. Z d̊usledk̊u ?? a 10.5.5 a identity cosx =
√

1− sin2 x platné na (−1, 1)
dostáváme na tomto intervalu vztah

(arcsinx)′ =
1

(sin)′(arcsinx)
=

1

cos(arcsinx)
=

1√
1− x2

.

2
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Úloha 10.5.13 (arccotx, log |x| a arccosx) Tyto funkce maj́ı následuj́ıćı de-
rivace.

1. (arccotx)′ = −1/(1 + x2) na R.

2. (log |x|)′ = 1/x na R \ {0}.

3. (arccosx)′ = −1/
√

1− x2 na (−1, 1).

Tvrzeńı 10.5.14 (derivace xb) Pro každý exponent b ∈ R \ Z plat́ı pro každé
x > 0 vztah (xb)′ = bxb−1.

Důkaz. Skutečně,(
xb
)′

=
(

exp(b log x)
)′

= exp′(b log x) ·
(
b log x

)′
= exp(b log x) · b/x = bxb−1 .

V prvńı rovnosti jsme použili definici 5.3.11, ve druhé d̊usledek ??, ve třet́ı
d̊usledky 10.5.5 a 10.3.6 a tvrzeńı 10.5.10 a konečně ve čtvrté tvrzeńı 5.3.13. 2

• Shrnut́ı derivačńıch vzorc̊u.

F F ′ podmı́nky
af + bg af ′ + bg′ d̊usledek 10.3.6
fg f ′g + gf ′ d̊usledek ??
f/g (f ′g − fg′)/g2 d̊usledek ??
f(g) f ′(g) · g′ d̊usledek ??
f−1 1/f ′(f−1) d̊usledek ??

f f ′ podmı́nky
expx expx na R
sinx cosx na R
cosx − sinx na R
arctanx 1/(1 + x2) na R
arccotx −1/(1 + x2) na R
xn nxn−1 na R, n ∈ N
c 0 na R
xn nxn−1 na R \ {0}, n ∈ Z s n < 0
log |x| 1/x na R \ {0}
xb bxb−1 na (0, +∞), b ∈ R \ Z
log x 1/x na (0, +∞)
tanx 1/(cosx)2 na R \ {kπ + π/2 | k ∈ Z}
cotx −1/(sinx)2 na R \ {kπ | k ∈ Z}
arcsinx 1/

√
1− x2 na (−1, 1)

arccosx −1/
√

1− x2 na (−1, 1)

Úloha 10.5.15 Pro x > 0 spoč́ıtejte derivaci
(
xx
)′

.
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Úloha 10.5.16 Pro pevné a > 0 a x ∈ R spoč́ıtejte derivaci
(
ax
)′

.

Úloha 10.5.17 Zderivujte funkce 3x2−5x+1
x2+x+1 , exp(tan(

√
x)) a |x2 − 1|.

Úloha 10.5.18 Dokažte tvrzeńı ??.
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Kapitola 11

Přednáška 8. Věty o středńı
hodnotě

Kapitola o osmé přednášce se věnuje větám o středńı hodnotě a jejich použit́ım.
V odd́ılu 11.1 uvedeme a dokážeme tři takové věty, Rolleovu 11.1.1, Lagrange-
ovu 11.1.4 a Cauchyovu 11.1.7.

11.1 Tři věty o středńı hodnotě

Dokážeme tři věty popisuj́ı situace, kdy konfigurace hodnot funkćı vynucuj́ı jisté
hodnoty derivaćı.

• Rolleova věta. Prvńı z nich se názvem odkazuje na francouzského matematika
M. Rolleho. Ṕı̌seme o něm v odd́ılu C.1.

Věta 11.1.1 (Rolleova) Necht’ a < b, f : [a, b] → R je spojitá funkce, pro
každé c ∈ (a, b) existuje derivace f ′(c) ∈ R∗ (m̊uže být nevlastńı) & f(a) = f(b).
Pak

∃ c ∈ (a, b)
(
f ′(c) = 0

)
.

Důkaz. Když je f konstantńı, tedy f(x) = f(a) = f(b) pro každé x ∈ [a, b],
pak f ′(x) = 0 pro každé x ∈ (a, b).

Necht’ f neńı konstantńı a pro nějaké x0 ∈ (a, b) je f(x0) > f(a) = f(b).
Př́ıpad, že f(x0) < f(a) = f(b), se probere podobně. Podle věty 8.4.2 funkce f
nabývá v nějakém bodu c ∈ [a, b] svou největš́ı hodnotu. Protože f(c) ≥ f(x0),
je a < c < b. Protože c je OLB intervalu [a, b] a existuje derivace f ′(c), podle
věty 10.1.5 se f ′(c) = 0. 2

Úloha 11.1.2 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 11.1.3 (dva protipř́ıklady) Necht’ a < b jsou reálná č́ısla.
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1. Existuje funkce f : [a, b]→ R, že f(a) = f(b), f je na [a, b) spojitá & f je
na (a, b) diferencovatelná, ale f ′ 6= 0 na (a, b).

2. Pro každé d ∈ (a, b) existuje funkce f : [a, b] → R, že f(a) = f(b), f je
spojitá, f je diferencovatelná na (a, b) \ {d} & derivace f ′(d) neexistuje,
ale f ′ 6= 0 na (a, b) \ {d}.

• Lagrangeova věta. Tato věta o středńı hodnotě se nejčastěji použ́ıvá.

Věta 11.1.4 (Lagrangeova) Necht’ a < b, f : [a, b] → R je spojitá funkce &
pro každé c ∈ (a, b) existuje derivace f ′(c) ∈ R∗ (m̊uže být nevlastńı). Pak

∃ c ∈ (a, b)

(
f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a

)
.

Důkaz. Necht’ z := f(b)−f(a)
b−a & g(x) := f(x) − (x − a) · z. Lehce se ověř́ı,

že g(x) splňuje předpoklady Rolleovy věty, zejména g(a) = g(b) = f(a). Tedy
0 = g′(c) = f ′(c)− z pro nějaké c ∈ (a, b) a jsme hotovi. 2

Geometricky to znamená, že existuje tečna ke Gf v nějakém bodu, která je
rovnoběžná se sečnou κ(a, f(a), b, f(b)).

Úloha 11.1.5 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 11.1.6 (daľśı dva protipř́ıklady) Necht’ a < b jsou reálná č́ısla.

1. Existuje funkce f : [a, b]→ R, že f(a) > f(b), f je na [a, b) spojitá & f je
na (a, b) diferencovatelná, ale f ′ = 0 na (a, b).

2. Pro každé d ∈ (a, b) existuje funkce f : [a, b] → R, že f(a) > f(b), f
je na [a, b] spojitá, f je diferencovatelná na (a, b) \ {d} & derivace f ′(d)
neexistuje, ale f ′ = 0 na (a, b) \ {d}.

• Cauchyova věta. V ńı figuruj́ı dvě funkce.

Věta 11.1.7 (Cauchyova) Necht’ a < b, f, g : [a, b] → R jsou spojité funkce,
pro každé c ∈ (a, b) existuj́ı derivace f ′(c) ∈ R∗ (m̊uže být nevlastńı) & g′(c) ∈ R
(muśı být vlastńı) & g(a) 6= g(b). Pak

∃ c ∈ (a, b)

(
f ′(c) =

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
· g′(c)

)
.

Důkaz. Necht’ z := f(b)−f(a)
g(b)−g(a) & h(x) := f(x)− z · (g(x)− g(a)). Lehce se ověř́ı,

že h(x) splňuje předpoklady Rolleovy věty, zejména h(a) = h(b) = f(a). Tedy
0 = h′(c) = f ′(c)− z · g′(c) pro nějaké c ∈ (a, b) a jsme hotovi. 2

Úloha 11.1.8 Kde by vadilo, kdyby derivace funkce g byla nekonečná?
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11.2 Logaritmus neńı P-rekurentńı

Pomoćı Rolleovy, a vlastně i Lagrangeovy, věty o středńı hodnotě dokážeme, že
posloupnost (log n) neńı P-rekurentńı. P-rekurentńı posloupnosti pochopitelně
nejprve definujeme.

• P-rekurentńı posloupnosti. Jde o zobecněńı konstantně rekurentńıch posloup-
nost́ı z odd́ılu 6.2.

Definice 11.2.1 (P-rekurence) (an) ⊂ R je P-rekurentńı posloupnost, pokud
existuj́ı polynomy pi ∈ R[x], i ∈ [k] a k ∈ N, které nejsou všechny nulové a pro
něž plat́ı, že

∀n
(
n ≥ k ⇒

∑k
i=1 pi(n)an−i+1 = 0

)
.

Např́ıklad posloupnost hodnot faktoriálu

(an) := (n!) = (1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, . . . )

je P-rekurentńı, protože plat́ı, že

n ≥ 2⇒ an − n · an−1 = 0 .

Úloha 11.2.2 Nahrad́ıme-li v předešlé definici v předpokladu implikace č́ıslo k
libovolným celým č́ıslem n0 ≥ k, dostaneme ekvivalentńı definici.

• Posloupnost (log n) = (0, log 2, log 3, . . . ). Dokážeme, že neńı P-rekurentńı.
Vyjdeme z následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 11.2.3 (nenulová racionálńı funkce) Necht’

f(x) := r(x) +
∑k
j=1 cj log(x− j + 1) ,

kde r ∈ R(x), k ∈ N, cj ∈ R a č́ısla cj nejsou všechna nulová, je elementárńı
funkce s přirozeným definičńım oborem M := (k−1,+∞)\Z, kde Z jsou reálné
kořeny jmenovatele funkce r(x). Potom racionálńı funkce

f ′ : D(f) = M → R

neńı nulová.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že f ′ je nulová racionálńı funkce a že ck 6= 0
(což můžeme předpokládat). Tedy pro nějaké δ je restrikce

f ′ : (k − 1, k − 1 + δ)→ R

konstantně nulová funkce. To ovšem podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě
implikuje (viz později), že restrikce

f : (k − 1, k − 1 + δ)→ R
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je konstantńı funkce. Ale limx→k−1 log(x − k + 1) = −∞ a limx→k−1 r(x) ∈ R
nebo je ±∞, takže

lim
x→k−1

f(x) = ±∞

(úloha 11.2.4) a f rozhodně neńı lokálně konstantńı. 2

Úloha 11.2.4 Dokažte, že limx→k−1 f(x) = ±∞.

Z tvrzeńı odvod́ıme tuto větu.

Věta 11.2.5 (jen omezené nulové body) Necht’

f(x) := r(x) +
∑k
j=1 pj(x) log(x− j + 1) ,

kde r ∈ R(x), k ∈ N, pj ∈ R[x] a polynomy pj nejsou všechny nulové, je
elementárńı funkce s přirozeným definičńım oborem M := (k− 1,+∞) \Z, kde
Z jsou reálné kořeny jmenovatele funkce r(x). Potom neexistuje posloupnost
(an) ⊂M s a1 < a2 < . . . a lim an = +∞, že

∀n
(
f(an) = 0

)
.

Funkce f tedy nemá libovolně velké nulové body.

Důkaz. Postupujeme indukćı podle stupně deg f těchto funkćı, který definujeme
jako součet

deg f :=
∑

j∈[k]∧pj 6=0

deg pj

stupň̊u nenulových polynomů pj(x). Vezmeme nejmenš́ı protipř́ıklad k větě, to
jest funkci f(x) uvažovaného typu s nejmenš́ım stupněm deg f ∈ N0, pro kterou
existuje uvedená posloupnost (an) ⊂ M nulových bod̊u jdoućı do nekonečna.
Pokud Z 6= ∅, můžeme předpokládat, že a1 > max(Z) (úloha 11.2.6). Použijeme
Rolleovu větu o středńı hodnotě (jak? — úloha 11.2.7) a dostaneme takovou
posloupnost (bn) ⊂M , že

a1 < b1 < a2 < b2 < a3 < · · · ∧ ∀n
(
f ′(bn) = 0

)
.

Derivace funkce f tedy má také libovolně velké nulové body. To je ale spor. Pro
deg f = 0 máme spor d́ıky tvrzeńı 11.2.3, protože pak f ′ je nenulová racionálńı
funkce, která ale má jen konečně mnoho nulových bod̊u. Pro deg f > 0 máme
spor s minimalitou protipř́ıkladu f , protože f ′ je opět funkce uvažovaného typu,
která ale má deg f ′ < deg f (úloha 11.2.8). 2

Úloha 11.2.6 Proč potřebujeme, aby bylo a1 > max(Z), a proč to m̊užeme
předpokládat?

Úloha 11.2.7 Jak přesně v předešlém d̊ukazu použijeme Rolleovu větu?
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Úloha 11.2.8 Proč je f ′ uvažovaného typu a proč má menš́ı stupeň než f?

Dokazovanou vlastnost posloupnosti (log n) už z věty 11.2.5 snadno źıskáme.

Důsledek 11.2.9 (log neńı P-rek.) Posloupnost (log n) neńı P-rekurentńı.

Důkaz. Pro spor necht’ tato posloupnost je P-rekurentńı. Tedy existuj́ı poly-
nomy pj ∈ R[x], j ∈ [k] a k ∈ N, které nejsou všechny nulové a pro každé n ≥ k
plat́ı, že

k∑
j=1

pj(n) log(n− j + 1) = 0 .

Pak ale funkce

f(x) :=

k∑
j=1

pj(x) log(x− j + 1): (k − 1, +∞)→ R

má, v rozporu s větou 11.2.5, neomezené nulové body x := n ∈ N, n ≥ k. 2

Úloha 11.2.10 Zobecněte předchoźı d̊usledek na posloupnosti (log(n+ c)), kde
c > −1 je reálná konstanta.

Tento odd́ıl je založený na autorově preprintu [89].

11.3 Monotonie a l’Hospitalovo pravidlo

Pomoćı vět o středńı hodnotě ukážeme, jak poznat intervaly monotonie funkce
z jej́ı derivace a jak derivace rozšǐrovat. Také dokážeme l’Hospitalovo pravidlo,
což je metoda pro poč́ıtáńı limit neurčitých funkčńıch výraz̊u 0

0 a ∞∞ .

• Derivace a intervaly monotonie funkćı. Pro množinu M ⊂ R jako

M0 := {a ∈M | ∃ δ
(
U(a, δ) ⊂M

)
}

označ́ıme jej́ı vnitřek. Vnitřek intervalu I ⊂ R je otevřený interval I0 ⊂ I, který
vznikne z I vynecháńım koncových bod̊u. Omeźıme se na funkce definované na
intervalech.

Věta 11.3.1 (derivace a monotonie 1) I ⊂ R je interval, f : I → R je spo-
jitá funkce a pro každé c ∈ I0 existuje derivace f ′(c) (m̊uže být nevlastńı). Pak
plat́ı následuj́ıćı.

1. f ′ ≥ 0 (resp. f ′ ≤ 0) na I0 ⇒ f na I neklesá (resp. neroste).

2. f ′ > 0 (resp. f ′ < 0) na I0 ⇒ f na I roste (resp. klesá).
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Důkaz. Necht’ na I0 je f ′ < 0 a x < y jsou libovolná č́ısla v I. Podle věty 11.1.4

pro nějaké z ∈ (x, y) ⊂ I0 je f(y)−f(x)
y−x = f ′(z) < 0. Jmenovatel je y − x > 0,

čitatel je tedy záporný, f(x) > f(y) a f na I klesá. Daľśı tři možnosti v 1 a 2
se proberou podobně. 2

Úloha 11.3.2 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 11.3.3 (derivace a monotonie 2) Necht’ a ∈ M ⊂ R, f : M → R,
derivace f ′±(a) ńı̌ze mohou být nevlastńı. Pak:

1. a je levý LB množiny M a f ′−(a) < 0, resp. f ′−(a) > 0, pak

∃ δ
(
f [P−(a, δ) ∩M ] > {f(a)}, resp. < {f(a)}

)
.

2. a je pravý LB množiny M a f ′+(a) < 0, resp. f ′+(a) > 0, pak

∃ δ
(
f [P+(a, δ) ∩M ] < {f(a)}, resp. > {f(a)}

)
.

Úloha 11.3.4 Co z tvrzeńı plyne pro hodnotu funkce |x| v nule?

• Limitńı rozšiřováńı derivaćı. Pomoćı Lagrangeovy věty o středńı hodnotě lze
derivace jako funkce rozšǐrovat.

Tvrzeńı 11.3.5 (rozšǐrováńı derivaćı) Necht’ a < b, f : [a, b)→ R je spojitá
funkce s D(f) ⊃ (a, b) a necht’

lim
x→a

f ′(x) =: L ∈ R∗ .

Potom existuje derivace f ′(a) a f ′(a) = L.

Důkaz. Necht’ a, b, f a L jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Existuje takové
δ ≤ b− a, že x ∈ P+(a, δ) ⇒ f ′(x) ∈ U(L, ε). Necht’ x ∈ P+(a, δ) je libovolné.
Podle věty 11.1.4 existuje takové y ∈ (a, x) ⊂ P+(a, δ), že

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(y) ∈ U(L, ε) .

Tedy f ′(a) = L. 2

Úloha 11.3.6 Čemu se rovnaj́ı f ′−(a) a f ′+(a)? Proč ṕı̌seme f ′(a), a ne f+(a)?
Proč ṕı̌seme x ∈ P+(a, δ), a ne x ∈ P (a, δ)?

• l’Hospitalovo1 pravidlo/vzorec. Je to vzorec pro výpočet limit limx→A
f(x)
g(x)

typu 0
0 a ∞∞ zkráceńım zlomku infinitesimálńım faktorem x − A. L’Hospital̊uv

1Čti: lapitalovo.
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vzorce motivujeme. Řekněme, že A ∈ R a f(A) = g(A) = 0. Pro x → A pak
můžeme psát

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(A)

g(x)− g(A)
=

f(x)−f(A)
x−A

g(x)−g(A)
x−A

≈ f ′(x)

g′(x)
.

Očekáváme tedy, že pokud existuj́ı derivace f ′ a g′ a pro x→ A má f ′(x)/g′(x)
limitu L, má ji i f(x)/g(x).

Věta 11.3.7 (LHP 1) Necht’ A ∈ R∗ a pro nějaké δ > 0 máme funkce

f, g, f ′, g′ : P+(A, δ)→ R

s g′ 6= 0 na P+(A, δ), f a g maj́ı v A limitu 0 a necht’ limx→A
f ′(x)
g′(x) = L ∈ R∗.

Pak též

lim
x→A

f(x)

g(x)
= L .

Důkaz. Necht’ A, δ, f , g a L jsou, jak uvedeno, a necht’ nejprve a := A ∈ R. Obě
funkce rozš́ı̌ŕıme hodnotou f(a) = g(a) := 0. Č́ıslo a je limitńı bod definičńıho
oboru zlomku f(x)/g(x) (kdyby se totiž na P+(a, θ) funkce g = 0, pak by se na
P+(a, θ) i g′ = 0). Polož́ıme

P+
0 (a, δ) := {x ∈ (a, a+ δ) | g(x) 6= 0} .

Podle věty 11.1.7 existuje taková funkce c : P+
0 (a, δ) → P+(a, δ), že pro každé

x ∈ P+
0 (a, δ) je

c(x) ∈ (a, x) ∧ f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(c(x))

g′(c(x))
.

Speciálně se limx→a c(x) = a. Ale a 6∈ P+(a, δ), takže je splněna podmı́nka 1
věty 7.4.1 o limitě složené funkce. Podle této věty se

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim
x→a

f ′(c(x))

g′(c(x))
= lim
y→a

f ′(y)

g′(y)
= L .

Necht’ A = +∞. Definujeme funkce

f0(y) := f(1/y), g0(y) := g(1/y) : P+(0, δ)→ R .

Podle d̊usledku ?? se na P+(0, δ) derivace f ′0(y) = −f ′(1/y)/y2 a g′0(y) =
−g′(1/y)/y2. Takže

lim
y→0

f ′0(y)

g′0(y)
= lim
y→0

f ′(1/y)

g′(1/y)
= lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= L ,

kde jsme ve druhé rovnosti použili větu 7.4.1 (se splněnou podmı́nkou 1) a ve
třet́ı předpoklad. Tedy

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim
y→0

f(1/y)

g(1/y)
= lim
y→0

f0(y)

g0(y)
= L ,

188



kde jsme v prvńı rovnosti použili větu 7.4.1 (se splněnou podmı́nkou 1), ve druhé
definici funkćı f0 a g0 a ve třet́ı již dokázaný př́ıpad této věty pro konečnou
hodnotu A = 0.

Př́ıpad A = −∞ přenecháváme úloze 11.3.8. 2

Úloha 11.3.8 Dokažte předešlou větu pro A = −∞. Dokažte ji pro definičńı
obory P−(A, δ) a P (A, δ).

Věta 11.3.9 (LHP 2) Necht’ A ∈ R∗ a pro nějaké δ > 0 máme funkce

f, g, f ′, g′ : P+(A, δ)→ R

s g′ 6= 0 na P+(A, δ), g má v A limitu ±∞ a necht’ limx→A
f ′(x)
g′(x) = L ∈ R∗.

Pak též

lim
x→A

f(x)

g(x)
= L .

Důkaz.
2

Jiný d̊ukaz druhého l’Hospitalova vzorce uvád́ıme v odd́ılu 14.2 ve větě 14.2.14.
Spoč́ıtáme pomoćı LHP pár limit. Např́ıklad

lim
x→0

√
x log x = lim

x→0

(log x)′

(1/
√
x)′

= lim
x→0

1/x

(−1/2)x−3/2

= −2 lim
x→0

x1/2 = 0

nebo

lim
x→0

x2

cosx− 1
= lim

x→0

(x2)′

(cosx− 1)′
= lim
x→0

2x

− sinx

= −2 lim
x→0

(x)′

(sinx)′
= −2 lim

x→0

1

cosx
= −2 .

Úloha 11.3.10 Ukažte, že pro každé ε > 0 se

lim
x→0

xε log x = 0 a lim
x→+∞

x−ε log x .

11.4 Derivace vyšš́ıch řád̊u

• Derivace vyšš́ıch řád̊u. Definičńı obory funkćı ted’ většinou budou otevřené
množiny. Každý bod takové množiny je jej́ı OLB.

Definice 11.4.1 (f (n)(x)) Necht’ M ⊂ R je neprázdná otevřená množina a f =
f(x) : M → R je funkce. Pro n ∈ N0 = {0, 1, . . . } definujeme indukćı konečnou
či nekonečnou posloupnost funkćı f (n)(x) : M → R.
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1. Na začátku f (0)(x) := f(x).

2. Pro n > 0, když je funkce f (n−1)(x) definovaná a má v každém bodu a ∈M
vlastńı derivaci, pro každé a ∈M definujeme hodnotu n-té funkce jako

f (n)(a) := (f (n−1)(x))′(a) .

Funkci f (n) nazveme derivaćı řádu n funkce f či n-tou derivaćı funkce f .

Funkce f (0) je tedy f sama a f (1) je jej́ı derivace f ′. Pokud je f (n−1) : M → R
definovaná a má v b ∈M derivaci, i nevlastńı, stále ṕı̌seme

f (n)(b) := (f (n−1))′(b) ∈ R∗

a mluv́ıme o n-té derivaci funkce f v bodě b. Funkci f (2), druhou derivaci funkce
f , označ́ıme též jako f ′′. Např́ıklad, pro M = R, (x sinx)′′ = (sinx+x cosx)′ =
2 cosx − x sinx. Druhou derivaci lze použ́ıt ke zd̊uvodněńı existence extrémů
funkćı.

Tvrzeńı 11.4.2 (f ′′ a extrémy) Necht’ a ∈M ⊂ R, kde M je otevřená množina,
f : M → R je funkce, existuje vlastńı f ′ : M → R s f ′(a) = 0 a existuje
f ′′(a) ∈ R∗, i nevlastńı. Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. f ′′(a) > 0 ⇒ f má v a ostré lokálńı minimum.

2. f ′′(a) < 0 ⇒ f má v a ostré lokálńı maximum.

Množinu M lze zřejmě vždy brát ve tvaru U(a, δ).

Důkaz. Dokážeme jen prvńı část, d̊ukaz druhé je podobný. Necht’ tedy M =
U(a, δ), na U(a, δ) existuje vlastńı f ′, f ′(a) = 0 a f ′′(a) > 0. Podle tvrzeńı 11.3.3
existuje takové θ ≤ δ, že f ′ < f ′(0) = 0 na P−(a, θ) a f ′ > f ′(0) = 0 na
P+(a, θ). Necht’ x ∈ P−(a, θ) je libovolné. Podle věty 11.1.4 existuje y ∈ (x, a) ⊂
P−(a, θ), že

f(a)− f(x)

a− x
= f ′(y) < 0 .

Protože jmenovatel a − x je kladný, je čitatel záporný a f(a) < f(x). Pro
x ∈ P+(a, θ) je f ′(y) > 0, jmenovatel je záporný, čitatel je tedy opět záporný
a opět f(a) < f(x). Proto má f v a ostré lokálńı minimum. 2

Když f ′′(a) = 0, tvrzeńı nic neř́ıká. Tento př́ıpad lze částečně rozhodnout zo-
becněńım tvrzeńı na derivace řád̊u > 2.
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11.5 Konvexita a konkavita

• Konvexita a konkavita funkćı. Necht’ B := (c, d) ∈ R2 je bod v rovině a ` je
nesvislá př́ımka, daná rovnićı y = sx + b. Plat́ı-li nerovnost d ≥ sc + b, resp.
d > sc + b, ṕı̌seme B ≥ `, resp. B > `, a řekneme, že B lež́ı nad `, resp. že B
lež́ı ostře nad `. Otočeńım nerovnost́ı definujeme, že B lež́ı pod `, resp. že B lež́ı
ostře pod `, symbolicky B ≤ `, resp. B < `.

Definice 11.5.1 (konvexńı a konkávńı) Necht’ f : I → R je funkce defino-
vaná na intervalu I ⊂ R. Je (na I) konvexńı, pokud pro každou trojici č́ısel
a < b < c v I plat́ı

”
nerovnost“

(b, f(b)) ≤ κ(a, f(a), c, f(c)) .

Je-li tato
”

nerovnost“ ostrá, je f (na I) ryze konvexńı. Plat́ı-li opačné
”

nerov-
nosti“, nazveme funkci f konkávńı, resp. ryze konkávńı (na I).

Připomı́náme, že κ(a, f(a), c, f(c)) je sečna grafuGf jdoućı body (a, f(a)) a (c, f(c)).
Typickým př́ıkladem ryze konvexńı funkce je

f(x) = x2 : R→ R .

Funkce
f(x) = −x2 : R→ R

pak je ryze konkávńı. Obecně f : I → R je (ryze) konvexńı ⇐⇒ −f je
(ryze) konkávńı. (Ryźı) konvexita, resp. (ryźı) konkavita, se zachovává při zúžeńı
funkce na podinterval.

Uvedeme bez d̊ukazu zaj́ımavý fakt, že konvexita a konkavita implikuj́ı spo-
jitost.

Věta 11.5.2 (∃ jednostranné derivace) Každá konvexńı, resp. konkávńı, funkce
f : I → R definovaná na otevřeném intervalu I ⊂ R má vlastńı jednostranné de-
rivace

f ′−, f
′
+ : I → R

a ty jsou neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı.

Podle tvrzeńı 5 v minulé přednášce pak f je v každém bodě b ∈ I zleva i zprava
spojitá a je tedy spojitá na I. Ovšem derivace f ′(b) nemuśı vždy existovat, jak
ukazuje konvexńı funkce |x|.

Věta 11.5.3 (konvexita a konkavita a f ′′) Necht’ I ⊂ R je interval a spo-
jitá funkce f : I → R má v každém b ∈ I0 druhou derivaci f ′′(b) ∈ R∗, i ne-
vlastńı. Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. f ′′ ≥ 0, resp. f ′′ ≤ 0, na I0 ⇒ f je na I konvexńı, resp. konkávńı.
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2. f ′′ > 0, resp. f ′′ < 0, na I0 ⇒ f je na I ryze konvexńı, resp. ryze konkávńı.

Pro d̊ukaz této věty budeme potřebovat následuj́ıćı geometrické lemma, jehož
d̊ukaz ponecháme jako cvičeńı. Ř́ıká, že když jdeme zleva doprava a na nesvislou
úsečku (a, a′)(b, b′) napoj́ıme daľśı nesvislou úsečku (b, b′)(c, c′) se stejným či
větš́ım sklonem, pak společný bod (b, b′) lež́ı pod př́ımkou jdoućı krajńımi body
(a, a′) a (c, c′).

Lemma 11.5.4 (o sklonech) Necht’ (a, a′), (b, b′) a (c, c′) jsou v R2 a je a <
b < c. Pak

b′ − a′

b− a
≤ c′ − b′

c− b
⇒ (b, b′) ≤ κ(a, a′, c, c′) .

Dále ostrá nerovnost implikuje ostrou
”

nerovnost“ a obě tyto implikace plat́ı
i pro opačné nerovnosti a

”
nerovnosti“.

Důkaz věty 11.5.3. Předpoklad existence f ′′ znamená, že existuje vlastńı
f ′ : I0 → R. Spojitost f muśıme předpokládat, aby platila i v krajńıch bodech
intervalu I. Necht’ f ′′ ≥ 0 na I0, daľśı tři př́ıpady v 1 a 2 se proberou podobně.
Necht’ a < b < c jsou tři libovolná č́ısla v I. Podle věty 11.1.4 existuj́ı y ∈ (a, b)
a z ∈ (b, c), že

s :=
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(y) a t :=

f(c)− f(b)

c− b
= f ′(z) .

Podle věty 11.3.1 je f ′ na I0 neklesaj́ıćı, protože f ′′ je nezáporná. Protože y < z,
je sklon s = f ′(y) úsečky (a, f(a))(b, f(b)) nejvýše roven sklonu t = f ′(z) úsečky
(b, f(b))(c, f(c)). Podle předchoźıho lemmatu tak bod (b, f(b)) lež́ı pod př́ımkou

κ(a, f(a), c, f(c)) .

T́ım je splněna podmı́nka v definici 11.5.1 a f je na I konvexńı. 2

• Inflexńı body. Lze je definovat r̊uzně, ale pro nás to jsou ty body grafu funkce,
kde přecháźı z jedné strany tečny na druhou. Přesná definice následuje.

Definice 11.5.5 (inflexe) Necht’ a ∈ M ⊂ R, kde a je OLB množiny M ,
f : M → R a ` je tečna ke Gf v (a, f(a)). Bod (a, f(a)) nazveme inflexńım
bodem grafu funkce f , pokud existuje δ, že pro každé x ∈ P−(a, δ) ∩M a každé
x′ ∈ P+(a, δ) ∩M je

(x, f(x)) ≤ ` a (x′, f(x′)) ≥ ` ,

anebo vždy plat́ı opačné
”

nerovnosti“.

Např́ıklad bod (0, 0) je inflexńım bodem grafu funkce

f(x) = x3 : R→ R ,
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protože v něm Gf přecháźı z dolńı na horńı stranu tečny y = 0 (tento př́ıklad
spadá pod větu 11.5.7).

Následuj́ıćı tvrzeńı podává nutnou podmı́nku pro inflexi: funkce je v daném
bodě diferencovatelná (aby tam existovala tečna) a druhá derivace neexistuje
nebo je nulová.

Tvrzeńı 11.5.6 (inflexe neńı) Necht’ f : U(a, δ) → R a existuje druhá deri-
vace f ′′(a) ∈ R∗, která ale neńı nulová. Pak

(a, f(a)) neńı inflexńım bodem grafu funkce f .

Důkaz. Předpoklad o f ′′ znamená, že (po př́ıpadném zmenšeńı δ) existuje
vlastńı f ′ : U(a, δ) → R. Necht’ f ′′(a) > 0, př́ıpad s f ′′(a) < 0 se probere
podobně. Necht’ ` je tečna ke Gf v (a, f(a)), takže má sklon f ′(a) a procháźı
bodem (a, f(a)). Podle tvrzeńı 11.3.3 existuje θ ≤ δ, že pro každé x ∈ P−(a, θ)
a každé x′ ∈ P+(a, θ) je

f ′(x) < f ′(a) a f ′(x′) > f ′(a) . (1)

Necht’ x ∈ P−(a, θ) a x′ ∈ P+(a, θ) jsou libovolná č́ısla a s a t jsou po řadě
sklony sečen

κ(x, f(x), a, f(a)) a κ(a, f(a), x′, f(x′))

grafu Gf . Dı́ky nerovnostem (1) a větě 11.1.4 o středńı hodnotě snadno vid́ıme,
že s < f ′(a) < t. Tedy

(x, f(x)) > ` ∧ (x′, f(x′)) > `

a podmı́nka v definici 11.5.5 neńı splněna. 2

Postačuj́ıćı podmı́nku pro inflexi uvedeme bez d̊ukazu.

Věta 11.5.7 (inflexe je) Necht’ f : U(a, δ)→ R, pro každé b ∈ U(a, δ) existuje
vlastńı f ′′(b), f ′′(a) = 0, f ′′ ≥ 0 na P−(a, δ) a f ′′ ≤ 0 na P+(a, δ), anebo tyto
dvě nerovnosti plat́ı otočené. Pak

(a, f(a)) je inflexńım bodem grafu funkce f .

• Asymptoty funkce. Asymptota funkce je př́ımka, která může být i svislá a k ńıž
se graf funkce neomezeně bĺıž́ı.

Definice 11.5.8 (svislé asymptoty) Necht’ M ⊂ R, b ∈ R je levý limitńı bod
množiny M a f : M → R. Když

lim
x→b−

f(x) = ±∞ ,

nazveme př́ımku x = b levou svislou asymptotou funkce f . Pravé svislé asymptoty
se definuj́ı podobně.
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Např́ıklad x = 0 je levou i pravou svislou asymptotou funkce f(x) = 1/x : R \
{0} → R a je pravou svislou asymptotou funkce f(x) = log x : (0,+∞)→ R.

Definice 11.5.9 (asymptoty v nekonečnu) Necht’ M ⊂ R, +∞ je limitńı
bod množiny M , s, b ∈ R a f : M → R. Když

lim
x→+∞

(f(x)− sx− b) = 0 ,

nazveme př́ımku y = sx + b asymptotou funkce f v +∞. Asymptoty v −∞ se
definuj́ı podobně.

Patrně je y = sx+b asymptotou funkce f v +∞, právě když limx→+∞ f(x)/x =
s a limx→+∞(f(x) − sx) = b. Analogicky pro asymptoty v −∞. Např́ıklad
y = 0 = 0x+ 0 je asymptotou funkce f(x) = 1/x v +∞ i v −∞.

11.6 Pr̊uběh funkce

• Určeńı pr̊uběhu funkce. Určeńı pr̊uběhu funkce f , obvykle dané vzorcem,
začneme určeńım jej́ıho definičńıho oboru, tedy množiny M ⊂ R maximálńı
vzhledem k inkluzi, že f : M → R. Skoro vždy to je sjednoceńı nejvýše spočetně
mnoha interval̊u. Urč́ıme, zda f neńı speciálńıho tvaru (sudá, lichá, periodická,
. . . ). Urč́ıme, kde je f spojitá a kde má f ′. V bodech nespojitosti f a v li-
mitńıch bodech množiny M lež́ıćıch mimo M nalezneme jednostranné limity.
Urč́ıme pr̊useč́ıky Gf se souřadnými osami a urč́ıme obraz f [M ]. Spočteme
i jednostranné derivace, může pomoci tvrzeńı 11.3.5. Pomoćı věty 11.3.1 urč́ıme
maximálńı intervaly monotonie. Najdeme lokálńı a globálńı extrémy.

Urč́ıme, kde existuje f ′′, a pomoćı věty 11.5.3 urč́ıme maximálńı intervaly
konvexity a konkavity. Pomoćı tvrzeńı 11.5.6 a věty 11.5.7 nalezneme inflexńı
body grafu. Urč́ıme asymptoty funkce f a pak př́ıpadně rukou či poč́ıtačem
načrtneme jej́ı graf.

Př́ıklad 1. Necht’

f(x) := tanx =
sinx

cosx
.

Definičńı obor je

M =
⋃
n∈Z

(πn− π/2, πn+ π/2) .

Funkce f je π-periodická, protože sin(π + x) = − sinx a cos(π + x) = − cosx.
Dı́ky spojitost sinu a kosinu a d́ıky aritmetice spojitosti je f spojitá na M . Pro
b(n) := πn+ π

2 , n ∈ Z, je

lim
x→b(n)−

f(x) = +∞ a lim
x→b(n)+

f(x) = −∞

— každá př́ımka x = b(n) je tedy levá i pravá svislá asymptota. Ani v −∞
ani v +∞ asymptota neexistuje, neexistuj́ı ani limity limx→±∞ f(x). Graf Gf
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prot́ıná osu y pouze v bodě (0, 0) a osu x právě v bodech (b(n)− π
2 , 0) = (πn, 0),

n ∈ Z. Protože
f ′(x) = 1/ cos2 x > 0 na M ,

je f na každém intervalu (b(n)−π, b(n)) rostoućı. Vzhledem k tomu a vzhledem
k periodičnosti f nemá žádné extrémy. Dı́ky spojitosti f (nabýváńı mezihodnot)
a hořeǰśım nekonečným limitám je jasné, že

f [M ] = f [(b(n)− π, b(n))] = R .

Druhá derivace je

f ′′(x) =
2 sinx

cos3 x
: M → R .

Protože f ′′(x) = 0 ⇐⇒ x = b(n)− π
2 , f ′′ < 0 na (b(n)− π, b(n)− π

2 ) a f ′′ > 0
na (b(n)− π

2 , b(n)), je f na (b(n)−π, b(n)− π
2 ] ryze konkávńı, na [b(n)− π

2 , b(n))
ryze konvexńı a inflexńı body jsou právě(

b(n)− π
2 , 0

)
= (πn, 0) , n ∈ Z .

Náčrt grafu: https://www.desmos.com/calculator.

Př́ıklad 2. (Podle skript R. Černý a M. Pokorný, Základy matematické analýzy
pro studenty fyziky. 1, MatfyzPress, Praha 2020, str. 193–194.) Necht’

f(x) := arcsin
(
2x/(1 + x2)

)
.

Definičńı obor je
M = R ,

protože definičńı obor arkus sinu je [−1, 1] a 2|x| ≤ 1 + x2 pro každé x ∈ R
(x2 ± 2x+ 1 = (x± 1)2 ≥ 0). Tato funkce je lichá, tj. f(−x) = −f(x), protože
funkce sinx, arcsinx a 2x

1+x2 jsou liché. Podle vět o spojitosti inverzńı funkce,
racionálńı funkce a složené funkce je f spojitá na M . Patrně

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = arcsin(0) = 0 ,

protože 2x
1+x2 → 0 pro x → ±∞, a y = 0 = 0x + 0 tak je asymptotou funkce f

v −∞ i v +∞. Nemá svislé asymptoty. Gf prot́ıná obě osy právě a jen v počátku,
v bodě (0, 0). Vzorce pro derivaci arkus sinu, složené funkce a pod́ılu dávaj́ı, že
na {x ∈ R | 2x

1+x2 6= ±1} = R \ {−1, 1} se

f ′(x) =
1√

1− (2x/(1 + x2))2
· 2 · (1 + x2)− 2x · 2x

(1 + x2)2

= 2 · (1− x2)/(1 + x2)2

|(1− x2)/(1 + x2)|
= 2 · 1− x2

|1− x2|
· 1

1 + x2

=
2 · sgn(1− x2)

1 + x2
.
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Patrně limx→1± f
′(x) = ∓1 a podle tvrzeńı 11.3.5 se f ′±(1) = ∓1. Vzhledem

k lichosti f se f ′±(−1) = ±1. Protože f ′ < 0 na (−∞,−1), f ′ > 0 na (−1, 1)
a f ′ < 0 na (1,+∞), podle věty 11.3.1 f na (−∞,−1] klesá, na [−1, 1] roste a na
[1,+∞) klesá. Též f(x) < 0 pro x < 0 a f(x) > 0 pro x > 0 (a f(0) = 0). Podle
těchto interval̊u monotonie a znamének a podle nulových limit výše vid́ıme, že f
má v x = −1 ostré globálńı minimum s hodnotou f(−1) = −π/2, že v x = 1 má
symetricky (d́ıky lichosti) ostré globálńı maximum s hodnotou f(1) = π/2 a že
nemá žádné daľśı lokálńı extrémy. Z těchto extrémů a spojitosti f (nabýváńı
mezihodnot) plyne, že

f [M ] = f [R] = [−π/2, π/2] .

Druhá derivace se na R \ {−1, 1} rovná

f ′′(x) =
−4x · sgn(1− x2)

(1 + x2)2
.

Protože f ′′ < 0 na (−∞,−1), f ′′ > 0 na (−1, 0), f ′′ < 0 na (0, 1), f ′′ > 0 na
(1,+∞) a f ′′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 (druhé derivace f ′′(±1) neexistuj́ı), podle
věty 11.5.3, tvrzeńı 11.5.6 a věty 11.5.7 je f na (−∞,−1] ryze konkávńı, na
[−1, 0] ryze konvexńı, na [0, 1] ryze konkávńı, na [1,+∞) ryze konvexńı a (0, 0)
je jediný inflexńı bod (v bodech (−1, f(−1)) a (1, f(1)) neexistuj́ı tečny). Náčrt
grafu: https://www.desmos.com/calculator.
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Kapitola 12

Přednáška 9. Taylorovy
rozvoje. Primitivńı funkce

V kapitole rozv́ıjej́ıćı devátou přednášku jsme se dostali už k Taylorovým po-
lynomům a řadám. V jej́ım závěru obrát́ıme operaci derivace funkce a dosta-
neme primitivńı funkce, kterým se také ř́ıká antiderivace. V podkapitole 12.1
dokážeme větu 12.1.6 o jednoznačnosti Taylorova polynomu a v tvrzeńı 12.1.9
odvod́ıme devět vzorc̊u pro Taylorovy polynomy elementárńıch funkćı se středem
v nule.

V podkapitole 12.2

12.1 Taylorovy polynomy

• Aproximace Taylorovým polynomem zobecňuje lokálńı lineárńı aproximaci

f(x) = f(b) + f ′(b) · (x− b) + o(x− b), (x→ b) ,

funkce f pobĺıž bodu b, kde je diferencovatelná, na polynom obecného stupně.
Ten je definovaný následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 12.1.1 (Taylor̊uv polynom) Necht’ n ∈ N0, b ∈ M ⊂ R, b je li-
mitńı bod množiny M a je dána taková funkce f : M → R, že

b ∈ D(n)(f) .

Pro n = 0 t́ım rozumı́me spojitost f v b. Polynomu

T f,bn (x) :=

n∑
j=0

f (j)(b)

j!
(x− b)j

= f(b) + f ′(b) · (x− b) +
f ′′(b)

2
· (x− b)2 + · · ·+ f (n)(b)

n!
· (x− b)n

ř́ıkáme Taylor̊uv polynom funkce f řádu n se středem v bodu b.
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Zřejmě T f,b0 (x) = f(b) = T f,bn (0) a hořeǰśı lineárńı aproximace v okoĺı bodu

diferencovatelnosti je T f,b1 (x).

Úloha 12.1.2 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 12.1.3 (identita pro T f,bn (x)) V situaci definice 12.1.1 pro n ≥ 1
plat́ı identita (

T f, bn (x)
)′

= T f
′, b

n−1 (x) .

Lemma 12.1.4 (o nulovém polynomu) Pro všechna reálná č́ısla b a a0, a1,
. . . , an, n ∈ N0, plat́ı implikace

lim
x→b

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

(x− b)n
= 0⇒ a0 = a1 = · · · = an = 0 .

Důkaz. Polynom v čitateli označ́ıme jako p(x) a postupujeme indukćı podle n.
Pro n = 0 implikace plat́ı, a0/1 → 0 dává a0 = 0. Necht’ n > 0 a plat́ı limita
v předpokladu implikace. Pak nutně p(b) = limx→b p(x) = 0. Tedy b je kořenem
p(x) a p(x) = (x− b) · q(x), kde q(x) je reálný polynom stupně nejvýše n− 1. Z

0 = lim
x→b

p(x)

(x− b)n
= lim
x→b

q(x)

(x− b)n−1

indukćı plyne, že q(x) je nulový polynom. To je tedy i p(x). 2

Úloha 12.1.5 Proč je na konci d̊ukazu p(x) nulový polynom?

Následuj́ıćı věta uvád́ı základńı vlastnost Taylorova polynomu.

Věta 12.1.6 (aproximace Taylorovým polynomem) V situaci definice 12.1.1
je polynom T f,bn (x) jediný reálný polynom p(x) stupně nejvýše n s vlastnost́ı, že

lim
x→b

f(x)− p(x)

(x− b)n
= 0 .

Důkaz. Nejprve ukážeme, že pro p(x) = T f,bn (x) plat́ı uvedená limita. Pro n = 0
to plyne ze spojitosti f v b. Pro n = 1 se podle aritmetiky limit funkćı limita

lim
x→b

f(x)−

T f, b
1 (x)︷ ︸︸ ︷

(f(b) + f ′(b) · (x− b))
x− b

= lim
x→b

f(x)− f(b)

x− b
− lim
x→b

f ′(b) = f ′(b)−f ′(b)

rovná nule. A pro n ≥ 2 podle l’Hospitalova pravidla, tvrzeńı 12.1.3 a indukce
podle n rovněž dostáváme, že

lim
x→b

f(x)− T f, bn (x)

(x− b)n
= lim

x→b

(
f(x)− T f, bn (x)

)′
((x− b)n)

′

=
1

n
lim
x→b

f ′(x)− T f
′, b

n−1 (x)

(x− b)n−1

= (1/n) · 0 = 0 .
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Na druhou stranu necht’ p(x) je libovolný reálný polynom stupně nejvýše n,
pro nějž plat́ı uvedená limita. Pak, podle aritmetiky limit funkćı a prvńı části,

lim
x→b

p(x)− T f, bn (x)

(x− b)n
= lim

x→b

p(x)− f(x)

(x− b)n
+ lim
x→b

f(x)− T f, bn (x)

(x− b)n
= 0 + 0 = 0 .

Podle předešlého lemmatu je tedy polynom v prvńım čitateli identicky nulový
a p(x) = T f,bn (x). 2

Úloha 12.1.7 Nemohli bychom v prvńı části předchoźıho d̊ukazu postupovat
pomoćı l’Hospitalova pravidla už od n = 1?

Shrneme aproximaci funkce Taylorovým polynomem.

Důsledek 12.1.8 (Taylorova aproximace) V situaci definice 12.1.1 pro x→
b plat́ı, že

f(x) = T f, bn (x) + o((x− b)n) =

n∑
j=0

f (j)(b)

j!
(x− b)j + o((x− b)n)︸ ︷︷ ︸

e(x)

.

Jak v́ıme, značeńı o zde znamená, že limx→b e(x)/(x− b)n = 0.

• Taylorovy polynomy elementárńıch funkćı. Odvod́ıme tyto Taylorovy poly-
nomy. Pro jednoduchost zápisu se omeźıme na střed v nule, tj. na b = 0.

Tvrzeńı 12.1.9 (přehled Taylorových polynomů) Pro každé n ∈ N0 plat́ı
následuj́ıćı vzorce.

1. Funkce f(x) = expx má v nule Taylor̊uv polynom

T f,0n (x) =

n∑
j=0

xj

j!
.

2. Funkce f(x) = sinx má v nule Taylor̊uv polynom

T f,02n+1(x) =

n∑
j=0

(−1)j
x2j+1

(2j + 1)!
.

3. Funkce f(x) = cosx má v nule Taylor̊uv polynom

T f,02n (x) =

n∑
j=0

(−1)j
x2j

(2j)!
.
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4. Pro každé reálné a má funkce f(x) = (1 + x)a v nule Taylor̊uv polynom

T f,0n (x) =

n∑
j=0

(
a

j

)
xj ,

kde (
a

j

)
=
a(a− 1)(a− 2) . . . (a− j + 1)

j!
,

s
(
a
0

)
:= 1, je zobecněný binomický koeficient.

5. Funkce f(x) = log(1 + x) má v nule Taylor̊uv polynom

T f,0n (x) =

n∑
j=1

(−1)j+1x
j

j

pro n > 0 a T f,00 (x) = 0.

6. Funkce f(x) = log
(

1
1−x

)
má v nule Taylor̊uv polynom

T f,0n (x) =

n∑
j=1

xj

j

pro n > 0 a T f,00 (x) = 0.

7. Funkce f(x) = arctanx, to jest inverz tangensu, má v nule Taylor̊uv po-
lynom

T f,02n+1(x) =

n∑
j=0

(−1)j
x2j+1

2j + 1
.

8. Funkce f(x) = arcsinx, to jest inverz sinu, má v nule Taylor̊uv polynom

T f,02n+1(x) =
n∑
j=0

(
−1/2

j

)
(−1)jx2j+1

2j + 1
.

9. Funkce f(x) = arccosx, to jest inverz kosinu, má v nule Taylor̊uv polynom

T f,02n+1(x) =
π

2
−

n∑
j=0

(
−1/2

j

)
(−1)jx2j+1

2j + 1
.

Důkaz. 1. Tento vzorec přenecháváme úloze 12.1.10.
2. Plyne to z rovnost́ı sin(j)(x) = sinx pro j ≡ 0 (mod 4), sin(j)(x) = cosx

pro j ≡ 1 (mod 4), sin(j)(x) = − sinx pro j ≡ 2, (mod 4), sin(j)(x) = − cosx
pro j ≡ 3 (mod 4), sin 0 = 0 a cos 0 = 1.

3. Toto odvozeńı je podobné předchoźımu.
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4. Na intervalu (−1, 1) pro každé j ∈ N0 a každé a ∈ R plat́ı, že

((1 + x)a)
(j)

= a(a− 1) . . . (a− j + 1)(1 + x)a−j ,

s ((1 + x)a)(0) = (1 + x)a, a (1 + 0)a−j = 1. Viz úlohu 12.1.11.
5. Na intervalu (−1, 1) pro každé j ∈ N plat́ı, že

(log(1 + x))(j) = (−1)(−2) . . . (−j + 1) · (1 + x)−j

= (−1)j+1(j − 1)! · (1 + x)−j

a (log(1 + x))(0) = log(1 + x). Dále plat́ı, že log(1 + 0) = 0 a (1 + 0)−j = 1.
6. Toto plyne z předešlého vzorce, protože na intervalu (−1, 1) se

log

(
1

1− x

)
= − log(1− x) = − log(1 + (−x)) .

7. (arctanx)(0) = arctanx a

(arctanx)(1) =
1

1 + x2
=

1

2i

(
1

x− i
− 1

x+ i

)
.

Pro každé j ∈ N se tak

(arctanx)(j) = − i
2
· (−1)j−1(j − 1)!

(
(x− i)−j − (x+ i)−j

)
.

Dále (arctanx)(0)(0) = 0, pro každé sudé j ≥ 2 máme rovněž (arctanx)(j)(0) =
0 a pro každé liché j ∈ N je

(arctanx)(j)(0) =
i

2
· (−1)j−1︸ ︷︷ ︸

=i2j−2

(j − 1)! · 2 · i−j

= ij−1(j − 1)! = (−1)(j−1)/2(j − 1)! .

Derivovali jsme ale komplexńı funkce reálné proměnné. Tento Taylor̊uv polynom
odvod́ıme ještě jednou jiným zp̊usobem bez pomoci C v d̊usledku 12.1.14.

8 a 9. Viz d̊usledek 12.1.14. 2

Úloha 12.1.10 Dokažte vzorec pro Taylor̊uv polynom exponenciály v části 1.

Úloha 12.1.11 Pro která reálná č́ısla a je posloupnost Taylorových polynom̊u(
T f, 0n |n = 1, 2, . . .

)
v části 4 eventuálně konstantńı?

Úloha 12.1.12 Ukažte, že v částech 8 a 9 m̊užeme koeficient u x2j+1 napsat
ekvivalentně jako

(−1)j
(
−1/2

j

)
=

(
j − 1/2

j

)
.
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Tvrzeńı 12.1.13 (Taylor̊uv polynom derivace) Necht’ n ∈ N0, funkce

f : U(0, δ)→ R

má derivaci
f ′ : D(f) = U(0, δ)→ R

a 0 ∈ D(n+1)(f). Pak plat́ı implikace (aj ∈ R)

f ′(x) =

n∑
j=0

ajx
j + o(xn)⇒ f(x) = f(0) +

n∑
j=0

ajx
j+1

j + 1
+ o(xn+1) (x→ 0) .

Důkaz. Pracujeme s Taylorovými polynomy se středem v 0 a předpokládáme,
že plat́ı předpoklad implikace. Podle věty 12.1.6 o jednoznačnosti Taylorova
polynomu pak pro j = 0, 1, . . . , n je

aj =
(f ′)(j)(0)

j!
=
f (j+1)(0)

j!
.

Podle téže věty je tedy koeficient u xj+1 v Taylorově polynomu funkce f roven

f (j+1)(0)

(j + 1)!
=

aj
j + 1

.

2

Ze znalosti Taylorova polynomu derivace dané funkce tak dostáváme Taylor̊uv
polynom výchoźı funkce (oba polynomy maj́ı střed v nule).

Důsledek 12.1.14 (tři aplikace) Plat́ı vzorce v částech 7, 8 a 9 tvrzeńı 12.1.9
pro Taylorovy polynomy arkus tangensu, arkus sinu a arkus kosinu se středem
v nule.

Důkaz. Necht’ n ∈ N0 a f(x) := arctanx. Pak f(0) = 0 a d́ıky součtu geomet-
rické řady máme odhad

f ′(x) =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)nx2n + o

(
x2n
)

(x→ 0)

(úloha 12.1.15). Z předešlého tvrzeńı pak plyne vzorec v části 7 tvrzeńı 12.1.9.
Necht’ f(x) := arcsinx. Pak f(0) = 0 a d́ıky vzorci v části 4 tvrzeńı 12.1.9

pro a = − 1
2 a d́ıky větě 12.1.6 máme odhad

f ′(x) =
1√

1− x2
=

n∑
j=0

(
−1/2

j

)
(−1)jx2j + o(x2n) (x→ 0) .

Z předešlého tvrzeńı pak plyne vzorec v části 8 tvrzeńı 12.1.9.
Podobně se z předešlého tvrzeńı odvod́ı vzorec v části 9 tvrzeńı 12.1.9 pro

Taylor̊uv polynom arkus kosinu se středem v nule. 2
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Úloha 12.1.15 Dokažte odhad o(x2n) založený na geometrické řadě v předešlém
d̊ukazu. Nemohli jsme také použ́ıt vzorec z části 4 tvrzeńı 12.1.9 a větu 12.1.6?

• Zjǐst’ováńı limit a lokálńıho chováńı funkćı pomoćı Taylorových polynom̊u.
Využijeme d̊usledek 12.1.8. Pomoćı polynomu T f,01 (x) v části 2 tvrzeńı 12.1.9
třeba hned vid́ıme, že

lim
x→0

sinx

x
= lim
x→0

x+ o(x)

x
= lim
x→0

x

x
+ lim
x→0

o(x)

x
= 1 + 0 = 1 .

Nebo pomoćı polynomu T f,02 (x) v části 3 tvrzeńı 12.1.9 dostáváme, že

lim
x→0

x4

(cosx− 1)2
= lim

x→0

x4

(1− x2/2− 1 + o(x2))2

= lim
x→0

x4

x4/4 + o(x4)
= lim
x→0

1
1
4 + o(x4)/x4

= 4 .

Úloha 12.1.16 Zjistěte, pro která č́ısla α ∈ R je

7
√

1 + x− 1 + αx > 0

na nějakém okoĺı P+(0, δ).

Úloha 12.1.17 Vypoč́ıtejte limitu

lim
x→0

eex−1 − 1− x− 2x2

x3
.

12.2 Taylorovy řady

• Taylorovy řady. Taylorova řada funkce vznikne z jej́ıch Taylorových polynomů
prodloužeńım do nekonečna.

Definice 12.2.1 (Taylorovy řady) Necht’ f : U(a, δ) → R má pro každé n ∈
N vlastńı f (n) : U(a, δ)→ R. Pokud pro každé x ∈ U(a, δ) se

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
· (x− a)n ,

řekneme, že funkce f je na U(a, δ) součtem své Taylorovy řady
∑∞
n=0 f

(n)(a)(x−
a)n/n! se středem v a.

Taylorovy polynomy jsou tedy částečné součty Taylorových řad. Následuj́ıćı
věta ukazuje, kdy situace v předešlé definici nastává. Pro n ∈ N0 a funkci
f : U(a, δ) → R s vlastńı f (n)(a) ∈ R definujme zbytek Taylorova polynomu
T f, an (x) jako

Rf, an (x) := f(x)− T f, an (x), x ∈ U(a, δ) .
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Věta 12.2.2 (zbytky TP) Necht’ je n ∈ N0, f : U(a, δ)→ R a existuje vlastńı
f (n+1) : U(a, δ)→ R. Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. (Lagrange̊uv zbytek) ∀x ∈ P (a, δ) ∃ c mezi a a x, že

Rf, an (x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
· (x− a)n+1 .

2. (Cauchẙuv zbytek) ∀x ∈ P (a, δ) ∃ c mezi a a x, že

Rf, an (x) =
f (n+1)(c) · (x− c)n

n!
· (x− a) .

Důkaz. Dokážeme obecněji, že pro každou funkci g : U(a, δ) → R s vlastńı
a nenulovou g′ : U(a, δ) → R pro každé x ∈ P (a, δ) existuje č́ıslo c mezi a a x,
že

Rf, an (x) =
1

n!
· g(x)− g(a)

g′(c)
· f (n+1)(c) · (x− c)n . (R)

Lagrange̊uv zbytek pak dostáváme volbou g(t) := (x−t)n+1 a Cauchẙuv volbou
g(t) := t.

Necht’ x ∈ P (a, δ) a funkce g je, jak uvedeno. Uvažme pomocnou funkci

F (t) := f(x)−
n∑
i=0

f (i)(t)

i!
· (x− t)i .

Na F , g a interval I s konci a a x použijeme Cauchyovu větu o středńı hodnotě.
Na tomto intervalu je F spojitá, F (x) = 0, F (a) = f(x)− T f,an (x), g(a) 6= g(x)
(podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě) a na I se

F ′(t) = −f ′(t)−
n∑
i=1

(
f (i+1)(t)

i!
· (x− t)i − f (i)(t)

i!
· i(x− t)i−1

)
= −f

(n+1)(t)

n!
· (x− t)n .

Podle Cauchyovy věty o středńı hodnotě (rovnost (∗)) existuje č́ıslo c ∈ I0, že

−f(x)− T f,an (x)

g(x)− g(a)
=
F (x)− F (a)

g(x)− g(a)

(∗)
=

F ′(c)

g′(c)
= −f

(n+1)(c) · (x− c)n

n! · g′(c)
.

Vztah (R) ted’ plyne lehkou úpravou. 2

Pro všech devět vzorc̊u pro TP výše nyńı uvedeme, pro jaké x ∈ R dávaj́ı
Taylorovu řadu funkce f se středem v 0 konverguj́ıćı k f(x). Důkazy pomineme,
snadno se provedou pomoćı předešlé věty.

1. ∀x ∈ R se ex =
∑
n≥0 x

n/n!.
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2. ∀x ∈ R se sinx =
∑
n≥0(−1)nx2n+1/(2n+ 1)!.

3. ∀x ∈ R se cosx =
∑
n≥0(−1)nx2n/(2n)!.

4. ∀x ∈ (−1, 1) a ∀ a ∈ R se (1 + x)a =
∑
n≥0

(
a
n

)
xn.

5. ∀x ∈ (−1, 1) se log(1 + x) =
∑
n≥1(−1)n+1xn/n.

6. ∀x ∈ (−1, 1) se log
(

1
1−x

)
=
∑
n≥1 x

n/n.

7. ∀x ∈ (−1, 1) se arctanx =
∑
n≥0(−1)nx2n+1/(2n+ 1).

8. ∀x ∈ (−1, 1) se arcsinx =
∑
n≥0

(
n−1/2
n

)
x2n+1/(2n+ 1).

9. ∀x ∈ (−1, 1) se arccosx = π
2 −

∑
n≥0

(
n−1/2
n

)
x2n+1/(2n+ 1).

Některé z těchto rozvoj̊u plat́ı i v širš́ıch oborech. Rozvoj 4 s a ∈ N0 plat́ı pro
∀x ∈ R, rozvoj 5 plat́ı i pro x = 1, rozvoj 6 plat́ı i pro x = −1, rozvoj 7 plat́ı
i pro x = 1 a rozvoje 8 a 9 plat́ı i pro x = −1.

Koeficienty v Taylorových řadách se daj́ı často vyložit kombinatoricky. Uve-
deme bez d̊ukazu jeden př́ıklad z mnoha.

Tvrzeńı 12.2.3 (Bellova č́ısla Bn) ∀x ∈ (−1, 1) plat́ı rozvoj

eex−1 = exp(exp(x)− 1) =

∞∑
n=0

Bnx
n

n!
,

kde Bn je počet rozklad̊u n-prvkové množiny.

Např́ıklad B3 = 5 d́ıky pěti rozklad̊um {{1, 2, 3}}, {{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {2}},
{{1}, {2, 3}} a {{1}, {2}, {3}} množiny {1, 2, 3}.

12.3 Arnoldova limita

V [7, str. 21] V. I. Arnold (o němž je v́ıce v podpř́ıloze C.1) ṕı̌se:

Zde je př́ıklad úlohy, kterou by lidé jako Barrow, Newton či Huygens
vyřešili za pár minut a kterou podle mého názoru současńı matema-
tici nejsou schopni rychle vyřešit (rozhodně jsem neviděl matema-
tika, který by se s ńı dokázal rychle vypořádat): vypoč́ıtejte

lim
x→0

sin(tanx)− tan(sinx)

arcsin(arctanx)− arctan(arcsinx)
. (AL)

Arnoldovo řešeńı [7, str. 85] je:
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Pokud se grafy dvou r̊uzných analytických funkćı f a g dotýkaj́ı
př́ımky y = x v nule (obr. 37), pak poměry |AB|/|BC| a |BC|/|ED|
jdou k jedné, když A jde k nule. Proto se hledaná limita poměru
|AB|/|D′E′| rovná jedné.

Zde je Arnold̊uv obrázek 37:

...
Obrázku odpov́ıdá následuj́ıćı věta.

Věta 12.3.1 (obecná Arnoldova limita) Necht’

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n a g(x) =

∞∑
n=0

bnx
n ,

jsou dvě (r̊uzné) reálné mocninné řady, které konverguj́ı v okoĺı nuly a pro nějaké
indexy m ≥ n ≥ 2 maj́ı koeficienty

a0 = b0 = 0, a1 = b1 = 1, a2 = b2 = 0, . . . , an−1 = bn−1 = 0,

an > bn ≥ 0, bn = · · · = bm−1 = 0, bm > 0 .

Potom odpov́ıdaj́ıćı funkce a jejich inverzy maj́ı limitu

lim
x→0

f(x)− g(x)

g−1(x)− f−1(x)
= 1 .

Důkaz. Necht’ f a g jsou, jak uvedeno,

f, g : U(0, δ)→ R

a x ∈ (0, δ). Potom |AB| = f(x) − g(x) > 0, |BC| = x − f−1(g(x)) a |DE| =
|D′E′| = g−1(x)− f−1(x). 2

12.4 Primitivńı funkce

• Primitivńı funkce. Interval I ⊂ R je netriviálńı, pokud I 6= ∅, {a} pro každé
a ∈ R. Netriviálńı jsou přesně ty neprázdné intervaly, jejichž každý bod je jejich
limitńım bodem.

Definice 12.4.1 (primitivńı funkce) Pro funkce F, f : I → R definované na
netriviálńım intervalu I ⊂ R řekneme, že F je primitivńı (funkce) k f , a ṕı̌seme
F =

∫
f , pokud F má na I vlastńı derivaci a

∀ b ∈ I : F ′(b) = f(b) .

Někdy se F také nazývá antiderivaćı funkce f .
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Zd̊urazňujeme, protože se v tom ostatńı literatura většinou lǐśı (nebot’ definuje
derivace jen ve vnitřńıch bodech), že pro každé b ∈ I, i v krajńıch bodech inter-
valu, je zde F ′(b) vždy obyčejná, oboustranná derivace. Z dř́ıvěǰśıho výsledku
o derivaci plyne, že primitivńı funkce je vždy spojitá. Např́ıklad ax2/2+bx+c je
primitivńı k lineárńı funkci ax+ b na každém netriviálńım intervalu, ex je na R
primitivńı sama k sobě, c+ arcsinx je na (−1, 1) antiderivaćı funkce 1/

√
1− x2

a 2x3/2/3 je na [0,+∞) PF funkce
√
x.

Antiderivace dané funkce neńı určena jednoznačně, ale každé dvě se lǐśı jen
konstantńım posunem.

Věta 12.4.2 (nejednoznačnost PF) F1, F2, f : I → R jsou funkce defino-
vané na netriviálńım intervalu I ⊂ R a F1 i F2 je primitivńı k f . Pak existuje
c ∈ R, že

F1 − F2 = c na I .

Naopak, je-li F primitivńı k f , potom pro každé c ∈ R je také F + c primitivńı
k f .

Důkaz. Necht’ F1, F2, f a I jsou, jak uvedeno, a a < b jsou dvě libovolná
č́ısla z I. Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě, použité pro funkci F1−F2

a interval [a, b], existuje c ∈ (a, b), že

(F1 − F2)(b)− (F1 − F2)(a)

b− a
= (F1 − F2)′(c) = F ′1(c)− F ′2(c)

= f(c)− f(c) = 0 .

Tedy F1(b) − F2(b) = F1(a) − F2(a), takže F1(x) − F2(x) = c pro nějakou
konstantu c a každé x ∈ I.

Druhá část věty je jasná, (F + c)′ = F ′ + c′ = f + 0 = f . 2

Ve zbytku přednášky dokážeme existenci antiderivace ke každé spojité funkci.
Nejprve si připrav́ıme několik nástroj̊u.

• Prohozeńı limity a derivace. V této pasáži je naš́ım ćılem věta popisuj́ıćı
situaci, kdy lze beze změny výsledku prohodit operace limity pro n→∞ a de-
rivováńı. Větu použijeme ńıže v d̊ukazu věty 12.4.9 o existenci antiderivace.
Nejdř́ıv ale zavedeme bodovou a stejnoměrnou konvergenci a dokážeme Moore–
Osgoodovu větu.

Definice 12.4.3 (fn → f) M ⊂ R je množina a f, fn : M → R pro n ∈ N jsou
funkce. Když

∀ ε ∀x ∈M ∃n0 : n ≥ n0 ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε ,

ṕı̌seme fn → f (na M) a řekneme, že funkce fn konverguj́ı na M bodově k funkci
f .
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Jinak řečeno, pro každé x ∈M se lim fn(x) = f(x).

Definice 12.4.4 (fn ⇒ f) M ⊂ R je množina a f, fn : M → R pro n ∈ N jsou
funkce. Když

∀ ε ∃n0 ∀x ∈M : n ≥ n0 ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε ,

ṕı̌seme fn ⇒ f (na M) a řekneme, že funkce fn konverguj́ı na M stejnoměrně
k funkci f .

Ted’ se požaduje v́ıce, aby jediný index n0 vyhovoval pro všechny x ∈M . Patrně
fn ⇒ f implikuje, že fn → f , ale naopak to obecně neplat́ı.

Následuj́ıćı větě se také ř́ıká Moore–Osgoodova věta.

Věta 12.4.5 (výměna limit) Necht’ fn, f : M → R, pro indexy n ∈ N a M ⊂
R, fn ⇒ f (na M), A ∈ R∗ je limitńı bod množiny M a limx→A fn(x) =: an ∈ R
pro každé n. Potom následuj́ıćı vlastńı limity existuj́ı a rovnaj́ı se:

lim an = lim
x→A

f(x), tj. lim
n→∞

lim
x→A

fn(x) = lim
x→A

lim
n→∞

fn(x) .

Důkaz. Z předpokladu, že fn ⇒ f (na M), plyne, že (fn(x)) ⊂ R je stejnoměrně
Cauchyova pro x ∈ M , to jest pro každé ε existuje n0, že pro každé x ∈ M
a každé m,n ≥ n0 je

|fm(x)− fm(x)| < ε .

Pro každé dva pevné indexy m,n ≥ n0 pak limitńı přechod limx→A dává ne-
rovnost |am − an| ≤ ε. Tedy (an) ⊂ R je Cauchyova posloupnost a má vlastńı
limitu lim an =: a ∈ R. Pro každé n ∈ N a každé x ∈M plat́ı odhad

|f(x)− a| ≤ |f(x)− fn(x)|︸ ︷︷ ︸
V1

+ |fn(x)− an|︸ ︷︷ ︸
V2

+ |an − a|︸ ︷︷ ︸
V3

.

Bud’ dáno ε. Protože lim an = a, existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ V3 < ε/3.
Protože fn ⇒ f (na M), existuje n1, že n ≥ n1 ⇒ V1 < ε/3 pro každé x ∈ M .
Vezmeme index m ≥ max(n0, n1). Protože limx→A fm(x) = am, můžeme vźıt
δ, že V2 < ε/3 pro n := m a každé x ∈ P (A, δ) ∩ M . Pro n := m a každé
x ∈ P (A, δ) ∩M tak je

|f(x)− a| ≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε

a limx→A f(x) = a = lim an. 2

Zde je tedy věta o výměně limity a derivace.

Věta 12.4.6 (výměna df/dx a limn→∞) Pro indexy n ∈ N necht’ fn : I →
R jsou funkce definované na netriviálńım intervalu I ⊂ R, které splňuj́ı tři
následuj́ıćı podmı́nky.
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1. Pro každé n existuje vlastńı derivace f ′n : I → R.

2. f ′n ⇒ f (na I) pro nějakou funkci f : I → R.

3. Existuje a ∈ I, že posloupnost (fn(a)) ⊂ R konverguje.

Potom fn → F (na I) pro nějakou funkci F : I → R, existuje vlastńı derivace
F ′ : I → R a

F ′ = f na I, tj.
(

lim
n→∞

fn
)′

= lim
n→∞

f ′n .

Důkaz. Necht’ fn, I, f a a jsou, jak uvedeno, a b ∈ I je libovolný bod. Nej-
prve dokážeme, že posloupnost (fn(b)) ⊂ R je Cauchyova. Pro b = a to podle
podmı́nky 3 plat́ı, proto můžeme předpokládat, že třeba a < b, př́ıpad s b < a
se probere podobně. Necht’ je dáno ε. Z podmı́nek 2 a 3 plyne, že posloupnost
funkćı (f ′n) je na I stejnoměrně Cauchyova a že posloupnost (fn(a)) je Cauchy-
ova. Tedy existuje n0, že m,n ≥ n0⇒ |f ′m(x)−f ′n(x)| < ε pro každé x ∈ I a také
m,n ≥ n0 ⇒ |fm(a)−fn(a)| < ε. Vezmeme dva libovolné indexy m,n ≥ n0 a na
funkci fm − fn a interval [a, b] použijeme Lagrangeovu větu o středńı hodnotě.
T́ım pro nějaké č́ıslo c ∈ (a, b) dostaneme po řadě rovnost a odhad

(fm − fn)(b)− (fm − fn)(a)

b− a
= (fm − fn)′(c)

a

|fm(b)− fn(b)| ≤ |b− a| · |f ′m(c)− f ′n(c)|+ |fm(a)− fn(a)|
< (b− a)ε+ ε = ε(b− a+ 1) .

Takže posloupnost (fn(b)) je Cauchyova, tedy konvergentńı, a pro každé b ∈ I
můžeme definovat

F (b) := lim fn(b) ∈ R .

T́ım jsme źıskali funkci F : I → R, že fn → F (na I).
Dokážeme, že F ′ = f na I. Použijeme předešlou větu a pak ověř́ıme, že jsou

splněny jej́ı předpoklady. Pro libovolné b ∈ I se opravdu

F ′(b) = lim
x→b

F (x)− F (b)

x− b

= lim
x→b

lim
n→∞

fn(x)− fn(b)

x− b
věta 12.4.5

= lim
n→∞

lim
x→b

fn(x)− fn(b)

x− b
= lim

n→∞
f ′n(b) = f(b) .

Ověř́ıme předpoklady tohoto použit́ı věty 12.4.5. Použili jsme ji pro posloup-
nost funkćı

gn(x) :=
fn(x)− fn(b)

x− b
: I \ {b} → R .

209



Jistě limx→b gn(x) = f ′n(b) pro každé n a také lim f ′n(b) = f(b). Zbývá ověřit,
že gn ⇒ g (na I \ {b}) pro funkci

g(x) :=
F (x)− F (b)

x− b
.

Pro to stač́ı ověřit, že posloupnost (gn(x)) je na I \{b} stejnoměrně Cauchyova.
Pro každé m,n ∈ N a každé x ∈ I \ {b} plat́ı identita

|gm(x)− gn(x)| =
|(fm(x)− fn(x))− (fm(b)− fn(b))|

|x− b|
(∗)
=

���|x− b| · |f ′m(c)− f ′n(c)|
���|x− b|

= |f ′m(c)− f ′n(c)|︸ ︷︷ ︸
V

, c lež́ı mezi b a x .

Źıskali jsme ji v rovnosti (∗) Lagrangeovou větou o středńı hodnotě, použitou
pro funkćı fm(x) − fn(x) a interval s konci b a x. Podle podmı́nky 2 pro dané
ε existuje n0, že pro každé m,n ≥ n0 a každé c ∈ I je |V | < ε. Posloupnost
(gn(x)) je tedy na I \ {b} stejnoměrně Cauchyova a d̊ukaz je hotový. 2

• Spojitá funkce má primitivńı funkci. Abychom to dokázali, potřebujeme ještě
jeden nástroj.

Definice 12.4.7 (stejnoměrná spojitost) Necht’ M ⊂ R. Funkce f : M → R
je stejnoměrně spojitá (na M), pokud

∀ ε ∃ δ : a ∈M ⇒ f [U(a, δ) ∩M ] ⊂ U(f(a), ε) .

Jediné δ tak vyhovuje pro všechny body a ∈M .

Věta 12.4.8 (spojitost na kompaktu) Necht’ M ⊂ R je kompaktńı množina.
Je-li funkce f : M → R spojitá, je stejnoměrně spojitá.

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je kompaktńı a f : M → R neńı stejnoměrně spojitá.
Tedy existuje ε > 0, že pro každé n existuj́ı takové dva body an, bn ∈ M , že
|an − bn| < 1/n, ale |f(an) − f(bn)| ≥ ε. Využijeme kompaktnost množiny
M a z (an) i (bn) vybereme konvergentńı podposloupnosti s limitami v M .
Pro jednoduchost značeńı předpokládáme, že už (an) a (bn) konverguj́ı a maj́ı
limity lim an =: a ∈ M a lim bn =: b ∈ M . Z |an − bn| < 1/n plyne, že a = b.
Z |f(an)− f(bn)| ≥ ε a konvergence (an) a (bn) k a ale plyne, že pro každé δ

f [U(a, δ) ∩M ] 6⊂ U(f(a), ε/2) .

Tedy funkce f neńı spojitá v bodu a a neńı spojitá na M . 2
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Věta 12.4.9 (∃ antiderivace) Necht’ f : I → R je spojitá funkce definovaná
na netriviálńım intervalu I ⊂ R. Taková funkce f má vždy primitivńı funkci
F : I → R.

Stručný d̊ukaz. I bud’ nejprve kompaktńı, I = [a, b] s a < b. Funkce g : I → R
je lomená čára, když je spojitá a existuje děleńı a = a0 < a1 < · · · < ak = b
intervalu I, že každá restrikce g | [ai−1, ai] je lineárńı, tj. tvaru g(x) = cix+ di.
Dı́ky větě 12.4.8

∀n ∃ lomená čára gn : x ∈ I ⇒ |f(x)− gn(x)| < 1/n .

Protože
∫

(cx+ d) = cx2/2 + dx+ e, podle tvrzeńı 6 minule existuj́ı Gn : I → R,
že Gn =

∫
gn a Gn(a) = 0. Pak ale, protože gn ⇒ f (na I) a G′n = gn na I,

podle věty 12.4.6 existuje F : I → R, že Gn → F (na I), ale hlavně F ′ = f na
I, to jest F =

∫
f .

Pokud interval I neńı kompaktńı, vyjádř́ıme ho jako sjednoceńı vnořených
netriviálńıch kompaktńıch interval̊u In: I1 ⊂ I2 ⊂ . . . a

⋃
n≥1 In = I. Na každém

In vezmeme vhodnou Fn =
∫
f | In a pak F :=

⋃
n≥1 Fn je na I primitivńı funkce

k f . 2

Na https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/podrobnyduk.pdf naleznete podrob-
nosti d̊ukazu (až je ale seṕı̌su). P. Lundström, Primitives of continuous functions
via polynomials, https://arxiv.org/abs/2204.05012 uvád́ı podobný d̊ukaz,
ale s polynomy mı́sto lomených čar. Jednodušš́ım zp̊usobem dokážeme tuto větu
zanedlouho znovu pomoćı Riemannova integrálu.

Tvrzeńı 12.4.10 (existence Eulerovy konstanty γ) Existuje vlastńı limita

γ = lim
n→∞

( n∑
j=1

1

j
− log n

)
.

Důkaz. Pro n ∈ N necht’ an :=
∑n
j=1

1
j − log n a bn := an − an−1, kde a0 := 0.

Dokážeme, že bn = O(1/n2) (n ∈ N). Dı́ky úloze ?? pak posloupnost

(an) = (
∑n
j=1 bn)

konverguje k vlastńı limitě.
Máme b1 = 1, b2 = 1

2 − log 2 < 0 a pro každé n ≥ 3 podle Taylorova rozvoje
funkce log(1 + x) máme, že

bn =
1

n
− log

(
1 +

1

n− 1

)
=

1

n
−
(

1

n− 1
− 1

2(n− 1)2
+

1

3(n− 1)3
− . . .

)
=
−2(n− 1) + n

2n(n− 1)2
− 1

3(n− 1)3
+

1

4(n− 1)4
− . . .

= − n− 2

2n(n− 1)2
−∆n ,

kde 0 ≤ ∆n ≤ 1/3(n− 1)3 podle věty ??. Opravdu bn = O(1/n2) (n ∈ N). 2
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Kapitola 13

Derivace

13.1 Ještě k tečnám

V [67, str. 81] čteme:

That is the unique property of the tangent to any curve at a point: it
touches the curve without crossing it. If the line crossed the ellipse at
P , part of the line would necessarily be inside it: [následuje obrázek]

Dodejme, že v tomto př́ıpadu jde o tečnu k elipse E ⊂ R2. Pro každý bod P ∈ E
skutečně existuje jediná př́ımka `, že ` ∩ E = {P} nebo, ekvivalentně, že P ∈ `
a E\{P} lež́ı (celá či lokálně, pro elipsu je to jedno) v jediné otevřené polorovině
určené př́ımkou `. Ta pak má plné právo nazývat se tečnou k E v P .

Tento př́ıstup ale selhává pro křivku

F = {(x, x3) | x ∈ R} ⊂ R2

a bod P = (0, 0) ∈ F . Každá př́ımka procházej́ıćı bodem P a lež́ıćı ve druhém
a čtvrtém kvadrantu prot́ıná F pouze v bodu P . Neexistuje také ani př́ımka
procházej́ıćı bodem P , vzhledem k ńıž by F \{P} ležela lokálně na jedné straně.
Nicméně př́ımka daná rovnićı y = 0, to jest osa x, je tečna k F v P .

13.2 K definici derivace: Peanovy derivace

13.3 Existence spojitých funkćı bez derivace

13.4 O diferencovatelnosti skoro všude

13.5 Odpuzuj́ıćı se částice

13.6 Barvinokova metoda
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Kapitola 14

Přednáška 10. Newton̊uv
integrál

Postoupili jsme do kapitoly založené na desáté přednášce. V odd́ılu 14.1 defi-
nujeme rovinnou oblast pod grafem funkce. Pro funkce definované na intervalu
[a, b] zavedeme dvěma zp̊usoby plochu této oblasti: pomoćı tzv. Riemannových
součt̊u a pak pomoćı antiderivaćı. Pro spojité funkce lze použ́ıt obě definice
a v d̊usledku 14.1.11 dokážeme, že dávaj́ı tutéž hodnotu.

V odd́ılu 14.2 definujeme Newton̊uv integrál. Ve větě 11.3.9 dokážeme s jeho
pomoćı druhý př́ıpad l’Hospitalova pravidla. V odd́ılu 14.3 dokážeme, že de-
rivace nabývaj́ı všechny mezihodnoty (věta 14.3.2). V odd́ılu 14.4 uvedeme ve
větě 14.4.3 metodu per partes pro hledáńı antiderivaćı a ve větě 14.4.5 dva
vzorce substitučńı metody.

Přednáška

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred10.pdf

byla přednesena 20. 4. 2023.

14.1 Plocha oblasti pod grafem

• K čemu slouž́ı antiderivace? Pro poč́ıtáńı ploch rovinných oblast́ı lež́ıćıch pod
grafy funkćı. Jak v́ıme, pro č́ısla a, b ∈ R množina

I(a, b) = {x ∈ R | min({a, b}) ≤ x ≤ max({a, b})}

představuje uzavřený interval s konci a a b. Pro M ⊂ R a f : M → R grafem
funkce f rozumı́me rovinnou množinu Gf = {(x, f(x)) | x ∈M} ⊂ R2. Podobně
definujeme

G≤f := {(x, y) ∈ R2 | x ∈M ∧ y ∈ I(0, f(x))} ⊂ R2 ,
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množinu bod̊u v rovině lež́ıćıch mezi Gf a osou x. Nazveme ji oblast́ı pod grafem
(funkce f). Pro definičńı obory M = I rovné netriviálńım interval̊um se bu-
deme zabývat otázkou, jak spoč́ıtat plochu této oblasti. Budeme se věnovat jen
omezeným interval̊um. Použijeme dva př́ıstupy, Riemannovy součty a primitivńı
funkce.

Úloha 14.1.1 Plat́ı, že Gf ⊂ G≤f?

• Prvńı metoda: Riemannovy součty. Necht’ M = I = [a, b] pro reálná č́ısla
a < b. Děleńım a (intervalu I) rozumı́me každou takovou k + 1-tici bod̊u a =
(a0, a1, . . . , ak), k ∈ N, že

a = a0 < a1 < a2 < · · · < ak−1 < ak = b .

Jeho norma ‖a‖ > 0 je největš́ı délka ai − ai−1 podintervalu děleńı. Děleńı
(intervalu I) s body je každá taková dvojice (a, t), že a = (a0, . . . , ak) je děleńı
intervalu I a k-tice t = (t1, . . . , tk) splňuje, že ti ∈ [ai−1, ai] pro každé i ∈ [k].

Definice 14.1.2 (Riemannovy součty) Necht’ a < b jsou reálná č́ısla, je
dána funkce f : [a, b] → R a (a, t) je děleńı intervalu [a, b] s body. Riemann̊uv
součet pro f a (a, t) je konečný součet

R(a, t, f) :=

k∑
i=1

(ai − ai−1) · f(ti) .

Geometricky jde o
”
plochu“ sloupcového grafu

Bf :=

k⋃
i=1

[ai−1, ai]× I(0, f(ti))

složeného z k sloupc̊u ve tvaru obdélńık̊u s rozměry (ai−ai−1)×|f(ti)|. Sloupce
pod osou x s f(ti) < 0 přisṕıvaj́ı zápornou plochou. Protože G≤f a Bf se zhruba
shoduj́ı, je rozumné předpokládat, že pro malou normu ‖a‖ součet R(a, t, f)
dobře aproximuje

”
plochu“ množiny G≤f .

Tvrzeńı 14.1.3 (cauchyovost) Necht’ je funkce f : [a, b]→ R je spojitá. Pak

∀ ε ∃ δ
(
‖a‖, ‖b‖ < δ ⇒ |R(a, t, f)−R(b, u, f)| < ε

)
.

Důkaz. Necht’ f je, jak uvedeno, a je dáno ε. Vı́me, že f je stejnoměrně spojitá
(věta 12.4.8). Tedy existuje δ, že pro každé c, d ∈ [a, b] plat́ı, že |c − d| < δ ⇒
|f(c)− f(d)| < ε/2(b− a). Necht’ (a, t) a (b, u), kde

a = (a0, a1, . . . , ak) a b = (b0, b1, . . . , bl) s ‖a‖, ‖b‖ < δ ,
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jsou děleńı intervalu [a, b] s body. Nejprve nav́ıc předpokládáme, že a ⊂ b, takže
a0 = bi0 = a, a1 = bi1 , . . . , ak = bik = b pro nějaké indexy 0 = i0 < i1 < · · · <
ik = l. Pak

|R(a, t, f)−R(b, u, f)| =
∣∣∣∣ k∑
i=1

(ai − ai−1) · f(ti)−
l∑
i=1

(bi − bi−1) · f(ui)

∣∣∣∣
(1)
=

∣∣∣∣ k∑
r=1

ir∑
j=ir−1+1

(bj − bj−1) · (f(tr)− f(uj))

∣∣∣∣
(2)
<

k∑
r=1

ir∑
j=ir−1+1

(bj − bj−1) · ε

2(b− a)

(3)
= (b− a) · ε

2(b− a)
=
ε

2
.

Jsou-li (a, t) a (b, u) obecná děleńı intervalu [a, b] s body splňuj́ıćı ‖a‖, ‖b‖ <
δ, vezmeme děleńı intervalu [a, b] s body (c, v) pro c := a ∪ b a libovolné v. Pak
též ‖c‖ < δ. Protože a ⊂ c a b ⊂ c, podle předchoźıho př́ıpadu je |R(a, t, f) −
R(b, u, f)| nejvýše

|R(a, t, f)−R(c, v, f)|+ |R(c, v, f)−R(b, u, f)| < ε

2
+
ε

2
= ε .

2

Úloha 14.1.4 Proč v d̊ukazu plat́ı rovnosti (1) a (3) a nerovnost (2)?

Definice 14.1.5 (limita Riemannových součt̊u) Necht’ a, b, c ∈ R, a < b
& f : [a, b] → R. Když pro každou posloupnost

(
(an, tn)

)
děleńı intervalu [a, b]

s body plat́ı, že
lim ‖an‖ = 0⇒ lim R(an, tn, f) = c ,

naṕı̌seme, že lim‖a‖→0R(a, t, f) = c, a řekneme, že Riemannovy součty funkce
f maj́ı limitu c.

Úloha 14.1.6 Dokažte jednoznačnost těchto limit. (Je to trochu chyták.)

Důsledek 14.1.7 (existence limit R. součt̊u) Pro spojitou funkci maj́ı jej́ı
Riemannovy součty vždy limitu.

Důkaz. Necht’ a < b, f : [a, b]→ R je spojitá a
(
(an, tn)

)
je posloupnost děleńı

intervalu [a, b] s body splňuj́ıćı, že lim ‖an‖ = 0. Podle tvrzeńı 14.1.3 je posloup-
nost

(
R(an, tn, f)

)
Cauchyova, a proto má limitu c ∈ R. Pokud

(
(bn, un)

)
je daľśı

posloupnost děleńı intervalu [a, b] s body a s lim ‖bn‖ = 0, podle tvrzeńı 14.1.3
je

lim
n→∞

(
R(an, tn, f)−R(bn, un, f)

)
= 0 .

Takže i lim R(bn, un, f) = c. 2
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• Druhá metoda: Lagrange. Předpokládáme, že f : [a, b] → R má primitivńı
funkci F : [a, b] → R a a = (a0, a1, . . . , ak) je děleńı intervalu [a, b]. Nalezneme
body c = (c1, . . . , ck), že se Riemann̊uv součet

R(a, c, f) =

n∑
i=1

(ai − ai−1) · f(ci) = F (b)− F (a) .

Źıskáme je pomoćı Lagrangeovy věty o středńı hodnotě pro funkci F a intervaly

[ai−1, ai]. Existuj́ı totiž body ci ∈ (ai−1, ai), že F (ai)−F (ai−1)
ai−ai−1

= F ′(ci) = f(ci),

a F (b)− F (a) se tak opravdu rovná

k∑
i=1

(F (ai)− F (ai−1)) =

k∑
i=1

(ai − ai−1) · f(ci) = R(a, c, f) .

Úloha 14.1.8 Proč se F (b)− F (a) rovná
∑k
i=1(F (ai)− F (ai−1))?

Podáme tedy dvě definice plochy oblasti G≤f pod grafem funkce.

Definice 14.1.9 (plocha pod grafem 1) Plochu Af ∈ R oblasti G≤f pod
grafem funkce f : [a, b]→ R definujeme dvěma zp̊usoby.

1. (I. Newton) Af := F (b) − F (a) pro libovolnou funkci F primitivńı k f
(pokud F existuje).

2. (B. Riemann) Af := lim‖a‖→0R(a, t, f) (pokud tato limita existuje).

Úloha 14.1.10 Ukažte, že hodnota v Newtonově definici nezáviśı na volbě pri-
mitivńı funkce F .

Prvńı definice je jednodušš́ı než druhá, ale druhou lze použ́ıt v př́ıpadech,
kdy prvńı použ́ıt nelze. Později uvid́ıme, že oblasti použitelnosti obou definic
nejdou porovnat. Ukážeme, že pro spojité funkce obě definice poskytuj́ı stejnou
hodnotu Af .

Důsledek 14.1.11 (Riemann = Newton) Když je funkce f : [a, b]→ R spo-
jitá a funkce F : [a, b]→ R je k ńı primitivńı, pak

lim
‖a‖→0

R(a, t, f) = F (b)− F (a) .

Důkaz. Necht’ f a F jsou, jak je uvedeno, a
(
(an, tn)

)
je posloupnost děleńı

intervalu [a, b] s body, pro ńıž lim ‖an‖ = 0. Podle argumentu výše pro každé
n existuj́ı body cn,i ∈ (an,i−1, an,i), že F (b) − F (a) = R(an, cn, f). Podle AL
posloupnost́ı se

limR(an, tn, f) = lim
(
R(an, tn, f)−R(an, cn, f)

)︸ ︷︷ ︸
= 0 podle tvrzeńı 14.1.3

+

+ limR(an, cn, f)︸ ︷︷ ︸
=F (b)−F (a)

= 0 + F (b)− F (a) = F (b)− F (a) .
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Dostali jsme uvedenou rovnost. 2

Pokud např́ıklad f(x) = x2 : [−1, 1]→ R, pak F (x) = x3/3 je na [−1, 1] primi-
tivńı k f . Podle Newtonovy definice se plocha oblasti

G≤f = {(x, y) | − 1 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ x2}

rovná

Af = F (1)− F (−1) =
13

3
− (−1)3

3
=

2

3
.

Úloha 14.1.12 Vypoč́ıtejte plochu Af pro funkci f(x) = − sinx : [0, π]→ R.

14.2 Newton̊uv integrál

• Newton̊uv integrál. Zavedeme prvńı integrál v těchto přednáškách. Později
definujeme daľśı integrály.

Definice 14.2.1 (Newton̊uv integrál) Necht’ f : (a, b)→ R, kde a < b. Když
má funkce f primitivńı funkci F : (a, b)→ R a existuj́ı vlastńı limity

Fa := lim
x→a

F (x) a Fb := lim
x→b

F (x) ,

definujeme Newton̊uv integrál funkce f (přes interval (a, b)) jako jejich rozd́ıl

(N)

∫ b

a

f := Fb − Fa = lim
x→b

F (x)− lim
x→a

F (x) .

Plochu Af oblasti G≤f pak definujeme jako Af := (N)
∫ b
a
f .

Jak v́ıme, hodnota (N)
∫ b
a
f nezáviśı na volbě funkce F . Ṕı̌seme, že

f ∈ N(a, b) ,

a řekneme, že f je (na (a, b)) newtonovsky integrovatelná.

Úloha 14.2.2 Dokažte, že když je funkce f : [a, b]→ R spojitá, je jej́ı restrikce
f | (a, b) newtonovsky integrovatelná a

(N)

∫ b

a

f | (a, b) = lim
‖a‖→0

R(a, t, f) .

Úloha 14.2.3 Rozpomeňte se na př́ıklad nespojité funkce f : [a, b] → R, která
má primitivńı funkci.

Úloha 14.2.4 Dokažte, že když f ∈ N(a, b), pak f | (c, d) ∈ N(c, d) pro každá
dvě č́ısla c < d v intervalu (a, b).
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Úloha 14.2.5 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 14.2.6 (linearita (N)
∫

) Necht’ f, g ∈ N(a, b), kde a < b, a necht’

c, d ∈ R. Pak cf + dg ∈ N(a, b) a

(N)

∫ b

a

(cf + dg) = c · (N)

∫ b

a

f + d · (N)

∫ b

a

g .

Ukážeme, že Newton̊uv integrál je monotónńı.

Tvrzeńı 14.2.7 (monotonie (N)
∫

) Když f, g ∈ N(a, b) a na (a, b) je f ≤ g,
pak

(N)

∫ b

a

f ≤ (N)

∫ b

a

g .

Důkaz. Necht’ F , resp. G, je primitivńı k f , resp. ke g. Č́ısla c < d v (a, b) bud’te
libovolná. Použijeme Lagrangeovu větu o středńı hodnotě pro funkci F − G
a interval [c, d]: pro nějaký bod e ∈ (c, d) je

(F (d)−G(d))− (F (c)−G(c)) = (F −G)′(e) · (d− c)
= (F ′(e)−G′(e)) · (d− c)
= (f(e)− g(e)) · (d− c) ≤ 0 .

Proto F (d) − F (c) ≤ G(d) − G(c). Tato nerovnost se zachová při limitńıch
přechodech c→ a a d→ b a dostáváme uvedenou nerovnost mezi Newtonovými
integrály. 2

Úloha 14.2.8 Dokažte následuj́ıćı d̊usledek monotonie Newtonova
∫

.

Důsledek 14.2.9 (odhad |(N)
∫
|) Necht’ a < b, f, g ∈ N(a, b), g > 0 na (a, b)

a |f | ≤ g na (a, b). Pak ∣∣∣∣(N)

∫ b

a

f

∣∣∣∣ ≤ (N)

∫ b

a

g .

Newton̊uv integrál má také vlastnost aditivity.

Tvrzeńı 14.2.10 (aditivita (N)
∫

) Necht’ a < c < b, f : (a, b) → R a f je
v N(a, b). Potom f ∈ N(a, c) ∩N(c, b) a

(N)

∫ b

a

f = (N)

∫ c

a

f + (N)

∫ b

c

f ,

kde př́ıslušné restrikce funkce f znač́ıme pro jednoduchost opět jako f .
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Důkaz. Necht’ F je nějaká antiderivace funkce f na intervalu (a, b). Pak

(N)

∫ b

a

f = Fb − Fa =
(
Fb − F (c)

)
+
(
F (c)− Fa

)
=

(
Fb − lim

x→c+
F (x)

)
+
(

lim
x→c−

F (x)− Fa
)

= (N)

∫ b

c

f + (N)

∫ c

a

f .

Prostředńı rovnost plat́ı d́ıky spojitosti F v c. 2

Úloha 14.2.11 Proč je F v c spojitá?

Tvrzeńı 17.1.13 jde opačným směrem. Uvedeme tři př́ıklady na Newton̊uv in-
tegrál.

(N)

∫ 1

0

√
x = lim

x→1

x3/2

3/2
− lim
x→0

x3/2

3/2
=

2 · 13/2

3
− 2 · 03/2

3
=

2

3

a

(N)

∫ 1

0

1√
x

= lim
x→1

x1/2

1/2
− lim
x→0

x1/2

1/2
= 2(11/2 − 01/2) = 2 .

Neomezená oblast G≤1/
√
x pod grafem neomezené funkce 1/

√
x : (0, 1) → R

má tedy konečnou newtonovskou plochu rovnou 2. Jak uvid́ıme v kapitole 17,
riemannovsky se tato plocha nedá spoč́ıtat. Avšak podobný Newton̊uv integrál

(N)

∫ 1

0

1

x

neexistuje, protože žádná antiderivace c+ log x nemá v 0 vlastńı limitu.

• D̊ukaz druhého l’Hospitalova pravidla. Pomoćı Newtonova integrálu dokážeme
větu 11.3.9, kterou ńıže zopakujeme jako větu 14.2.14. Jako pomocné tvrzeńı
dokážeme jednu asymptotiku Newtonových integrál̊u.

Tvrzeńı 14.2.12 (asymptotika (N)
∫

) f, g ∈ N(a, b), g > 0 na (a, b), f(x) =

o(g(x)) (x→ a) & limx→a (N)
∫ b
x
g = +∞. Pak

(N)

∫ b

x

f = o

(
(N)

∫ b

x

g

)
(x→ a) .

Důkaz. Bud’ dáno ε. Podle prvńıho o existuje δ ≤ b − a, že x ∈ (a, a + δ)
⇒ |f(x)| < ε

2 · g(x). Podle limity +∞ existuje θ < δ, že x ∈ (a, a + θ) ⇒
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∣∣(N)
∫ b
a+δ

f
∣∣ < ε

2 · (N)
∫ b
x
g. Takže x ∈ (a, a+ θ) ⇒∣∣∣∣(N)

∫ b

x

f

∣∣∣∣ tvrz. 14.2.10
=

∣∣∣∣(N)

∫ a+δ

x

f + (N)

∫ b

a+δ

f

∣∣∣∣
∆-ová ner.
≤

∣∣∣∣(N)

∫ a+δ

x

f

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(N)

∫ b

a+δ

f

∣∣∣∣
obě ⇒ a d̊usl. 14.2.9

<
ε

2
· (N)

∫ a+δ

x

g +
ε

2
· (N)

∫ b

x

g

(?)

≤ ε · (N)

∫ b

x

g .

Platnost posledńı nerovnosti je předmětem následuj́ıćı úlohy. 2

Úloha 14.2.13 Proč plat́ı posledńı nerovnost?

Věta 14.2.14 (LHP 2) Necht’ A ∈ R∗ a pro nějaké δ > 0 máme funkce

f, g, f ′, g′ : P+(A, δ)→ R

s g′ 6= 0 na P+(A, δ), g má v A limitu ±∞ a necht’ limx→A
f ′(x)
g′(x) = L ∈ R∗.

Pak též

lim
x→A

f(x)

g(x)
= L .

Důkaz. Necht’ A, δ, f , g a L jsou, jak uvedeno, a necht’ nejprve a := A ∈ R.
Lze předpokládat, že g má v a limitu +∞ a že na P+(A, δ) je g′ > 0 (viz
úloha 14.2.15), limita −∞ se probere podobně. Necht’ nejprve L = 0, tj. f ′(x) =
o(g′(x)) (x→ A). Vezmeme nějaké θ < δ a podle předchoźı věty dostaneme, že

(N)

∫ θ

x

f ′ = o

(
(N)

∫ θ

x

g′

)
(x→ A) ,

což dává f(x) = f(θ)−o(1)(g(θ)−g(x)). Tedy f(x)/g(x) = f(θ)/g(x)+o(1)(1−
g(θ)/g(x)) = o(1) + o(1)(1− o(1)) = o(1) a tedy limx→A f(x)/g(x) = 0 = L.

Necht’ L ∈ R je obecné. Pak s h(x) := f(x) − Lg(x) je limx→A h
′(x)/g′(x)

= 0, a podle právě dokázaného př́ıpadu je

0 = lim
x→A

h(x)

g(x)
= lim
x→A

f(x)

g(x)
− L

a limx→A f(x)/g(x) = L. Pro L = +∞ je limx→A g
′(x)/f ′(x) = 0+. Tedy podle

předchoźıho př́ıpadu je

lim
x→A

g(x)

f(x)
= 0+

a dostaneme, že limx→A f(x)/g(x) = 1/0+ = +∞. L = −∞ převedeme substi-
tućı h(x) := −f(x) na př́ıpad L = +∞. 2

Předešlý d̊ukaz LHP pro limity ∞∞ je převzat z učebnice [107, str. 206–7].
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Úloha 14.2.15 Proč m̊užeme předpokládat, že že g′ > 0? Návod: viz následuj́ıćı
věta.

Úloha 14.2.16 Dokažte větu pro definičńı obory P−(A, δ) a P (A, δ) a pro ne-
konečna A = ±∞.

Úloha 14.2.17 Vypoč́ıtejte limx→0 cotx/ log x.

14.3 Darbouxova vlastnost derivaćı

Derivace funkce sice nemuśı být spojitá, ale v jednom ohledu se chová jako
spojitá funkce.

• Darbouxova vlastnost derivace. Jak ukážeme, derivace nabývá každou mezi-
hodnotu.

Definice 14.3.1 (Darbouxova vlastnost) Funkce f : M → R, kde M ⊂ R,
má Darbouxovu vlastnost (je Darbouxova), pokud pro každý interval I ⊂ M je
jeho obraz f [I] interval.

V d̊usledku ?? jsme dokázali, že spojité funkce jsou Darbouxovy. Nyńı to rozš́ı̌ŕıme
na derivace.

Věta 14.3.2 (derivace jsou Darbouxovy) Necht’ I ⊂ R je netriviálńı inter-
val. Když má funkce f : I → R primitivńı funkci, má Darbouxovu vlastnost.

Důkaz. Necht’ a < b, f, F : [a, b] → R, F je primitivńı k f a f(a) < c < f(b),
př́ıpad f(a) > c > f(b) je podobný. Uváž́ıme funkci

G(x) := F (x)− cx : [a, b]→ R .

Na [a, b] se patrně G′ = F ′ − c = f − c a G je tedy spojitá. Podle věty 8.4.2 G
nabývá v nějakém bodu d ∈ [a, b] minimum. Z

G′(a) = f(a)− c < 0 a G′(b) = f(b)− c > 0

podle tvrzeńı 11.3.3 plyne, že d ∈ (a, b) a d je tedy OLB definičńıho oboru.
Podle věty 10.1.5 se G′(d) = f(d)− c = 0, takže f(d) = c. 2

Úloha 14.3.3 Proč je tato tř́ıda darbouxovských funkćı ostře obsáhleǰśı než
tř́ıda spojitých funkćı?

Úloha 14.3.4 Jak z věty plyne, že funkce znaménka sgn(x) nemá na žádném
netriviálńım intervalu I 3 0 primitivńı funkci?
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14.4 Per partes a substituce pro PF

Uvedeme dvě metody výpočtu primitivńı funkce, per partes (po částech) a sub-
stitučńı. Operace antiderivováńı je také lineárńı. Pro netriviálńı interval I a dvě
funkce F, f : I → R značeńı

F =

∫
f a

∫
f = F

znamená, že F je (na I) primitivńı k f . Obstarožńı zápisy F =
∫
f+c a F (x) =∫

f(x) dx+ c s integračńı konstantou c nebudeme použ́ıvat.

• Linearita primitivńı funkce a integrace per partes. Důkazy těchto výsledk̊u
jsou př́ımočaré.

Tvrzeńı 14.4.1 (linearita PF) Necht’ I ⊂ R je netriviálńı interval, f , g, F ,
G : I → R, F (resp. G) je primitivńı k f (resp. ke g). Pak

aF + bG =
∫

(af + bg) .

Důkaz. Pokud f , g, I, F a G jsou, jak je uvedeno, pak podle linearity derivováńı
se

(aF + bG)′ = aF ′ + bG′ = af + bg .

2

Úloha 14.4.2 Vı́me, že na R je x2/2 =
∫
x a že − cosx =

∫
sinx. Jaká je

primitivńı funkce k 2 sinx− 3x?

Věta 14.4.3 (metoda per partes) I ⊂ R je netriviálńı interval, f , g, F ,
G : I → R a F (resp. G) je primitivńı k f (resp. ke g). Pak∫

fG = FG−
∫
Fg .

To jest, když H : I → R je primitivńı k Fg, pak FG−H je primitivńı k fG.

Důkaz. Podle Leibnizova vzorce a linearity derivováńı se

(FG−H)′ = F ′G+ FG′ −H ′ = fG+ Fg − Fg = fG .

2

Často se tento vzorec zapisuje i jako∫
F ′G = FG−

∫
FG′

— pokud známe primitivńı funkci k FG′, známe primitivńı funkci i k F ′G. Deri-
vace přeskoč́ı z F na G. Např́ıklad pro I = (0,+∞) tak vypoč́ıtáme antiderivaci
logaritmu:∫

log x =

∫
x′ log x = x log x−

∫
x(log x)′

= x log x−
∫
x

x
= x log x−

∫
1 = x log x− x .

Nebo snadno vyřeš́ıme tuto úlohu.
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Úloha 14.4.4
∫
x sinx =? Návod: − cosx =

∫
sinx.

Správnost výsledk̊u źıskaných metodou per partes snadno zkontrolujeme zderi-
vováńım.

• Substitučńı metoda. Jedná se o dva vzorce pro výpočet antiderivaćı.

Věta 14.4.5 (substitučńı metoda) Necht’ I, J ⊂ R jsou netriviálńı inter-
valy, g : I → J , g′ : I → R a f : J → R. Pak plat́ı následuj́ıćı vzorce.

(1) F =
∫
f na J ⇒ F (g) =

∫
f(g) · g′ na I.

(2) Když g je surjekce a na I je g′ 6= 0, potom plat́ı implikace

G =
∫
f(g) · g′ na I ⇒ G(g−1) =

∫
f na J.

Důkaz. 1. Podle věty ?? o derivaci složené funkce se

(F (g))′ = F ′(g) · g′ = f(g) · g′ .

2. Podle věty 14.3.2 má g′ Darbouxovu vlastnost. Na I je tedy bud’ g′ > 0,
anebo g′ < 0. Takže, podle věty 11.3.1, g bud’ roste, anebo klesá. Podle části 2
věty 8.5.13 existuje spojitý inverz g−1 : J → I. Podle vzorc̊u pro derivaci složené
funkce a pro derivaci inverzńı funkce (věta ?? a věta 10.4.5) se(

G(g−1)
)′

= G′(g−1) · (g−1)′

= f(g(g−1)︸ ︷︷ ︸
=x

) ·����g′(g−1) · 1

����g′(g−1)
= f .

2

Na závěr kapitoly druhý ze substitučńıch vzorc̊u ilustrujeme př́ıkladem a prvńı
úlohou.

Na J = (−1, 1) nalezneme primitivńı funkci
∫
f k f(t) :=

√
1− t2. Funkci f

slož́ıme s funkćı g(x) := sinx : I = (−π/2, π/2) → J . Na intervalu I metodou
per partes spoč́ıtáme, že∫

f(g) · g′ =

∫
cos2 x =

∫
(sinx)′ cosx

= sinx · cosx−
∫

sinx(cosx)′

= sinx · cosx+

∫
(1− cos2 x)

= sinx · cosx+ x−
∫

cos2 x .

Na I se proto ∫
f(g) · g′ =

∫
cos2 x =

sinx · cosx+ x

2
=: G(x) .
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Podle druhého substitučńıho vzorce a vztahu cosx =
√

1− sin2 x plat́ıćıho na
I máme na J vztah∫ √

1− t2 =

∫
f = G(g−1) =

t
√

1− t2 + arcsin t

2
.

Snadno ho zkontrolujeme zderivováńım.

Úloha 14.4.6 Necht’ na I plat́ı F =
∫
f & a, b ∈ R s a 6= 0. Pomoćı prvńıho

substitučńıho vzorce nalezněte na intervalu J := 1
a · (I − b) vzorec pro∫

f(ax+ b) .
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Kapitola 15

Přednáška 11. Nevlastńı
Newton̊uv integrál.
Antiderivace racionálńıch
funkćı

V kapitole založené na jedenácté přednášce v podkapitole 15.1 rozš́ı̌ŕıme New-
ton̊uv integrál i na neomezené otevřené intervaly. V podkapitole 15.2 uprav́ıme
ve větě 15.2.1 pro tento integrál metodu per partes a ve větě 15.2.5 metodu sub-
stitučńı. Věta 15.2.9 podává přehled antiderivaćı elementárńıch funkćı źıskaných
obráceńım jednoduchého derivováńı.

V podkapitole 15.3 dokážeme, že každá racionálńı funkce má primitivńı
funkci definovanou jako elementárńı funkce. Tyto elementárńı antiderivace ra-
cionálńıch funkćı jsou popsány ve větě 15.3.1. Dále zmı́ńıme tvrzeńı 15.3.7 o tzv.
Bachetově identitě a větu 15.3.10 o vyjádřeńı každé racionálńı funkce pomoćı
tzv. parciálńıch zlomk̊u.

Přednáška byla přednesena 27. 4. 2023, viz

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23_pred11.pdf .

V učebnicové verzi jsme ji zde rozš́ı̌rili jen málo.

15.1 Nevlastńı Newton̊uv integrál

• Mı́rné zobecněńı Newtonova integrálu. Rozš́ı̌ŕıme ho ted’ na funkce typu

f : (A, B) = {x ∈ R | A < x < B} → R

pro konce intervalu A < B lež́ıćı v R∗. Dovolujeme tedy i A = −∞ a B = +∞.
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Definice 15.1.1 (nevlastńı Newton̊uv integrál) Prvky A < B jsou v R∗,

F, f : (A, B)→ R

a F je primitivńı k f . Newton̊uv integrál funkce f přes interval (A,B) definu-
jeme jako rozd́ıl

(N)

∫ B

A

f = FB − FA := lim
x→B

F (x)− lim
x→A

F (x) ,

jsou-li obě limity vlastńı. Plocha Af oblasti G≤f pak je (N)
∫ B
A
f . Pro B < A

klademe (N)
∫ B
A
f := −(N)

∫ A
B
f . Dále vždy definujeme (N)

∫ A
A
f := 0.

Pokud je (N)
∫ B
A
f definovaný, řekneme, že f je newtonovsky integrovatelná přes

(A,B), a ṕı̌seme, že
f ∈ N(A, B) .

Úloha 15.1.2 Ukažte, že hodnota tohoto integrálu nezáviśı na volbě primitivńı
funkce F .

Úloha 15.1.3 Ukažte, že pro A,B,K,L ∈ R∗ s A ≤ K < L ≤ B plat́ı, že
f ∈ N(A,B) ⇒ f | (K,L) ∈ N(K,L).

V této situaci ṕı̌seme jednodušeji, že f ∈ N(K,L). Např́ıklad 1
1+x2 ∈ N(0,+∞),

protože

(N)

∫ +∞

0

1

1 + x2
=

limx→+∞ arctan x︷ ︸︸ ︷
arctan+∞ −

=arctan 0︷ ︸︸ ︷
arctan0 =

π

2
− 0 =

π

2
.

Pro F : (A,B)→ R zavedeme zápis

[F ]BA := FB − FA = lim
x→B

F (x)− lim
x→A

F (x) ,

jestliže obě limity existuj́ı a jsou vlastńı.

Úloha 15.1.4 Dokažte dvě následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 15.1.5 (aditivita) Pokud A,B,C ∈ R∗ a

f ∈ N
(

min({A, B, C}), max({A, B, C})
)
,

pak

(N)

∫ C

A

f = (N)

∫ B

A

f + (N)

∫ C

B

f

neboli (N)
∫ B
A
f + (N)

∫ C
B
f + (N)

∫ A
C
f = 0.

Tvrzeńı 15.1.6 (linearita) Pokud A,B ∈ R∗, a, b ∈ R a

f, g ∈ N
(

min({A, B}), max({A, B})
)
,

pak

(N)

∫ B

A

(af + bg) = a · (N)

∫ B

A

f + b · (N)

∫ B

A

g .
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15.2 Per partes a substituce

Tyto dvě metody, jimiž lze nalézt primitivńı funkce, ted’ uprav́ıme pro nevlastńı
Newtonovy integrály.

• Integrace per partes, to jest po částech. Na rozd́ıl od dvou předešlých tvrzeńı
tento vzorec dokážeme.

Věta 15.2.1 (per partes pro N.
∫

) Necht’ f, g, F,G : (A,B) → R, kde A <
B jsou v R∗, a funkce F (resp. G) je primitivńı k f (resp. ke g). Pak rovnost

(N)

∫ B

A

fG︸ ︷︷ ︸
T1

= [FG]BA︸ ︷︷ ︸
T2

− (N)

∫ B

A

Fg︸ ︷︷ ︸
T3

plat́ı vždy, když jsou definovány dva ze tř́ı člen̊u Ti.

Důkaz. 1. Necht’ T1, T2 ∈ R. Tedy [FG]BA = T2 a funkce fG má na (A,B)
primitivńı funkci H s [H]BA = T1. Pak

(FG−H)′ = fG+ Fg − fG = Fg a [FG−H]BA = T2 − T1 .

FG − H je tedy na (A,B) primitivńı k Fg a posledńı rovnost je jen úprava
rovnosti uvedené ve větě.

2. Necht’ T1 ∈ R a T3 ∈ R. Takže fG, resp. Fg, má na (A,B) primitivńı
funkci H1, resp. H2, s [H1]BA = T1 a [H2]BA = T3. Pak

(H1 +H2)′ = fG+ Fg = (FG)′ na (A,B) .

Podle věty 12.4.2 existuje konstanta c, že na (A,B) se H1 +H2 +c = FG. Proto

[FG]BA = [H1 +H2 + c]BA = [H1]BA + [H2]BA = T1 + T3 ,

což je rovnost ve větě.
3. T2, T3 ∈ R − tento př́ıpad je podobný př́ıpadu 1. 2

Úloha 15.2.2 Dokažte podrobně př́ıpad 3.

Tvrzeńı 15.2.3 (
∫

= n!) Jako př́ıklad použit́ı metody per partes dokážeme, že
pro každé n ∈ N0 se

In := (N)

∫ +∞

0

xne−x = n! (=
∏n
i=1 i) .
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Důkaz. I0 = [−e−x]+∞0 = limx→+∞(−e−x) − (−e−0) = −0 − (−1) = 1. Pro
n > 0 pomoćı posledńı věty a indukce podle n dostaneme, že

In = (N)

∫ +∞

0

xn
(
−e−x

)′
věta 15.2.1, ∃ T2 a T3

= [−xne−x]+∞0 + (N)

∫ +∞

0

(xn)
′
e−x

linearita
∫

= −0 + 0 + n · (N)

∫ +∞

0

xn−1e−x

= n · In−1 .

Proto In = n! =
∏n
i=1 i pro každé n ∈ N0. 2

Úloha 15.2.4 Vysvětlete, proč přesně na druhém řádku výpočtu existuj́ı členy
T2 a T3.

Tuto reprezentaci faktoriál̊u pomoćı integrál̊u využijeme v podkapitole 20.2 ve
druhém odvozeńı Stirlingova vzorce.

• Substituce v Newtonově integrálu. Dva vzorce pro integraci substitućı z minulé
přednášky uprav́ıme pro nevlastńı Newton̊uv integrál.

Věta 15.2.5 (substituce v N.
∫

) Necht’ A,B,C,D ∈ R∗, A < B, C < D,
g : (A,B) → (C,D) a má na (A,B) vlastńı g′ a f : (C,D) → R. Pak plat́ı
následuj́ıćı.

1. Necht’ f má primitivńı funkci F : (C,D)→ R. Pak plat́ı rovnost

(N)

∫ B

A

f(g) · g′ = (N)

∫ gB

gA

f ,

jestlǐze posledńı integrál existuje.

2. Necht’ je funkce g surjekce a g′ 6= 0 na (A,B). Pak {g−1
C , g−1

D } = {A, B}
a plat́ı rovnost

(N)

∫ D

C

f = (N)

∫ g−1
D

g−1
C

f(g) · g′ ,

jestlǐze posledńı integrál existuje.

Důkaz. Necht’ A, B, C, D, g a f jsou, jak je uvedeno.
1. Necht’ existuje F a pravá strana je definovaná. Tedy existuj́ı limity

gA := lim
x→A

g(x) ∈ R∗ a gB := lim
x→B

g(x) ∈ R∗ ,

což jsou patrně limitńı body intervalu (C,D), a pravá strana se rovná

FgB − FgA = lim
y→gB

F (y)− lim
y→gA

F (y) ,
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takže posledńı dvě limity existuj́ı a jsou vlastńı. Vı́me, že na (A,B) je F (g)
primitivńı k f(g) · g′. T́ım pádem

(N)

∫ gB

gA

f = lim
y→gB

F (y)− lim
y→gA

F (y)

= lim
x→B

F (g(x))− lim
x→A

F (g(x)) = (N)

∫ B

A

f(g) · g′ .

Prvńı a třet́ı rovnost plynou z definice nevlastńıho N.
∫

. Druhá rovnost plyne
z věty 7.4.1 o limitě složené funkce (se splněnou podmı́nkou 1).

2. Necht’ g je na, g′ 6= 0 a pravá strana je definovaná. Vı́me, že g i g−1 je
rostoućı nebo klesaj́ıćı bijekce (úloha 15.2.6). Tedy limity

g−1
C := lim

y→C
g−1(y) ∈ R∗ a g−1

D := lim
y→D

g−1(y) ∈ R∗

existuj́ı a {g−1
C , g−1

D } = {A,B}, to jest v nějakém pořad́ı se rovnaj́ı prvk̊um
A a B. Podle předpokladu má f(g) · g′ na (A,B) primitivńı funkci G a pravá
strana má hodnotu

lim
x→g−1

D

G(x)− lim
x→g−1

C

G(x) .

Vı́me, že na (C,D) má inverzńı funkce g−1 vlastńı derivaci (věta 10.4.5) a že
G(g−1) tam je primitivńı k f (viz výpočet v d̊ukazu věty 14.4.5). T́ım pádem

(N)

∫ g−1
D

g−1
C

f(g) · g′ = lim
x→g−1

D

G(x)− lim
x→g−1

C

G(x)

= lim
y→D

G(g−1(y))− lim
y→C

G(g−1(y)) = (N)

∫ D

C

f .

Prvńı a třet́ı rovnost opět plynou z definice nevlastńıho N.
∫

a druhá opět z věty
o limitě složené funkce. 2

Úloha 15.2.6 Proč je funkce g a jej́ı inverz monotónńı bijekce?

Minule jsme substitućı spoč́ıtali, že na (−1, 1) je

t
√

1− t2 + arcsin t

2
=

∫ √
1− t2 .

Úloha 15.2.7 Dokažte, že tento vztah plat́ı i na [−1, 1].

Umı́me tak spoč́ıtat plochu horńıho jednotkového p̊ulkruhu, plochu Af oblasti
G≤f pod grafem funkce f(t) =

√
1− t2 : (−1, 1)→ R.

Důsledek 15.2.8 Plat́ı, že

(N)

∫ 1

−1

√
1− t2 =

π

2
.
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Důkaz. Necht’ F (t) := (t
√

1− t2 + arcsin t)/2. Pak

(N)

∫ 1

−1

√
1− t2 = lim

t→1
F (t)− lim

t→−1
F (t)

=
0 + arcsin 1

2
− 0 + arcsin(−1)

2
=
π

4
− −π

4
=
π

2
.

2

• Primitivńı funkce některých elementárńıch funkćı. Mechanicky invertujeme
pravidla pro derivováńı ve větě ??.

Věta 15.2.9 (tabulka antiderivaćı) Na intervalech I plat́ı následuj́ıćı vztahy.

1. I = R, pak plat́ı, že expx =
∫

expx, − cosx =
∫

sinx, sinx =
∫

cosx,

arctanx =
∫

1
1+x2 a xn+1

n+1 =
∫
xn pro n ∈ N0.

2. I = (−∞, 0) nebo (0,+∞), pak log(|x|) =
∫

1
x a xn+1

n+1 =
∫
xn pro n =

−2,−3, . . . .

3. I = (0,+∞), pak xb+1

b+1 =
∫
xb pro b ∈ R \ Z.

4. I = (kπ − π
2 , kπ + π

2 ), k ∈ Z, pak tanx =
∫

1
(cos x)2 .

5. I = (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z, pak − cotx =
∫

1
(sin x)2 .

6. I = (−1, 1), pak arcsinx =
∫

1√
1−x2

.

Důkaz. Viz věta ??. 2

Úloha 15.2.10 Nejsou vztahy (log x)′ = 1
x a (log(−x))′ = 1

−x · (−x)′ = 1
−x ·

(−1) = 1
x v rozporu s t́ım, že dvě antiderivace téže funkce se lǐśı jen konstantńım

posunem?

15.3 Antiderivace racionálńıch funkćı

Racionálńı funkce, zkratkou RF, představuj́ı poměrně širokou podtř́ıdu ele-
mentárńıch funkćı, jejichž primitivńı funkce se vždy daj́ı vyjádřit

”
vzorcem“ —

jsou opět elementárńı.

• Obecný tvar antiderivace racionálńı funkce. Připomeňme si, že RF r = r(x)
je pod́ıl dvou reálných polynomů

r(x) =
p(x)

q(x)
: R \ Z(r)→ R .

Zde p(x), q(x) ∈ R[x], polynom q(x) neńı nulový a

Z(r) := {a ∈ R | q(a) = 0}
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je množina reálných kořen̊u jmenovatele q(x). Jak známo, |Z(r)| ≤ deg q, stupeň
polynomu q = q(x). Ireducibilńı trojčlen a(x), krátce IT, je reálný monický
(s vedoućım koeficientem 1) kvadratický polynom

a(x) = x2 + bx+ c s b2 − 4c < 0 ,

takže a(x) nemá reálné kořeny. Pak a(x) > 0 pro každé x ∈ R. Např. x2 +
2x+2 je IT. Ve druhé polovině přednášky dokážeme, modulo d̊ukaz věty 15.3.3,
následuj́ıćı větu.

Věta 15.3.1 (
∫
r(x)) Pro každou RF r = r(x) existuje taková funkce R(x)

tvaru

r0(x) +

k∑
i=1

si · log(|x− αi|) +

l∑
i=1

ti · log(ai(x)) +

m∑
i=1

ui · arctan(bi(x)) ,

kde r0(x) je RF, k, l,m ∈ N0, prázdné
∑

:= 0, si, ti, ui ∈ R, αi ∈ Z(r), ai(x)
jsou ITy a bi(x) ∈ R[x] jsou nekonstantńı lineárńı polynomy, že na každém
netriviálńım intervalu I ⊂ R \ Z(r) je

R(x) =
∫
r(x) .

Je jasné, že funkce všech čtyř uvedených typ̊u se v R(x) mohou objevit. Li-
nearitou integrace, integraćı substitućı a pomoćı výše uvedené tabulky primi-
tivńıch funkćı např́ıklad dostaneme, že na libovolném netriviálńım intervalu
I ⊂ R \ {0, 1} je

∫
r(x) :=

∫ (
1

x4
+

1

x− 1
+

=(... )′/(... )︷ ︸︸ ︷
2x+ 2

x2 + 2x+ 2
+

=1/((x+1)2+1)︷ ︸︸ ︷
1

x2 + 2x+ 2

)
= − 1

3x3
+ log(|x− 1|) + log(x2 + 2x+ 2) + arctan(x+ 1) .

Úloha 15.3.2 Nalezněte následuj́ıćı primitivńı funkce.∫
1

x3 + 3x2 + 3x+ 1
,

∫
20x3 − 2

10x4 − 4x+ 1
a

∫
2x

x4 + 2x2 + 2
.

Pro d̊ukaz věty nejdř́ıve vysvětĺıme teorii tzv. parciálńıch zlomk̊u.

• Parciálńı zlomky. Následuj́ıćı větu — Základńı větu algebry — zde nebudeme
dokazovat. Už jsme ji totiž dokázali v podkapitole 2.7.

Věta 15.3.3 (Zvalg) ∀ p(x) ∈ C[x] \ C ∃α ∈ C
(
p(α) = 0

)
.

Ze Zvalg odvod́ıme existenci a tvar ireducibilńıch rozklad̊u v R[x].
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Důsledek 15.3.4 (ired. rozklady) Necht’ q(x) ∈ R[x], q(x) 6= 0. Pak

q(x) = c ·
k∏
i=1

(x− αi)mi

︸ ︷︷ ︸
koř. činitele typu 1

·
l∏
i=1

ai(x)ni

︸ ︷︷ ︸
koř. činitele typu 2

,

kde c ∈ R, c 6= 0, je vedoućı koeficient polynomu q(x), k, l ∈ N0, prázdné
∏

:= 1,
mi, ni ∈ N, αi ∈ R jsou všechny r̊uzné reálné kořeny polynomu q(x) a ai(x) jsou
vzájemně r̊uzné ITy.

Důkaz. α = a+ bi ∈ C je kořenem polynomu q(x) ⇒ komplexně sdružené č́ıslo
α = a−bi je též kořenem, protože q(x) je reálný (úloha 15.3.5). Pokud α ∈ C\R,
tj. pokud b 6= 0, pak

aα(x) := (x− α)(x− α) = x2 − 2a · x+ (a2 + b2) ∈ R[x]

je IT: (−2a)2 − 4(a2 + b2) = −4b2 < 0.
Je-li q(x) konstantńı polynom, d̊usledek plat́ı s rozkladem q(x) = c. Pokud

q(x) neńı konstantńı, podle věty 15.3.3 má kořen α ∈ C. Pak

q(x) = (x− α)q1(x)

(úloha 15.3.6). Pokud α ∈ R, je q1(x) ∈ R[x] (úlohya 15.3.6). Odštěpili jsme tak
jeden kořenový činitel x− α typu 1. Pokud α ∈ C \ R, je q1(x) = (x− α)s1(x)
(úloha 15.3.6). Pak

q(x) = (x− α)q1(x) = (x− α)(x− α)s1(x) = aα(x)s1(x) .

Opět s1(x) ∈ R[x] a odštěpili jsme tak jeden kořenový činitel aα(x) typu 2.
Pokud q1(x), resp. s1(x), je nekonstantńı, aplikujeme na něj stejný postup a
pak pokračujeme stejným zp̊usobem. Nakonec odštěpováńı kořenových faktor̊u
skonč́ı u konstantńıho polynomu c a pro q(x) dostaneme uvedený rozklad. 2

Úloha 15.3.5 Dokažte, že kořeny reálného polynomu tvoř́ı komplexně sdružené
dvojice.

Úloha 15.3.6 Doplňte podrobnosti v kroćıch d̊ukazu výše.

Rozklad libovolné RF na parciálńı zlomky źıskáme pomoćı následuj́ıćı iden-
tity.

Tvrzeńı 15.3.7 (Bachetova identita) Polynomy p, q ∈ R[x] nemaj́ı společný
kořen, tj. pro žádné z ∈ C neplat́ı, že p(z) = q(z) = 0. Pak existuj́ı takové
polynomy r, s ∈ R[x], že

r(x) · p(x) + s(x) · q(x) = 1 .
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Důkaz. Necht’ p(x) a q(x) jsou, jak uvedeno, a

S := {r(x) · p(x) + s(x) · q(x) | r(x), s(x) ∈ R[x]} .

Vezmeme polynom t(x) ∈ S, t(x) 6= 0, nejmenš́ıho stupně. Libovolný prvek
a(x) ∈ S j́ım děĺıme se zbytkem:

a(x) = t(x) · b(x) + c(x) ,

kde b(x), c(x) ∈ R[x] a deg c(x) < deg t(x) nebo c(x) = 0. Ale c(x) = a(x) −
b(x) · t(x) ∈ S (úloha ńıže). Polynom c(x) je tedy nulový a a(x) = b(x)t(x),
takže t(x) děĺı každý prvek v S. Ale p(x), q(x) ∈ S a t(x) je oba děĺı. Protože
p(x) a q(x) nemaj́ı společný kořen, podle věty 15.3.3 je t(x) nenulový konstantńı
polynom. Búno t(x) = 1 (úloha 15.3.9). Tedy 1 ∈ S a jsme hotovi. 2

Úloha 15.3.8 Proč c(x) lež́ı v S?

Úloha 15.3.9 Proč je búno t(x) = 1?

Věta 15.3.10 (parciálńı zlomky) Každá reálná RF r(x) = p(x)
q(x) , se jmeno-

vatelem q(x) rozloženým podle d̊usledku 15.3.4, má vyjádřeńı

r(x) = s(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=1

βi,j
(x− αi)j

+

l∑
i=1

ni∑
j=1

γi,jx+ δi,j
ai(x)j

,

kde s(x) ∈ R[x], k, l, mi, ni, αi a ai(x) jsou jako v d̊usledku 15.3.4 a βi,j , γi,j , δi,j
jsou v R.

Důkaz. Bachetovu identitu děĺıme součinem p(x)q(x) a dostaneme

1

p(x)q(x)
=
s(x)

p(x)
+
r(x)

q(x)
.

Opakujeme to a vid́ıme, že pro každých n reálných polynomů q1(x), . . . , qn(x),
z nichž žádné dva qi(x) a qj(x), i 6= j, nemaj́ı společný komplexńı kořen, existuje
n reálných polynomů s1(x), . . . , sn(x), že

1

q1(x)q2(x) . . . qn(x)
=

n∑
i=1

si(x)

qi(x)
.

Nyńı necht’ r(x) = p(x)/q(x) je RF a q(x) je rozložen jako v d̊usledku 15.3.4.
Posledńı vysazenou identitu použijeme pro n := k+ l, q1(x) := (x−α1)m1 , . . . ,
qk(x) := (x − αk)mk , qk+1(x) := a1(x)n1 , . . . , qk+l(x) := al(x)nl a dostaneme
takové reálné polynomy b1(x), . . . , bk(x), c1(x), . . . , cl(x), že

r(x) =
p(x)

q(x)
=

k∑
i=1

bi(x)

(x− αi)mi
+

l∑
i=1

ci(x)

ai(x)ni
.
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V každém z výše uvedených k+l zlomk̊u čitatel děĺıme jmenovatelem se zbytkem:
bi(x) = (x − αi)

mi · si(x) + di(x) a ci(x) = ai(x)ni · si+k(x) + di+k(x), kde
di(x), si(x) ∈ R[x] a každý zbytek di(x) je bud’ nulový polynom nebo má stupeň

menš́ı než jmenovatel (což je mi, resp. 2ni). S označeńım s(x) :=
∑k+l
i=1 si(x) ∈

R[x] posledńı vysazenou rovnost přeṕı̌seme jako

r(x) =
p(x)

q(x)
= s(x) +

k∑
i=1

di(x)

(x− αi)mi
+

l∑
i=1

dk+i(x)

ai(x)ni
.

Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , k} opakovaně děĺıme di(x) polynomem x−αi se zbytkem
a vyjádř́ıme i-tý sč́ıtanec v prvńım součtu ve shora uvedené podobě. Totéž
uděláme pro každý sč́ıtanec ve druhém součtu. Např́ıklad dk+1(x)/a1(x)n1 se
rovná

a1(x) · e(x) + γ1,n1
x+ δ1,n1

a1(x)n1
=

e(x)

a1(x)n1−1
+
γ1,n1

x+ δ1,n1

a1(x)n1
,

pak vyděĺıme polynom e(x) polynomem a1(x) se zbytkem a tak postupujeme
dále. Toto provedeme ve všech k + l zlomćıch. 2

• D̊ukaz věty 15.3.1 o tvaru
∫
r(x). Danou racionálńı funkci r(x) vyjádř́ıme

součtem parciálńıch zlomk̊u jako v předchoźı větě:

r(x) = s(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=1

βi,j
(x− αi)j

+

l∑
i=1

ni∑
j=1

γi,jx+ δi,j
ai(x)j

.

Použijeme linearitu PF a integrujeme každý sč́ıtanec zvlášt’. Prvńı dva členy
jsou snadné:

∫
s(x) je polynom (na jakémkoli netriviálńım reálném intervalu I),∫

β/(x−α)j = −β/((j−1)(x−α)j−1) pro j ≥ 2 a
∫
β/(x−α) = β log(|x−α|),

kde tyto PF plat́ı na libovolném netriviálńım intervalu I ⊂ R \ {α}. Jsou to
př́ıspěvky k

∫
r(x) prvńıch dvou typ̊u ve větě 15.3.1.

Zintegrujeme třet́ı člen a vypoč́ıtáme PF tvaru∫
γx+ δ

(x2 + bx+ c)j
,

kde j ∈ N a γ, δ, b, c ∈ R splňuj́ı b2 − 4c < 0. Pomoćı d :=
√
c− b2/4 > 0 a

e := (δ − γb/2)/d2j−1 zaṕı̌seme posledńı RF jako

γx+ δ

(x2 + bx+ c)j
=

γ

2
· 2x+ b

(x2 + bx+ c)j︸ ︷︷ ︸
T :=(... )′/(... )j

+
δ − γb/2

(x2 + bx+ c)j

=
γ

2
· T + e · 1/d(

(x/d+ b/2d)2 + 1
)j︸ ︷︷ ︸

U :=(... )′/((... )2+1)j

=
γ

2
· T + e · U .
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Integraćı substitućı máme, že
∫
T = 1/

(
(j − 1)(x2 + bx + c)j−1

)
pro j ≥ 2 a∫

T = log(x2 + bx+ c) pro j = 1 (na libovolném netriviálńım reálném intervalu
I). T́ım dostáváme př́ıspěvky k

∫
r(x) prvńıho a třet́ıho typu ve větě 15.3.1.

Nakonec spoč́ıtáme
∫
U . Integraćı substitućı máme, že

∫
U = Ij(x/d+ b/2d)

(na libovolném netriviálńım reálném intervalu I), kde

Ij = Ij(y) :=

∫
1

(y2 + 1)j
.

Pro j ∈ N integraćı per partes a derivováńım složených funkćı dostaneme vztah

Ij =

∫
y′ · 1

(y2 + 1)j
=

y

(y2 + 1)j
+ 2j

∫
(y2 + 1)− 1

(y2 + 1)j+1

=
y

(y2 + 1)j
+ 2j · Ij − 2j · Ij+1 .

Máme tedy rekurenci I1 = arctan y (tabulka výše) a

Ij+1 =
y

2j · (y2 + 1)j
− (1− 1/2j) · Ij , j ∈ N .

Z toho vyplývá, že pro každé j ∈ N je

Ij(y) = u(y) + r · arctan y ,

kde u(y) ∈ Q(y) je RF a r ∈ Q. Protože
∫
U = Ij(x/d+b/2d), posledńı př́ıspěvek

k
∫
r(x) je prvńıho a čtvrtého typu ve větě 15.3.1. 2

Úloha 15.3.11 Nalezněte primitivńı funkci∫
1

x4 + 1
.

Návod: x4 + 1 = (x2 + 1)2 − 2x2.
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Kapitola 16

Liouville–Rosenlichtova
věta

V této kapitole dokážeme, že antiderivace funkćı e−x
2

a 1/ log x, existuj́ıćı d́ıky
spojitosti, nejsou elementárńı. Dostaneme se k tomu v odd́ılu 16.2, kde znovu
zavedeme elementárńı funkce, jinak a š́ı̌reji než v definici 5.4.8. Důkazy si žádaj́ı
aparát diferenciálńı algebry, který vybudujeme v odd́ılu 16.1. Hlavńım nástrojem
a vlastně i výsledkem celé kapitoly je Liouville–Rosenlichtova věta 16.1.1. V ka-
pitole postupujeme, tu volněji, tu těsněji, podle článku [138] M. Rosenlichta.

16.1 Liouville–Rosenlichtova věta

Zavedeme algebraický aparát pro formulaci následuj́ıćı věty a tu pak dokážeme.
Větu s kořeny před polovinou 19. stolet́ı uvád́ıme v moderńı podobě přesně
podle [138, str. 968].

Věta 16.1.1 (Liouville–Rosenlicht) Necht’ F je diferenciálńı pole charakte-
ristiky 0 a α ∈ F . Má-li rovnice

y′ = α

řešeńı v nějakém elementárńım diferenciálńım rozš́ıřeńı pole F a toto rozš́ıřeńı
má stejné podpole konstant jako F , existuj́ı konstanty c1, . . . , cn ∈ F a prvky
u1, . . . , un, v ∈ F , že

α = v′ +

n∑
i=1

ci ·
u′i
ui

.

O francouzském matematikovi Josephu Liouvilleovi a americkém matematikovi
Maxwellu Rosenlichtovi ṕı̌seme v́ıce v odd́ılu C.1.

Než se pust́ıme do diferenciálńı algebry, osvěž́ıme si několik věćı z
”
obyčejné“

komutativńı algebry. Polem zde rozumı́me komutativńı těleso. Izomorfismus poĺı
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zapisujeme pomoćı symbolu ∼=. Pole F má charakteristiku 0, pokud

1F + 1F + · · ·+ 1F 6= 0F

pro každý konečný součet jedniček v F . Pole Q, R a C maj́ı charakteristiku
0, konečné pole Zp zbytk̊u modulo prvoč́ıslo p ani nekonečné pole Zp(x) ra-
cionálńıch funkćı nad Zp charakteristiku 0 nemá. O všech poĺıch v této kapitole
lze předpokládat, že maj́ı charakteristiku 0.

Značeńı F ⊂ G pro pole F a G znamená, že F je podpole pole G, takže
0F = 0G, 1F = 1G a zúžeńı sč́ıtáńı a násobeńı v G na F×F je sč́ıtáńı a násobeńı
v F . V této souvislosti sṕı̌se mluv́ıme o rozš́ıřeńı poĺı F ⊂ G.

Předpokládáme, že čtenář je seznámený s konstrukćı okruhu polynomů F [x]
nad polem F a s aritmetikou v něm. Polynom v F [x] je nenulový, pokud má
alespoň jeden nenulový koeficient, jinak je nulový. Nenulový polynom nad F
je monický, je-li jeho vedoućı koeficient 1F . V rozš́ı̌reńı poĺı F ⊂ G je prvek
a ∈ G algebraický nad F , pokud p(a) = 0G pro nějaký nenulový polynom
p ∈ F [x]. Má-li p(x) nejmenš́ı možný stupeň (mezi polynomy nad F s kořenem
a) a je monický, je jednoznačně určený a nazýváme ho minimálńım polynomem
(algebraického prvku a nad polem F ). Stupeň deg a ∈ N (algebraického) prvku
a ∈ G (nad F ) pak je stupeň jeho minimálńıho polynomu nad F .

Definice 16.1.2 (jednoduché algebr. rozš́ı̌reńı) Necht’ F ⊂ G je rozš́ıřeńı
poĺı & prvek a ∈ G je algebraický nad F . Jako

F (a)alg, F ⊂ F (a)alg ⊂ G ,

označ́ıme nejmenš́ı podpole pole G obsahuj́ıćı F i a. Nazveme ho jednoduchým
algebraickým rozš́ıřeńım pole F .

F (a)alg existuje, je to pr̊unik všech podpoĺı pole G obsahuj́ıćıch F i a. Takto
se definuje obecněji jednoduché rozš́ı̌reńı F (a) pro libovolný prvek a ∈ G, i ne-
algebraický nad F (transcendentńı nad F ), v rozš́ı̌reńı poĺı F ⊂ G, ale nás
zde zaj́ımaj́ı hlavně algebraická rozš́ı̌reńı. Následuj́ıćı standardńı popis jedno-
duchých algebraických rozš́ı̌reńı nedokazujeme.

Tvrzeńı 16.1.3 (jednoduchá algebr. rozš́ı̌reńı) Necht’ F ⊂ G je rozš́ıřeńı
poĺı & prvek a ∈ G stupně d ∈ N je algebraický nad F . Pak

F (a)alg
∼= F [x]/(p(x)) ,

kde p ∈ F [x] je minimálńı polynom prvku a nad F . Prakticky to znamená,
že F (a)alg je pole zbytk̊u polynom̊u v F [x] modulo polynom p(x). Tyto zbytky
bijektivně reprezentuj́ı polynomy v F [x] stupně menš́ıho než d.

Zde (p(x)) = {qp | q ∈ F [x]} označuje hlavńı ideál okruhu F [x] generovaný
polynomem p(x).
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Pole F je algebraicky uzavřené, pokud každý polynom v F [x] má kořen v F .
V odd́ılu 2.7 se dokazuje algebraická uzavřenost pole C. Snadno vid́ıme, že pak
každý nenulový polynom p(x) v F [x] má faktorizaci

p(x) = c(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn) ,

kde c ∈ F \ {0F } je jeho vedoućı koeficient, n je jeho stupeň a α1, . . . , αn
jsou ne nutně r̊uzné prvky v F . Řekneme, že pole F v rozš́ı̌reńı poĺı F ⊂ F
je algebraický uzávěr pole F , pokud F je algebraicky uzavřené a každý prvek
a ∈ F je algebraický nad F . Dá se dokázat, že každé pole má algebraický uzávěr
a ten je až na izomorfismus poĺı jednoznačný. Např́ıklad pole C je algebraickým
uzávěrem pole R.

Definice 16.1.4 (konjugáty prvku) Necht’ F ⊂ G je rozš́ıřeńı poĺı, F je al-
gebraický uzávěr pole F & prvek a ∈ G stupně n ∈ N je algebraický nad F .
Konjugáty prvku a (nad F ) jsou prvky α1, . . . , αn v F z faktorizace

p(x) = (x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)

minimálńıho polynomu p ∈ F [x] prvku a nad F v F [x].

Můžeme předpokládat, že α1 = a. Dá se dokázat, že pro pole F charakteristiky 0
jsou konjugáty prvku vždy vzájemně r̊uzné.

Definice 16.1.5 (diferenciálńı pole) Diferenciálńı pole F je algebraická struk-
tura

F = (0F , 1F , +, ·, ′) ,

kde (0F , 1F , +, ·) je pole a ′ : F → F je zobrazeńı, takzvaná derivace (pole F ),
které pro každé dva prvky x, y ∈ F splňuje, že

(x+ y)′ = x′ + y′ a (xy)′ = x′y + yx′ .

Tato abstraktńı derivace se v řadě ohled̊u chová jako klasická derivace funkce
z kapitoly 10. Neńı těžké odvodit, že pro n ∈ N a x ∈ F je(

xn
)′

= nFx
n−1x′ ,

a že pro každé x, y ∈ F , y 6= 0F , je(
x

y

)′
=
x′y − xy′

y2
.

Podobně přenecháváme čtenářce i d̊ukaz následuj́ıćı identity.

Tvrzeńı 16.1.6 (logaritmická derivace) F bud’ diferenciálńı pole, n ∈ N,
a x = x1x2 . . . xn, kde xi ∈ F a xi 6= 0F . Pak

x′

x
=

n∑
i=1

x′i
xi
.
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Definice 16.1.7 (konstanty) Prvek x ∈ F diferenciálńıho pole F nazveme
konstantou, pokud x′ = 0F .

Lehce se vid́ı, že 0F a ±1F jsou vždy konstanty a že pro konstanty x, y ∈ F jsou
konstantami i x+ y, xy a, pro y 6= 0F , i x/y. Konstanty tak vytvářej́ı podpole
pole F .

Definice 16.1.8 (exp a log) Necht’ F je diferenciálńı pole a x, y ∈ F , x 6= 0F .
Řekneme, že prvek x je exponenciálou prvku y a že prvek y je logaritmem prvku
x, pokud

x′

x
= y′ .

Pro dvě diferenciálńı pole F aG zápis F ⊂ G znamená, žeG je diferenciálńım
rozš́ı̌reńım F . Tedy F je podpole poleG a zúžeńı derivace poleG na F je derivace
pole F .

Tvrzeńı 16.1.9 (rozš́ı̌reńı derivace) Necht’

F ⊂ F (a)alg =: G

je jednoduché algebraické rozš́ıřeńı pole F , které je i diferenciálńı pole. Pak lze
derivaci pole F jednoznačné rozš́ıřit na G tak, že se z G stane diferenciálńı pole.

Důkaz.
2

D̊ukaz věty 16.1.1. Bla 2

16.2 Antiderivace
∫
e−x

2

a
∫
1/ log x

Z Liouville–Rosenlichtovy věty v předchoźım odd́ılu odvod́ıme dva d̊usledky.

Důsledek 16.2.1 (o
∫

e−x
2

) Žádná antiderivace funkce

e−x
2

: R→ R

neńı elementárńı funkce.

Důsledek 16.2.2 (o
∫

1/ log x) Žádná antiderivace funkce

1/ log x : (0, +∞)→ R

neńı elementárńı funkce.
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Pochopitelně nejprve zavedeme množinu elementárńıch funkćı. Budou to
funkce typu

f : I \ Z → C ,

kde I ⊂ R je neprázdný otevřený interval a Z ⊂ I je diskrétńı množina, to jest
množina bez limitńıho bodu v I.

Definice 16.2.3 (meromorfńı funkce)
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Kapitola 17

Přednáška 12. Riemann̊uv
integrál

V posledńıch třech přednáškách se pod́ıváme na dva klasické integrály a na
jejich použit́ı. Ve dvanácté se budeme věnovat nejklasičtěǰśımu z nich, Rieman-
novu integrálu. V podkapitole 17.1 ho třemi zp̊usoby definujeme (tvrzeńı 17.1.2)
a v tvrzeńı 17.1.9 dokážeme jeho aditivitu.

Podkapitola 17.2 je věnována existenčńım otázkám Riemannova integrálu.

17.1 Definice Riemannova integrálu

• Riemann̊uv integrál. Rozvineme teorii Riemannových součt̊u z předminulé
přednášky. Jak v́ıme, pro reálná č́ısla a < b je děleńı intervalu [a, b] s body
dvojice (a, t), kde

a = (a = a0 < a1 < · · · < ak = b), k ∈ N, a

t = (t1, t2, . . . , tk) s ti ∈ [ai−1, ai] ∀ i ∈ [k] .

Dále ‖a‖ = max({ai − ai−1 | i ∈ [k]}). Necht’ f : [a, b] → R. Riemann̊uv součet
pro f a (a, t) je

R(a, t, f) =
∑k
i=1(ai − ai−1) · f(ti) .

Definice 17.1.1 (Riemann̊uv integrál) Funkce f : [a, b] → R, a < b, je rie-
mannovsky integrovatelná, symbolicky f ∈ R(a, b), pokud

∃ c ∀ ε ∃ δ ∀ (a, t)
(
‖a‖ < δ ⇒ |R(a, t, f)− c| < ε

)
.

Pak ṕı̌seme

(R)

∫ b

a

f = c nebo (R)

∫ b

a

f(x) dx = c

a řekneme, že (Riemann̊uv) integrál funkce f přes interval [a, b] se rovná c.
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Když je jasné, o jaký integrál jde, upřesněńı (R) . . . vynecháme. Význam sym-

bolu
∫ b
a
f opět mı́rně rozš́ı̌ŕıme: vždy

∫ a
a
f := 0 a

∫ a
b
f := −

∫ b
a
f pro f ∈ R(a, b).

Tvrzeńı 17.1.2 (f ∈ R(a, b) ⇐⇒ . . . ) Necht’ f : [a, b] → R. Následuj́ıćı tři
tvrzeńı jsou logicky ekvivalentńı.

1. f ∈ R(a, b).

2. (Cauchyova podmı́nka) ∀ ε ∃ δ ∀ (a, t)∀ (b, u) plat́ı, že

‖a‖, ‖b‖ < δ ⇒ |R(a, t, f)−R(b, u, f)| < ε .

3. (Heineho definice) ∀ posloupnost
(
(an, tn)

)
plat́ı, že

lim ‖an‖ = 0⇒ posloupnost
(
R(an, tn, f)

)
konverguje .

Plat́ı-li 1 a 3, pak
∫ b
a
f = limR(an, tn, f).

Důkaz. Implikace 1 ⇒ 2. Necht’ tedy c =
∫ b
a
f . Tato implikace lehce vyplývá

z trojúhelńıkové nerovnosti

|R(a, t, f)−R(b, u, f)| ≤ |R(a, t, f)− c|+ |c−R(b, u, f)| .

Implikace 2 ⇒ 3. Necht’ plat́ı Cauchyova podmı́nka 2 a
(
(an, tn)

)
je libovolná

posloupnost děleńı intervalu [a, b] s body, v ńıž norma děleńı jde k 0. Pak(
R(an, tn, f)

)
je Cauchyova a tedy konvergentńı. 2

Úloha 17.1.3 Dokažte zbývaj́ıćı implikaci 3 ⇒ 1.

Př́ı̌stě uvid́ıme daľśı ekvivalentńı definici riemannovské integrovatelnosti, Dar-
bouxovu.

• Vlastnosti (R)
∫ b
a

. Dokážeme pár vlastnost́ı tohoto integrálu.

Tvrzeńı 17.1.4 (konečně mnoho změn) f, g : [a, b]→ R, f ∈ R(a, b) a g se

od f lǐśı jen v konečně mnoha hodnotách. Potom g ∈ R(a, b) a
∫ b
a
g =

∫ b
a
f .

Důkaz. f a g bud’te, jak uvedeno, a necht’ g se od f lǐśı právě v c1, . . . , ck ∈ [a, b].
Necht’ posloupnost

(
(an, tn)

)
splňuje, že lim ‖an‖ = 0. Pak

lim R(an, tn, f) =
∫ b
a
f

podle předchoźıho tvrzeńı. Ale pro každé n ∈ N se

R(an, tn, g) = R(an, tn, f) +O(k · ‖an‖)

a implicitńı konstantu v O lze vźıt jako maxi∈[k] |g(ci) − f(ci)| (úloha 17.1.5).
Dı́ky lim ‖an‖ = 0 též

lim R(an, tn, g) =
∫ b
a
f

a d́ıky předchoźımu tvrzeńı jsme hotovi. 2
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Úloha 17.1.5 Dokažte tvrzeńı o O v předešlém d̊ukazu.

Úloha 17.1.6 Dokažte, že pokud f, g : [a, b] → R, f 6∈ R(a, b) a g se od f lǐśı
jen v konečně mnoha hodnotách, pak též g 6∈ R(a, b).

Úloha 17.1.7 Ukažte, že tvrzeńı 17.1.4 pro Newton̊uv integrál neplat́ı.

Ovšem viz pozděǰśı poznámka o (Ne)
∫

. Pomoćı tvrzeńı 17.1.4 rozš́ı̌ŕıme (R)
∫ b
a

na libovolný netriviálńı omezený interval.

Definice 17.1.8 (obecný (R)
∫ b
a
f) a < b a f : I → R, kde I = (a, b) nebo

(a, b] nebo [a, b). Necht’ f∗ : [a, b]→ R je libovolné rozš́ıřeńı funkce f . Definujeme

(R)

∫ b

a

f := (R)

∫ b

a

f∗ ,

pokud pravá strana existuje.

Pro jednoduchost zápisu v následuj́ıćım tvrzeńı vynecháme symboly restrikćı
f | [a, b] a f | [b, c].

Tvrzeńı 17.1.9 (aditivita) a < b < c jsou reálná č́ısla a f : [a, c]→ R. Pak

f ∈ R(a, c) ⇐⇒ f ∈ R(a, b) ∧ f ∈ R(b, c) .

Když obě strany ekvivalence plat́ı, pak
∫ c
a
f =

∫ b
a
f +

∫ c
b
f .

Důkaz. Implikace ⇒. Necht’ jsou dány f ∈ R(a, c) a ε. Pro f | [a, b] dokážeme
Cauchyho podmı́nku tvrzeńı 17.1.2. Bud’te dána děleńı s body (a, t) a (b, u)
intervalu [a, b] splňuj́ıćı, že ‖a‖, ‖b‖ < δ, kde δ zaručuje splněńı Cauchyho
podmı́nky v

∫ c
a
f pro ε. Necht’ a0 a b0 jsou taková rozš́ı̌reńı těchto děleńı na

děleńı intervalu [a, c], že ‖a0‖, ‖b0‖ < δ a že body děleńı a0 a v b0 obsažené
v [b, c] se shoduj́ı. Body t a u také rozš́ı̌ŕıme libovolnými identickými body
ti = ui ∈ [b, c] do bod̊u t0 a u0. Pak

|R(a0, t0, f)−R(b0, u0, f)| (1)
= |R(a, t, f)−R(b, u, f)|
< ε

(úloha 17.1.10). Důkaz Cauchyho podmı́nky pro f | [b, c] je podobný. Identita∫ c
a
f =

∫ b
a
f +

∫ c
b
f plyne sloučeńım děleńı interval̊u [a, b] a [b, c] s normami

jdoućımi k 0 do děleńı intervalu [a, c] (opět s normami jdoućımi k 0) a pomoćı
části 3 tvrzeńı 17.1.2.

Implikace⇐. Necht’ f ∈ R(a, b)∩R(b, c). Podle tvrzeńı 17.2.1 ńıže je f ome-
zená. Omezuj́ıćı konstantu označ́ıme jako d > 0. Necht’ (a, t) je libovolné děleńı
intervalu [a, c] s body. a rozděĺıme na děleńı a1 a a2 interval̊u [a, b] a [b, c] splňuj́ıćı
‖a1‖, ‖a2‖ ≤ ‖a‖. Body t1 a t2 zvoĺıme následovně. Pokud b ∈ a, rozděleńı pro-
vedeme zřejmým zp̊usobem. Pokud b 6∈ a, děleńı a1 a a2 źıskáme rozděleńım
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toho intervalu [ai−1, ai] z a, že b ∈ (ai−1, ai), na dva intervaly [ai−1, b] a [b, ai]
a t1 a t2 źıskáme výběrem dvou libovolných bod̊u ve dvou nových intervalech.
Pak

R(a, t, f)
(2)
= R(a1, t1, f) +R(a2, t2, f) +O(‖a‖d)

(úloha 17.1.11). Odtud lehce vid́ıme, že splněńı Cauchyho podmı́nky pro f na

[a, c] vyplývá z jej́ıho splněńı pro f na [a, b] a na [b, c]. Identita
∫ c
a
f =

∫ b
a
f+
∫ c
b
f

plyne stejným zp̊usobem jako pro opačnou implikaci. 2

Úloha 17.1.10 Proč plat́ı rovnost (1)?

Úloha 17.1.11 Proč plat́ı rovnost (2)?

Úloha 17.1.12 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 17.1.13 (⇐ pro Newton̊uv
∫

) Necht’ A < C < B < D jsou v R∗,
f : (A,D)→ R a necht’ f ∈ N(A,B) ∩N(C,D). Pak i f ∈ N(A,D) ∩N(C,B) a

(N)

∫ D

A

f = (N)

∫ B

A

f + (N)

∫ D

C

f − (N)

∫ B

C

f .

Zde je čtvrtá definici plochy oblasti G≤f pod grafem funkce f .

Definice 17.1.14 (opět Af) Necht’ f ∈ R(a, b). Plochu Af oblasti G≤f pod
grafem funkce f : [a, b]→ R (nebo funkce f : [a, b)→ R, . . . ) definujeme jako

Af := (R)

∫ b

a

f(x) dx .

17.2 Existence Riemannova integrálu

• Neexistence Riemannova integrálu. Nejprve ale dva výsledky o jeho neexis-
tenci. Jak v́ıme, pro M ⊂ R je funkce f : M → R omezená, pokud existuje
konstanta c, že ∀x ∈M

(
|f(x)| < c

)
. Jinak je f neomezená.

Tvrzeńı 17.2.1 (o neomezených funkćıch) Neomezené funkce f : [a, b] →
R nejsou riemannovsky integrovatelné.

Důkaz. Necht’ f : [a, b]→ R je neomezená. Ukážeme, že pro každé n existstuje
(a, t) (děleńı intervalu [a, b] s body), že

‖a‖ < 1/n ∧ |R(a, t, f)| > n .

To poṕırá Cauchyovu podmı́nkou riemannovské integrovatelnosti funkce f .
Z neomezenosti f a z kompaktnosti [a, b] vyplývá, že existuje konvergentńı

posloupnost (bn) ⊂ [a, b] s limitou lim bn = α ∈ [a, b] a s lim |f(bn)| = +∞.
Necht’ je dáno n ∈ N. Jako a vezmeme libovolné děleńı a = (a0, . . . , ak) intervalu
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[a, b] s ‖a‖ < 1/n, ale takové, že existuje jediný index j ∈ [k], že α ∈ [aj−1, aj ].
Pak vybereme libovolné body ti ∈ [ai−1, ai] pro každé i 6= j a uváž́ıme neúplný
Riemann̊uv součet

s :=

k∑
i=1, i 6=j

(ai − ai−1)f(ti) .

Nyńı vybereme zbývaj́ıćı bod tj ∈ [aj−1, aj ] tak, že

|(aj − aj−1)f(tj)| > |s|+ n .

To lze, protože bn ∈ [aj−1, aj ] pro každé dostatečně velké n. Pak definujeme t
jako sestávaj́ıćı ze všech těchto bod̊u a pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti |u +
v| ≥ |u| − |v| dostaneme, že

|R(a, t, f)| ≥ |(aj − aj−1)f(tj)| − |s| > n ,

jak se požadovalo. 2

Tvrzeńı 17.2.2 (hodně nespojité funkce nemaj́ı (R)
∫ b
a
) Necht’ je funkce

f : [a, b]→ R

nespojitá v každém bodě nějakého podintervalu [c, d] ⊂ [a, b] s c < d. Pak f neńı
riemannovsky integrovatelná.

Např́ıklad Dirichletova funkce d : [0, 1] → {0, 1}, daná jako d(x) = 0 pro ra-
cionálńı x a d(x) = 1 pro iracionálńı x, je všude nespojitá, takže neńı rieman-
novsky integrovatelná.

Úloha 17.2.3 Dokažte př́ımo, že Dirichletova funkce neńı riemannovsky inte-
grovatelná.

• D̊ukaz tvrzeńı 17.2.2 pomoćı Baireovy věty. Necht’ a < b jsou reálná č́ısla.
Množina M ⊂ [a, b] je ř́ıdká (v [a, b]), pokud pro každé okoĺı U(c, ε) s c ∈ [a, b]
existuje takové okoĺı U(d, δ) ⊂ U(c, ε) ∩ [a, b], že U(d, δ) ∩M = ∅. Libovolně
bĺızko libovolného bodu c ∈ [a, b] tedy v [a, b] nalezneme netriviálńı interval
disjunktńı s množinou M .

Věta 17.2.4 (Baireova věta v R) Jsou-li a < b reálná č́ısla a

[a, b] =

∞⋃
n=1

Mn ,

některá množina Mn neńı ř́ıdká.
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Důkaz. Necht’ v [a, b] =
⋃∞
n=1Mn je každá množina Mn ř́ıdká, odvod́ıme spor.

M1 je ř́ıdká ⇒ ∃ [a1, b1] ⊂ [a, b], že a1 < b1 a [a1, b1] ∩M1 = ∅. M2 je ř́ıdká ⇒
∃ [a2, b2] ⊂ [a1, b1], že a2 < b2 a [a2, b2] ∩M2 = ∅, atd. Takto źıskáme takovou
posloupnost vnořených interval̊u

[a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ . . . ,

že
∀n
(
an < bn ∧ [an, bn] ∩Mn = ∅

)
.

Necht’ α := lim an ∈ [a, b]. Tato limita existuje a lež́ı v [a, b], protože posloupnost
(an) je neklesaj́ıćı a je zdola omezená č́ıslem a a shora č́ıslem b. Dokonce an < bm
pro každé n a každé m, takže α ∈ [an, bn] pro každé n. Pak ale α 6∈ Mn pro
každé n, ve sporu s t́ım, že α ∈ [a, b]. 2

O francouzském matematikovi R.-L. Bairem ṕı̌seme v́ıce v podpř́ıloze C.1.

Důkaz tvrzeńı 17.2.2. Necht’ f , a, b, c a d jsou, jak je uvedeno. Ukážeme, že
∃ ε ∀n ∃ (a, t) ∃ (a, u), že

‖a‖ < 1/n ∧ R(a, t, f)−R(a, u, f) > ε ,

v rozporu s Cauchyovou podmı́nkou riemannovské integrovatelnosti funkce f .
Pro j ∈ N definujeme množinu Mj ⊂ [c, d] jako

{x ∈ [c, d] | ∀ δ ∃ y, z ∈ U(x, δ) ∩ [c, d]
(
f(y)− f(z) > 1/j

)
} .

Protože na [c, d] je funkce f nespojitá,
⋃∞
j=1Mj = [c, d]. Podle Baireovy věty

existuje takové m ∈ N, že Mm neńı v [c, d] ř́ıdká. To znamená, že existuje takový
podinterval [c1, d1] ⊂ [c, d], že c1 < d1 a pro každé okoĺı U(e, δ) prot́ınaj́ıćı [c1, d1]
pr̊unik obsahuje bod z Mm.

Necht’ je dáno n ∈ N. Jako a vezmeme jakékoli děleńı intervalu [a, b] s ‖a‖ <
1/n a takové, že body c1 a d1 lež́ı v a. Pro intervaly [ai−1, ai] z a s vnitřky
disjunktńımi s [c1, d1] vybereme body ti = ui ∈ [ai−1, ai] libovolně. Pokud
[ai−1, ai] ⊂ [c1, d1], můžeme vybrat takové body ti, ui ∈ [ai−1, ai], že f(ti) −
f(ui) > 1/m (protože Mm je hustá v [c1, d1]). Pak definujeme tice t, resp. u,
jako sestávaj́ıćı ze všech těchto bod̊u ti, resp. ui. Z toho vyplývá, že rozd́ıl
R(a, t, f)−R(a, u, f) se rovná∑

[ai−1, ai]⊂[c1, d1]

(ai − ai−1)(f(ti)− f(ui))
(1)
>

1

m

∑
[ai−1, ai]⊂[c1, d1]

(ai − ai−1)

(2)
=
d1 − c1
m

.

Můžeme tedy položit ε := (d1 − c1)/m. 2

Úloha 17.2.5 Proč v d̊ukazu plat́ı nerovnost (1) a rovnost (2)?

• Lebesgueova věta. Existuje mocné kritérium — Lebesgueova věta ńıže — s jehož
pomoćı se obvykle snadno urč́ı, zda je daná funkce riemannovsky integrovatelná
nebo ne. Věta použ́ıvá dvě definice.
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Kapitola 18

Přednáška 13. Upgrade
Riemannova integrálu:
Henstock–Kurzweil̊uv
integrál

V kapitole založené na posledńı třinácté přednášce nejprve poṕı̌seme daľśı ekvi-
valentńı definici Riemannova integrálu, která je založená na takzvaných dolńıch
a horńıch součtech pro danou funkci a dané děleńı intervalu. Pak poṕı̌seme vy-
lepšeńı Riemannova integrálu Henstock–Kurzweilovým integrálem, který dokáže
zintegrovat každou derivaci. To dokážeme ve větě 18.2.6. Uvedeme verze vzorc̊u
pro integraci per partes a substitućı pro Riemann̊uv integrál. Substituci řeš́ı od-
pov́ıdaj́ıćım zp̊usobem Preissova a Uhrova věta 18.3.4, kterou dokážeme v pod-
kapitole 20.4. Závěrem kapitoly uvedeme několik aplikaćı Riemannova integrálu
ve vzorćıch pro délku grafu, plochu mezi dvěma grafy a objem rotačńıho tělesa
a v sumačńıch formuĺıch, které aproximuj́ı či př́ımo vyjadřuj́ı konečné součty
pomoćı integrál̊u.

18.1 Darbouxova definice Riemannova integrálu

• Riemann̊uv integrál podle J.-G. Darbouxe. Uvedeme daľśı ekvivalentńı definici
Riemannova integrálu. Pro reálná č́ısla a < b a děleńı P = (a0, . . . , ak) intervalu
[a, b] si označ́ıme Ii := [ai−1, ai] a |Ii| := ai − ai−1. Pro funkci f : [a, b] → R
nazveme součty

s(P, f) :=

k∑
i=1

|Ii| · inf(f [Ii]) a S(P, f) :=

k∑
i=1

|Ii| · sup(f [Ii])
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po řadě dolńım a horńım součtem (pro děleńı P a funkci f). Infima a suprema
bereme opět v (R∗, <) a tedy

s(P, f) ∈ R ∪ {−∞} a S(P, f) ∈ R ∪ {+∞} .

Úloha 18.1.1 Pro každou funkci f : [a, b]→ R a každé děleńı P intervalu [a, b]
plat́ı, že

f je shora neomezená ⇐⇒ S(P, f) = +∞

a že
f je zdola neomezená ⇐⇒ ∀P : s(P, f) = −∞ .

Úloha 18.1.2 (monotonie d. a h. součt̊u) Necht’ P ⊂ Q jsou děleńı inter-
valu [a, b] a necht’ f : [a, b]→ R. Pak

s(P, f) ≤ s(Q, f) a S(P, f) ≥ S(Q, f) .

Jako pomocné tvrzeńı uvedeme a dokážeme vlastně nejjednodušš́ı definici
Riemannova integrálu.

Tvrzeńı 18.1.3 (4. definice R. integrálu) Necht’ a < b jsou reálná č́ısla
a necht’ f : [a, b]→ R. Pak

f ∈ R(a, b) ⇐⇒ ∃ c ∀ ε ∃P ∀ t : |c−R(P, t, f)| < ε .

Důkaz. Implikace ⇒ je triviálńı z definice Riemannova integrálu, stač́ı položit

c :=
∫ b
a
f .

Dokážeme implikaci ⇐. Lehce se vid́ı (viz d̊ukaz tvrzeńı 17.2.1), že f je
omezená. Necht’ d > 0 je nějaká konstanta omezuj́ıćı |f |. Podle předpokladu
implikace vezmeme č́ıslo c ∈ R a pro dané ε vezmeme děleńı

P = (a0, . . . , ak)

intervalu [a, b], že pro každé děĺıćı body t plat́ı uvedená nerovnost. Ukážeme,
že pro každé děleńı Q intervalu [a, b] s malou normou ∆(Q) se pro libovolné
testovaćı body u z Q i R(Q, u, f) málo lǐśı od c. Odtud plyne, že f ∈ R(a, b)

a že c =
∫ b
a
f .

Necht’ tedy
Q = (b0, . . . , bl)

a u jsou nějaké testovaćı body z Q. Můžeme předpokládat, že

∆(Q) < min
1≤i≤k

(ai − ai−1) .

Pro každé i = 1, 2, . . . , k definujeme bod ti := uj pro některý bod uj minimali-
zuj́ıćı hodnoty

{f(uj) | [bj−1, bj ] ∩ [ai−1, ai] 6= ∅} .
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Necht’ X je množina těch interval̊u [bj−1, bj ], že interval (bj−1, bj) obsahuje
(nutně jen jeden) bod z P . Pak

R(Q, u, f) +
∑

[bj−1, bj ]∈X

(bj − bj−1)f(uj) ≥ R(P, t, f) > c− ε .

Zde prvńı nerovnost plat́ı, protože všechny intervaly [ai−1, ai] jsou současně po-
kryty intervaly [bj−1, bj ] tak, že každý [bj−1, bj ] je použit jednou, kromě interval̊u
v X, které jsou použity dvakrát. Druhá nerovnost plat́ı d́ıky vlastnosti děleńı
P . Tedy, protože |X| ≤ k,

R(Q, u, f) > c− ε− k∆(Q)d .

Podobně se volbou maximalizuj́ıćıch uj v ti := uj a odečteńım sumy přes
[bj−1, bj ] ∈ X dokáže nerovnost R(Q, u, f) < c+ ε+ k∆(Q)d. Tedy

|R(Q, u, f)− c| < ε+ k∆(Q)d < 2ε ,

pokud ∆(Q) < ε/kd, jak jsme sĺıbili. 2

Úloha 18.1.4 Proč je |X| ≤ k?

Necht’ a < b jsou reálná č́ısla a D = D(a, b) označuje množinu všech děleńı
intervalu [a, b]. Pak∫ b

a

f := sup({s(P, f) | P ∈ D}) ∈ R∗ a

∫ b

a

f := inf({S(P, f) | P ∈ D}) ∈ R∗

(infima a suprema opět bereme v (R∗, <)) je po řadě takzvaný dolńı a horńı
integrál (funkce f přes interval [a, b]).

Tvrzeńı 18.1.5 (
∫
≤
∫

) Necht’ f : [a, b] → R je funkce. Pak pro každá dvě

děleńı P,Q ∈ D(a, b) je

s(P, f) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤ S(Q, f) .

Důkaz. Necht’ f je, jak uvedeno, a necht’ P a Q jsou děleńı intervalu [a, b]. Už
známe trik se společným zjemněńım R := P ∪ Q. Pak totiž P,Q ⊂ R a tedy,
podle úlohy 18.1.2,

s(P, f) ≤ s(R, f) ≤ S(R, f) ≤ S(Q, f), a tak s(P, f) ≤ S(Q, f) .

Nyńı už stač́ı použ́ıt fakt, že v každém lineárńım uspořádáńı (X,≺) pro každé
dvě množiny A,B ⊂ X s A � B plat́ı nerovnost sup(A) � inf(B), když tyto
prvky existuj́ı. 2
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Úloha 18.1.6 Dokažte fakt o lineárńıch uspořádáńıch použitý na konci d̊ukazu.

Následuj́ıćı tvrzeńı tak podává ekvivalentńı definici Riemannova integrálu
pomoćı dolńıch a horńıch součt̊u. Je to asi nejčastěǰśı definice Riemannova in-
tegrálu v matematické literatuře. My jsme ji ale v minulé přednášce nezvolili
jako základńı proto, že kv̊uli jevu popsanému úlohou 18.1.1 se nám z logického
hlediska tato definice jev́ı jako méně vhodná než zvolená základńı definice 17.1.1.
Individuálńı Riemannovy součty R(P, t, f) na rozd́ıl od dolńıch a horńıch součt̊u
s(P, f) a S(P, f) nedetekuj́ı neomezenost funkce f a nesváděj́ı proto k vyloučeńı
neomezených funkćı v definici Riemannova integrálu hned od počátku, jak se to
často při definici dolńımi a horńımi součty děje. T́ım se trochu logicky zatemňuje
role neomezených funkćı a nelze se pak divit čtenáři, když dospěje k závěru,
že neomezené funkce byly v definici Riemannova integrálu vyloučeny jen

”
le-

gislativně“. Mysĺıme si, že tvrzeńı 17.2.1 má být výsledek, věta o Riemannově
integrálu, a nemá být součást́ı definice.

Věta 18.1.7 (Riemannova def. = Darbouxova def.) Funkce f : [a, b]→ R
je

f ∈ R(a, b) ⇐⇒
∫ b
a
f =

∫ b
a
f ∈ R .

V kladném př́ıpadu se pak (R)
∫ b
a
f =

∫ b
a
f =

∫ b
a
f .

Důkaz. Implikace ⇒. Necht’ f ∈ R(a, b). Pak je f omezená a infima v s(P, f)
a suprema v S(P, f) jsou konečná. Můžeme je tak libovolně těsně aproximovat
funkčńımi hodnotami a dostaneme, že pro každé ε a každé P ∈ D(a, b) existuj́ı
testovaćı body t z P , že

|s(P, f)−R(P, t, f)| < ε ,

a že pro každé ε a každé P ∈ D(a, b) existuj́ı testovaćı body t, že

|S(P, f)−R(P, t, f)| < ε .

Odtud podle tvrzeńı 18.1.5 zde a definice 17.1.1 v minulé přednášce plyne im-
plikace i posledńı část tvrzeńı.

Implikace ⇐. Necht’ I :=
∫ b
a
f =

∫ b
a
f ∈ R, tedy je f omezená, a je dáno ε.

Podle tohoto předpokladu a podle tvrzeńı 18.1.5 vezmeme taková P,Q ∈ D(a, b),
že s(P, f) ≤ I ≤ S(Q, f) a 0 ≤ S(Q, f) − s(P, f) < ε. Polož́ıme R := P ∪ Q.
Podle tvrzeńı 18.1.2 a 18.1.5 je

s(P, f) ≤ s(R, f) ≤ I, R(R, t, f) ≤ S(R, f) ≤ S(Q, f))

pro každé testovaćı body t z R. Tedy i |R(R, t, f) − I| < ε a f ∈ R(a, b) podle
tvrzeńı 18.1.3. 2

Úloha 18.1.8 Existuje funkce f : [a, b]→ R, že
∫ b
a
f =

∫ b
a
f = ±∞. Je rieman-

novsky integrovatelná?
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18.2 Henstock–Kurzweil̊uv integrál

• Správná definice Riemannova integrálu — Henstock–Kurzweil̊uv integrál. Ale
definice 17.1.1 Riemannova integrálu stále neńı ta správná definice. Minule jsme
viděli, že

(N)

∫ 1

0

1/
√
x = 2 ,

ale že

(R)

∫ 1

0

1/
√
x

neexistuje, protože integrand 1/
√
x je neomezený. Neschopnost Riemannova in-

tegrálu zintegrovat neomezené funkce je jeho vážný nedostatek. V roce 1957
český matematik Jaroslav Kurzweil (1926–2022) a o něco později anglický ma-
tematik Ralph Henstock (1923–2007) upravili podmı́nku ∆(P ) < δ a vylepšili
t́ım Riemann̊uv integrál tak, aby dokázal zintegrovat neomezené funkce. Uve-
deme definici jejich integrálu a dokážeme o něm základńı větu. Nutná změna
v definici 17.1.1 je opticky malá, ale podstatná.

Pro interval I ⊂ R nazveme každou funkci

δc : I → (0, +∞)

kalibrem (na I). Děleńı P = (a0, a1, . . . , ak) intervalu [a, b] spolu s testovaćımi
body t = (t1, . . . , tk), ti ∈ [ai−1, ai], nazveme δc-jemnými, pokud

∀ i = 1, 2, . . . , k : ai − ai−1 < δc(ti) .

Úloha 18.2.1 Je-li P děleńı intervalu [a, b] s ∆(P ) < δ, pak pro libovolné tes-
tovaćı body t jsou P a t δc-jemné pro konstantńı kalibr δc(x) = δ.

Tvrzeńı 18.2.2 (Cousinovo lemma) Necht’ a < b jsou v R. Pro každý kalibr

δc : [a, b]→ (0, +∞)

existuj́ı δc-jemné děleńı P ∈ D(a, b) s testovaćımi body t. Dokonce každý konečný
systém

{[ai, bi] | i ∈ I}
vzájemně disjunktńıch podinterval̊u [ai, bi] ⊂ [a, b] s takovými testovaćımi body
ti ∈ [ai, bi], že bi − ai < δc(ti) pro každé i ∈ I, lze rozš́ıřit přidáńım interval̊u
a testovaćıch bod̊u na δc-jemné děleńı intervalu [a, b] s testovaćımi body t.

Důkaz. Množina
M := [a, b] \

⋃
i∈I

(ai, bi)

je kompaktńı, je totiž omezená a uzavřená (je pr̊unik konečně mnoha uzavřených
množin), a proto podle d̊usledku 9.4.5 lze z jej́ıho (otevřeného) pokryt́ı

M ⊂
⋃
x∈M

U(x, δc(x)/2)
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vybrat konečné podpokryt́ı U(xi, δc(xi)/2), i = 1, 2, . . . , n. Intervaly [ai, bi],
i ∈ I, doplńıme vhodnými uzavřenými podintervaly [ci, di] s

xi ∈ [ci, di] ⊂ (xi − δc(xi), xi + δc(xi))

do děleńı intervalu [a, b]. Testovaćı body t jsou ti, i ∈ I, a x1, . . . , xn. Výsledek
je δc-jemný. 2

Úloha 18.2.3 Popǐste, jak se voĺı intervaly [ci, di], i = 1, 2, . . . , n.

Následuje definice Henstock–Kurzweilova integrálu. Předešlé tvrzeńı ukazuje,
že implikaci v jeho definici lze vždy splnit netriviálně, platným předpokladem.
Definice je tedy korektńı a nedopoušt́ı se logického faulu typu poč́ıtáńı limity
funkce v bodě, který neńı limitńım bodem definičńıho oboru.

Definice 18.2.4 (Henstock–Kurzweil̊uv integrál) Řekneme, že funkce

f : [a, b]→ R

je integrovatelná podle Henstocka a Kurzweila, symbolicky psáno f ∈ HK(a, b),
pokud existuje takové č́ıslo L ∈ R, že pro ∀ ε ∃ δc, kde δc je kalibr na [a, b], že
pro každé děleńı P intervalu [a, b] a testovaćı body t z P plat́ı, že

P a t jsou δc-jemné⇒ |R(P, t, f)− L| < ε .

Pak také ṕı̌seme

(HK)

∫ b

a

f = L nebo (HK)

∫ b

a

f(x) dx = L .

Řekneme, že Henstock–Kurzweil̊uv integrál funkce f přes [a, b] se rovná L.

Úloha 18.2.5 Zřejmě R(a, b) ⊂ HK(a, b).

Následuj́ıćı větu jsme i s d̊ukazem převzali z učebnice [109, str. 96–97]. Uka-
zuje, že Henstock–Kurzweil̊uv integrál je už konečně správný partner Newtonova
integrálu, protože zintegruje každou derivaci maj́ıćı Newton̊uv integrál.

Věta 18.2.6 (HK.
∫

a N.
∫

) Necht’ a < b jsou v R, funkce

F : [a, b]→ R

je spojitá a F ′ = f na (a, b) (hodnoty f(a) a f(b) jsou irelevantńı). Pak funkce
f ∈ HK(a, b) a

(HK)

∫ b

a

f = F (b)− F (a) = (N)

∫ b

a

f .
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Důkaz. Pro dané ε a x ∈ (a, b) existuje vzhledem k rovnosti F ′(x) = f(x)
taková hodnota δc(x) > 0, že pro každé y ∈ [a, b] plat́ı, že

y ∈ U(x, δc(x))⇒ |F (y)− F (x)− f(x)(y − x)| ≤ ε · |y − x| . (∗)

Dále existuj́ı takové hodnoty δc(a) > 0 a δc(b) > 0, že

|f(a)δc(a)| < ε a |f(b)δc(b)| < ε

a že
|F (y)− F (a)| < ε a |F (z)− F (b)| < ε

pro každé y ∈ [a, a + δc(a)) a každé z ∈ (b − δc(b), b]. Necht’ děleńı P =
(a0, . . . , ak) ∈ D(a, b) spolu s testovaćımi body t jsou δc-jemné. Pak pro každý
testovaćı bod a interval ti ∈ [ai−1, ai] s ti 6= a, b je

|F (ai)− F (ai−1)− f(ti)(ai − ai−1)|
∆-ner.
≤ |F (ai)− F (ti)−

− f(ti)(ai − ti)|+ |F (ti)− F (ai−1)− f(ti)(ti − ai−1)|
(∗)
≤ ε|ai − ti|+ ε|ti − ai−1| = ε(ai − ai−1) .

Když ti ∈ [ai−1, ai] s ti ∈ {a, b}, pak

|F (ai)− F (ai−1)− f(ti)(ai − ai−1)|
∆-ner.
≤ |F (ai)− F (ai−1)|+ |f(ti)(ai − ai−1)|

Dále ex. . . .
< 2ε ,

protože i = 1 a t1 = a nebo i = k a tk = b. Podle těchto dvou odhad̊u máme, že

|F (b)− F (a)−R(P, t, f)|
∆-ner.
≤

≤
k∑
i=1

|F (ai)− F (ai−1)− (ai − ai−1)f(ti)| < ε(b− a) + 4ε ,

a tak F (b)− F (a) = (HK)
∫ b
a
f . 2

Konečně už tedy můžeme zintegrovat funkci x−1/2.

Důsledek 18.2.7 Necht’ 1/
√

0 := 1. Pak (HK)
∫ 1

0
1/
√
x = 2.

18.3 Per partes a substituce pro (R)
∫ b
a f

• Integrace per partes a substitućı pro (R)
∫ b
a
f . Uvedeme už třet́ı verze těchto

dvou integračńıch vzorc̊u. Prvńı byly pro primitivńı funkci, druhé pro Newton̊uv
integrál a tyto jsou pro Riemann̊uv integrál. Substituce se nyńı ukazuje být
překvapivě netriviálńı. V následuj́ıćı větě jsou hodnoty f(a), f(b), g(a) a g(b)
libovolné.
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Věta 18.3.1 (per partes pro R.
∫

) Necht’ a < b jsou v R, funkce

F, G, f, g : (a, b)→ R

splňuj́ı na (a, b), že F ′ = f a G′ = g, a Fg, fG ∈ R(a, b). Pak plat́ı rovnost∫ b

a

Fg =
[
FG
]b
a
−
∫ b

a

fG .

Důkaz. Podle linearity Riemannova integrálu i fG + Fg ∈ R(a, b). Z této
linearity, z (FG)′ = fG + Fg na (a, b) a ze Zvana 2 (věta 15 přednášky 12)
máme, že

(R)

∫ b

a

fG+ (R)

∫ b

a

Fg = (R)

∫ b

a

(fG+ Fg)

= (N)

∫ b

a

(fG+ Fg) =
[
FG
]b
a
,

což je jen úprava dokazované rovnosti. 2

Úloha 18.3.2

Jednoduchý, ale ne zcela uspokojivý vzorec pro riemannovskou integraci
substitućı je tento.

Věta 18.3.3 (R.
∫

substitućı) Necht’ G : [a, b]→ R má na [a, b] spojitou de-
rivaci G′ a f : G[ [a, b] ] → R je spojitá. Pak plat́ı rovnost Riemannových in-
tegrál̊u ∫ G(b)

G(a)

f =

∫ b

a

f(G)G′ .

Důkaz. Pro x ∈ G[ [a, b] ] uváž́ıme funkci

F (x) :=

∫ x

G(a)

f

(podle výsledk̊u v minulé přednášce je dobře definovaná). Podle Zvana 1 (věta 16
minulé přednášky) a derivace složené funkce je funkce F (G) na [a, b] primitivńı
k f(G)G′. Podle Zvana 2 (věta 15 minulé přednášky) a definice funkce F se
(d́ıky F (G(a)) = 0)∫ b

a

f(G)G′ =
[
F (G)

]b
a

= F (G(b))− F (G(a)) =

∫ G(b)

G(a)

f .

2

Neuspokojivé ale je, že tu pracujeme vlastně jen s Newtonovými integrály a že
tato věta je už obsažená v části 1 věty 5 o substituci v Newtonově integrálu
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v přednášce 11. Větu o substituci pouze pro Riemann̊uv integrál dokázal teprve
v r. 1961 H. Kestelman. Uvedeme ji zde ve vylepšené podobě (s ekvivalenćı
pro riemannovskou integrovatelnost), s kterou přǐsli v r. 1970 češt́ı matematici
D. Preiss a J. Uher1.

Věta 18.3.4 (Preissova a Uhrova) Necht’ je g ∈ R(a, b), pro x ∈ [a, b] necht’

G(x) :=
∫ x
a
g a f : G[ [a, b] ]→ R je omezená. Pak f je riemannovsky integrova-

telná na intervalu G[ [a, b] ], právě když f(G)g ∈ R(a, b), a v pozitivńım př́ıpadu
plat́ı rovnost Riemannových integrál̊u∫ G(b)

G(a)

f =

∫ b

a

f(G)g .

Pro d̊ukaz viz p̊uvodńı článek https://eudml.org/doc/19168 nebo nověji https:
//arxiv.org/abs/1105.5938 a https://arxiv.org/abs/1904.07446.

18.4 Použit́ı integrál̊u

• Použit́ı integrál̊u ve vzorćıch pro délky, plochy a objemy. Pomoćı symbolu |uv|
(vždy ≥ 0) označ́ıme délku rovinné úsečky s konci u, v ∈ R2.

Definice 18.4.1 (délka grafu) Řekneme, že f : [a, b]→ R má rektifikovatelný
graf, je-li supremum

`(f) := sup
(
{
∑k
i=1

∣∣(ai−1, f(ai−1)
) (
ai, f(ai)

)∣∣ |
| (a0, . . . , ak) ∈ D(a, b)}

)
konečné. Čı́slo `(f) pak nazveme délkou grafu funkce f .

Toto supremum je vlastně supremem délek lomených čar vepsaných grafu Gf .
Následuj́ıćım vzorcem pro délku grafu jsme schopni spoč́ıtat třeba délku

obvodu obdélńıka a vyrovnat se tak matematice na základńı škole. Obvod stač́ı
rozdělit na čtyři úsečky a svislé z nich otočit o π/2 (či jen o ε), aby vznikly čtyři
grafy funkćı.

Věta 18.4.2 (délka grafu) Necht’ spojitá f : [a, b] → R má na (a, b) vlastńı
f ′ ∈ R(a, b). Funkce f pak má rektifikovatelný graf s délkou

`(f) =

∫ b

a

√
1 + (f ′)2 .

1Poznámka k větě o substituci pro Riemann̊uv integrál, Čaopis pěst. mat. 95 (1970), 345–
347.
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Důkaz. Necht’ g :=
√

1 + (f ′)2. Pomoćı výsledk̊u dosažených v minulé přednášce

snadno vid́ıme, že Riemann̊uv integrál
∫ b
a
g existuje. Suma v definici 19.1.4, kte-

rou označ́ıme jako K(P, f), zjemněńım děleńı P = (a0, . . . , ak) neklesne, tud́ıž
pro každou posloupnost (Pn) ⊂ D(a, b) s lim ∆(Pn) = 0 se

lim K(Pn, f) = `(f)

nebo pro nerektifikovatelný graf se tato limita vždy rovná +∞. Ale

K(P, f) =

k∑
i=1

(ai − ai−1)
√

1 + [(f(ai)− f(ai−1))/(ai − ai−1)]2

a podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě se

f(ai)− f(ai−1)

ai − ai−1
= f ′(ti)

pro nějaké ti ∈ (ai−1, ai). Označme tyto testovaćı body t. Tedy pro (Pn) jako
výše se ∫ b

a

g = lim
n→∞

R(Pn, t(n), g) = lim
n→∞

K(Pn, f) = `(f) .

2

Tento vzorec lze rozš́ı̌rit na křivky tvaru ϕ : [a, b]→ Rn.
Plochu rovinné oblasti jsme nedefinovali nezávisle na integrálu, totéž pro ob-

jem v R3, a tak dva následuj́ıćı vzorce jsou — alespoň v těchto našich přednáškách —
na rozd́ıl od délky grafu jen na úrovni definic.

Definice 18.4.3 (plocha mezi grafy) Necht’ f, g ∈ R(a, b) a f ≤ g na [a, b].
Pak

plocha
(
{(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] ∧ f(x) ≤ y ≤ g(x)}

)
:=

∫ b

a

(g − f) .

Pro nezápornou funkci f : [a, b]→ R definujeme rotačńı těleso vzniklé rotaćı
Gf kolem osy x jako

V (a, b, f) := {(x, y, z) ∈ R3 | x ∈ [a, b] ∧ y2 + z2 ≤ f(x)2} .

Definice 18.4.4 (objem rotačńıho tělesa) Necht’ funkce f je v R(a, b) a je
nezáporná. Pak

objem
(
V (a, b, f)

)
:= π

∫ b

a

f2 .
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V intuitivńım pohledu — nebo jako mnemotechnika pro zapamatováńı — plyne
Riemann̊uv integrál ∫ b

a

π · f(x)2 dx

pro objem tělesa V (a, b, f) ze vzorce πr2 pro plochu kruhu s poloměrem r > 0.
Pro x prob́ıhaj́ıćı [a, b] integrál sečte objemy

π · f(x)2 dx

tenkých kruhových koláč̊u s poloměry f(x) a tloušt’kou dx. Jako cvičeńı zkuste
podobnou úvahou odvodit vzorec pro povrch, to jest plochu povrchu, tělesa
V (a, b, f). Pak můžete vypoč́ıtat povrch koule V (−r, r,

√
r2 − x2) s poloměrem

r > 0.

• Odhady součt̊u pomoćı integrál̊u. Jsou užitečné třeba v analytické teorii č́ısel,
kde se součty tvaru

∑
n∈X f(n), pro nějakou množinu X ⊂ Z a funkci f(x)

danou analytickou formuĺı, často vyskytuj́ı. Začneme jednoduchým odhadem
s širokým oborem platnosti.

Tvrzeńı 18.4.5 (
∑
f(n) pro monot. funkci) Necht’ a < b jsou celá č́ısla

a f : [a, b]→ R je monotónńı funkce. Pak

∑
a<n≤b

f(n) = (R)

∫ b

a

f + θ(f(b)− f(a)) ,

pro nějaké č́ıslo θ ∈ [0, 1].

Důkaz. Integrál existuje d́ıky monotonii funkce f podle věty 14 minulé přednášky.
Předpokládáme, že f je neklesaj́ıćı, př́ıpad nerostoućı f se řeš́ı podobně. Ted’

tedy dokazujeme nerovnosti

0 ≤
∑

a<n≤b

f(n)−
∫ b

a

f ≤ f(b)− f(a) .

Pro b = a + 1 plat́ı: suma se rovná f(a + 1) a protože pro x ∈ [a, a + 1] je
f(a) ≤ f(x) ≤ f(a + 1), podle monotonie (R)

∫
(kterou jsme ale asi explicitně

neuvedli) je f(a) = f(a) · 1 ≤
∫ a+1

a
f ≤ f(a+ 1) · 1 = f(a+ 1). Sečteńım těchto

nejjednodušš́ıch nerovnost́ı s mezemi a = m, b = m+1 pro m = a, a+1, . . . , b−1
dostaneme obecný př́ıpad. 2

Třeba pro harmonická č́ısla Hn :=
∑n
i=1 1/i odtud dostaneme pro n ≥ 3 odhad

Hn = 1 +

n∑
i=2

1

i
= 1 +

∫ n

1

1/x+ θ(1/n− 1) = [log x]n1 + δ

= log n+ δ, 1/n ≤ δ ≤ 1 .
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Důsledek 18.4.6 (integrálńı kritérium) Předpokládáme, že m ∈ N a že
funkce f : [m,+∞)→ R je nezáporná a nerostoućı. Potom řada

∞∑
n=m

f(n) konverguje ⇐⇒ lim
n→∞

∫ n

m

f < +∞ .

Důkaz. Jak v́ıme, uvedené Riemannovy integrály existuj́ı d́ıky monotonii f .
Podle předešlého tvrzeńı pro každé celé č́ıslo N ≥ m+ 2 máme identitu

N∑
n=m

f(n) = f(m) +

∫ N

m

f + θ(f(N)− f(m))︸ ︷︷ ︸
∈[−f(m), 0]

.

Odtud pro N →∞ vyplývá uvedená ekvivalence. 2

Např́ıklad řada
∑∞
n=2 1/n log n diverguje, tj. má součet +∞, protože

lim
n→∞

∫ n

2

dy

y log y
= lim
n→∞

[
log(log y)

]n
2

= +∞ .

Stejnou metodou se naopak pro každé reálné c > 1 snadno dokáže konvergence
řady

∑∞
n=2 1/n(log n)c.

Uvedeme variantu tvrzeńı 18.4.5 pro funkce s integrovatelnou derivaćı, kdy
se dostane přesněǰśı odhad součtu ve tvaru identity. Připomı́náme, že bac je
dolńı celá část č́ısla a ∈ R, největš́ı m ∈ Z s m ≤ a. Zavedeme značeńı 〈a〉 :=
a− bac − 1

2 ∈ [− 1
2 ,

1
2 ).

Věta 18.4.7 (
∑
f(n) pro funkci s derivaćı) Necht’ a < b jsou reálná č́ısla

a funkce f ∈ R(a, b) má na (a, b) derivaci f ′ ∈ R(a, b). Pak plat́ı formule (in-
tegrály jsou Riemannovy)∑

a<n≤b

f(n) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

〈x〉f ′(x)︸ ︷︷ ︸
T

−
[
〈x〉f(x)

]b
a
.

Důkaz. 2Formule je aditivńı v intervalech [a, b), tedy stač́ı uvažovat jen př́ıpad,
že m ≤ a < b ≤ m+ 1 pro nějaké m ∈ Z. Integrace per partes (věta 18.3.1) pak
dává, že

T =

∫ b

a

(x−m− 1/2)f ′(x) =
[
(x−m− 1/2)f(x)

]b
a
−
∫ b

a

f .

Po dosazeńı tohoto do pravé strany formule z ńı zbude jen (bbc −m)f(b). Pro
b < m+ 1 to je 0, v souladu s levou stranou. Pro b = m+ 1 to je f(m+ 1), opět
v souladu s levou stranou. 2

Pro harmonická č́ısla touto formuĺı odvod́ıme zpřesněńı odhadu z věty 5.1.7.

2E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-function, Clarendon Press, Oxford
1986, str. 13–14.
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Důsledek 18.4.8 (asymptotika harmonických č́ısel) Plat́ı asymptotika

hn =

n∑
i=1

1

i
= log n+ γ +O(1/n) (n ∈ N) .

Důkaz.
2

Přednášku a celý semestr zakonč́ıme Abelovou sumačńı formuĺı, která se
často použ́ıvá. Pro posloupnost (an) = (a1, a2, . . . ) ⊂ R a x ∈ R polož́ıme

A(x) :=
∑
n≤x

an ,

s prázdnou sumou definovanou jako 0.

Věta 18.4.9 (Abelova3 sumace) Necht’ (an) ⊂ R, a < b jsou kladná reálná
č́ısla a f : [a, b]→ R je funkce maj́ıćı na (a, b) vlastńı derivaci f ′ ∈ R(a, b). Pak
plat́ı formule

∑
a<n≤b

anf(n) =
[
A(x)f(x)

]b
a
−
∫ b

a

A(x)f ′(x)︸ ︷︷ ︸
T

.

Důkaz. Použijeme Titchmarsh̊uv trik z předchoźıho d̊ukazu. Formule je zase
aditivńı v intervalech [a, b), tedy opět stač́ı uvažovat jen př́ıpad, že m ≤ a <
b ≤ m+ 1 pro nějaké m ∈ N0. Zvana 2 (věta 15 minule) pak dává, že

T =

∫ b

a

A(m)f ′(x) dx = A(m)
[
f(x)

]b
a
.

Po dosazeńı tohoto do pravé strany formule z ńı zbude (A(b)−A(m))f(b). Pro
b < m+ 1 to je 0, v souladu s levou stranou. Pro b = m+ 1 to je am+1f(m+ 1),
opět v souladu s levou stranou. 2
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Kapitola 19

Přednáška 14. Použit́ı
integrál̊u

V kapitole založené na posledńı čtrnácté přednášce ukážeme, k čemu jsou vlastně
(Riemannovy) integrály dobré. V podkapitole 19.1

19.1 Délka grafu funkce

Začneme s jednorozměrnou veličinou, délkou, a ukážeme, jak ji spoč́ıtat Rieman-
novým integrálem. Nejprve tuto délku samozřejmě definujeme. V této kapitole
vždy a, b ∈ R s a < b.

• Definice délky grafu funkce. Pro funkci f : [a, b]→ R je

Gf = {(x, f(x)) | a ≤ x ≤ b} ⊂ R2

jej́ı graf. Pro dva body v rovině u, v ∈ R2 spojené úsečkou uv označ́ıme pomoćı
|uv| ∈ [0,+∞) jej́ı obvyklou eukleidovskou délku. Pro u = (ux, uy) a v = (vx, vy)
se tedy

|uv| =
√

(ux − vx)2 + (uy − vy)2 .

Pro funkci f : [a, b] → R a děleńı a = (a0, . . . , ak) intervalu [a, b] definujeme
součet

L(a, f) :=

k∑
i=1

∣∣(ai−1, f(ai−1)
) (
ai, f(ai)

)∣∣
=

k∑
i=1

√
(ai − ai−1)2 + (f(ai)− f(ai−1))2 .

Je to celková (eukleidovská) délka lomené čáry s body zlomu (ai, f(ai)), která
spojuje koncové body (a, f(a)) a (b, f(b)) grafu Gf .
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Tvrzeńı 19.1.1 (o vepsaných čarách) Když je f jako výše a a ⊂ b jsou
děleńı intervalu [a, b], pak L(a, f) ≤ L(b, f).

Úloha 19.1.2 Dokažte to.

Úloha 19.1.3 Popǐste funkce f : [a, b]→ R, pro něž maj́ı všechny součty L(a, f)
pro všechna děleńı a tutéž hodnotu.

Definice 19.1.4 (délka grafu `(Gf )) Délka grafu funkce f : [a, b]→ R je

`(Gf ) := sup
(
{L(a, f) | a je děleńı intervalu [a, b]}

)
∈ (0, +∞) ∪ {+∞}

(supremum bereme v (R∗, <)).

Věta 19.1.5 (vlastnosti délky) Necht’ f : [a, b]→ R.

1. Je-li Gf úsečka uv pak `(Gf ) = |uv|.

2. Když a < c < b, g := f | (a, c) & h := f | (c, b), pak

`(Gg) + `(Gh) = `(Gf ) .

3. Posun ani otočeńı Gf nezměńı `(Gf ).

4. Zvěťseńı Gf poměrem c > 0 zvěťśı `(Gf ) také poměrem c.

Důkaz.
2

• Spojitá funkce s nekonečně dlouhým grafem. Vymyslet takovou funkci neńı
moc těžké,

Tvrzeńı 19.1.6 Spojitá a omezená funkce f : [−1, 0]→ R,

f(x) := x sin(1/x) : [−1, 0)→ R a f(0) := 0 ,

má nekonečně dlouhý graf, `(Gf ) = +∞.

Důkaz. Spojitost a omezenost této funkce jsou dokázány v úloze 19.1.7. Pro
každé n ∈ N uváž́ıme toto děleńı a = (a0, . . . , a2n) intervalu [−1, 0]: a0 = −1,

aj = − 1

jπ/2
pro j ∈ [2n− 1]

a a2n = 0. Pak L(a, f) > (2/π)
(
1 + 1

3 + 1
5 + · · ·+ 1

2n−1

)
. Tedy `(Gf ) = +∞ d́ıky

divergenci harmonické řady. 2

Úloha 19.1.7 Dokažte spojitost a omezenost předešlé funkce.
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• Vzorec pro délku grafu funkce. Dá se totiž spoč́ıtat integrálem.

Věta 19.1.8 (vzorec pro `(Gf )) Funkce f : [a, b] → R je spojitá, D(f) ⊃
(a, b) & f ′ ∈ R(a, b). Pak plat́ı rovnost

`(Gf ) = (R)

∫ b

a

√
1 + (f ′)2 ∈ (0, +∞) .

Důkaz. Necht’ g :=
√

1 + (f ′)2. Vı́me, že g ∈ R(a, b) (úloha ńıže). Pro dané ε
vezmeme δ, že pro každé děleńı s body (b, t) intervalu [a, b] s ‖b‖ < δ je∣∣∣∣ ∫ b

a

g −R(b, t, g)

∣∣∣∣ < ε .

Necht’ b je děleńı intervalu [a, b], že

`(Gf )− ε < L(b, f) ≤ `(Gf ) .

Pomoćı tvrzeńı 19.1.1 můžeme vždy b = (b0, . . . , bk) zjemnit tak, že ‖b‖ < δ.
Ale

L(b, f) =

k∑
i=1

(bi − bi−1) ·
√

1 +
( f(bi)−f(bi−1)

bi−bi−1

)2
.

Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě se

f(bi)− f(bi−1)

bi − bi−1
= f ′(ti)

pro nějaké body ti ∈ (bi−1, bi), i ∈ [k]. Označ́ıme je jako t. Tedy L(b, f) =
R(b, t, g) a ze dvou vystavených systémů nerovnost́ı plyne, že∣∣∣∣ ∫ b

a

g − `(Gf )

∣∣∣∣ < 2ε .

Tedy
∫ b
a
g =

∫ b
a

√
1 + (f ′)2 = `(Gf ). 2

19.2 Plocha mezi grafy

19.3 Objem rotačńıho tělesa

19.4 Součty a integrály
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Kapitola 20

Integrály a sumy

20.1 Nevlastńı Riemannovy integrály

Připomeňme si, že 0! = 1.

Tvrzeńı 20.1.1 (Eulerovy integrály) Pro každé n ∈ N0 plat́ı rovnost∫ +∞

0

xn · e−x = n! (= 1 · 2 · . . . · n) .

Důkaz.
2

20.2 Stirling̊uv vzorec

20.3 Riemann̊uv–Stieltjes̊uv integrál

20.4 Důkaz Preissovy a Uhrovy věty

20.5 Eulerova–MacLaurinova sumačńı formule
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Př́ıloha A

Literárńı teorie množin

V Borgesově d́ıle se objevuje stále znovu motiv zrodu skutečného z ideálńıho.
Poustevńık v rozbořeném chrámu stvoř́ı člověka z materie svého nočńıho sněńı,
kniha o bratrstvu R̊uže a Kř́ı̌ze zp̊usob́ı vznik tohoto bratrstva ve skutečnosti,
dychtivost tlönských žák̊u, kteř́ı prováděj́ı archeologický pr̊uzkum, vytvoř́ı zlatou
masku, a nakonec imaginárńı Tlön proměńı Zemi v Tlön skutečný.

M. Ajvaz, [5, str. 9]

V prvńı př́ıloze vylož́ıme autor̊uv pohled na formalizovanou teorii množin. Je
založen na jeho přesvědčeńı, že nespočetné množiny neexistuj́ı a jsou jen fikcemi.
Přesně a rigorózně k nim můžeme přistupovat jen jako k postavám př́ıběh̊u
vyprávěných formulemi jazyka teorie množin. Existuj́ı tedy stejně jako existuj́ı
třeba Hilda Stratmannová, Josef Švejk, Billy Pilgrim a Ivan Děnisovič Šuchov.
Formule jazyka teorie množin zaṕı̌seme pomoćı šipek mezi vrcholy v takzvaném
šipkovém světě, což je nekonečná spočetná množina, jej́ıž existenci přij́ımáme.

V podpř́ıloze A.1 tedy dokážeme existenci šipkového světa. To je jistý orien-
tovaný multigraf S = (S,E) se spočetnou množinou vrchol̊u S, kterým ř́ıkáme
symboly, a se šipkami E ⊂ S × S. Přesněji, E je multimnožina, v ńıž se prvky
mohou konečněkrát opakovat. Předpokládá se, že z každého symbolu s vycháźı
jen konečně mnoho šipek (s, t) ∈ E, které jsou lineárně uspořádány. Každý
symbol s v S tak má přǐrazeno slovo

a(s) = (t1, t2, . . . , tk) ∈ Sk, k ∈ N0 ,

nad abecedou S, jehož ṕısmena ti jsou konce šipek jdoućıch z s. Řekneme, že S je
šipkový svět, pokud pro každé slovo u ∈ S∗ existuje právě jeden symbol s ∈ S,
že a(s) = u. V šipkovém světě se pohodlně pracuje s abecedami a slovy nad
nimi, jak v podpř́ıloze A.1 vysvětĺıme. Zavedeme také nekř́ıž́ıćı se uzávorkováńı.
V podpř́ıloze A.2 definujeme jazyk teorie množin: jistou abecedu a formule
nad ńı. Ty bereme jako zapsané pomoćı šipek a symbol̊u šipkového světa.
V podpř́ıloze A.3 dokážeme rigoróznost obvyklého úsporného zápisu dlouhých
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formuĺı pomoćı zkratek. V podpř́ıloze A.4 poṕı̌seme pomoci jazyka teorie množin
jej́ı axiomy a věty.

A.1 Šipkový svět, slova, znaky a závorky

Šipkový graf je dvojice (
S, (a(s) | s ∈ S)

)
složená ze spočetné množiny symbol̊u S a ze systému konečných, i prázdných,
seznamů a(s) = (s1, s2, . . . , sk) ∈ Sk, k ∈ N0, odkaz̊u ze symbol̊u s ∈ S na jiné
symboly si ∈ S. Tyto odkazy si lze představovat jako šipky jdoućı ze symbolu
s do symbol̊u si, i ∈ [k]. Množina těchto šipek je lineárně uspořádaná..

Definice A.1.1 (šipkový svět). Šipkový graf

S =
(
S, (a(s) | s ∈ S)

)
nazveme šipkovým světem, pokud pro každé slovo u ∈ S∗ existuje právě jeden
symbol s ∈ S, že a(s) = u. Mı́sto (a(s) | s ∈ S) pak m̊užeme psát {a(s) | s ∈ S}.

Věta A.1.2 (existence šipkového světa). Šipkový svět existuje.

Důkaz. Začneme jediným symbolem s∅ bez odkaz̊u, takže a(s∅) := ∅, a polož́ıme
S0 := {s∅}. Jsou-li pro n ∈ N0 již definovány konečné množiny symbol̊u S0, S1,
. . . , Sn, polož́ıme T :=

⋃n
i=0 Si, vezmeme konečnou množinu

T≤n+1 :=
⋃n+1
i=0 T

i

všech slov nad T délek nejvýše n + 1 a definujeme konečnou množinu r̊uzných
symbol̊u

Sn+1 := {st | t ∈ T≤n+1}

se seznamy odkaz̊u a(st) := t pro t ∈ T≤n+1. Řada těchto symbol̊u byla defi-
nována již dř́ıve, ale některé jsou nové. Neńı těžké vidět, že pro S :=

⋃∞
n=0 Sn

je (S, {a(s) | s ∈ S}) šipkový svět. 2

Úmluva A.1.3 (fixujeme šipkový svět) V daľśım fixujeme nějaký šipkový
svět

S = (S, {a(s) | s ∈ S}) .

Definice A.1.4 (abecedy, slova) Abecedou se rozumı́ každá neprázdná množina
symbol̊u A ⊂ S. Slovem nad abecedou A se rozumı́ každý takový symbol u ∈ S,
že a(u) ⊂ A, to jest a(u) = (u1, u2, . . . , uk), k ∈ N0, s ui ∈ A pro každé i ∈ [k].
Abecedou slov nad A se rozumı́ abeceda

A∗ := {u ∈ S | u je slovo nad A} ⊂ S .
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Pokud tedy u ∈ A∗ a a(u) = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Sk, k ∈ N0, ṕı̌seme i jen

u = a1 a2 . . . ak .

Jak v́ıme, délku slova u označujeme pomoćı |u| = k. Pro k = 0 je slovo
prázdné, označované jako ∅, a pro k = 1 hroźı nebezpeč́ı záměny a1 = (a1)
jako prvku A∗ s a1 ∈ A, to jest záměny jediného symbolu, do nějž symbol s
pośılá svou jedinou šipku, se samotným symbolem s. Doufejme, že tento rozd́ıl
bude v každém kontextu jasný. Konstrukce abecedy slov nad danou abecedou je
základńı konstrukćı matematické logiky: formule jsou jistá slova nad logickými
symboly a proměnnými, d̊ukazy jsou jistá slova nad formulemi a demonstrace
nezávislosti r̊uzných tvrzeńı na axiomech jsou často založeny na manipulaćıch
se slovy nad d̊ukazy.

Metadefinice A.1.5 (znaky) Symboly v S označujeme pomoćı znak̊u, které
jsou dvou druh̊u, totǐz syntaktické konstanty a syntaktické proměnné. Syntak-
tická konstanta je s označovaným symbolem navždy a neodlučitelně spjata. R̊uzné
syntaktické konstanty vždy označuj́ı r̊uzné symboly. Syntaktické proměnné označuj́ı
nezávisle na sobě (neńı-li řečeno jinak, např́ıklad že označované symboly jsou
navzájem r̊uzné) libovolné symboly v dané abecedě. R̊uzné výskyty téže syntak-
tické proměnné označuj́ı v daném kontextu či argumentu (pochopitelně ale ne
absolutně) týž symbol.

Jedná se o metadefinici, protože popisuje vztahy mezi naš́ım světem, v němž
přebývaj́ı znaky (napsané na paṕı̌re, materializované pixely na monitoru note-
booku, . . . ), a (imaginárńım, myšleným, . . . ) světem symbol̊u. Obyčejné definice
se zabývaj́ı pouze světem symbol̊u. Např́ıklad abeceda

A := { (, ), ∗ } ⊂ S

je tř́ıprvková a jej́ı tři symboly jsou označeny syntaktickými konstantami
”
(“,

”
)“ a

”
∗“. Jsou-li znaky x a y syntaktické proměnné pro A, rovnosti

x = ∗ a x = y

po řadě znamenaj́ı, že v dané úvaze syntaktická proměnná x označuje symbol
(označený syntaktickou konstantou) ∗ a obě syntaktické proměnné označuj́ı týž
symbol v A.

Definujeme tři operace na slovech nad danou abecedou, totiž spojeńı, sub-
stituci a nahrazeńı. Definujeme rovněž vztah podslova a ř́ıdkého podslova.

Definice A.1.6 (operace spojeńı). Necht’ A ⊂ S je abeceda a

u = a1a2 . . . am a v = b1b2 . . . bn

s m,n ∈ N0 jsou dvě slova nad A. Jejich spojeńı

w = uv = a1 a2 . . . am b1 b2 . . . bn

je slovo w = c1c2 . . . cm+n nad A dané jako ci = ai pro i ∈ [m] a ci = bi−m pro
i ∈ [m+ n] \ [m].
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Tato operace na A∗ je asociativńı a ∅ je jej́ım neutrálńım prvkem, ale obecně
neńı komutativńı. Můžeme ji iterovat, jsou-li ui ∈ A∗ s i = 1, 2, . . . , k, k ∈ N,
slova, jejich spojeńı w v tomto pořad́ı vznikne k − 1 spojeńımi dvou slov:

w = u1 u2 . . . uk := u1 (u2(. . . (uk−2 (uk−1 uk)) . . . )) .

Definice A.1.7 ((ř́ıdké) podslovo) Necht’ A ⊂ S je abeceda a

u = a1a2 . . . am a v = b1b2 . . . bn

s m,n ∈ N0 jsou dvě slova nad A. Pokud existuje taková podmnožina

X := {i1 < i2 < · · · < im} ⊂ [n] ,

že bij = aj pro každé j ∈ [m], řekneme, že slovo u je ř́ıdkým podslovem slova v
a ṕı̌seme, že u = v |X. Je-li X interval, to jest X = {i, i + 1, . . . , i + m − 1},
nazveme u podslovem slova v.

Obě relace, podslova i ř́ıdkého podslova, jsou reflexivńı, tranzitivńı a slabě an-
tisymetrické, ale pochopitelně obecně nikoli symetrické.

Definice A.1.8 (vnořené (ř́ıdké) podslovo) Necht’ A ⊂ S je abeceda,

u = a1a2 . . . am a v = b1b2 . . . bn

s m,n ∈ N0 jsou dvě slova nad A a X ⊂ [n]. Pokud u = v |X, nazveme
dvojici (u,X) vnořeným ř́ıdkým podslovem slova v. Je-li X interval, nazveme ji
vnořeným podslovem slova v.

Definice A.1.9 (operace substituce) Necht’ A ⊂ S je abeceda,

u = a1a2 . . . am a v

s m ∈ N0 jsou dvě slova nad A a I ⊂ [m] je neprázdný interval. Polož́ıme
i := min I, j := max I, u1 := u | [i− 1], u2 := u | {j + 1, j + 2, . . . ,m} a slovo

subs[v, u, I] := u1 v u2

nazveme slovem vzniklým substitućı slova v do slova u na mı́sto I. Pro I = ∅
definujeme subs[v, u, I] := u.

A.2 Formule v množinovém jazyce

Připomı́náme úmluvu A.1.3 a definujeme množinou abecedu.

Definice A.2.1 (množinová abeceda) Množinová abeceda je abeceda

M = L ∪ V := { ( ) ¬ → ∀ ∈ = } ∪ V ⊂ S ,
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která je disjunktńım sjednoceńım sedmiprvkové abecedy L logických symbol̊u
a spočetné abecedy V (množinových) proměnných. Symboly v L jsou označeny
uvedenými syntaktickými konstantami a jsou to levá závorka (, pravá závorka ),
negace ¬, implikace →, obecný kvantifikátor ∀, náležeńı ∈ a rovnost =. Symboly
proměnných ve V jsou označeny syntaktickými konstantami

V = {x, y, z, t, t′, xc1, xc2, . . . } .

Exponent v xci připomı́ná, že jde o syntaktickou konstantu. Zd̊urazněme i, že
znak x je syntaktickou konstantou označuj́ıćı pevně daný symbol v abecedě V
takzvaných (množinových) proměnných. Na symboly abecedy M budeme odka-
zovat pomoćı syntaktických proměnných

α, β, γ, p, p1, p2, . . . , α1, α2, . . . .

Závorky ) a ( jsou často podceňované, třebaže maj́ı kĺıčovou roli ve struktuře
formuĺı. Je ovšem pravda, že takzvaná polská čili prefixová notace matema-
tické logiky se obejde bez závorek. Negace ¬ je unárńı spojka (pro jednu for-
muli), implikace→ je binárńı spojka (pro dvě formule), ∀ je obecný kvantifikátor
(pro proměnnou a formuli) a ∈ a = jsou binárńı predikáty (pro dvě proměnné).
Neúnosně dlouhé množinové formule (formule definujeme za chv́ıli) v praxi zkra-
cujeme pomoćı rozš́ı̌reńı množinové abecedy M do rozš́ıřené množinové abecedy
M ′ přidáńım nových spojek, kvantifikátor̊u a predikát̊u.

Definice A.2.2 (rozš́ı̌reńı abecedy) Rozš́ıřeńım M ′ ⊃ M množinové abe-
cedy rozumı́me abecedu M ′ ⊂ S vzniklou z M přidáńım nových binárńıch spojek,
kvantifikátor̊u a predikát̊u. M ′ má tedy tutéž podabecedu proměnných jako M .

V praxi si vystač́ıme s ¬ a nepřidáváme žádné nové unárńı spojky, přidáváme
ovšem nové binárńı spojky ∧, ∨ a ↔, nový kvantifikátor ∃ a mnoho nových
predikát̊u nejr̊uzněǰśıch arit (nejen binárńı). Pak např́ıklad pro formule u a v
můžeme každou (pod)formuli tvaru

(¬ (u→ (¬ v))) zkrátit náhradou (pod)formuĺı (u ∧ v)

pomoćı nově přidané binárńı spojky konjunkce ∧. Přesnou teorii takových zkra-
cováńı vylož́ıme v následuj́ıćı podkapitole (přečtěte si ji, jinde podobnou teorii
nenajdete), v této podkapitole ted’ přejdeme k definici formuĺı a podformuĺı.
Nejprve ale zavedeme ještě jeden druh rozš́ı̌reńı množinových abeced.

Definice A.2.3 (nulárńı predikáty) Pro každou rozš́ıřenou množinovou abe-
cedu M ′ klademe

M ′0 := M ′ ∪ {q1, q2, q3} ⊂ S ,
kde tři syntaktické konstanty qi označujeme jako nulárńı predikáty.

Tyto predikáty nemaj́ı žádné proměnné, tj. maj́ı aritu 0, a poslouž́ı nám při
zkracováńı formuĺı a podformuĺı, ale i v definićıch schemat axiomů, jako sche-
matické proměnné pro podformule. Lze je chápat jako syntaktické proměnné
pro formule. Jsou tři proto, že v́ıce jich nebudeme potřebovat.
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Definice A.2.4 (atomické formule) Necht’ A ∈ {M ′,M ′0}, takže abeceda A
je rozš́ıřená množinová abeceda, př́ıpadně s nulárńımi predikáty. Atomickou for-
muĺı nad A rozumı́me každé slovo

( pi α1 α2 . . . αi )

nad A délky i+3, kde i ∈ N0, pi ∈ A je i-árńı predikát a αj ∈ V jsou proměnné.

V praxi ale mı́sto toho kanonického značeńı atomických formuĺı budeme často
použ́ıvat odlǐsné praktické značeńı. Např́ıklad ṕı̌seme (x ∈ y) mı́sto (∈ x y),
fun[x] mı́sto (funx) (tento unárńı predikát ř́ıká, že x je funkce) a podobně. Pro
nulárńı predikát p vždy ṕı̌seme prostě p mı́sto kanonického (p). Toto jsou ale
jediné př́ıpady, kdy ve formuĺıch pomı́j́ıme závorky, jinak je vždy ponecháváme
na mı́stě.

Definice A.2.5 (generuj́ıćı slova) Necht’ A ∈ {M ′,M ′0}. Generuj́ıćım slo-
vem nad abecedou A rozumı́me každé takové slovo

g = a1 a2 . . . ak ∈ (A∗)∗, k ∈ N ,

že pro každé ṕısmeno ai ∈ A∗ v g nastává jeden ze čtyř následuj́ıćıch př́ıpad̊u.

1. Ṕısmeno ai je atomická formule nad A.

2. i ≥ 2 a ai je slovo (¬ aj) délky |aj |+ 3 nad A pro nějaké j ∈ [i− 1].

3. i ≥ 2 a ai je slovo (aj β al) délky |aj |+ |al|+ 3 nad A pro nějakou binárńı
spojku β ∈ A a nějaká j, l ∈ [i− 1].

4. i ≥ 2 a ai je slovo (γ α aj) délky |aj | + 4 nad A pro nějaký kvantifikátor
γ ∈ A, proměnnou α ∈ V a nějaké j ∈ [i− 1].

Definice A.2.6 (formule) Necht’ A ∈ {M ′,M ′0}. Formule (nad A) je každé
takové slovo u ∈ A∗, které je posledńım ṕısmenem nějakého generuj́ıćıho slova
g nad abecedou A. Pak řekneme, že g je generuj́ıćı slovo formule u. Množinu
formuĺı nad A označ́ıme jako formA.

Což je ekvivalentńı definici, že formule jsou právě ṕısmena generuj́ıćıch slov.

Definice A.2.7 (podformule) Necht’ A ∈ {M ′,M ′0} a u, v ∈ formA. Je-li u
podslovo slova u, řekneme, že u je podformule formule v. Je-li (u, I) vnořené
podslovo slova u, řekneme, že (u, I) je vnořená podformule formule v.

Všimněte si, že jednoznačnosti tvrzené v následuj́ıćı větě jsou všechny triviálńı,
s výjimkou př́ıpadu 3.

Věta A.2.8 (o jednoznačném čteńı) Necht’ A ∈ {M ′,M ′0} a u ∈ formA.
Formule u má právě jeden ze čtyř následuj́ıćıch tvar̊u.
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1. Existuje jediné i ∈ N0, jediný i-árńı predikát pi ∈ A a jediné proměnné
α1, α2, . . . , αi ∈ V , že

u je (pi α1 α2 . . . αi) .

2. Existuje jediná formule v nad A, že

u je (¬ v) .

3. Existuj́ı jediné dvě formule v a v′ nad A a jediná binárńı spojka β ∈ A, že

u je (v β v′) .

4. Existuje jediná formule v nad A, jediná proměnná β ∈ V a jediný kvanti-
fikátor α ∈ A, že

u je (αβ v) .

Důkaz.
2

A.3 Zkracováńı množinových formuĺı

A.4 Axiomy a věty v ZFCS
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Př́ıloha B

Hyperreálná č́ısla
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Př́ıloha C

Trocha historie nikoho . . .

V prvńım odd́ılu uvád́ıme krátké životopisné medailony. Téměř vždy v nich
čerpáme z článk̊u ve Wikipedii. Druhý odd́ıl obsahuje stručné přehledy historie
některých matematických pojmů a výsledk̊u, hlavně z matematické analýzy.

C.1 Životopisné medailony

N. H. Abel, Archimédés, V. I. Arnold, P. Bachman, R.-L. Baire, B. Balcar,
F. Bernstein, J. Binet, H. Blumberg, B. Bolzano, G. Cantor, A.-L. Cauchy,
G. Darboux, R. Dedekind, P. Dirichlet, L. Euler, M. Fekete, A. O. Gelfond,
A. Grothendieck, J. Hadamard, P. Halmos, G. Hardy, E. Heine, Ch. Hermite,
D. Hilbert, K. Kuratowski, J. Kurzweil, E. Landau, G. Leibniz, J. Liouville,
A. De Morgan, I. Newton, W. Van Orman Quine, B. Riemann, M. Rolle,
M. Rosenlicht, W. Rudin, B. Russel, Th. Schneider, T. Skolem, A. Sochor,
P. Štěpánek, A. Tarski, I. M. Vinogradov, B. L. van der Waerden, J. Wallis,
K. Weierstrass, E. Weyr a L. Wittgenstein

Niels H. Abel (1802–1829)

NA se narodil ve vesnici Nedstrand

Literatura: [2] (komentovaný překlad memoiru NA o neřešitelnosti rovnic pátého
stupně) a [124, 125] (biografie NA od jeho krajana, norsko-amerického matema-
tika Ø. Oreho)

Archimédés ze Syrakus (asi −287 až asi −212)

Bla

Literatura: [45] (v Čapkově apokryfu Archimédova smrt se dočteme o posledńıch
chv́ıĺıch AS), [81] (ve scéně obléháńı Syrakus Ř́ımany hraje AS Nasser Memar-
zia), [120] (o přepisu traktátu AS objeveném v r. 1908)

Vladimir I. Arnold (1937–2010)
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VA se narodil v Oděse v SSSR (nyńı Ukrajina)

Literatura: [7, 8] (čtivé, zaj́ımavé a svérázné miniatury z matematické analýzy,
dokážete rozluštit název prvńı z nich?)

Paul G. H. Bachman (1837–1920)

PB se narodil v Berĺıně

Literatura:

René-Louis Baire (1874–1932)

RLB se narodil v Pař́ıži

Literatura:

Bohuslav Balcar (1943–2017)

BB se narodil v Turnově, středńı školu navštěvoval v Hradci Králové a v r. 1965
absolvoval MFF UK v Praze diplomovou praćı Systémy generátor̊u v teorii
množin. V letech 1975–1988 pracoval jako

”
samostatný matematik“ v pod-

niku ČKD Polovodiče, kde mu bylo v r. 1977 konečně povoleno obhájit
”
kan-

didátskou“ (tj. pro titul CSc.∼ dnešńı Ph.D.) práci Teorie polomnožin. V r. 1989
přešel do Matematického ústavu AV ČR a od r. 1991 p̊usobil také v Centru pro
teoretická studia UK a AV ČR.

Literatura: [20] (učebnice teorie množin v češtině), [38] (pocta BB k 65. naro-
zeninám) a [136] (parte BB vydané MÚ AV ČR)

Felix Bernstein (1878–1956)

FB se narodil v Halle

Literatura:

Jacques P. M. Binet (1786–1856)

JB se narodil v Rennes v Bretagni

Literatura:

Henry Blumberg (1886–1950)

HB se narodil v Žagarė v severńı Litvě (v rámci Ruské ř́ı̌se). Městečko, které se
poprvé zmiňuje ve 13. stolet́ı, má nyńı asi jeden až dva tiśıce obyvatel. Kolem
r. 1914 mělo 14 000 obyvatel. Druhého ř́ıjna 1941 př́ıslušńıci Einsatzgruppe A
vyvraždili všechny jeho židovské obyvatele ([199, 200]). Rodina HB naštěst́ı
dávno předt́ım v r. 1891 emigrovala do Ameriky. HB studoval na Kolumbijské
univerzitě v New Yorku a pak na Univerzitě v Göttingen, kde v r. 1912 źıskal
doktorát pod vedeńım E. Landaua za práci On the algebraic properties of linear
homogeneous differential equations. V letech 1913–1918 p̊usobil na Univerzitě
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v Nebrasce, 1918–1925 na Univerzitě v Illinois a od r. 1925 až do smrti na
Univerzitě v Ohio.

Literatura: [32] (p̊uvodńı článek HB s výsledkem po něm nazvaným) a [78]
(položka projektu Geni o HB, obsahuje fotografii HB)

Bernard Bolzano (1781–1848)

BB se narodil v Praze italskému obchodńıku se starožitnostmi Bernardu Pompe-
iusovi (1737–1816) a německé matce Cecilii Maurerové (1754–1821). V r. 1804
se mu nepodařilo źıskat mı́sto profesora matematiky na pražské univerzitě,
uvolněné odchodem jeho bývalého učitele Stanislava Vydry (1741–1804) do
penze. R. 1805 byl vysvěcen na kněze a brzy poté promován doktorem filo-
zofie. Mezi lety 1805–1819 byl univerzitńım kazatelem. V roce 1819, na Štědrý
den, mu bylo znemožněno dekretem ćısaře Frantǐska I. učit a tři týdny poté
byl z učitelského úřadu pro své reformátorské názory nakonec suspendován a
byla mu přǐrčena penze (renta) ve výši 300 zlatých na rok. Původńı plat byl
800 zlatých ročně. Proces, který proti BB vedla ćırkevńı vyšetřovaćı komise, se
vlekl až do konce roku 1825. Nakonec podlehl tuberkulóze. BB je pohřben na
Oľsanských hřbitovech (Hřbitov III., odděleńı 10).

Přesnou výstavbu matematické analýzy předvedl BB v praćıch Beyträge zu
einer begründeteren Darstellung der Mathematik (1810), Der binomische Lehr-
satz (1816) a Rein analytischer Beweis (1817), kde se např́ıklad objevuje ε-δ
definice limity a je zmı́něna vlastnost nejmenš́ı horńı meze reálné množiny. Po-
kusil se také, do značné mı́ry úspěšně, sestrojit spojitou funkci bez derivace. Jeho
spis Paradoxien des Unendlichen vyšel posmrtně r. 1851 a ovlivnil G. Cantora.

P. Vopěnka ṕı̌se ([172, str. 48]):
”
Když byla spisovatelka Karolina Světlá

malá, ukázal j́ı jej́ı otec BB se slovy:
”
To je kněz, který uzřel Boha.“.“ Plechová

vysvětluj́ıćı cedule na rohu Bolzanovy ulice v Praze prav́ı:
”
Bernard Bolzano

(5. 10. 1781 - 18. 12. 1848) Český, německy ṕı̌śıćı kazatel, kněz, filosof a ma-
tematik, profesor na univerzitě v Praze. Za nejvyšš́ı princip považoval obecné
blaho.“

Literatura: [25] (článek ve Wikipedii), [33] (soubor Bolzanových kázáńı pro uni-
verzitńı studenty), [34] (Paradoxy nekonečna v češtině), [172, 1.3] (Bolzanovo
pojet́ı nekonečna a množin), [197] (komentář překladatele O. Zicha k Paradox̊um
nekonečna).

Georg Cantor (1845–1918)

GC se narodil v Petrohradu v Rusku

Literatura: [196] (obsahuje např. fotografii Cantorova pomńıku na śıdlǐsti v Halle)

Augustin-Louis Cauchy (1789–1857)

ALC se narodil

Literatura: [97, str. 184] (ALC se také zabýval astronomíı, teoríı disperze světla
a elasticitou krystal̊u)
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Gaston Darboux (1842–1917)

GD se narodil v Nı̂mes

Literatura:

Richard Dedekind (1831–1916)

RD se narodil v Braunschweigu

Literatura:

(Johann) Peter (Gustav Lejeune) Dirichlet (1805–1859)

Předkové PD přǐsli z belgického města Richelet, odtud také pocháźı jeho ne-
zvyklé jméno (le jeune de Richelet = mlad́ık z Richelet).

Literatura:

Leonhard Euler (1707–1783)

LE se narodil v Basileji

Literatura: [64] (životopis LE v němčině) [97, str. 244–5] (LE významně přispěl
k nebeské i obecné mechanice, také zabýval se optikou, balistikou a stavbou
lod́ı) a [165] (po obecném úvodu podává zevrubný přehled matematiky LE ve
speciálńıch oblastech: hodnoty zeta funkce, Eulerova a Maclaurinova sumace,
divergentńı řady a integrály, Eulerovy součiny).

Michael Fekete (1886–1957)

MF se narodil

Literatura:

Aleksandr Osipovič Gel’fond (1906–1968)

AOG se narodil v Saint Petersburgu (tj. Leningradu, Petrohradu) v Rusku.

Literatura:

Alexander Grothendieck (1928–2014)

AG se narodil v Berĺıně

Literatura:

Jacques Hadamard (1865–1963)

JH se narodil

Literatura: [114] (zaj́ımavý odborný životopis JH)

Paul R. Halmos (1916–2006)

275



PH se narodil v Budapešti

Literatura:

Godfrey H. Hardy (1877–1947)

GH se narodil v učitelské rodině ve vesnici Cranleigh v hrabstv́ı Surrey v ji-
hovýchodńı Anglii. V r. 1896 vstoupil jako devatenáctiletý do Trinity Colledge
(Kolej Nejsvětěǰśı Trojice, na ńıž předt́ım studoval např́ıklad IN) Univerzity v
Cambridge. Magisterský titul źıskal v r. 1903, v té době to byl nejvyšš́ı akade-
mický titul na anglických univerzitách. V letech 1906–1919 p̊usobil na Univerzitě
v Cambridge, 1919–1931 byl v Oxfordu a pak se zase vrátil do Cambridge.

Obrana matematikova [76] GH je bohatým zdrojem hardyovských aforismů
a historek. Třeba ([76, str. 126]), že

Pro skutečného matematika plat́ı jeden uklidňuj́ıćı závěr. Skutečná
matematika nemá na válku žádný vliv. Nikdo ještě neobjevil válečný
záměr, kterému by posloužila teorie č́ısel nebo relativity, a je ne-
pravděpodobné, že se to v bĺızké době někomu povede. [přeložil
J. Mońık]

Kéž by to byla pravda. Čtenář by si ale neměl odtud odnést představu o GH
jen jako o naivńım profesorovi — kdo z nás se někdy naprosto, ale opravdu
naprosto, nemýĺı? GH byl velikánem a do značné mı́ry zakladatelem analytické
teorie č́ısel. Asymptotika

p(n) ∼ eπ
√

2n/3

4n
√

3
(n→∞)

pro počet rozklad̊u č́ısla n ∈ N, objevená GH a S. Ramanujanem, je jedńım
z nejvýznamněǰśıch matematických výsledk̊u.

Literatura: [72] (učebnice matem. analýzy GH z r. 1908), [75] (zaj́ımavá kniha
GH o tzv. divergentńıch řadách, tj. o tom, jak zobecnit součet řady), [76] (úvahy
GH o matematice, obsahuje osobńı 40-ti stránkové vzpomı́nky C. P. Snowa
na GH), [77] (komentovaná a opoznámkovaná Obrana GH), [74] (kniha GH
o matematice S. Ramanujana), [88] (biografie S. Ramanujana, v jehož životě
GH sehrál významnou roli), [112] (film na motivy [88], GH hraje Jeremy Irons
a SR Dev Patel)

Eduard Heine (1821–1881)

EH se narodil v Berĺıně jako osmé d́ıtě

Literatura:

Charles Hermite (1822–1901)

ChH se narodil v Dieuze

Literatura:
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David Hilbert (1862–1943)

DH se narodil v Königsbergu (tj. Královci, Kaliningradu) nebo ve Wehlau

Literatura:

Kazimierz Kuratowski (1896–1980)

KK se narodil (podobně jako o pět let mladš́ı Tarski) ve Varšavě lež́ıćı tehdy
formálně v tzv. Kongresovce, fakticky ovšem v Ruském impériu. V r. 1913/14
absolvoval jeden školńı rok na technice v Glasgowě, protože nechtěl studovat
doma v ruštině. V létě ale přǐsla válka. V r. 1915 Varšavu dobyla rakousko-
uherská armáda a KK mohl přej́ıt na studium matematiky na tamńı univerzitě
v poľstině. V letech 1927–33 byl profesorem na polytechnice ve Lvově a v letech
1934–39 na Varšavské Univerzitě. Jak KK v Polsku, tedy vlastně v Generálńım
gouvernementu (již název je dostatečně hrozivý), přežil 2. světovou válku česká,
anglická ani polská Wikipedie neuváděj́ı, kromě zmı́nky, že přednášel na

”
pod-

zemńı“ univerzitě. Od roku 1952 byl členem Polské akademie věd, mezi lety
1948 a 1967 byl ředitelem jej́ıho matematického ústavu.

KK byl hlavně topologem. Jeho nejznáměǰśı výsledek se řadil do topologie
euklidovské roviny, ale dnes ho klasifikujeme jako výsledek v teorii graf̊u. Podle
Kuratowskiho věty je graf rovinný, to jest má rovinné nakresleńı, právě když
neobsahuje jako podgraf ani děleńı grafu K5 (graf na pěti vrcholech se všemi
deseti hranami) ani děleńı grafu K3,3 (bipartitńı graf s tř́ıvrcholovými partitami
a všemi dev́ıti hranami).

Literatura: [100] (vzpomı́nky na polské matematiky a matematiku v prvńı po-
lovině 20. stolet́ı), [59] (zhodnoceńı topologického d́ıla KK)

Jaroslav Kurzweil (1926–2022)

JK se narodil v rodině úředńıka Pražské úvěrńı banky

Literatura:

Edmund Landau (1877–1938)

EL se narodil

Literatura:

Gottfried W. Leibniz (1646–1716)

GL se narodil

Literatura: [21, kap. 7] (epilog knihy je věnovaný GL a IN, tento dějepis matem.
analýzy konč́ı GL a IN), [35, kap. XIX] (cca 25 stran věnovaných GL a IN), [58,
kap. 9] (přes 35 stran o matem. analýze GL), [65] (životopis GL v němčině), [97,
str. 458–9] (od GL pocháźı pojem kinetické energie a vzorec pro ni)

Joseph Liouville (1809–1882)
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JL se narodil v Saint-Omer

Literatura: [111] (odborná biografie JL) a [188] (popis a přehled tzv. Liouvilleovy
metody pro dokazováńı pomoćı indukce identit pro počty vyjádřeńı přirozených
č́ısel jako součt̊u čtverc̊u, v prvńı kapitole je krátká biografie JL)

Augustus De Morgan (1806–1871)

ADM se narodil v Madurai v Indii

Literatura:

Isaac Newton (1642/43–1727)

IN se narodil

Literatura: [3] (životopis IN), [7] (zaj́ımavé pohledy na d́ılo IN, např. v př́ıloze
o tzv. Lemmatu XXVIII v Principíıch), [21, kap. 7] (epilog knihy je věnovaný
GL a IN), [35, kap. XIX] (cca 25 stran věnovaných GL a IN), [58, kap. 8] (přes 40
stran o matem. analýze IN), [97, str. 530–1] (Principia byla zásadńım zvratem
ve fyzikálńım pohledu na svět), [121] (přeložené výňatky z d́ıla IN s komentáři)
a [195] (nová historie Vědecké revoluce, jej́ımž čelným aktérem IN byl).

Willard Van Orman Quine (1908–2000)

WQ se narodil ve městě Akron v americkém státu Ohio

Literatura:

Bernhard Riemann (1826–1866)

BR se narodil ve vesnici Breselenz

Literatura:

Michel Rolle (1652–1719)

MR se narodil v obci Ambert v departementu Puy-de-Dôme v regionu Auvergne.

Literatura:

Maxwell Rosenlicht (1924–1999)

MR se narodil v Brooklynu

Literatura:

Walter Rudin (1921–2010)

WR se narodil ve Vı́dni v židovské rodině. Po anšlusu Rakouska v r. 1938
odešel s rodinou do Francie a pak do Velké Británie, kde sloužil v Britském
královském námořnictvu. Po válce WR odešel do USA, kde většinu kariéry
p̊usobil na Wisconsinské univerzitě v Madisonu. Od r. 1957 žil spolu se svou

278



ženou, topoložkou Mary Ellen R., a dětmi v domě navrženém F. L. Wrightem
([177]).

Literatura: [139, 140, 141] (
”
familiarly known to students as Baby Rudin, Papa

Rudin and Grandpa Rudin“ ([176])).

Bertrand Russel (1872–1970)

BR se narodil

Literatura: [142] (soubor esej̊u BR, obsahuje jeho životopisný medailon)

Theodor Schneider (1911–1988)

TS se narodil ve Frankfurtu nad Mohanem v Německu.

Literatura:

Thoralf Skolem (1887–1963)

TS se narodil v Sanværu v Norsku.

Literatura:

Antońın Sochor (1942–2008)

Vystudoval Matematicko-fyzikálńı fakultu Univerzity Karlovy.

Literatura:

Petr Štěpánek (1943–2012)

PŠ se narodil v Pardubićıch a dětstv́ı prožil v lékařské rodině v České Třebové.
V šedesátých letech 20. stolet́ı vystudoval MFF UK Praha. Na této škole byl
vedoućım Katedry teoretické informatiky a matematické logiky. Kromě teorie
množin se zabýval i teoretickou informatikou a umělou inteligenćı. Ve volbách
roku 1992 byl zvolen za koalici ODS-KDS do české části Sněmovny národ̊u
(volebńı obvod Praha), poslancem ve Federálńım shromážděńı byl do zániku
Československa v prosinci 1992. Je pohřben v Praze na Podolském hřbitově.

Literatura: [20] (populárńı učebnice teorie množin v češtině), [130] (článek o PŠ
v české Wikipedii, obsahuje fotografii PŠ) a [154] (pocta PŠ k 60. narozeninám)

Alfred Tarski (1901–1983)

AT se narodil jako Alfred Teitelbaum (Tajtelbaum) ve Varšavě Rose Prussac-
kové (1879–1942) a Ignacymu Teitelbaumovi (1869–1942). V nově samostatném
Polsku studoval od r. 1918 na Varšavské Univerzitě. Nejprve biologii, ale pod
vlivem S. Leśniewskiho brzy přešel na matematiku. V letech 1923–1939 byla pod-
statným zdrojem jeho př́ıjmů výuka matematiky na středńıch školách. V srpnu
1939 odplul jednou z posledńıch lod́ı před vypuknut́ım války do Ameriky, aby
na Kongresu pro jednotu věd na Harvardově Univerzitě pronesl přednášku, což
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mu s velkou pravděpodobnost́ı zachránilo život. Se ženou a dětmi, které zústaly
ve Varšavě, se shledal až v r. 1946. V Americe p̊usobil od r. 1942 až do konce
kariéry na Kalifornské univerzitě v Berkeley.

Uvedeme (a přelož́ıme) prvńı odstavec životopisu [40] AT.

Alfred Tarski byl jedńım z největš́ıch logik̊u všech dob. Stejně jako
jeho současńık Kurt Gödel i Tarski proměnil tvář logiky ve dvacátém
stolet́ı, zvláště svými pracemi věnovanými pojmu pravdy a teorii
model̊u. Na rozd́ıl od samotářského a tajnosnubného Gödela hrál
Tarski svou roli koryfeje ze všech sil, nejen svými fundamentálńımi
výsledky, ale i zapáleným propagováńım logiky, ztotožněńım se s touto
discipĺınou a svou charismatickou výukou.

Literatura: [40] (odborný životopis AT), [54] (AT tu epizodicky vystupuje pod
svým p̊uvodńım jménem), [159] (stěžejńı práce AT o pravdě) a [161] (populárńı
výklad Tarského teorie pravdy z jeho pera)

Ivan M. Vinogradov (1891–1983)

IMV se narodil ve vesnici Miloljub pobĺıž obce Velikije Luki v Pskovské gubernii
v Rusku.

Literatura:

Bartel L. van der Waerden (1903–1996)

BW se narodil Amsterodamu.

Literatura:

John Wallis (1616–1703)

JW se narodil

Literatura:

Karl Weierstrass (1815–1897)

KW se narodil

Literatura:

Eduard Weyr (1852–1903)

Český (podle [57] rakouský) matematik EW se narodil v Praze, kde pak prožil
většinu života. Navšt́ıvil ale také Göttingen, Pař́ıž a Berĺın. Jeho otec Frantǐsek
(1820–1889) byl profesorem matematiky a fyziky na německé reálce v Praze
a bratr Emil (1848–1894) byl také významným matematikem. Synovec Frantǐsek
(1879–1951), syn Emila, byl právńık a statistik a zakladatel tzv. normativńı
teorie práva (viz jeho paměti [184, 185, 186]). Od r. 1876 byl EW profesorem na
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české polytechnice a po dvě obdob́ı i jej́ım rektorem. Jeho jmenováńı řádným
profesorem České univerzity překazila smrt.

Roku 1902 EW vydal učebnici analýzy [183]. Byla odhalena jako plagiát
a kompilát založený na učebnićıch P. Tanneryho (1843–1904), A. Genocchiho
(1817–1889) a J. Serreta (1819–1885). Upozornil na to, a s EW pak urputně po-
lemizoval, J. V. Pexider (1874–1914), talentovaný český matematik, jehož život
předčasně skončil v psychiatrické léčebně v Kateřinkách ([23]).

Je zaj́ımavé srovnat údaje o EW ve třech mutaćıch Wikipedie [55, 56, 57].
Podle anglické je EW dodnes známý jako objevitel jistých kanonických fo-
rem čtvercových matic nad algebraicky uzavřenými tělesy a jeho článek Sur
l’équation des lignes géodésiques byl v r. 1893 přednesen, ne ale osobně EW, na
prvńım Mezinárodńım kongresu matematik̊u v Chicagu.

Literatura: [22] (odborný životopis EW), [24] (česká matematika a češt́ı mate-
matici za starého Rakouska), [55, 56, 57] (Wikipedie) a [183] (nešt’astná učebnice
diferenciálńıho počtu EW).

Ludwig Wittgenstein (1889–1951)

LW se narodil ve Vı́dni Karlovi a Leopoldině Wittgensteinovým. Karl byl vel-
kopodnikatel a rodina patřila k nejbohatš́ım v Rakousko-Uhersku. Jméno, resp.
profil, Leopoldiny žij́ı (žily?) v názvu, resp. emblému, huti Poldi Kladno (Karl
založil a vlastnil kladenské železárny). LW se svého pod́ılu na rodinném bohat-
stv́ı vzdal a život prožil spartánským zp̊usobem. Jeho bratr Paul (1887–1961)
byl známý jednoruký klav́ırńı virtuos. LW studoval v Berĺıně strojnictv́ı a pak
u B. Russela v Cambridge filosofii. Za prvńı světové války sloužil v rakouské
armádě. Po válce vydal v r. 1922 známý Tractatus Logico-Philosophicus. V něm,
jak se domńıval, vyřešil všechny filosofické problémy. Stáhl se do ústrańı a učil
na elementárńı úrovni na rakouském venkově. Tuto životńı dráhu musel opus-
tit, protože bil žáky. V r. 1929 se vrátil do Cambridge a o deset let později se
tam stal profesorem. Za druhé světově války pracoval mimo jiné v nemocnici.
Po válce se krátce vrátil na univerzitu a v r. 1947 rezignoval na akademickou
činnost. LW je jedńım z nejvlivněǰśıch filosof̊u 20. stolet́ı, zcela proměnil filosofii
jazyka.

Literatura o LW je rozsáhlá, zde uvedeme jen malý výběr: [48] (kniha o LW
akcentuj́ıćı českou stopu), [66] (diskuse o problému tzv. soukromého jazyka),
[118] (životopis LW), [190] (Filosofická zkoumáńı LW), [191] (jak v́ıme, že něco
s jistotou v́ıme?), [192] (pozdńı LW, vyvracej́ıćı raného LW), [189, 193] (raný
LW) a [194] (z poz̊ustalosti LW).

C.2 Stručné dějiny některých pojmů a výsledk̊u

V jedné z nejzaj́ımavěǰśıch knih o historii matematiky [148] J. Stillwell ṕı̌se
o dějepisech matematické analýzy následuj́ıćı ([148, str. 159]).

Much has been written on the history of calculus, and some par-
ticularly useful books are Boyer (1959), Baron (1969), and Edwards
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(1979).1 However, historians tend to harp on the question of logi-
cal justification and to spend a disproportionate amount of time on
the way it was handled in the 19th century. This not only obscures
the boldness and vigor of early calculus, but it is overly dogmatic
about the way in which calculus should be justified. Apart from the
justification already available in the 17th century (the method of
exhaustion), there is also a 20th-century justification (the theory of
infinitesimals of Robinson (1966)2), and the sheer diversity of foun-
dations for calculus suggests that we have not yet got to the bottom
of it.

Č́ıslo

Pojem č́ısla se objevuje

Literatura:

Množina

Pojem množiny se objevuje

Literatura: [172, zejména prvńı část
”
I Great Illusion of Twentieth Century

Mathematics“] (kniha je prvńım, bohužel posmrtným, představeńım osobitého
pojet́ı matematiky u P. Vopěnky v angličtině, jej́ı daľśı části jsou

”
II New Theory

of Sets and Semisets“,
”
III Infinitesimal Calculus Reaffirmed“ a

”
IV Making

Real Numbers Discrete“), [196] (čtivě psaná kniha o nekonečnu)

Základńı věta algebry

Základńı věta algebry

Literatura:

1Zde, po řadě, [35, 21, 58].
2Zde [137].
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Př́ıloha D

Řešeńı (skoro) všech úloh

Otazńık mı́sto návodu k řešeńı znamená, že řešeńı neńı autorovi učebnice známo.

Úloha 1.1.1 Po dvou záporných sč́ıtanćıch vezmeme jeden kladný.

Úloha 1.1.2 Necht’ (ai,j)
∞
i,j=1 má položky ai,j ≥ 0. Ukážeme, že celkový součet po

řádćıch R =
∑∞
i=1

∑∞
j=1 ai,j se rovná supremu

A = sup
(
{
∑

(i,j)∈I ai,j | I ⊂ N2 je konečná}
)
,

branému v (R∗, <). Tato rovnost se stejně dokáže pro celkový součet po sloupćıch.
Zřejmě A ≤ R. Necht’ c < R je libovolné. Pak existuje m, že c <

∑m
i=1

∑∞
j=1 ai,j .

Podobně nahlédneme, že pak existuj́ı n1, . . . , nm v N, že stále c <
∑m
i=1

∑ni
j=1 ai,j .

Tedy R ≤ A a R = A.

Úloha 1.2.1 alfa, beta, velká gama, gama, velká delta, delta, epsilon, zéta, éta, velká
théta, théta, varthéta, ióta, kappa, velká lambda, lambda, mı́, ný, velké kśı, kśı, omi-
kron, velké ṕı, ṕı, ró, velké sigma, sigma, tau, velké ypsilon, ypsilon, velké f́ı, f́ı, varf́ı,
ch́ı, velké pśı, pśı, velká omega, omega. Neuvedené kapitálky se shoduj́ı s latinkou,
např. A pro α, H pro η apod.

Úloha 1.2.2 Nalevo je N, právě když ϕ je P, ale ψ je N. Což je totéž, jako že ¬ψ je
P a ¬ϕ je N, což je ekvivalentńı neplatnosti pravé strany.

Úloha 1.2.3 Když neexistuje individuum x, aby platil výrok ϕ(x), znamená to, že
pro každé individuum x výrok ϕ(x) neplat́ı. Podobně se dokáže druhá tautologie.

Úloha 1.2.4 Odpověd’ zálež́ı na tom, jaké rovnosti nastávaj́ı mezi prvky v M . Jsou-
li všechny r̊uzné, má M pět r̊uzných prvk̊u. Pokud a = b = 2 = {∅, {∅}} a pokud
a 6= {a}, což axiom fundovanosti zaručuje, má M jen dva r̊uzné prvky.

Úloha 1.2.6 Ano, lež́ı.

Úloha 1.2.7 Prázdné množině ∅.

Úloha 1.2.8 P = {n ∈ N | n > 1 ∧ ∀ l,m ∈ N
(
lm = n⇒ (l = 1 ∨m = 1)

)
}.

Úloha 1.2.9 (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ) ⇐⇒ (ϕ ⇐⇒ ψ) je tautologie.
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Úloha 1.2.10 To hned plyne z axiomu extenzionality. A a B jsou podle definice
disjunktńı, právě když nemaj́ı společný prvek, tedy právě když je jejich pr̊unik prázdná
množina.

Úloha 1.2.11 Pr̊unik prázdné množiny A neńı definovaný. ∀ b ∈ A
(
x ∈ b

)
vlastně

znamená ∀ b
(
b ∈ A ⇒ x ∈ b

)
. Pro prázdnou množinu A tato implikace plat́ı vždy,

pro libovolné x, protože jej́ı předpoklad neńı nikdy splněn. Pr̊unik prázdné množiny
by tedy měla být množina všech množin. Je dobře známo, že tento koncept vede ke
sporu.

Úloha 1.2.12 Neńı to pravda. Jsou-li např́ıklad A a B disjunktńı, |A \B| = |A|.

Úloha 1.2.13 P(∅) = {∅}. Tento počet prvk̊u je 2n.

Úloha 1.2.15 Plat́ı-li pravá strana ekvivalence, plat́ı i levá d́ıky axiomu extenzionality.
Necht’ X = (A,B) = (C,D). Podle definice dvojice je X bud’ jednoprvková množina,
jej́ıž jediný prvek je jednoprvková množina {Y } (složky dvojice se rovnaj́ı), anebo X
je dvouprvková množina, jej́ıž jeden prvek je jednoprvková množina {Y } a druhý je
dvouprvková množina {Y,Z} (složky dvojice jsou r̊uzné). Použijeme opakovaně axiom
extenzionality. V prvńım př́ıpadu se Y = A = B = C = D. Ve druhém se Y = A = C,
tud́ıž se Z = B = D.

Úloha 1.3.4 Implikace ⇐ je triviálńı. Necht’ jsou funkce (A,B, f) a (C,D, g) shodné,
takže f = g a f je funkcionálńı relace mezi A a B i mezi C a D. Pro libovolný prvek
a ∈ A pro nějaký b ∈ B je (a, b) ∈ f . Ovšem také (a, b) ∈ C×D, takže a ∈ C a A ⊂ C.
Úplně stejně je C ⊂ A a A = C.

Úloha 1.3.5 Ani jedna rovnost obecně neplat́ı.

Úloha 1.3.6 Právě když X = Y .

Úloha 1.3.7 Pro prostotu, konstantnost a identičnost to je pravda, pro surjektivitu
a bijektivnost ne.

Úloha 1.3.8 Obě značeńı se mohou objevit současně, jen když funkce f je injekce,
a pak souhlaśı.

Úloha 1.3.9 Protože f−1 : f [X] → X je bijekce, máme (f−1)−1 : X → f [X], takže
pro f [X] 6= Y se (f−1)−1 a f množinově lǐśı. Jsou ale vždy shodné. Ovšem plat́ı, že
((f−1)−1)−1 : f [X]→ X, takže ((f−1)−1)−1 a f−1 se množinově rovnaj́ı.

Úloha 1.3.10 Je to pravda.

Úloha 1.3.11 Necht’ f a g jsou injekce a f(g)(x) = f(g)(y). Tedy f(g(x)) = f(g(y))
a g(x) = g(y). Tedy x = y a f(g) je injekce. Necht’ g : X → Y a f : Y → B jsou surjekce
a b ∈ B. Protože f je surjekce, existuje y ∈ Y , že f(y) = b. Protože g je surjekce,
existuje x ∈ X, že g(x) = y. Tedy f(g)(x) = f(g(x)) = b a f(g) je surjekce. Jsou-li
g : X → Y a f : A→ B neprázdné surjekce a, např́ıklad, Y ∩A = ∅, pak f(g) : ∅ → B
neńı surjekce.

Úloha 1.3.12 Obor hodnot funkce f(g(h)) vlevo i funkce f(g)(h) vpravo se rovná
oboru hodnot Y funkce f . Stač́ı tedy dokázat, že f(g(h)) = f(g)(h) jako množiny. Což
plat́ı, obě množiny se rovnaj́ı {(x, y) ∈ M(h) × Y | ∃ a ∈ M(g) ∃ b ∈ M(f)

(
(x, a) ∈

h ∧ (a, b) ∈ g ∧ (b, y) ∈ f
)
}.

Úloha 1.3.13 Vezmeme Y = h[Z], g(x) = h(x) a f = idY .
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Úloha 1.3.14 Když f je bijekce, pak inverz g = f−1 má požadované vlastnosti. Necht’

naopak zobrazeńı g : Y → X je, jak uvedeno. Protože g(f)(x) = x, funkce f je prostá.
Protože M(f(g)) = Y , funkce f je na.

Úloha 1.3.15 Právě když definičńı obor je prázdná nebo jednoprvková množina.

Úloha 1.3.17 Je to funkce f(x) = c/b− ax/b.

Úloha 1.3.18 Je jasné, že pro každé x ∈ X je hodnota z ∈ Z źıskaná z definice složené
funkce, tedy f(g)(x) = f(g(x)) = f(y) = z, stejná, jako hodnota z źıskaná vyřešeńım
soustavy pro dané x: x ; jediné y ∈ Y , že G(x, y) = u, takže y = g(x) ; jediné
z ∈ Z, že F (y, z) = v, takže z = f(y).

Úloha 1.3.22 Necht’ R je relace ekvivalence na A 6= ∅ (pro prázdnou A vše plat́ı
triviálně) a [a]R je blok ekvivalence. Patrně a ∈ [a]R, takže prvky v A/R jsou neprázdné
a
⋃
A/R = A. Necht’ a, b ∈ A, [a]R ∩ [b]R 6= ∅ a c ∈ [a]R. Existuje tedy prvek

d ∈ [a]R ∩ [b]R. Z cRa, aRd a dRb tranzitivitou R plyne, že cRb a tedy c ∈ [b]R. Takže
[a]R ⊂ [b]R. Opačná inkluze se ukáže stejně, takže [a]R = [b]R. Prvky v A/R jsou tedy
vzájemně disjunktńı.

Pokud b, c ∈ [a]R, pak bRa a cRa, takže (R je relace ekvivalence) i bRc. Pokud
bRc, b ∈ [a]R a c ∈ [a′]R, pak bRa, cRa′, takže aRa′. Tedy [a]R = [a′]R a b, c lež́ı ve
společném bloku.

Úloha 1.3.23 Necht’ X je rozklad množiny Y 6= ∅ a R = Y/X. Pro y ∈ Y vezmeme
blok Z ∈ X s y ∈ Z. Tedy yRy a R je reflexivńı. Pro y, y′ ∈ Y s yRy′ existuje blok
Z ∈ X, že y, y′ ∈ Z. Tedy i y′Ry a R je symetrická. Necht’ y, y′, y′′ ∈ Y s yRy′ a y′Ry′′.
Existuj́ı tedy bloky Z,Z′ ∈ X, že y, y′ ∈ Z a y′, y′′ ∈ Z′. Pak ale Z ∩ Z′ 6= ∅ a tedy
Z = Z′. Takže i yRy′′ a R je tranzitivńı.

Podle definice je jasné, že x, y ∈ Z ∈ X, právě když x(Y/X)y.

Úloha 1.3.24 Necht’ R, A 6= ∅ a B jsou, jak je uvedeno. Dokážeme prvńı rovnost.
Vı́me, že C = A/R je rozklad množiny A, tedy S = A/C je relace ekvivalence na A.
Ukážeme, že S = R. Necht’ a, b ∈ A. Pak aSb, právě když existuje blok D ∈ C, že
a, b ∈ D. Jak v́ıme z úlohy 1.3.22, a, b lež́ı ve společném bloku rozkladu C, právě když
aRb. Tedy S = R.

Dokážeme druhou rovnost. Vı́me, že S = A/B je relace ekvivalence na A, tedy
C = A/S je rozklad množiny A. Ukážeme, že C = B. Opět a, b ∈ A lež́ı společně
v nějakém jeho bloku, právě když aSc. Což ale nastává, právě když a, b lež́ı společně
v nějakém bloku rozkladu B. Tedy C = B.

Úloha 1.4.2 Současně neplat́ı ani a < b a a = b, ani b < a a a = b, protože <
je ireflexivńı. Nelze ani a < b a b < a, protože pak tranzitivita < dává opět spor
s ireflexivitou.

Úloha 1.4.3. Když m a n jsou dvě maxima množiny B, je n ≤ m i m ≤ n, takže
m = n. Podobně pro minima.

Úloha 1.4.4 Necht’ (A,<) je lineárńı uspořádáńı a B = {b1, . . . , bn} ⊂ A, n ∈ N,
je neprázdná konečná množina. Pro i = 1, 2, . . . , n prvek bi postupně porovnáváme
v < pomoćı trichotomie s předchoźımi prvky b1, . . . , bi−1. Dostaneme tak nějakou
permutaci π množiny [n], pro ńıž bπ(1) < bπ(2) < · · · < bπ(n). Pak bπ(1) = min(B)
a bπ(n) = max(B).

Úloha 1.4.6 Plyne to hned z jednoznačnosti maxim a minim.
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Úloha 1.4.7 Necht’ c = sup(B). Pak c je horńı mez B. Necht’ a < c. Protože c je
nejmenš́ı horńı mez B, prvek a už neńı horńı mez B a existuje uvedené b. Naopak
mějme c uvedenými vlastnostmi. Ř́ıkaj́ı vlastně, že c je nejmenš́ı horńı mez množiny
B, takže c = sup(B).

Podobně se dokáže ekvivalence, že c ∈ A je infimum množiny B, právě když c ≤ b
pro každé b ∈ B a pro každé a ∈ A s c < a existuje b ∈ B, že b < a

Úloha 1.5.1 Reflexivita i symetrie jsou jasné. Dokážeme tranzitivitu. Necht’ a/b ∼ c/d
a c/d ∼ e/f . Tedy ad = bc a cf = de. Pak ale adf = bcf = bde, tedy adf = bde.
Nenulové d lze zkrátit (Z je obor integrity) a af = be, tedy a/b ∼ e/f .

Úloha 1.5.3 Necht’ α ∈ Q. Protozlomek pα ∈ α dostaneme zkráceńım libovolného
protozlomku m

n
∈ α do základńıho tvaru. Tato funkce α 7→ pα je hledaná bijekce. Je

jednoznačná, protože dva r̊uzné prvky v Zz jsou neekvivalentńı v relaci ∼. Dokážeme
to. Když k

l
, m
n
∈ Zz jsou v základńım tvaru a k

l
∼ m

n
, pak kn = ml. Každá mocnina

prvoč́ısla děĺıćı k tedy děĺı m a naopak. Podle Základńı věty aritmetiky se k = m
a tedy i l = n.

Úloha 1.5.5 Když 0X a 0′X jsou dva aditivńı neutrálńı prvky, pak d́ıky komutativitě
sč́ıtáńı je 0X = 0X + 0′X = 0′X + 0X = 0′X . Podobně pro násobeńı. Když α + β = 0X
a α + γ = 0X , pak d́ıky asociativitě a komutativitě sč́ıtáńı se γ = (α + β) + γ =
(α+ γ) + β = β. Podobně pro multiplikativńı inverzy.

Úloha 1.5.6 Vezmeme sč́ıtáńı a násobeńı v Z modulo 2: 0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 =
1 + 0 = 1, 1 · 1 = 1 a 0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0. Je to konečný obor integrity, takže těleso.

Úloha 1.5.8 V každém okruhu RO plat́ı rovnost 0Rx = 0R. Plyne přičteńım −(0Rx)
k rovnosti 0Rx = (0R + 0R)x = 0Rx + 0Rx źıskané distributivitou a neutralitou 0R.
Tud́ıž −x = (−1R)x. Polož́ıme x − y = x + (−y). Pak (x + y)(x − y) = (x + y)(x +
(−1R)y) = x2 + (−1R)xy + xy + (−1R)y2 = x2 − y2. Tedy (−x)2 = x2, protože
0R = (x + (−x))(x − (−x)) = x2 − (−x)2. Kdyby v uspořádaném tělese TUT bylo
1T < 0T , přičteńım −1T dostaneme 0T < −1T . Druhý axiom uspořádáńı pak dává
0T < (−1T )2 = 12

T = 1T . Tedy vždy 0T < 1T . Přič́ıtáńım 1T dostáváme, že 0T <
1T < 1T + 1T < 1T + 1T + 1T < . . . . Tedy T je nekonečné.

Úloha 1.5.10 0 · 1 6= 1 · 1.

Úloha 1.5.12 sup(∅) = min(H(∅)) = min(A), když toto minimum existuje. Pro shora
neomezenou podmnožinu B neńı sup(B) definováno, protože H(B) = ∅.

Úloha 1.5.13 Funkce a 7→ −a převád́ı infima na suprema.

Úloha 1.5.14 TUT bud’ úplné uspořádané těleso. Uváž́ıme podmnožinu NT = {1T +
1T + · · ·+ 1T | n ∈ N sč́ıtanc̊u}. Stač́ı ukázat, že NT neńı shora omezená. Kdyby byla,
polož́ıme s = sup(NT ). Podle definice suprema existuje x ∈ NT , že s − 1T < x ≤ s.
Pak ale s < x+ 1T ∈ NT , což je spor.

Úloha 1.5.17 Z b ≥ a by vynásobeńım č́ıslem 2b plynulo, že 2b2 ≥ 2ba > a2, ve sporu
s rovnost́ı a2 = 2b2. Když a ∈ N je sudé (resp. liché), pak a = 2c (resp. a = 2c − 1)
pro nějaké c ∈ N a a2 = (2c)2 = 2 · 2c2 (resp. a2 = (2c− 1)2 = 2 · (2c2 − 2c+ 1)− 1)
je sudé (resp. liché). Když a ∈ Z a b ∈ Z \ {0} splňuj́ı rovnost a2 = 2b2, pak i a 6= 0
a (±a)2 = 2(±b)2.

Úloha 1.5.19 Pro zlomky s, r > 0 s s2 > 2 nerovnost (s − r)2 > 2 plat́ı, pokud
s2 − 2 > 2sr − r2, tedy např. pro každé kladné r < (s2 − 2)/2s. Pro zlomky r, s
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s s2 < 2, s > 0 a r ∈ (0, 1) (pak r2 < r) nerovnost (s + r)2 < 2 plat́ı, pokud
2sr + r2 < 2− s2, tedy např. pro každé kladné r < min(1, (2− s2)/(2s+ 1)).

Úloha 1.6.1 Reflexivita a symetrie relace ∼ jsou triviálńı. Tranzitivita snadno plyne
pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti.

Úloha 1.6.2 Stač́ı dokázat, že když posloupnosti (an) a (bn) v C jsou shodné podle
definice, pak splňuj́ı i tuto formálně silněǰśı podmı́nku. Necht’ tedy |an − bn| ≤ 1/2k
pro každé velké n. Protože (an) je Cauchyova, pro každé velké m a n plat́ı, že |am −
an| ≤ 1/2k. Podle trojúhelńıkové nerovnosti pro každé velké m a n je |am − bn| ≤
|am − an|+ |an − bn| ≤ 1/2k + 1/2k = 1/k.

Úloha 1.6.10 Snadno se ověř́ı, že pro každé dva zlomky a a b plat́ı, že f(a − b) =
f(a)− f(b), f(a · b) = f(a) · f(b) a že a < b, právě když f(a) < f(b).

Úloha 1.6.12 Když a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ b jsou zlomky, pak (an) je Cauchyova posloup-
nost. Důkaz je stejný.

Úloha 1.7.2 Necht’ X je neprázdná konečná množina (pro prázdnou to plat́ı triviálně
s prázdným zobrazeńım f). Axiomem výběru postupně vyb́ıráme prvky f(1) ∈ X,
f(2) ∈ X \ {f(1)}, f(3) ∈ X \ {f(1), f(2)}, . . . dokud to jde, to jest dokud zbývaj́ıćı
množina je neprázdná. Protože X je konečná množina, nepodař́ı se nám v f sestrojit
injekci z N do X. V jistém kroku m ∈ N vyčerpáme prvky v X a dostaneme bijekci
f : [m]→ X. Hodnoty f(n) ∈ X pro n > m doplńıme libovolně.

Úloha 1.7.3 Tuto bijekci jsme nalezli v předešlém d̊ukazu.

Úloha 1.7.6 Funkce f : N → Z daná jako f(1) = 0, f(2) = 1, f(3) = −1, f(4) = 2,
f(5) = −2, f(6) = 3, . . . je bijekce.

Úloha 1.7.8 Pokud X = ∅, pak nemůžeme vźıt surjekci z X na P(X), protože obor
hodnot P(X) = {∅} je neprázdná množina, ale X je prázdná.

Úloha 1.7.9 Necht’ f : P(X)→ X je injekce. Pak máme inverz f−1 : f [P(X)]→ P(X)
a definujeme množinu Y = {x ∈ f [P(X)] | x 6∈ f−1(x)} ⊂ X. Pro prvek y = f(Y )

dostaneme z y
?
∈ Y známý spor.

Úloha 1.7.12 Je to celkem jasné.

Úloha 1.7.15 Tyto dvojice (r̊uzné od kladné a záporné nuly) jsou jednoznačně určené
ciframi před nekonečným úsekem dev́ıtek (resp. nul).

Úloha 1.7.18 Hodnoty funkce f mimo Y přesměrujeme do Y a t́ım dostaneme f0.
Bijekce g je jasná. Funkce h je surjekce, protože surjekce jsou všechny tři funkce f0,
F−1 a g a složenina na sebe navazuj́ıćıch surjekćı je surjekce.

Úloha 3.1.1 Existuje kladné reálné č́ıslo epsilon, že pro každé kladné reálné č́ıslo delta
existuj́ı taková dvě reálná č́ısla a a b z množiny M , že a a b jsou bĺıže než delta, ale
funkčńı hodnoty f(a) a f(b) jsou vzdálené alespoň epsilon.

Úloha 3.1.2 Nerovnost stač́ı dokázat pro n = 2, pro větš́ı n se použije indukce. Necht’

a, b ∈ R jsou libovolná reálná č́ısla. Maj́ı-li stejné znaménko nebo je-li alespoň jedno
z nich nula, pak |a+b| = |a|+|b|. Maj́ı-li r̊uzná znaménka, pak |a+b| ≤ max({|a|, |b|}) ≤
|a|+ |b|.

Úloha 3.1.5 +∞, −∞, −∞ a nedefinováno.
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Úloha 3.1.6 (R, <) jsme rozš́ı̌rili přidáńım nekonečen tak, že −∞ 6< −∞ i +∞ 6<
+∞ a rozš́ı̌rená relace < je tedy ireflexivńı. Jej́ı tranzitivita je také jasná. Např́ıklad
z −∞ < a a a < +∞ máme podle definice, že −∞ < +∞. Podobně ostatńı př́ıpady.
Trichotomie se v rozš́ı̌reńı také zachovala.

Úloha 3.1.8 Jediné takové množiny jsou ∅ a {−∞}.

Úloha 3.1.12 Pro A < B v R stač́ı vźıt jakékoli ε < (B−A)/2. Pro A ∈ R a B = +∞
vezmeme ε < 1/(|A|+1) a pro A = −∞ aB ∈ R vezmeme ε < 1/(|B|+1). Pro A = −∞
a B = +∞ lze vźıt jakékoli ε.

Úloha 3.1.13 U(a, ε) = {b | a − ε < b < a + ε} a U(±∞, ε) = {b | ± b < 1/ε}.
Z tranzitivity uspořádáńı < plyne, že bod lež́ıćı mezi dvěma body splňuj́ıćımi tyto
definičńı nerovnosti je rovněž splňuje. Protože a 6∈ P (a, ε), žádné prstencové okoĺı
bodu neńı konvexńı.

Úloha 3.1.14 Když b splňuje definičńı nerovnosti δ-okoĺı V (A, δ), pak splňuje i de-
finičńı nerovnosti ε-okoĺı V (A, ε).

Úloha 3.1.15 Patrně a ∈ U(a, ε) pro každé ε a pokud b 6= a, pak b 6∈ U(a, ε) jakmile
ε < |b− a|. Podobně b 6∈ U(±∞, ε) jakmile ε < 1/(|b|+ 1).

Úloha 3.1.16 Nerovnosti a > 1/δ pro A = +∞ a a < −1/δ pro A = −∞ jsou
ekvivalentńı jediné nerovnosti ±a > 1/δ.

Úloha 3.1.19 Kromě vlastnosti 4 jsou všechny ostatńı robustńı.

Úloha 3.1.20 Protože existence limity a jej́ı hodnota jsou robustńı vlastnosti, můžeme
nedefinované hodnoty posloupnosti dodefinovat libovolně. Např́ıklad nulou.

Úloha 3.1.22 Patrně

3
√
n−
√
n

4
√
n

=
n−1/6 − 1

n−1/4
→ 0− 1

0+
=
−1

0+
= −∞

d́ıky kladnosti odmocniny n−1/4.

Úloha 3.2.2 Jsou to třeba posloupnosti (0, 1, 0, 1, . . . ) a (1, 0, 1, 0, . . . ).

Úloha 3.2.6 Necht’ (bn) a (an) jsou uvedené posloupnosti a je dáno ε. Existuje tedy
n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(L, ε). Pak existuje n1, že n ≥ n1 ⇒ mn ≥ n0. Pak pro každé
n ≥ n1 je bn = amn ∈ U(L, ε) a lim bn = L.

Úloha 3.2.8 Z negace limity n1/n → 1.

Úloha 3.2.9 Koeficient u xjyn−j je roven počtu zp̊usob̊u, jak z n závorek zvolit
j závorek, z nichž vybereme proměnnou x a ze zbylých n − j závorek vybereme
proměnnou y. Počet j-prvkových podmnožin n-prvkové množiny je právě

(
n
j

)
.

Úloha 3.3.2 Necht’ (an) je např́ıklad zdola neomezená a je dáno −c < 0. Pak existuje
n, že an < −c, a tak |an| = −an > c. Podobně a jednodušeji pro neomezenost (an)
shora. Necht’ naopak pro každé c > 0 existuje n = n(c), že |an| > c. Polož́ıme c =
1, 2, . . . . Jedno ze znamének se v rovnostech |an(c)| = ±an(c) vyskytne pro nekonečně
mnoho c ∈ N. Takže (an) je zdola neomezená (je to znaménko −) nebo je shora
neomezená (je to znaménko +).

Úloha 3.3.3 Pokud takové c existuje, pro každé n je −c < an < c a (an) je omezená
zdola i shora, takže je omezená podle definice. Necht’ je naopak (an) omezená podle
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definice, takže d < an < c pro každé n a nějaká č́ısla d a c. Potom |an| < max({|d|, |c|})
pro každé n.

Úloha 3.3.4 1. Necht’ (an) je shora omezená konstantou c a a1 až am jsme nahradili
hodnotami a′1 až a′m. Vzniklá posloupnost (a′n) je shora omezená konstantou 1 +
max({c, |a′1|, . . . , |a′m|}). 2. Necht’ (an) má vlastnost, že pro každé c existuje n, že
an > c, a a1 až am jsme nahradili hodnotami a′1 až a′m. Dané c rovnou vezmeme větš́ı
než max({|a′1|, . . . , |a′m|}). Pak v p̊uvodńı posloupnosti existuje index n, že an > c.
Nutně ale je n > m, takže tento index funguje i pro novou posloupnost (a′n). 3 a 4.
Tyto d̊ukazy jsou podobné d̊ukaz̊um v částech 1 a 2. 5. Necht’ d < an < c pro každé
n a a1 až am jsme nahradili hodnotami a′1 až a′m. Pro s := max({|a′1|, . . . , |a′m|} nová
posloupnost (a′n) splňuje, že −|d| − s < a′n < |c| + s pro každé n a tedy z̊ustává
omezená. 6. Důkaz plyne z část́ı 2 a 4.

Úloha 3.3.6 Ani jedna.

Úloha 3.3.9. Pokud (an) např. neklesá od n = m a bn = an pro každé n ≥ n0, pak
(bn) neklesá od n = max({m,n0}).

Úloha 3.3.11 Je to např́ıklad posloupnost (1, 0, 2, 1, 3, 2, 4, 3, 5, . . . ). Tato posloupnost
je kvazineklesaj́ıćı, ale žádný jej́ı koncový úsek neńı monotónńı.

Úloha 3.3.12 Posloupnost (an) ⊂ R je kvazimonotónńı, právě když

∀ l ∃m
(
n > m⇒ an ≥ al

)
∨ ∀ l ∃m

(
n > m⇒ an ≤ al

)
.

Úloha 3.3.16 Zobecněńı je zřejmé a jeho d̊ukaz je téměř stejný.

Úloha 3.3.19 Lehce se vid́ı, že limita c této podposloupnosti splňuje nerovnosti a ≤
c ≤ b.

Úloha 3.3.21 Pokud v dané cauchyovské posloupnosti (an) nahrad́ıme členy a1 až
am hodnotami a′1 až a′m, vzniklá posloupnost (a′n) je stále cauchyovská, protože index
n0 v Cauchyově podmı́nce lze vždy brát větš́ı než m.

Úloha 3.3.22 Necht’ (an) je Cauchyova. Pak existuje n0, že |am − an| ≤ 1 pro každé
m,n ≥ n0. Tedy (podle ∆-ové nerovnosti) |an| ≤ 1 + max({|a1|, . . . , |an0 |}) pro každé
n a (an) je omezená.

Úloha 3.3.24 Je to např́ıklad posloupnost (1, 1.4, 1.41, 1.414, . . . ) zkráceńı desetinného
rozvoje č́ısla

√
2.

Úloha 3.3.25 V d̊ukazu jsme použili B.–W. větu, jej́ıž d̊ukaz je založen na exis-
tenci vlastńı limity omezené monotónńı posloupnosti. A pro to potřebujeme existenci
suprema, resp. infima př́ıslušné množiny reálných č́ısel.

Úloha 3.3.26 černý

Úloha 3.3.29 1. Stač́ı ukázat, že f(n) je superaditivńı funkce. Slova, která splňuj́ı
obě podmı́nky nazveme př́ıpustnými. Necht’ m,n ∈ N, a1 . . . af(m) je př́ıpustné slovo
nad abecedou [m] s maximálńı délkou a b1 . . . bf(n) je př́ıpustné slovo nad abecedou
{m + 1, . . . ,m + n} s maximálńı délkou. Konkatenace u = a1 . . . af(m)b1 . . . bf(n) je
př́ıpustné slovo nad abecedou [m+ n], takže f(m) + f(n) ≤ f(m+ n). Jak v́ıme, že u
neobsahuje abba? Dı́ky tomu, že se abba nedá napsat jako konkatenace dvou slov nad
disjunktńımi abecedami.
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2.

Úloha 3.3.30 1. Argument je úplně stejný, jako v předešlé úloze. Kĺıčové je, že abab
opět nelze napsat jako konkatenaci dvou slov nad disjunktńımi abecedami.

2. Necht’ n ∈ N a u = a1 . . . ak je př́ıpustné slovo nad abecedou [n]. Indukćı
podle n dokážeme, že k ≤ 2n − 1. Pokud se žádný symbol x ∈ [n] v u neopakuje,
je k ≤ n ≤ 2n − 1. Jinak uváž́ıme prvńı opakováńı ai = aj =: x ∈ [n], i < j, v u.
Zřejmě j− i ≥ 2 a symbol y := ai+1 6= x. Lehce se vid́ı, že výskyt ai+1 je jediný výskyt
symbolu y v u. Slovo u′ vznikne z u vypuštěńım dvou sousedńıch ṕısmen aiai+1. Lehce
se vid́ı, že u′ je př́ıpustné slovo nad abecedou [n] a fakticky abecedou [n − 1] (když
y 6= n, symbol n přejmenujeme na y). Takže délka

k = |u| = |u′|+ 2 ≤ 2(n− 1)− 1 + 2 = 2n− 1 .

Protože slovo 1 2 . . . (n − 1)n (n − 1) . . . 2 1 nad abecedou [n] s délkou 2n − 1 je
př́ıpustné, extremálńı funkce f(n) = 2n− 1.

Úloha 3.3.31 Slovo aabb lze napsat jako konkatenaci dvou slov nad disjunktńımi
abecedami, aabb = aa bb, takže předešlý argument už́ıvaj́ıćı Feketeho lemma nelze
použ́ıt.

Úloha 3.3.32 1. Ukážeme, že pro každé pevné k je funkce rk(n) subaditivńı. Množinu
A ⊂ Z neobsahuj́ıćı AP délky k nazveme př́ıpustnou. Necht’ m,n ∈ N a A ⊂ [m + n]
je př́ıpustná množina maximálńı velikosti |A| = rk(m+ n). Lehce se vid́ı, že množiny

A′ := [m] ∩A a A′′ := {x ∈ [n] | x+m ∈ A}

jsou př́ıpustné (neobsahováńı AP délky k se děd́ı na podmnožiny a zachovává posu-
nem). Tedy rk(m+ n) = |A| = |A′|+ |A′′| ≤ rk(m) + rk(n).

2. Plyne to z triviálńıch rovnost́ı r1(n) = 0 a r2(n) = 1.

Úloha 4.1.2 Polož́ıme třeba an/bn := 0.

Úloha 4.1.3 Stač́ı asi probrat př́ıpad, kdy K = −∞ a L 6= +∞. Bud’ dáno c < 0.
Patrně můžeme vźıt c tak záporné, že pro každé velké n je an < 2c a bn < |c|. Tedy
pro každé velké n je an + bn < 2c + |c| = c a an + bn → −∞. Ostatńı př́ıpady jsou
podobné.

Úloha 4.1.4 Stač́ı asi probrat př́ıpad, kdy K = +∞ a L < 0. Bud’ dáno c < 0. Patrně
můžeme vźıt c tak záporné, že pro každé velké n je an > c2 a bn < 1/c. Tedy pro
každé velké n je anbn < c2(1/c) = c a anbn → −∞. Ostatńı př́ıpady jsou podobné.

Úloha 4.1.5 Probereme dva př́ıpady, v prvńım K = +∞ a −∞ < L < 0. Bud’ dáno
c < 0. Patrně můžeme vźıt c tak záporné, že pro každé velké n je an > c2 a c < bn < 0.
Tedy pro každé velké n je an/bn = an · (1/bn) < c2(1/c) = c a anbn → −∞. Ve
druhém př́ıpadu je K 6= ±∞ a L = −∞. Bud’ dáno ε. Patrně můžeme vźıt ε > 0
tak malé, že pro každé velké n je |an| < 1/ε a |bn| > 1/ε2. Tedy pro každé velké n je
|an/b| = |an| · (1/|bn|) < ε−1 · (1/ε−2) = ε a anbn → 0. Ostatńı př́ıpady jsou podobné.

Úloha 4.1.6 1. Necht’ |an| < d pro každé n, L = −∞ a je dáno c < 0. Patrně pro
každé velké n je bn < c − d. Tedy pro každé velké n je an + bn < d + c − d = c
a an + bn → −∞. Ostatńı př́ıpady jsou podobné.

2. Necht’ |an| < d pro každé n, bn → 0 a je dáno ε. Patrně pro každé velké n je
|bn| < ε/d. Tedy pro každé velké n je |anbn| < d(ε/d) = ε a anbn → 0. Ostatńı př́ıpady
jsou podobné.
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3. Necht’ an, c, L = +∞ a bn jsou, jak uvedeno, a je dáno d > 0. Patrně pro každé
velké n je bn > d/c. Tedy pro každé velké n je anbn > c · (d/c) = d a anbn → +∞ = L.
Ostatńı př́ıpady jsou podobné.

4. Necht’ |an| < d pro každé n, bn → ±∞ a je dáno ε. Patrně pro každé velké n
je |bn| > d/ε. Tedy pro každé velké n je |an/bn| = |an| · (1/|bn|) < d(1/(d/ε)) = ε
a an/bn → 0. Ostatńı př́ıpady jsou podobné.

5. Necht’ an, c a bn jsou, jak uvedeno, a je dáno d > 0. Patrně pro každé velké n je
0 < bn < c/d. Tedy pro každé velké n je an/bn > c/(c/d) = d a an/bn → +∞. Ostatńı
př́ıpady jsou podobné.

6. Necht’ an, c, L = −∞ a bn jsou, jak uvedeno, a je dáno d < 0. Patrně pro každé
velké n je bn < dc. Tedy pro každé velké n je bn/an < (dc)/c = d a bn/an → −∞ = L.
Ostatńı př́ıpady jsou podobné.

Úloha 4.1.8 1. Pro K ∈ R stač́ı vźıt libovolnou (an) s an → K a an 6= 0 a položit
bn := −an/n, an/n. Pro K = ±∞ opět vezmeme libovolnou (an) s an → K a an 6= 0
a polož́ıme bn := −1/an, 1/an. Hodnota výrazu K/0 (K 6= 0) nemůže být konečná,
protože pro an → K je |an| > δ > 0 pro velké n, takže |an/bn| → +∞, když bn → 0

2. Uvažme např́ıklad +∞/−∞ s s = −1, ostatńı př́ıpady jsou podobné. Ohledně
A probereme tři př́ıpady. Necht’ nejprve A = 0. Polož́ıme an := n a bn := −n2. Necht’

0 < A < +∞. Polož́ıme an := An a bn := −n. Konečně necht’ A = +∞. Polož́ıme
an := n2 a bn := −n. Hodnota výrazu ±∞/ ±∞ nemůže mı́t znaménko opačné k s,
protože znaménko se v limitě zachová nebo u nulové limity zmiźı.

3. Uvažme např́ıklad (+∞)·0, ostatńı př́ıpady jsou podobné. Ohledně A probereme
tři př́ıpady. Necht’ nejprve A = 0. Polož́ıme an := n a bn := n−2. Necht’ A 6= 0,±∞.
Polož́ıme an := n a bn := An−1. Konečně necht’ A = ±∞. Polož́ıme an := n2 a bn :=
tn−1, kde t ∈ {−1, 1} je znaménko nekonečna A.

Uvažme 0/0. Necht’ nejprve A = 0. Polož́ıme an := n−2 a bn := n−1. Necht’

A 6= 0,±∞. Polož́ıme an := An−1 a bn := n−1. Konečně necht’ A = ±∞. Polož́ıme
an := tn−1 a bn := n−2, kde t ∈ {−1, 1} je znaménko nekonečna A.

4. Uvažme např́ıklad +∞+(−∞), druhý př́ıpad je podobný. Pro A 6= ±∞ polož́ıme
an := n + A a bn := −n. Pro A = +∞ polož́ıme an := n2 a bn := −n. Pro A = −∞
polož́ıme an := n a bn := −n2.

Úloha 4.2.1 Tato nerovnost je ekvivalentńı nerovnosti (
√
a−
√
b)2 ≥ 0.

Úloha 4.2.3 Plyne to z identity |an − 0| = ||an| − 0|.

Úloha 4.3.2 Množina dvojic posloupnost́ı
(
(an), (bn)

)
, pro něž existuje n0, že am < bn

pro každé m,n ≥ n0, je vlastńı podmnožinou množiny dvojic posloupnost́ı
(
(an), (bn)

)
,

pro něž existuje n0, že an < bn pro každé n ≥ n0.

Úloha 4.3.3. Např́ıklad (an) = ( 1
n

) a (bn) = (0, 0, . . . ).

Úloha 4.3.4. Necht’ (an), (bn), K a L jsou, jak uvedeno. Patrně můžeme vźıt takové
č́ıslo c, že K < c < L. Podle úlohy 3.1.12 existuje ε, že U(K, ε) < U(c, ε) < U(L, ε).
Pak stač́ı vźıt libovolná dvě č́ısla a, b ∈ U(c, ε) s a < b. Pro každé velké m a n je
am ∈ U(K, ε) a bn ∈ U(L, ε), takže am < a a b < bn.

Úloha 4.3.7 Ano, každá jednoprvková množina {a} je takovým intervalem.

Úloha 4.3.9 Necht’ lim an = −∞, bn ≤ arn pro každé n a je dáno c < 0. Pak pro
každé velké n je bn ≤ arn < c a lim bn = −∞. Př́ıpad s limitou +∞ je podobný
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Úloha 4.3.10 Necht’ lim an = A a B < A. Podle úlohy 3.1.12 existuje ε, že {B} <
U(A, ε). Pak an ∈ U(A, ε) a tedy i B < an pro každé velké n. Podobně pro A < B.

Necht’ A ∈ R∗, (an) je posloupnost s vlastnost́ı 2 a je dáno ε. Předpokládáme, že
A ∈ R, př́ıpady s A = ±∞ jsou podobné a jednodušš́ı. Vezmeme reálná č́ısla B a B′, že
A− ε < B < A < B′ < A+ ε. Pak B < an < B′ pro každé velké n. Tedy an ∈ U(A, ε)
pro každé velké n a lim an = A.

Úloha 4.4.2 Podle části 1 věty 3.2.4 má každá posloupnost podposloupnost, jež má
limitu.

Úloha 4.4.6 V m-tém kroku, m ∈ N, m-tý úsek posloupnosti (an) projde č́ısla −m,
−m+ 1/m, −m+ 2/m, . . . , m.

Úloha 4.4.7 Neexistuje, protože H(an) ∩ R je vždy uzavřená množina.

Úloha 4.4.8 H(an) = {0,+∞}.

Úloha 4.5.2 Protože řada
∑

0 má částečné součty sn = 0 + 0 + · · · + 0 = 0 a po-
sloupnost (sn) = (0, 0, . . . ) má limitu 0.

Úloha 4.5.3 Plat́ı vždy, když oba součty existuj́ı, kromě dvou př́ıpad̊u
∑
an = ±∞,

b = 0. Pak se levá strana rovná 0, ale pravá neńı definovaná.

Úloha 5.1.1 Částečné součty (sn) jsou pak robustně neklesaj́ıćı a zdola omezené.
Maj́ı tedy limitu a ta neńı −∞.

Úloha 5.1.4 Pro tuto řadu se sn = n a je tak jasné, že má součet lim sn = +∞.

Úloha 5.1.5 Posloupnost (sn) je kladná a rostoućı a má podposloupnost s limitou
+∞, takže má sama limitu +∞.

Úloha 5.1.8 Necht’ n ≥ 2. Z předpokladu, že 1+ 1
2

+ · · ·+ 1
n

= m ∈ N, odvod́ıme spor.

Každý jmenovatel j = 1, 2, . . . , n naṕı̌seme podle návodu ve tvaru j = a(j) ·2b(j), kde
a(j) ∈ N je liché a b(j) ∈ N0. Pro j0 = 2k, kde k ∈ N je největš́ı č́ıslo s 2k ≤ n, je toto
vyjádřeńı tvaru j0 = 1 · 2k. Pro každé j ∈ [n] \ {j0} je b(j) < k. Tedy 1 + 1

2
+ · · ·+ 1

n
=

(a+b)/(a·2k), kde a := a(1)a(2) . . . a(n) ∈ N je liché č́ıslo a b ∈ N je sudé č́ıslo, protože
je součtem n − 1 sudých č́ısel. Čitatel a + b je tedy liché č́ıslo a mocninu 2k ≥ 2 ve
jmenovateli nelze zkrátit. Rovnost (a+b)/(a·2k) = m je tak nemožná. Tento argument
vlastně dokazuje, že pro žádné n ≥ 2 neplat́ı rovnost hn = k

l
s lichým jmenovatelem l.

Úloha 5.1.9 ?

Úloha 5.1.11 Vyplývá to z vlastnosti lineárńıho uspořádáńı (N, <), že pro každé n ∈ N
je množina {m ∈ N | m < n} konečná. Takže pro každou permutaci π : N→ N a každé
n0 existuje n1, že n ≥ n1 ⇒ π(n) ≥ n0. Vlastně pro každou π se limπ(n) = +∞.

Úloha 5.1.13 Stř́ıdejte úseky kladných a záporných sč́ıtanc̊u tak, že přerovnaná řada
má lim inf sπ(n) = −∞ a lim sup sπ(n) = +∞.

Úloha 5.1.18 Necht’ řada
∑
an je AK a

∑
bn :=

∑
aπ(n) je jej́ı přerovnáńı. Přerovnáńı∑

bρ(n) řady
∑
bn maj́ı týž součet, protože

∑
bρ(n) =

∑
a(ρ◦π)(n). Takže

∑
bn je AK.

Úloha 5.1.20 Plyne to z identity qm + qm+1 + · · · = qm · (1 + q + . . . ).

Úloha 5.1.21 Každá, která konverguje, takže s kvocientem q ∈ (−1, 1).

Úloha 5.1.23 Vyplývá to z divergence harmonické řady.
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Úloha 5.2.2 Necht’ M a A jsou, jak uvedeno, a necht’ plat́ı 1, takže A je limitńı bod M
podle uvedeně definice. Pro každé n vybereme č́ıslo an ∈ P (A, 1/n) ∩M a dostaneme
t́ım posloupnost (an) ⊂M \{A} s limitou A, takže plat́ı 2. Pak pro každé m existuje ε,
že a1, . . . , am 6∈ U(A, ε). Z (an) tak můžeme vybrat prostou podposloupnost a plat́ı 3.
Necht’ plat́ı 3 a (bn) ⊂ M je prostá posloupnost s limitou A. Pro dané n je bm ∈
U(A, 1/n) pro každé velké m a z těchto jen pro nejvýše jedno m se bm = A, takže jistě
P (A, 1/n) ∩M 6= ∅ a plat́ı 4. Je jasné, že 4⇒ 1.

Úloha 5.2.4 Necht’ ∅ 6= M ⊂ R je konečná množina a x ∈ R je libovolné č́ıslo.
Vezmeme ε menš́ı, než je nejmenš́ı vzdálenost mezi x a prvkem v M \ {x} (pokud
M \ {x} = ∅, klademe ε := 1). Pak P (x, ε)∩M = ∅ a x neńı limitńım bodem množiny
M . Dı́ky omezenosti množiny M ani −∞ ani +∞ neńı limitńım bodem množiny M .

Úloha 5.2.5. Necht’ M ⊂ R je nekonečná množina. Je-li neomezená, je −∞ nebo +∞
jej́ı limitńı bod. Necht’ M je omezená. Dı́ky nekonečnosti M pomoćı AC z M vybereme
prostou posloupnost (an) ⊂ M . Z ńı pomoćı tvrzeńı 3.3.15 vybereme rostoućı nebo
klesaj́ıćı podposloupnost (bn). Podle omezenosti (bn) a věty o robustně monotónńı
posloupnosti existuje vlastńı limita lim bn = b ∈ R. Protože (bn) ⊂ M a bn 6= b pro
každé n, podle úlohy 5.2.2 vid́ıme, že b je limitńı bod množiny M .

Úloha 5.2.6 Plyne to hned z části 2 tvrzeńı 5.2.3.

Úloha 5.2.8 Prvky v R jsou uspořádané trojice (M,R, f) = {(1,M), (2,R), (3, f)}.
Zde 1 = {∅}, 2 = {∅, 1}, 3 = {∅, 1, 2}, M ⊂ R a f ⊂ M × R = {(x, a) | x ∈ M,a ∈ R}
je funkcionálńı relace mezi M a R. Uspořádaná dvojice (u, v) je, jak v́ıme, množina
{{u}, {u, v}}. R je množina {[(an)]∼ | (an) ∈ C} ekvivalenčńıch tř́ıd [(an)]∼ ra-
cionálńıch Cauchyových posloupnost́ı (an) ve Q, které shrnuje množina C. Množina
C a relace ∼ na ńı jsou definovány v odd́ılu 1.6. Posloupnost (an) ⊂ N × Q je funk-
cionálńı relace mezi množinou přirozených č́ısel N a množinou zlomk̊u Q. Množina
N := ω \ {∅} je odvozena od množiny ω množinových přirozených č́ısel. Množina ω =
{∅, {∅}, {∅, {∅}}, . . . } je definována axiomem nekonečna. Množina Q = {[a/b]∼ | a/b ∈
Z}, kde a/b := (a, b), je množina ekvivalenčńıch tř́ıd uspořádaných dvojic a/b celých
č́ısel a, b ∈ Z podle relace ∼ na množině Z := Z× (Z \ {0Z}). Tato relace, množina Z
a celé č́ıslo 0Z jsou definovány v odd́ılu 2.3.

Úloha 5.2.10. Už žádné.

Úloha 5.2.11. Prvńı limita neńı definovaná (−∞ neńı limitńı bod definičńıho oboru),
druhá je rovna (−1)2 = 1, třet́ı je rovna 02 = 0 a čtvrtá neńı definovaná (2 neńı limitńı
bod definičńıho oboru).

Úloha 5.2.14 Třeba A = 0, M = {± 1
n
| n ∈ N}, N = { 1

n
| n ∈ N}, f = 0 na M \N

a f = 1 na N .

Úloha 5.2.16. Necht’ f , M a A jsou, jak uvedeno. 1. Vezmeme libovolnou posloupnost
(bn) ⊂ M \ {A}, že bn → A. Podle části 1 věty 3.2.4 má (bn) (či sṕı̌se (f(bn)))
podposloupnost (an), že lim f(an) existuje. Samozřejmě stále an → A.

2. Pravá strana ekvivalence zřejmě (podle věty 5.2.15) implikuje levou. Necht’,
naopak, limx→A f(x) neexistuje. Podle věty 5.2.15 existuje posloupnost (cn) ⊂ M \
{A}, že cn → A a limita lim f(cn) neexistuje, nebo existuj́ı posloupnosti (an), (bn) ⊂
M \ {A}, že an, bn → A a obě limity lim f(an) a lim f(bn) existuj́ı a jsou r̊uzné.
V druhé situaci jsme hotovi, v prvńı požadované posloupnosti (an) a (bn) dostaneme
jako podposloupnosti v (cn) použit́ım části 2 věty 3.2.4.
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3. Pravá strana ekvivalence zřejmě (podle věty 5.2.15) implikuje levou. Necht’, nao-
pak, limx→A f(x) neexistuje nebo se nerovná K. Podle věty 5.2.15 existuje posloupnost
(bn) ⊂ M \ {A}, že bn → A a lim f(bn) neexistuje nebo se nerovná K. Hledanou po-
sloupnost (an) dostaneme jako podposloupnost v (bn) podle části 3 věty 3.2.4.

Úloha 5.2.18 Heineho definice je o něco jednodušš́ı a vede k jednodušš́ım d̊ukaz̊um.
Definice pomoćı okoĺı zase obsahuje parametry ε a δ, kterými lze měřit rychlost kon-
vergence funkčńıch hodnot k jejich limitě.

Úloha 5.2.19. 1. Dı́ky algebraické úpravě (x < 0, takže x = −|x|) x√
1+x2−1

=

1

−
√

1/x2+1−1/|x|
dostáváme pro x→ −∞ limitu 1

−
√

1/(+∞)+1−0
= −1.

2. Úprava 1√
1+x−

√
x

=
√

1 + x +
√
x dává pro x → +∞ limitu

√
1 + (+∞) +

√
+∞ = +∞.

3 a 4. Tyto limity jsou triviálńı, prvńı neexistuje a druhá se rovná 0.

Úloha 5.3.2 Vezmeme m, že m ≥ 2|x|. Pak pro každé n ≥ m je |xn/n!| ≤ (|x|m/m!) ·
(1/2)n−m = (2|x|)m/m! · (1/2)n. Pak použijeme věty 5.1.16 a 5.1.19.

Úloha 5.3.4 1. exp 0 = 1 je trivialita, zbytek plyne z exponenciálńı identity. 2. Pro
x < y je ey − ex = ex(ey−x − 1) > 0 podle exponenciálńı identity. 3. Pro x > n je
ex > n, takže limx→+∞ ex = +∞. Dále limx→−∞ ex = 1/ limx→+∞ ex = 1/(+∞) = 0.

Úloha 5.3.7 Pro spor necht’
∑
j≥0

1
j!

= n
m

s n,m ∈ N. Úpravou navrženou v návodu

dostaneme, že r :=
∑
j>m

m!
j!

= n · (m − 1)! − · · · ∈ N. To ale neńı možné, protože

0 < r < 1
m+1

∑∞
j=0

1
(m+2)j

= m+2
(m+1)2

< 1.

Úloha 5.3.8 1. log 1 = 0 plyne z exp 0 = 1. Překlopeńım grafu podle př́ımky y =
x dostaneme z rostoućı funkce expx opět rostoućı funkci log x. Pro x, y > 0 d́ıky
exponenciálńı identitě máme rovnost exp(log x + log y) = x · y, takže log x + log y =
log(xy). 2. Tyto limity zase lehce vid́ıme ze vztahu graf̊u exponenciály a logaritmu
pomoćı překlopeńı podle př́ımky y = x. 3. To plyne z části 4 předchoźıho tvrzeńı.

Úloha 5.3.12 Necht’ a > 0. Pro b = 0 je exp(b log a) = exp 0 = 1 = a0. Pro b ∈ N je
exp(b log a) = exp(log a + · · · + log a) s b sč́ıtanci log a, což se rovná exp(log a) · . . . ·
exp(log a) = a · . . . · a s b činiteli a. Pro každé b ∈ N je exp((−b) log a) = 1/ exp(b log a)
(d́ıky exponenciálńı identitě), což souhlaśı s a−b = 1/ab.

Úloha 5.3.14 Pro A = 0 polož́ıme an := 1/nn a bn := 1/n. Pro 0 < A < 1 polož́ıme
an := An a bn := 1/n. Pro A = 1 polož́ıme an = bn := 1/n. Pro 1 < A < +∞
polož́ıme an := 1/An a bn := −1/n. Pro A = +∞ polož́ıme an := 1/nn a bn := −1/n.
Hodnota výrazu 00 nemůže vyj́ıt záporná, protože ab < 0 jen pro b ∈ Z \ {0}.

Úloha 5.3.17 Postupujte jako v úloze 5.3.2.

Úloha 5.3.21 1. Za čas 2π běžkyně oběhne jedno kolo a dostane se do stejné pozice.
2. Tak se chová y-ová souřadnice polohy běžkyně v prvńı čtvrtině jej́ıho oběhu kola. 3.
Plyne to ze symetrie dráhy podle y-ové osy a podle počátku souřadnic (0, 0). 4. Prvńı
vztah plyne z geometrického faktu, že otočeńı S kolem počátku o π/2 (v kladném
směru) je ekvivalentńı prohozeńı souřadných os. Druhý vztah prostě vyjadřuje, že
každý bod na S má od počátku euklidovskou vzdálenost 1. 5. Zkuste vyhledáváńı
obrázk̊u pro

”
geometric proof of summation formulae for sinus and cosinus“.

Úloha 5.3.24 Z vlastnost́ı kosinu a sinu v́ıme, jaké jsou jejich nulové body.
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Úloha 5.4.2 Funkce x0, resp. 0x, má definičńı obor R \ {0}, resp. (0,+∞).

Úloha 5.4.4 Plyne to z komutativity, asociativity a distributivity operaćı + a · na R
a z toho, že tyto vlastnosti má i množinový pr̊unik: M ∩N = N ∩M , (M ∩N)∩P =
M ∩ (N ∩ P ) a M ∩ (N ∩ P ) = (M ∩ N) ∩ (M ∩ P ). Č́ıslo 0, resp. 1, je samozřejmě
neutrálńı vzhledem ke sč́ıtáńı, resp. násobeńı, na R a také vždy R ∩M = M . Ale pro
žádnou funkci f : M → R s M 6= R neexistuje ani aditivńı ani multiplikativńı inverz.

Úloha 5.4.7 Hodnoty funkćı f − g a f + f−1 · g se patrně shoduj́ı a stejně tak i jejich
definičńı obory: M(f) ∩M(g) = M(f) ∩ (R ∩M(g)).

Úloha 5.4.9 Je to prázdná funkce ∅.

Úloha 5.4.10 Ano, podle předešlé úlohy. Dá se ale źıskat mnoha jinými zp̊usoby,
např́ıklad x1/2 + (−x− 1)1/2 = ∅.

Úloha 5.4.11 Je to −f := f−1 · f .

Úloha 5.4.12 Funkce |x| = (x · x)1/2 má definičńı obor R. Pro funkci (sin x)1/3

log x
to je(

(0, +∞) ∩ {x ∈ R | 2kπ ≤ x ≤ (2k + 1)π, k ∈ Z}
)
\ {1} .

Pro třet́ı funkci to je [0,+∞) ∩ (−∞, 0) = ∅. Pro čtvrtou (0, 1].

Úloha 5.4.14 Např́ıklad f(x) =
√

sin(πx) +
√
− sin(πx) a g(x) = 1

sin(π/x)
, kde π je

fπ(x).

Úloha 5.4.15 Dı́ky tomu, že log(expx) = x na celém R.

Úloha 5.4.16 Ty už bychom z ostatńıch ZEF všechny vyrobit nedokázali, protože
funkci fc(x) je nespočetně mnoho, zat́ımco z ostatńıch ZEF se źıská jen spočetně
mnoho konstantńıch funkćı.

Úloha 5.4.17 1. Jak jsme už prozradili, na R se log(expx) = x. 2. Dı́ky tomu, že xn =
x ·x · . . . ·x. 3. Pro n = 0 vezmeme funkci f1(x) + 1

x
− 1
x

. Pro n < 0 máme xn = 1/x−n.

4. Použijeme rovnost xb = 1/x−b. 5. Použijeme restrikci f0 | (0,+∞). 6. Použijeme
rovnost ax = exp(x log a). 7. cosx = sin(x + π/2). 8. tanx = sin x

cos x
a cotx = cos x

sin x
.

9. arccosx = π
2

+arcsin c. 10 arctanx = arcsin
(
x/
√

1 + x2
)

a arccotx = π/2−arctanx.

Úloha 5.4.21 Je a neńı, je to id(0,+∞), ale ne idR.

Úloha 5.4.25 Např́ıklad arcsinx, |x| = (x2)1/2 nebo arcsin(sinx).

Úloha 5.4.27 Je jasné, že definičńı obor polynomu je R, výchoźı funkce tento definičńı
obor maj́ı a sč́ıtáńım a násobeńım se nezmenš́ı. Zbytek tvrzeńı plyne indukćı podle
složitosti definice polynomu p(x). Pokud p(x) je konstantńı funkce fc(x) s c 6= 0, máme
n = 0 a a0 = c. Je-li p(x) = x identická funkce, máme n = 1, a0 = 0 a a1 = 1. Pokud
p(x) = q(x) + r(x) nebo p(x) = q(x) · r(x), kde q(x) a r(x) jsou bud’ f0, anebo maj́ı
uvedené vyjádřeńı, dostaneme toto vyjádřeńı standardńım sč́ıtáńım, resp. násobeńım,
polynomů i pro p(x). Jednoznačnost koeficient̊u ai plyne z konečnosti počtu kořen̊u
nenulového polynomu (viz daľśı úloha).

Úloha 5.4.29 Necht’ p = p(x) je nenulový polynom s kanonickým tvarem p(x) =∑n
j=0 ajx

j . Indukćı podle stupně deg p := n dokážeme, že |Z(p)| ≤ deg p. Pro n = 0

to plat́ı, pak p(x) = a0 6= 0 a p nemá kořen (nulový bod). Necht’ n > 0. Pokud p
nemá kořen, nerovnost jistě plat́ı. Necht’ a ∈ R je kořenem polynomu p. Pak p(x)
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(v kanonickém tvaru) vyděĺıme polynomem x − a se zbytkem a dostaneme vyjádřeńı
p(x) = (x − a)q(x) s nějakým polynomem q(x) stupně n − 1. Pokud je b 6= a jiný
kořen polynomu p, je kořenem polynomu q. Dı́ky indukci je |Z(p)| = 1+ |Z(p)\{a}| ≤
1 + |Z(q)| ≤ 1 + (n− 1) = n.

Úloha 5.4.31 Opět postupujeme indukćı podle složitosti definice rac. funkce. Kon-
stanta fc(x) a identická funkce x maj́ı kanonické tvary fc(x) = c

1
a x = 0+1x

1
.

Necht’ r = a
b

a s = c
d

jsou dvě (neprázdné) rac. funkce s uvedenými kanonickými
tvary. Pak r + s má kanonický tvar ad+cb

bd
: skutečně, M(r + s) = M(r) ∩ M(s) =

(R \ Z(b)) ∩ (R \ Z(d)) = R \ (Z(b) ∪ Z(d)) = R \ Z(bd). Součin rs má kanonický
tvar ac

bd
: opět M(rs) = · · · = R \ Z(bd). Pod́ıl r/s, kde s neńı konstantně nulová

funkce (takže c 6= f0), má kanonický tvar ad2

bcd
: M(r/s) = (M(r) ∩M(s)) \ Z(s) =

(R \ Z(bd)) \ Z(c) = R \ Z(bcd). Definičńı obory tedy souhlaśı; rovnosti funkčńıch
hodnot jsou zřejmé.

Úloha 5.4.33 Plyne to z kanonických tvar̊u polynomů a rac. funkćı a z faktu, že pro
každé n ∈ N a každý polynom, resp. rac. funkci, a(x) i a(x)n je polynom, resp. rac.
funkce.

Úloha 5.4.34 Reflexivita a symetrie relace ∼ jsou zřejmé. Dokážeme tranzitivitu.
Necht’ r ∼ s a s ∼ t. Uváž́ıme kanonické tvary těchto rac. funkćı: r = a

b
, s = c

d

a t = e
f

. Podle předpokladu r = s na M(r) ∩M(s) = R \ Z(bd) a s = t na R \ Z(df).
Takže r = t na R \ (Z(bd) ∪ Z(df)) = (R \ Z(bf)) \ Z(d) = (M(r) ∩M(t)) \ Z(d).
Dı́ky spojitosti r a t v každém bodu x ∈ M(r) ∩M(t) ∩ Z(d) se r a t rovnaj́ı i na
M(r) ∩M(t) a r ∼ t.

Úloha 5.4.36 Nejdř́ıv dokážeme, že výsledky operaćı + a · nezávisej́ı na volbě repre-
zentant̊u.

Úloha 5.4.38 Protože na všech rac. funkćıch relace ∼ neńı relace ekvivalence.

Úloha 7.1.2 V (b, ε) = V −(b, ε) ∪ V +(b, ε) je disjunktńı sjednoceńı.

Úloha 7.1.4 Prvńı dvě implikace plynou z toho, že jednostranné prstencové okoĺı je
obsažené v oboustranném. Třet́ı zde dokážeme. Necht’ b je limitńı bod množiny M .
Existuje tedy taková posloupnost (an) ⊂ M \ {b}, že lim an = b. Ta má takovou
podposloupnost (amn), že amn > b pro každé n nebo amn < b pro každé n. Tedy b
je pravým nebo levým limitńım bodem množiny M . Např. 0 je limitńı bod množiny
[0, 1), ale neńı jej́ım levým limitńım bodem.

Úloha 7.1.5 Viz řešeńı předchoźı úlohy a úlohy 5.2.5.

Úloha 7.1.6 Např. N ⊂ R nemá žádný jednostranný limitńı bod.

Úloha 7.1.8 1. Zde je a limitńı bod množinyM , takže, jak v́ıme, je jej́ı levý nebo pravý
limitńı bod. 2. Toto plyne z inkluze P (a, δ) ⊂ P−(a, δ′)∪P+(a, δ′′), δ = min({δ′, δ′′}).
3. Kdyby limx→a f(x) = A, stač́ı vźıt tak malé ε, že U(A, ε) a U(K, ε), či U(A, ε)
a U(L, ε), jsou disjunktńı a dostaneme spor.

Úloha 7.1.10 Důkaz je podobný d̊ukazu tvrzeńı 5.2.12.

Úloha 7.1.12 Důkaz je podobný d̊ukazu věty 5.2.15.

Úloha 7.2.2 Řešeńı nerovnosti |x − a| < δ, resp. |f(x) − f(a)| < ε, je právě okoĺı
U(a, δ), resp. U(f(a), ε). Ostré či neostré nerovnosti vyjdou nastejno, stač́ı trochu
zmenšit δ či ε.
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Úloha 7.2.6 Když je P (b, ε)∩M 6= ∅ pro každé ε, je bod b limitńı. Když je P (b, ε)∩
M = ∅ pro nějaké ε, je bod b izolovaný.

Úloha 7.2.7 Necht’ b, M a f jsou, jak uvedeno. Protože b je izolovaný bod M , existuje
δ, že U(b, δ)∩M = {b}. Toto δ funguje pro každé ε a f je spojitá v b podle definice 7.2.1.
Je-li (an) ⊂ M posloupnost s lim an = b, vzhledem k izolovanosti b existuje n0, že
n ≥ n0 ⇒ an = b. Pak ale n ≥ n0 ⇒ f(an) = f(b), takže f(an)→ f(b) a f je spojitá
v b podle Heineho definice.

Úloha 7.2.9 To plyne hned z tvrzeńı 7.2.4 a části 3 věty 3.2.4.

Úloha 7.2.11 Necht’ b, M a f jsou, jak uvedeno. Je jasné, že když je f spojitá v b,
je v b spojitá zleva i zprava, protože levé i pravé δ-okoĺı bodu b je obsaženo v δ-okoĺı.
Necht’ je f spojitá v b zleva i zprava a je dáno ε. Vezmeme př́ıslušné δl a δp a vid́ıme,
že s δ := min({δl, δp}) je f spojitá v b.

Úloha 7.2.14 Každé č́ıslo v M je kladné, protože x je iracionálńı. V U(x, 1), což je
interval délky 2, lež́ı jen konečně mnoho zlomk̊u se shora omezeným jmenovatelem,
takže M je konečná množina. Konečně v U(x, 1) lež́ı alespoň jedno celé č́ıslo, takže
M 6= ∅.

Úloha 7.3.2 Třet́ı a čtvrtou.

Úloha 7.3.5 Je to třeba funkce f(x) := x pro x < 0 a f(x) := x+ 1 pro x ≥ 0.

Úloha 7.3.6 Pro limitu v b zprava vyměńıme infimum a supremum. Pro limitu v ±∞
jen modifikujeme předpoklad o limitńım bodu.

Úloha 7.3.8 M(f/g) = M(f) ∩M(g) \ Z(g) a existuje δ, že Z(g) ∩ U(A, δ) = ∅.

Úloha 7.3.9 Zněńı věty se modifikuje zřejmým zp̊usobem: limity se změńı na jed-
nostranné a po A se požaduje, aby byl př́ıslušným jednostranným limitńım bodem.
Důkazy se neměńı.

Úloha 7.3.10 Je to instance věty pro konstantńı funkci h(x) = 1 a pod́ılovou funkci
h/f .

Úloha 7.3.13 1. Předešlý d̊ukaz věty se snadno ześıĺı, pro K < L existuje ε a reálná
č́ısla a, b, že U(K, ε) < {a} < {b} < U(L, ε). 2. Opět jen obměněná implikace.

Úloha 7.3.15 Jen se přidá jednostrannost limit, v d̊ukazech se nic neměńı.

Úloha 7.4.2 Je to implicitně zahrnuto v předpokladu existence limx→A(g |M)(x).

Úloha 7.4.3 Necht’ g = f0 : R → {0} je konstantně nulová funkce a f(x) = x : R →
R pro x 6= 1

n
a f( 1

n
) = 1, n ∈ N. Pak M = R, N = {0} a M(f) = R. Patrně

limx→0(g |M)(x) = 0 a limx→0 f(g)(x) = 0, ale limx→0(f |N)(x) neexistuje, protože 0
neńı limitńım bodem množiny N . Ani limx→0 f(x) neexistuje. Pro N ′ = R\{ 1

n
|n ∈ N}

se ale limx→0(f |N ′)(x) = 0 a složenou limitu můžeme spoč́ıtat podle věty.

Úloha 7.4.4 Necht’ f : R → R je dána jako f(x) := 0 pro x 6= 0 a f(0) := 1,
g = f0 : R → {0} a h : R → R je dána jako h(x) := x pro x 6= 1

n
, n ∈ N, a h( 1

n
) := 0.

Dále necht’ A = K = L := 0. Funkci f vezmeme jako vněǰśı a funkce g a h jako vnitřńı.
Všechny tři funkce maj́ı v 0 limitu 0. Dvojice f, g a f, h nesplňuj́ı ani podmı́nku 1, ani
podmı́nku 2. Patrně limx→0 f(g)(x) = 1 = f(0) 6= 0 = limx→0 f(x) a limx→0 f(h)(x)
neexistuje.
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Úloha 7.4.5 Necht’ (an) ⊂ M \ {A} má lim an = A a je dáno ε. Podle předpokladu
existuje δ, že f [P (K, δ) ∩ N ′] ⊂ U(L, ε), a existuje θ, že g[P (A, θ) ∩M ] ⊂ U(K, δ).
Pak pro velké n je g(an) ∈ U(K, δ)∩N . Pokud plat́ı podmı́nka 1, dedukujeme, že pro
stejné n je i f(g(an)) ∈ U(L, ε) — př́ıpadné hodnoty g(an) = K funkce f pośılá na
f(K) = L ∈ U(L, ε). Tedy lim f(g)(an) = L a podle Heineho definice limity funkce se
limx→A f(g)(x) = L. Pokud plat́ı podmı́nka 2, dedukujeme, že pro velké n je dokonce
g(an) ∈ P (K, δ)∩N . Tedy, pro stejné n, i f(g)(an) ∈ U(L, ε) a podle Heineho definice
limity funkce se opět limx→A f(g)(x) = L.

Úloha 7.4.6 Použijeme větu 7.4.1 s vněǰśı funkćı f(x) a vnitřńı funkćı 1/x, s množinou
N ′ = M a s prvky A = 0 a K = ±∞. Předpokládáme existenci limit limx→±∞ f(x)
= L. Jsou splněny obě podmı́nky, protože K = ±∞ 6∈ R.

Úloha 7.4.9 Necht’ R := R \ {0}. Pak 1
x
◦ 1
x

= idR = id |R. Protože 0 6∈ M(f), je
f = f ◦ idR, a můžeme provést transformaci v d̊ukazu.

Úloha 7.4.11 Použijeme větu 7.4.1 s vněǰśı funkćı 1/x, vnitřńı funkćı f , N ′ = R\{0},
A := A a K := K. Je splněna prvńı podmı́nka věty.

Úloha 7.5.2 V [96] se (asi) N = {0, 1, 2, . . . }. Neńı těžké vidět, že g = O(f) podle
této definice, právě když g = O(f + 1) (na N0) podle definice 7.5.1.

Úloha 7.5.3 Pro každou konstantu c1 > 0 najdeme konstanty 0 < c2 < c3, že
c2 < c−1

1 a c1 < c3. Pro každé konstanty c1, c2 > 0 najdeme konstantu c3 > 0, že
c3 > c1 a c2 > c−1

3 .

Úloha 7.5.4 Jen na posledńım, pro každé δ > 0. Jen na posledńım, pro každé δ > α,
kde α > 0 je jediný kladný kořen polynomu 20x2 + 100x− 1.

Úloha 7.5.5 Plyne to z rovnosti 1/(1−x)−1 = x/(1−x) a z nerovnosti |x/(1−x)| <
|x|/δ.

Úloha 7.5.6 Právě když N ⊂ U(0, C)\U(0, c) pro nějaké reálné konstanty 0 < c < C.

Úloha 7.5.7 1. Ano. 2. Ne (problém u 0). 3. Ne (problém u ±∞). 4. Ano. 5. Ne
(problém u 0). 6. Ano.

Úloha 7.5.9 Pokud je A limitńım bodem definičńıch obor̊u M(f/g) a M(g/f), pak
f = ω(g) ⇐⇒ g = o(f) (x→ A).

Úloha 7.5.10 Pro |x| < 1 se 1/(1−x) = 1+x+x2+x3/(1−x). Zřejmě limx→0(x3/(1−
x))/x2 = limx→0 x/(1− x) = 0.

Úloha 7.5.11 1. Ano. 2. Ano. 3. Ne. 4. Ne. 5. Ano. 6. Ano.

Úloha 7.5.12 Z lim(f/g)(x) = 0 plyne, že |f | ≤ |g| na nějakém P (A, θ) ∩M .

Úloha 7.5.14 Necht’ |f | ≤ c|g| na M a g, h 6= 0 na P (A, θ) ∩ M . Pak |f/h| =
|f/g| · |g/h| ≤ c|g/h| na na P (A, θ) ∩M . Tedy limx→A(f/h)(x) = 0.

Úloha 7.5.16 Pokud |f | ≤ c|h| a |g| ≤ d|h| na M , pak |f + g| ≤ (c+ d)|h| na M .

Úloha 8.1.3 Použijeme tvrzeńı 7.2.8, každý bod definičńıho oboru je izolovaný.

Úloha 8.1.4 Pro každé x ∈ M a každé δ a ε je f [U(x, δ) ∩M ] = {a} = {f(x)} ⊂
U(f(x), ε).

298



Úloha 8.1.6 Necht’ N je hustá v M & a ∈ M . Pro každé n vezmeme bod bn v N ∩
U(a, 1/n) a dostaneme posloupnost (bn) ⊂ N s lim bn = a. Když (bn) ⊂ N má
lim bn = a ∈M , pak pro každé δ je bn ∈ U(a, δ) pro každé velké n.

Úloha 8.1.7 Ukážeme, že pro každá dvě reálná č́ısla a < b interval (a, b) obsahuje
zlomek α i iracionálńı č́ıslo β. Vezmeme α = m

n
pro nějaké m ∈ Z a tak velké n ∈ N,

že 1
n
< b− a. Podobně vezmeme β = m

√
2

n
pro nějaké m ∈ Z \ {0} a tak velké n ∈ N,

že 2
√
2

n
< b− a.

Úloha 8.1.9 Necht’ 0 ≤ a < b ≤ 1 a n ∈ N je největš́ı č́ıslo, že 1
n
≥ a+b

2
. Pak netriviálńı

interval (max({a, 1
n+1
}), a+b

2
) je obsažený v (a, b) a je disjunktńı s N .

Úloha 8.1.11 Necht’ N , M a f jsou, jak uvedeno. Tvrzeńı dokážeme pomoćı (H).
Je-li a ∈ N a (an) ⊂ N je posloupnost s lim an = a, pak vzhledem ke spojitosti f na
M se lim f(an) = f(a). Tedy f |N je spojitá v a a je spojitá.

Úloha 8.2.2 Z každého vrcholu v X (resp. v Y ) vycháźı právě jedna šipka a jde do Y
(resp. do X) a vcháźı do něj nejvýše jedna šipka z Y (resp. z X). Vezmeme libovolný
vrchol v ∈ X ∪ Y a uváž́ıme maximálńı (to jest již neprodloužitelnou) konečnou nebo
jednostranně či oboustranně nekonečnou posloupnost r̊uzných šipek

Sv :=
(
. . . s−2 s−1 s0 s1 s2 . . .

)
,

v ńıž šipka si vcháźı do počátečńıho vrcholu šipky si+1 a s0 vycháźı z v. Snadno
se vid́ı, že Sv je jednoho ze tř́ı typ̊u. (A) Sv je konečný sudý cyklus (t0t1 . . . t2k−1)
s k ∈ N, kde ti jsou r̊uzné šipky a t2k−1 vcháźı do počátečńıho vrcholu šipky t0. (B) Sv
je jednostranně nekonečná cesta (t0t1 . . . ) z r̊uzných šipek ti. (C) Sv je oboustranně
nekonečná cesta (. . . t−1t0t1 . . . ) z r̊uzných šipek ti. Lehce se vid́ı, že každý vrchol
u ∈ X ∪ Y je pokrytý právě jednou posloupnost́ı šipek Sv. Můžeme tak definovat
zobrazeńı h : X → Y — pro u ∈ X vezmeme jednoznačnou Sv pokrývaj́ıćı u a hodnotu
h(u) ∈ Y definujeme následovně podle typu posloupnosti Sv. Když je Sv typu (A) nebo
(C), je h(u) konec té šipky v Sv, která vycháźı z u. Stejně definujeme hodnotu h(u),
když Sv je typu (B) a zač́ıná vrcholem v X. Když Sv je typu (B) a zač́ıná vrcholem
v Y , definujeme hodnotu h(u) jako počátečńı vrchol té šipky v Sv, která vcháźı do u.
Lehce se vid́ı, že h je hledaná bijekce.

Úloha 8.2.3 Pro X = Y = ∅ vezmeme h = ∅. Prot́ınaj́ıćı se X a Y zdisjunktńıme
náhradou množinami X × {0} a Y × {1} a zřejmým zp̊usobem modifikujeme f a g.

Úloha 8.2.5 Z fa = fb plyne, že a = b.

Úloha 8.2.6 Funkce s je na N, protože každé přirozené č́ıslo je součin lichého č́ısla
a mocniny dvou. Tato vyjádřeńı jsou jednoznačná: když (2k− 1)2l−1 = (2m− 1)2n−1,
pak l = n (jinak by 2 dělila liché č́ıslo), tedy i k = m a s je prostá.

Úloha 8.2.7 Injekce z R do C(M) je opět dána konstantńımi funkcemi. Injekci z C(M)
do R definujeme jako pro M = R, pouze mı́sto Q vezmeme nějakou nejvýše spočetnou
množinu N ⊂ M hustou v M a obor hodnot N funkce r a prvńı složku N definičńıho
oboru funkce s př́ıpadně nahrad́ıme neprázdným konečným počátečńım úsekem N.

Úloha 8.3.3 Stač́ı dokázat, že pro každé dvě spojité funkce f, g : [0, 1]→ R splňuj́ıćı
f(0) = g(1) = 0 a f(1) = g(0) = 1 existuje t ∈ (0, 1), že f(t) = g(t). Vezmeme spojitou
funkci h := f − g : [0, 1]→ R a použijeme nabýváńı mezihodnot.

Úloha 8.4.3 Pro každé x ∈ [0, 1) a každé y ∈ (x, 1) plat́ı, že f(y) > f(x) a g(y) > g(x).
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Úloha 8.4.6 1. Triviálńı. 2. Necht’ Aj ⊂ R, j ∈ J , jsou otevřené množiny a b je
v
⋃
j∈J Aj =: A. Pak existuje j0 ∈ J , že b ∈ Aj0 . Tedy existuje δ, že U(b, δ) ⊂ Aj0 .

Pak ale i U(b, δ) ⊂ A a A je otevřená množina. 3. To plyne pomoćı de Morganova
vztahu, že pr̊unik doplňk̊u je doplněk sjednoceńı. 4. Necht’ A1, . . . , An jsou otevřené
množiny a b ∈

⋂n
j=1Aj =: A. Podle předpokladu existuj́ı č́ısla δj , že U(b, δj) ⊂ Aj pro

každé j = 1, . . . , n. Pro δ := min({δ1, . . . , δn}) je U(b, δ) ⊂ A a A je otevřená množina.
5. Opět pomoćı de Morganova vztahu.

Úloha 8.4.9 M ⊂ R bud’ neprázdná otevřená množina (pro M = ∅ tvrzeńı plat́ı
triviálně) a pro a ∈ M definujeme Ia jako (vzhledem k inkluzi) maximálńı otevřený
interval I splňuj́ıćı, že a ∈ I ⊂ M . Patrně Ia = (inf A, supB) (infimum a supremum
bereme v (R∗, <)), kde A ⊂ R jsou ty b < a, že (b, a) ⊂M a podobně B jsou ty b > a,
že (a, b) ⊂ M . Pro a, b ∈ M patrně vždy bud’ Ia = Ib, anebo Ia ∩ Ib = ∅. Hledaný
systém interval̊u je tedy {Ia | a ∈ Q ∩M}.

Úloha 8.4.13 [a, b]\P (c, δ) = [a, b]∩(R\((c−δ, c)∪(c, c+δ))), takže jde o uzavřenou
a omezenou množinu.

Úloha 8.4.15 Necht’ f : M → R je stejnoměrně spojitá, c ∈ M a je dáno ε. Pro toto
ε vezmeme δ zaručené stejnoměrnou spojitost́ı. Pak jistě f [U(c, δ) ∩M ] ⊂ U(f(c), ε),
takže f je spojitá v c.

Úloha 8.4.17 Necht’ an := 1
n

a bn := 2
π(2n−1)

. Pak lim(an−an+1) = lim(bn−bn+1) =

0, ale pro každé n se f(an+1)− f(an) = 1 a f(bn+1)− f(bn) = 2 .

Úloha 8.4.18 M , f a c bud’te, jak je uvedeno. Stač́ı dokázat, že pro každou posloup-
nost (an) ⊂ M s lim an = c je posloupnost (f(an)) Cauchyova. Pro dané ε vezmeme
δ zaručené stejnoměrnou spojitost́ı. Pro velké n pak an ∈ U(c, δ/2), takže pro každé
velké m a n je am, an ∈ U(c, δ/2). Tedy |am − an| < δ a |f(am)− f(an)| < ε.

Úloha 8.5.2 Prvńı ekvivalence plat́ı. Druhá plat́ı pro f(b) 6= 0, ale pro f(b) = 0 platit
nemuśı.

Úloha 8.5.4 V rozd́ılu an(x+ c)n − anxn použijeme binomickou větu, zruš́ıme anx
n

a vytkneme c. Trojúhelńıková nerovnost dává, že |an
∑n
i=1

(
n
i

)
ci−1xn−i| je nejvýše

|an|
∑n
i=1

(
n
i

)
|c|i−1|x|n−i. Dále |c|i−1 ≤ (|c| + 1)i−1 ≤ (|c| + 1)i a znovu použijeme

binomickou větu. Nerovnost |c|i−1 ≤ |c|i obecně neplat́ı!

Úloha 8.5.5 Stač́ı dokázat, že pro každé c > 0 se lim cn/n! = 0. Pro velké n je
nezáporná posloupnost (cn/n!) klesaj́ıćı, takže má limitu d ≥ 0 a existuje m, že d =
inf({cn/n! | n ≥ m}). Necht’ pro spor d > 0. Pak pro dostatečně velké n ≥ m je
d · (n+ 1)/c > cn/n!. Tedy d > cn+1/(n+ 1)!, což je spor, a d = 0.

Úloha 8.5.8 1. Necht’ an a T jsou, jak uvedeno, a necht’ x ∈ R splňuje, že |x| < 1
T

.

Předpokládáme, že 1
T
> 0, jinak je vše triviálńı. Tedy |an|1/n|x| < 1 − δ a |anxn| <

(1 − δ)n pro nějaké δ a velké n. Tedy daná moc. řada v x absolutně konverguje.
Spojitost součtu se dokáže podobným odhadem jako v d̊ukazu věty 8.5.3.

2. Necht’ x ∈ R splňuje, že |x| > 1
T

. Tedy |an|1/n|x| > 1 + δ a |anxn| > (1 + δ)n

pro nějaké δ a nekonečně mnoho n. Daná moc. řada tak v x diverguje.

Úloha 8.5.11 Každá funkce s konečným definičńım oborem je spojitá, protože každý
jeho bod je izolovaný.

Úloha 8.5.12 Viz př́ıklady v úloze 8.5.14.
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Úloha 8.5.14 Funkce f daná jako f(x) = x na (0, 1) a s hodnotou f(2) = 1 je
spojitá a rostoućı, ale jej́ı inverz f−1 : (0, 1]→ (0, 1) ∪ {2} neńı spojitý v 1. Funkce f
s hodnotami f(0) = 1, f(n) = 1 − 1

n
pro n ∈ N má uzavřený definičńı obor N0 ⊂ R

a je prostá a spojitá, ale jej́ı inverz f−1 : {1− 1
n
| n ∈ N} ∪ {1} → N0 neńı spojitý v 1.

Úloha 8.5.15 log x je spojitý podle každé z část́ı 2–4 věty, arccosx a arcsinx podle
každé z část́ı 1, 2 a 4 a arctanx a arccotx podle každé z část́ı 2–4.

Úloha ?? Tato rovnost plyne z d̊usledku 7.4.10.

Úloha ?? Převedeme to na předešlou úlohu tak, že funkci f ponecháme definovanou
jen na př́ıslušném jednostranném okoĺı. Pak se jednostranná limita funkćı F a G rovná
obyčejné limitě.

Úloha 10.1.3 Je to vlastně instance tvrzeńı 7.1.9.

Úloha 10.1.4 Prvńı tvrzeńı je zřejmé. Č́ıslo 0 je limitńım bodem intervalu (0, 1), neńı
ale jeho OLB.

Úloha ?? To plyne hned z definice limity funkce.

Úloha 10.1.6 Neńı, konce intervalu [0, 1] nejsou jeho oboustrannými limitńımi body.

Úloha 10.1.8 Patrně se sgn′−(0) = limx→0−
−1−0
x−0

= +∞. Podobně sgn′+(0) = +∞.

Podle části 2 tvrzeńı ?? se sgn′(0) = +∞.

Úloha 10.1.9 Patrně se (|x|)′−(0) = limx→0−
−x−0
x−0

= −1 a podobně pro derivaci
zprava.

Úloha 10.1.11 Např́ıklad funkce sgnx má sgn′(0) = +∞ a přitom 0 neńı limitńım
bodem jej́ıho obrazu {−1, 0, 1}.

Úloha 10.1.12 Plyne to z faktu, že f je spojitá v b.

Úloha 10.1.13 Jednostranná derivace (
√
x)′−(0) neńı definovaná, protože 0 neńı levý

limitńı bod definičńıho oboru [0,+∞) odmocniny. Ostatńı jednostranné derivace se
rovnaj́ı obyčejným derivaćım.

Úloha ?? Jsou to po řadě intervaly [0,+∞) a (0,+∞).

Úloha ?? Hned to plyne z tvrzeńı 10.1.7.

Úloha ?? Pro x 6= 0 podle Leibnizova vzorce, derivace sinu, derivace složené funkce
a derivace funkce xn máme, že (x2 sin(1/x))′ = 2x sin(1/x) − cos(1/x). Hodnota de-

rivace f ′(0) = 0 plyne z odhadu |f(x)| ≤ x2, takže limx→0
f(x)−f(0)

x−0
= 0 vzhledem

k limx→0 x = 0. Derivace f ′ neńı spojitá v 0, protože libovolně bĺızko u 0 má f ′(x)
hodnoty > 0.9 i hodnoty < −0.9.

Úloha ?? Podle zmı́něného tvrzeńı pro x ∈ In se f ′(x) = (x − an)′ = 1. Hodnota
f ′(0) = 0 plyne z odhadu |f(x)|/x < (bn − an)/an pro x ∈ In.

Úloha 10.2.2 Takže a > 0. Pak `(x) = (1/2
√
a)x+

√
a− a/2

√
a = x/2

√
a+
√
a/2.

Úloha 10.2.6 Kdybychom pro dvě posloupnosti (an) a (a′n) dostali r̊uzné limity u
a u′, prolnutá posloupnost (a1, a

′
1, a2, a

′
2, . . . ) dává spor.

Úloha ?? Necht’ un := κ(a, f(a), an, f(an)) a un = `(sn, bn). Patrně sna+ bn = f(a),
protože (a, f(a)) ∈ un. Limitńım přechodem dostáváme f(a) = lim(sna+bn) = sa+b.
Tedy (a, f(a)) ∈ u, kde u = `(s, b).
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Úloha 10.2.9 Necht’ un = `(sn, cn) a u = `(s, c). Takže snan + cn = bn a sa+ c = b.
Aritmetika limit a předpoklady dávaj́ı, že lim bn = lim(snan + cn) = sa+ c = b.

Úloha 10.2.10 Vezmeme a := 0, M := R, f(x) := x2 sin(1/x) pro x 6= 0, f(0) :=
0, xn := 2

(4n−1)π
a yn := 2

(4n−3)π
pro n ∈ N. Pak f ′(0) = 0, ale sklon sečny

κ(xn, f(xn), yn, f(yn)) je
y2n+x2n
yn−xn � n−2 · n2, takže tento sklon je > c > 0 pro každé n.

Úloha 10.3.2 Např. pro f := |x| a g := −f se D(f + g) = R, ale D(f) = D(g) =
D(f) ∩D(g) = R \ {0}. Konstantně nulové funkce f a g s definičńımi obory M(f) =
{0}∪ 1

N a M(g) = {0}∪ −1
N maj́ı D(f) = D(g) = D(f)∩D(g) = {0}, ale D(f + g) = ∅

(protože 0 neńı limitńı bod množiny M(f + g) = {0}).

Úloha 10.3.4 (sgn(x)−
√
x)′(0) = limx→0(+)(1−

√
x)/x = 1/0+ = +∞.

Úloha 10.3.5 Důkazy se provedou jako v př́ıpadech násobku a součtu pomoćı věty 7.3.7.

Úloha 10.3.8 Patrně fg = gf .

Úloha 10.3.9

Úloha 10.3.11

Úloha 10.3.12

Úloha 10.4.2 M(f ′(g)) = g−1[g[M(g)] ∩D(f)].

Úloha 10.4.3

Úloha 10.4.6

Úloha 18.1.1 Necht’ f a P = (a0, . . . , ak) jsou, jak je uvedeno. Když f neńı shora
omezená, pak existuje posloupnost (bn) ⊂ [a, b] a existuje j ∈ [k], že lim f(bn) =
+∞ a bn ∈ [aj−1, aj ] pro nekonečně mnoho n. Pak sup(f [[aj−1, aj ]]) = +∞, takže
S(f, P ) = +∞. Když S(f, P ) = +∞, pak existuje j ∈ [k], že sup(f [[aj−1, aj ]]) = +∞.
Tedy již restrikce f | [aj−1, aj ] je shora neomezená. Pro neomezenost zdola a dolńı
součty podobně.

Úloha 18.1.2 Necht’ tedy P = (a0, . . . , ak) a Q = (b0, . . . , bl), kde aj = bij pro
j = 0, 1, . . . , k a nějaké indexy 0 = i0 < i1 < · · · < ik = l. Označ́ıme si Ij := [aj−1, aj ]
a Jj := [bj−1, bj ]. Pak

s(P, f) =

k∑
j=1

|Ij | · sup(f [Ij ]) a s(Q, f) =

k∑
j=1

ij∑
r=ij−1+1

|Jr| · sup(f [Jr]) .

Pro každé pevné j a r = ij−1 + 1, . . . , ij je sup(f [Jr]) ≤ sup(f [Ij ]) a
∑ij
r=ij−1+1 |Jr| =

|Ij |. Takže každá vnitřńı j-tá suma je nejvýše rovna odpov́ıdaj́ıćımu j-tému sč́ıtanci
v prvńı sumě (tento výpočet a odhad prob́ıhá v R∗) a dostáváme nerovnost s(P, f) ≥
s(Q, f). Podobně se dokáže nerovnost S(P, f) ≤ S(Q, f).

Úloha 18.1.4. Když (bj−1, bj) 3 ar, tak pro r̊uzné indexy j jsou i indexy r r̊uzné.

Úloha 18.1.6 Každé a ∈ A je dolńı meźı množiny B, takže A � {inf(B)}. Tedy
inf(B) je horńı mez množiny A a sup(A) � inf(B).

Úloha 18.1.8 Definujeme funkci f : [0, 1] → R, která má dolńı i horńı integrál roven
−∞ (podobná funkce se dá definovat i s +∞). Neńı riemannovsky integrovatelná,

302



protože je zdola neomezená. Stač́ı položit f(x) := −1/x pro x 6= 0 a, např., f(0) := 0.
Pak podle úlohy 18.1.1 je s(P, f) = −∞ pro každé děleńı P intervalu [0, 1], protože f je
zdola neomezená. Dolńı integrál je tedy −∞. Necht’ n ∈ N a P = (0/n, 1/n, . . . , n/n)
je děleńı intervalu [0, 1] na interválky délky 1/n. Pak pro n→∞ horńı součet

S(P, f) =

n∑
j=2

(1/n)(−n/j) = −
n∑
j=2

1

j
→ −∞

a i horńı integrál je tedy −∞.

Úloha 18.2.1 To je triviálńı z definice δc-jemnosti.

Úloha 18.2.3

Úloha 18.2.5 To plyne z definice obou integrál̊u a z úlohy 18.2.1.
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[21] M. E. Baron, The Origins of the Infinitesimal Calculus, Dover, New York
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[32] H. Blumberg, New properties of all real functions, Trans. Amer. Math.
Soc., 3 (1922), 113–128

[33] B. Bolzano, Exhorty, Nakladatelstv́ı Lidové noviny, Praha 2006
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analýzy 1, LS 2019/20, 77 str., https://iuuk.mff.cuni.cz/~jelinek/
1920/kompletni-poznamky_MA1.pdf

[87] J. Jost, Postmodern Analysis, Springer, Berlin 2005

[88] R. Kanigel, The Man Who Knew Infinity, C. Scribner’s, New York 1991

[89] M. Klazar, Non-holonomicity of the sequence log 1, log 2, log 3, . . . , ar-
Xiv:math/0502141v1, 2005, 3 str.

[90] M. Klazar, Analytic and Combinatorial Number Theory II, KAM-
DIMATIA Series preprint no. 969 (2010), iv + 46 str.

[91] M. Klazar, Transcendence of the number e via HMC sets,
arXiv:2301.08142v4, 2023, 49 str.

[92] K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, Springer,
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o rok dř́ıve, přeložila Tereza Senjuková)
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garica 161 (2020), 443–487

[158] T. Tao, Almost all orbits of the Collatz map attain almost bounded values,
arXiv:1909.03562v5, 2022, 58 str.

[159] A. Tarski, The concept of truth in formalized languages, v: [160], 152–278

[160] A. Tarski, Logic, Semantic, Metamathematic, Hackett Publishing Com-
pany 1983 (2. vydáńı).
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[187] A. Wigderson, Mathematics and Computation. A Theory Revolutionizing
Technology and Science, Princeton University Press, Princeton, NJ 2019

[188] K. S. Williams, Number Theory in the Spirit of Liouville, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge 2011

[189] L. Wittgenstein, Tractatus Logico-Philosophicus. Logisch-philosophische
Abhandlung, Kegan Paul, London 1922

[190] L. Wittgenstein, Filosofická zkoumáńı, Filosofia, Praha 1993 (přeložil
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O. Beran)

[193] L. Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus, OIKOYMENH, Praha
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Rejstř́ık
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o, ω a ∼, 139
O, �, �, Ω, Θ a �, 138

axiom
extenzionality, 5
fundovanosti, 32, 283
indukce, 13
nekonečna, 28
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horńı, 58
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ryze monotónńı, 130
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dědičně konečná, 4
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uzavřená, 147
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bodu, 56
prstencové, 56
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podmnožina, 5
podposloupnost, 59

∃ monot., 64
slabá, 60
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konverguje, 80
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trojúhelńıková nerovnost, 52

nekonečná, 83
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