PREDNASKA 9, 11. 4. 2022
TAYLOROVY POLYNOMY A RADY. PRIMITIVNI FUNKCE

e Ozndment. V prednasce 7 jsem zjednodusil a rozsitil definici de-
rivace funkce v bodé—staci, aby byl limitni—a prednasky 7 a 8
jsem upravil, osma se témér nezmeénila. Dnesni prednaska kulmi-
nuje Uplnym dukazem existence primitivni funkce ke spojité funkci.
Predtim probereme Taylorovy polynomy a rady.

o Tayloruv polynom. V prednasce 7 jsme se po definici derivace
dozvedeli, ze diferencovatelnost funkce f: M — R v limitnim bodé
a € M C R mnoziny M poskytuje linedrni aproximaci

fx) = fla)+ f(a) - (x —a)+olx —a) (z—a).

v v . ~ .

tuto aproximaci zesilime pomoci polynomu.

Véta 1 (Tayloruv polynom) Necht je n € Ny a funkce
f:U(b,8) = R md vlastnd f™(b) € R. Pron = 0 se tim
rozumi spojitost f v b. Pak existuje prdvé jeden polynom

I

(0)

=0 .

7

Jeho koeficienty jsou ddny vzorcem a; = fU)(b)/5!. Rikdme
mu Tayloruv polynom funkce f rdadu n se stredem v cisle b
a oznacujeme ho jako T(z).

T1(z) se rovna

fb) + f'(b) - (x = b) +

IO gy
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a hofejsf linedrn{ aproximace je 7(x). Déle TJ Y(x) = F(b) apro
kazdé n € N ziejmé plati identita

(T (2)) =T (=) .

Pro dukaz véty 1 potfebujeme nasledujici lemma.

Lemma 2 (o nulovém polynomu) Pro wvsechna cisla
b€ R an € Ny akazdy polynom p(z) = . ja;z" sa; € R
plati implikace

lim p(z)
x—b (LIZ' — b)

=0=Vj=0,1,...,n:a;=0.

Dikaz. Indukci podle n. Pro n = 0 to plati, ag/1 — 0 dava
agp = 0. Necht n > 0 a plat{ limita v predpokladu implikace. Pak
p(b) = lim,_,; p(x) = 0. Tedy b je kofenem p(x) a p(x) = (z —b) -
q(x), kde g(x) je realny polynom stupné nejvyse n — 1. 7
0 = lim ple)  _ = lim ()
x—b (CL’ — b) x—b (.T — b)n—l

indukef plyne, ze q(x) je nulovy polynom. To je tedy i p(x). O

Diikaz véty 1. Piedpoklad o £ (b) znamena, Ze (po pifpadném
zmenseni ) pro kazdé 7 =0,1,...,n — 1 existuje fU): U(b, ) —
R. Nejprve dokézeme, ze pro p(z) = TJ*(x) plati limita (0). Pro
n = 0 to plyne ze spojitosti f v b. Pro n = 1 se podle aritmetiky
limit funkei limita

b
T{"(x)

i L@ = UO 0 (@ =0) _y S@) = SC)

z—b r—>b x—b r—>b z—b




skutecné rovna f'(b) — f'(b) = 0. Pro n > 2 dostavame podle
I’'Hospitalova pravidla, horejsi identity a indukce podle n, ze

iy @ =T (fle) = T @)
x—b (.CE — b)n x—b ((gj — b)”)/
) — fb T
= (nyiin <( > _bT)Zlf )
= (1/n)-0=0.

Necht p(z) = > 7 bz’ s b; € R je libovolny polynom, pro néjz
plati limita (0). Pak

@) TEe) L ple) = @) fe) = T
x—b (QU — b)n x—b (QL’ — b)n r—b (l’ _ b)n
= 04+0=0.

Podle piedeslého lemmatu se tedy p(z) = T (x).

Shrneme zesileni linearni aproximace funkce.

Disledek 3 (Taylorova aproximace) Kdyz je n € Ny
a funkce f: U(b,0) — R md vlastni f™(b) € R (tj. pro
n =0 je f spojitd v b), pak pro x € U(b,d) se pro x — b

(4) .
fjﬁkx—mug«x;bwz.
e(x)

f(a) = TE@)+ol(a=by) = 3

Znaceni of. .. ) znamend, jak vime, ze lim,_,, e(x)/(x — b)" = 0.

e Taylorovy polynomy elementdrnich funkci. Uvedeme nékolik
Taylorovych polynomu se stredem v nule. Tyto vzorce zduvodnime,



spocitame jimi par limit a prozkoumame, kdy prodlouzeni Taylo-
rovych polynomu funkce f do nekonecné rady konverguje k f(x).
Ve vzorcich nize je n € Ny libovolné.

1. f(z) = expz ma TP T/(x) = > o /gl
2. fla) = sine md TP T4 (x) = 327 o(—1)2% /(25 + 1)

3. f(z) = cosz md TP T4 (x) = 37 o(—1)/z% /(2)).
4. ProVa € Rma f(z) = (1+ )" TP T (x) = 377 (j)xﬂ
Zde
(1) =ala—1)(a—2)...(a—j+1)/j!,

S (g) =1, je zobecneny binomicky koeficient.

5. f(z) = log(1 + z) ma TP T/0(x) = > (=1)"2/ /5 pro
n>0aT]’x)=0.

6. f(z) = log () ma TP T/ (x) = >0 27/j pron > 0
a TI(x) = 0.

7. f(x) = arctanw, to jest inverzni tangens, md TP Tgnil( ) =
> io(=1) /(25 + 1),

8. f(z) = arcsin z, to jest inverzni sinus, ma TP T{nil( ) =
Yo (7)at /(25 4+ 1)

9. f(x) = arccosz, to jest inverzni kosinus, ma TP T;n[il( ) =
m/2= 25 () 25+ 1),

Diikaz vzorce 1. Patrné expV)(z) = exp(z) pro kazdé j € Ny
a exp(0) = 1. O



Diikaz vzorce 2. Patrné sint)(z) = sinz pro j = 0 (mod 4),

sin/)(z) = cosx pro j = 1 (mod 4), sin¥)(z) = —sinz pro j =
2, (mod 4), sin)(z) = —cosz pro j = 3 (mod 4) a sin0 = 0
acosO= 1. O
Diukaz vzorce 3. Toto odvozeni je podobné predchozimu. O

Dikaz vzorce 4. Na (—1,1) pro kazdé j € Ny a kazdé a € R je
(1+2)) =ala—1)...(a—j+ 1)1 +z)*7
s (14 2)9)© = (14 2)% Patrné (1 +0)*~7 = 1. O
Dikaz vzorce 5. Na (—1,1) pro kazdé j € N je
(log(1+2)) = (=1)(=2)...(=j+1)- (1 +2)
= (CG =1 1)

a (log(1+ 2))® = log(1 + ). Déle plati, ze log(1 +0) =0 a (1 +
0)7 =1. O
Dikaz vzorce 6. Plyne z predeslého vzorce, protoze na (—1, 1)
se log () = —log(1 — ). O

0)

Diikaz vzorce 7. (arctanz)?) = arctanz a

1 1 1 1
(arctan )V = ( ) :

1+22 2%\z—i x4+

Pro kazdé j € N se tak
frctan ) = L (171G 1) (2 — i — (a4 0)7)



Dale (arctanz)®(0) = 0, pro kazdé sudé j > 2 rovnéz méme
(arctan £)Y)(0) = 0 a pro kazdé liché j € N je
tana)D(0) = L. (<1 Y= 1)-2.
farctan2)(0) = L. (177G~ 1124

_:2j-2

= @7 =) = (=)UVRG - 1)t
[

Ovsem derivovali jsme komplexni funkce realné proménné. Proto
tento Tayloruv polynom odvodime jesté jednou jinym zpusobem
bez pomoci C.

Tvrzeni 4 (TP f" a f) Necht f: U(0,0) — R md vlastnd
f2U0,0) = R a vlastni f"*1(0) € R, n € Ny. Pak pro
x — 0 plati tmplikace

f(z) = Zajxj +o(2"), a; €R,

j=0
n

= f@) = fO)+ ) ]% LIt (gL
j=0

Dukaz. Pracujeme se stiedem 0. Podle véty 1 o jednoznacnosti
TP z predpokladu implikace plyne, ze pro 3 = 0, 1, ...,nse a; =
FUTD(0)/5!. Podle téze véty je tedy koeficient u /7! v TP funkce
f roven |

fUO) — a

G+1)!  j+1°




TP funkce arctan x tedy dostavame z TQfT’lO(a:) = Z?ZO(—I)ijQj

derivace f(z) = arctan’(z) = 1/(1 + x*). Tento TP dostéavdme

7z (Castecnych souctu) geometrické rady 1x2 =1—a? 42" —. ..

1+

r e (—1,1). O
Dukaz vzorce 8. Tento vzorec plyne hned z TP pro arcsin’(z) =
(1 — 2?72, 7 tvrzeni 4 a vzorce 4. O
Dukaz vzorce 9. Postupujeme jako v predeslém odvozeni. O

e Pocitani limit pomoci Taylorovych polynomu. Pouzijeme pri
néem dusledek 3. Pomoci T 1f ¥ ve vzorci 2 tieba hned vidime, 7e

T TR 1) S TN IR TN ) I R S
xr—0 x—0 T z—0 xr—0
Nebo, pomoci Tzf’O Ve VZOorcl 3,
’ zt ’ -
im = lim
r—=0 (cosx — 1)? =0 (1 —22/2 — 1+ o(2?))?
. x , 1
= lim = lim

x—0 .’1}4/4 -+ O<$4) x—0 i + 0(334)/3;4 -
V brozurce V. 1. Arnolda Gjujgens i Barrou, N’juton i Guk (Nauka,
Moskva 1989) je na str. 21 tloha

| sin(tan x) — tan(sin z) )
im ="
r—0 arcsin(arctan x) — arctan(arcsin )

Taylorovy polynomy tu mozné nejsou nejlepsi pristup (proc?), po-
drobnéji https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/ArnoldLim.pdf
(az to ale sepisu).

o Taylorovy rady. Taylorova rada funkce vznikne z jejich Taylo-
rovych polynomu prodlouzenim do nekonecna.

7



Definice 5 (Taylorovy fady) Necht f: U(a,0) — R md
pro kazdé n € N vlastni f™: U(a,§) — R. Pokud pro kazdé
xz € Ula,d) se

o £n)(g
@) =3 @ —ay,

n=0

rekneme, Ze funkce f je na Ula,d) souctem své Taylorovy
rady >o° o f(a)(x — a)"/n! se stiedem v a.

Taylorovy polynomy jsou tedy ¢astecné soucty Taylorovych fad.
Nasledujici véta ukazuje, kdy situace v predeslé definici nastava. Pro
n € Ny a funkci f: Ula,d) — R s vlastni £ (a) € R definujme
zbytek Taylorova polynomu T-%(x) jako

Rl (x) = f(x) = T} %x), x € Ula, §) .

Véta 6 (zbytky TP) Necht jen € Ny, f: Ula, ) - R
a existuje viastni f"+Y: U(a, §) — R. Pak plati ndsledugici.

1. (Lagrangetv zbytek) ¥z € P(a,d) ¢ mezi a a x, Ze

(n+1) c
Ri(z) = @Ty (o —ayt.

2. (Cauchyuv zbytek) ¥V x € P(a,d) dc mezia a x, Ze
_ e e=gfF

n/

(r—a).

Dikaz. Dokazeme obecnéji, ze pro kazdou funkei g: U(a,d) — R
s vlastni a nenulovou ¢': U(a,d) — R pro kazdé x € P(a,?)
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existuje ¢islo ¢ mezi a a x, ze

1 g(z)—gla)

f,a _ . £(n+1) ) N
Lagrangetv zbytek pak dostdvame volbou g(t) := (z—1t)"™ a Cau-
chyuv volbou g(t) :=t.

Necht z € P(a, ) a funkce g je, jak uvedeno. Uvazme pomocnou
funkci

n e |
F(t) = fla) =S f i'(t) =ty

Na F', g a interval I s konci a a z pouzijeme Cauchyovu vétu
o stfedni hodnoté. Na tomto intervalu je F spojitd, F(z) = 0,

Fla) = f(x) — T{*(z), 9(a) # g(z) (podle Lagrangeovy vity
o stfedni hodnoté) a na I se

" (i+1) ‘ (2) ‘
Fio = -r0-3 (50 w0 - B0 i - o)

2!
= ——~ . (z—1)".
Podle Cauchyovy véty o stiedni hodnoté (rovnost (x)) existuje ¢islo
ce 1’ ze
fla) =Tl%x) _ F(z)=F(a) ) F'c) _ fU" () (x—e)"
g(z) —gla)  glx)—gla) ¢ |

(c) nl-g'(c)
Vztah (R) ted plyne lehkou tipravou. O

Pro vSech devét vzorcu pro TP vyse nyni uvedeme, pro jaké x € R
davaji Taylorovu radu funkce f se stiedem v 0 konvergujici k f(z).
Dukazy pomineme, snadno se provedou pomoci predeslé véty.
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LVreRsee" =) qz"/nl
Ve eRsesineg =3 o (=1)"z>""/(2n+ 1)
VeeRsecosw =3, o(—1)"z>/(2n)!.
Vee (-1, 1)aVaeRse (1+a) =3, ()"
1,1) selog(l1+x) = > (=) a"/n.

(=1,1)

(—1,1) se log (ﬁ) = anl " /n.

Voe (—1,1)searctanx = ano(—l)”x%“/@n +1).
(-1, 1)
(=1, 1)

NSO o e W N
<
)
Mm

8. Vx € (—1,1)searcsinw =) - ("_1/2)x2”+1/(2n +1).

n

9.V € (—1,1)searccosr =5 — > g (”_1/2)x2”+1/(2n +1).

n

Neékteré z téchto rozvoju plati i v Sirsich oborech. Rozvoj 4 s a € Ny
plati pro Vx € R, rozvoj 5 plati i pro x = 1, rozvoj 6 plati i pro
x = —1, rozvoj 7 plati i pro x = 1 a rozvoje 8 a 9 plati i pro
r=—1.

Koeficienty v Taylorovych radach se daji casto vylozit kombina-
toricky. Uvedeme bez dukazu jeden piiklad z mnoha.

Tvrzeni 7 (Bellova ¢isla B),) Va € (—1,1) plati rozvoj

00
e?—1

e " =exp(exp(z) — 1) = Z n ;

n
n=0

kde B,, je pocet rozkladiu n-prvkové mnoziny.

Napiiklad Bs = 5 diky peti rozkladum {{1,2,3}}, {{1,2}, {3}},
135420 ({1342, 30 ) a (415,42}, {3} ) mnoziny {1, 2, 3}
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o Primitivni funkce. Interval I C R je netrividalni, pokud I #
0,{a} pro kazdé a € R. Netrividln{ jsou presné ty neprazdné inter-
valy, jejichz kazdy bod je jejich limitnim bodem.

Definice 8 (primitivni funkce) Pro funkce F, f: I — R
definované na netrividlnim intervalu I C R rekneme, Ze F
je primitivnd (funkce) k f, a piseme F = [ f, pokud F md
na I vlastni derivacit a

VbeI: F'(b)=f(b).

Neéekdy se F' také nazyvd antiderivaci funkce f.

Zduraznujeme, protoze se v tom ostatni literatura vétsinou lisi (ne-
bot definuje derivace jen ve vnitinich bodech), ze pro kazdé b € I,
i v krajnich bodech intervalu, je zde F'(b) vzdy obycejnd, obou-
tivnf funkee je vzdy spojitd. Napiiklad ax?/2 + bz + ¢ je primitivni
k linearni funkci ax + b na kazdém netrivialnim intervalu, e* je na
R primitivni sama k sobé, ¢ + arcsinz je na (—1,1) antiderivaci
funkce 1/v/1 — 22 a 22%2/3 je na [0, +00) PF funkce /7.

Antiderivace dané funkce neni urcena jednoznacné, ale kazdé dveé
se lisi jen konstantnim posunem.
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Véta 9 (nejednoznaénost PF) Fy, F5, f: I — R jsou
funkce definované na netrividlnim intervalu I C R a F;
1 By ge primativnd k f. Pak existuje c € R, Ze

Fr—Fs=cnal.

Naopak, je-li F' primitioni k f, potom pro kazZdé ¢ € R je
také F' + ¢ primitioni k f.

Dukaz. Necht Iy, Fy, f a I jsou, jak uvedeno, a a < b jsou
dveé libovolna ¢isla z I. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté,
pouzité pro funkci Fy — Fy a interval [a, b], existuje ¢ € (a, b), ze

(1 — F2)(b) — (F1 — Fy)(a)
b—a

= (R = F)'(c) = Fi(e) — Fy(c)
= fle) = fle)=0.

Tedy Fi(b) — Fy(b) = Fi(a) — Fy(a), takze Fy(x) — Fy(x) = ¢ pro
néjakou konstantu c a kazdé x € I.
Druhd ¢éast véty je jasna, (F +c¢) =F' +d=f+0=f. O

Ve zbytku prednasky dokazeme existenci antiderivace ke kazdé
spojité funkci. Nejprve si pripravime nékolik nastroju.

e Prohozent limity a derivace. V této pasazi je nasim cilem véta
popisujici situaci, kdy lze beze zmény vysledku prohodit operace
limity pro n — oo a derivovani. Vétu pouzijeme nize v dukazu
véty 16 o existenci antiderivace. Nejdriv ale zavedeme bodovou
a stejnomeérnou konvergenci a dokazeme Moore-Osgoodovu vétu.
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Definice 10 (f, — f) M C R je mnozina a f, f,: M —
R pron € N jsou funkce. Kdyz

VeVax e M Ing:n>ny=|fulx)— flz) <e,

piseme f, — f (na M) a Tekneme, Ze funkce f, konverguji
na M bodove k funkci f.

Jinak feceno, pro kazdé x € M se lim f,(z) = f(x).

Definice 11 (f, = f) M C R je mnozina a f, f,: M —
R pro n € N jsou funkce. Kdyz

VednoVe e M:n>ny=|fu(x) — flz)] <e,

piseme f, = f (na M) a rekneme, Ze funkce f, konverguji
na M stejnomerné k funkci f.

Ted se pozaduje vice, aby jediny index mg vyhovoval pro vsechny

x € M. Patrné f, = f implikuje, ze f,, — f, ale naopak to obecné
neplati.

Nasledujici véte se také rika Moore-Osgoodova véta.

Véta 12 (vyména limit) Necht f,, f: M — R, pro in-
dexyn e Na M CR, f, = f (na M), AeR* je limitni
bod mnoziny M a lim, 4 f,(x) = a, € R pro kazdé n.
Potom nasledujici viastni limity existuji a rovnaji se:

lim a, = lim f(x), #. lim lim f,(x) = lim lim f,(x) .

z—A n—oo r—A r—A n—oo

Dukaz. 7 predpokladu, ze f, = f (na M), plyne, ze (f,(z)) C R
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je stejnomérné Cauchyova pro x € M, to jest pro kazdé e existuje
ng, ze pro kazdé x € M a kazdé m,n > ny je

[fm(2) = fm(2)] <€

Pro kazdé dva pevné indexy m, n > ng pak limitni prechod lim,_, 4
dava nerovnost |a,, — a,| < €. Tedy (a,) C R je Cauchyova po-
sloupnost a ma vlastni limitu lim a,, =: @ € R. Pro kazdé n € N
a kazdé x € M plati odhad

[f@) —al < [fl@) = fal@)]+ | fol@) — an]+ (a0 —a] -

Vi Vo V3

Bud ddno e. ProtoZe lim a, = a, existuje ng, Ze n > ng =
V3 < €/3. Protoze f, = f (na M), existuje ny, ze n > ny =
Vi < €/3 pro kazdé x € M. Vezmeme index m > max(ng, nq).
Protoze lim, 4 fi () = a,,, mizeme vzit 0, ze Vo < €/3 pron :=
m a kazdé x € P(A,0)NM.Pron:=makazdé x € P(A,§)NM
tak je

f(z)—al| <e/34+¢/34+¢/3=¢

alim, .4 f(x) =a=lim a,. O

Zde je tedy veéta o vymeéné limity a derivace.
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Véta 13 (vyména df /dx a lim,, ) Pro indexy n € N
necht f,: I — R jsou funkce definované na netrividlnim
intervalu I C R, které splnugi tri nasledujici podminky.

1. Pro kazdé n existuje vlastni derivace f!: I — R.
2. f'' = f (na I) pro néjakou funkci f: I — R.
3. Ezxistuje a € I, Ze posloupnost (fn(a)) C R konverguje.

Potom f, — F (na I) pro néjakou funkci F': I — R, exis-
tuje vlastni derivace F': I — R a

F'=fnal, tj (lim f,) = lim f.
n—0o0

n—oo

Dukaz. Necht f,, I, f a a jsou, jak uvedeno, a b € I je libovolny
bod. Nejprve dokazeme, ze posloupnost (f,,(b)) C R je Cauchyova.
Pro b = a to podle podminky 3 plati, proto muzeme predpokladat,
7e tieba a < b, piipad s b < a se probere podobné. Necht je
dano . Z podminek 2 a 3 plyne, ze posloupnost funkei (f7) je na
I stejnomérné Cauchyova a ze posloupnost (f,(a)) je Cauchyova.
Tedy existuje ng, ze m,n > ng = |f] (x) — fl(x)| < € pro kazdé
x € I ataké m,n > ny = |fnla) — fula)| < e. Vezmeme dva
libovolné indexy m,n > ng a na funkci f,, — f, a interval |a, 0]
pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté. Tim pro néjaké
cislo ¢ € (a,b) dostaneme po tadé rovnost a odhad

(fm - fn)(b) B (fm - fn)(a)
b—a

- (fm - fn)l(c)
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|fm(b) o fn(b)| < |b o CL| ) |f7/n(c) o fr/L(C” + |fm(a) o fn(a)‘
< (b—a)e+e=ceb—a+1).

Takze posloupnost (f,,(b)) je Cauchyova, tedy konvergentni, a pro
kazdé b € I muzeme definovat

F(b) :=lim f,(b) €R.

Tim jsme ziskali funkei F': I — R, ze f,, = F (na I).
Dokazeme, ze I’ = f na I. Pouzijeme predeslou vétu a pak
ovérime, Ze jsou splnény jeji predpoklady. Pro libovolné b € I se

opravdu
P = lim D220

z—b T —0b

= lim lim Jul) = fo(b)
T—b n—00 r—2>b

Vétgm lim lim fn(x) - fn(b>

n—00 —b T —b

= lim f;(b) = f(b) .
n—oo

Ovérime predpoklady tohoto pouziti véty 12. Pouzili jsme ji pro

posloupnost funkei
fn L) — fn b
gn(x) == () ():]\{b}—>R.
x—b

Jiste lim,p, gn(z) = f,(b) pro kazdé n a také lim f)(b) = f(b).
Zbyva overit, ze g, = ¢ (na I\ {b}) pro funkci
F(x) — F(b)

r—0b

g(x) =
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Pro to staci ovérit, ze posloupnost (g,(x)) je na I\ {b} stejnomérné
Cauchyova. Pro kazdé m,n € N a kazdé x € I \ {b} plati identita
’gm<x) o gn<x)‘ - ‘33 . b‘
(#) L= - [ fi(c) — fu(c)]
|z—1T

iﬁn(c) — fT/L(C)J], clezimezi bax .

—~

~~

e

Ziskali jsme ji v rovnosti (x) Lagrangeovou vétou o stiedni hodnoteé,
pouzitou pro funkei f,,(z) — f.(z) a interval s konci b a . Podle
podminky 2 pro dané € existuje ng, ze pro kazdé m,n > ng a kazdé
c € Ije|V| < e. Posloupnost (g,(x)) je tedy na I'\ {b} stejnomérné
Cauchyova a dukaz je hotovy. O

o Spojita funkce ma primitivni funkci. Abychom to dokazali,
potiebujeme jesté jeden nastroj.

Definice 14 (stejnomérna spojitost) Necht M C R.
Funkce f: M — R je stejnomérné spojitd (na M ), pokud

Vedd:ae M = flU(a, ) N M] C U(f(a), ) .

Jediné 0 tak vyhovuje pro vsechny body a € M.

Véta 15 (spojitost na kompaktu) Necht M C R je
kompaktni mnozina. Je-li funkce f: M — R spojitd, je

stegnomerné spojitd.

Dukaz. Necht M C R je kompaktni a f: M — R nenf stej-
nomeérneé spojita. Tedy existuje € > 0, ze pro kazdé n existuji takové
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dva body a,,b, € M, ze |a, — b,| < 1/n, ale |f(a,) — f(b,)| >
e. Vyuzijeme kompaktnost mnoziny M a z (a,) i (b,) vybereme
konvergentni podposloupnosti s limitami v M. Pro jednoduchost
znaceni predpokladame, ze uz (a,) a (b,) konverguji a majf limity
lima, =1a € Malmb, =b¢ec M.Z|a, —b,] < 1/n plyne,
7ea="0.7|f(a,) — f(b,)| > € a konvergence (a,) a (b,) k a ale
plyne, ze pro kazdé o

flU(a, 0) " M| Z U(f(a), £/2) .

Tedy funkce f neni spojita v bodu a a neni spojita na M. O

Véta 16 (3 antiderivace) Necht f: I — R je spojitd
funkce definovand na netrivialnim intervalu I C R. Takovd
funkce f mad vidy primitiont funkct F': I — R.

Stru¢ny dukaz. I bud nejprve kompaktni, I = [a,b] s a < b.
Funkce g: I — R je lomend ¢dra, kdyz je spojita a existuje déleni
a =aqy < ap < --- < ap = b intervalu I, ze kazda restrikce
g |lai_1,a;] je linearni, tj. tvaru g(x) = ¢;x + d;. Diky vétée 15

Vn Jlomena ¢éra g,: x € I = |f(x) — gu(x)] < 1/n .

Protoze [(cx+d) = cx*/2+dx+ e, podle tvrzeni 6 minule existuj{
Gn: I = R, 7e Gy, = [ g, a Gyla) = 0. Pak ale, protoze g, = f
(na I) a G, = g, na I, podle véty 13 existuje F': I — R, ze
G, — F (naI), ale hlavné F' = fna I, to jest F = [ f.

Pokud interval I neni kompaktni, vyjadiime ho jako sjednoceni
vnorenych netrivialnich kompaktnich intervalu I,,: Iy C I, C
a J,»1 In = I. Na kazdém I, vezmeme vhodnou F, = [ f| ]
a pak F = U,,>; F je na I primitivni funkee k f. O
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Nahttps://kam.mff.cuni.cz/~klazar/podrobnyduk.pdf na-
leznete podrobnosti dukazu (az je ale sepisu). P. Lundstrém, Pri-

mitives of continuous functions via polynomials, https://arxiv.

org/abs/2204.05012 uvadi podobny diikaz, ale s polynomy misto
lomenych car. Jednodussim zpusobem dokazeme tuto vétu zane-

dlouho znovu pomoci Riemannova integralu.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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