PREDNASKA 8, 4. 4. 2022
VETY O STREDNI HODNOTE A JEJICH DUSLEDKY

o ety o stredni hodnoté. Uvedeme a dokazeme tri.

Véta 1 (Rolleova véta) Necht a < b jsou redind cisla
a f:la,b] = R s f(a) = f(b) je spojitd funkce, kterd md
v kazdém bodu intervalu (a,b) vlastni ¢i nevlastni derivaci.

Potom
de € (a, b): f'(e)=0.

Dikaz. Kdyz je f konstantni, to jest f(x) = f(a) = f(b) pro
kazdé x € [a,b], pak f'(x) = 0 pro kazdé = € (a,b). Necht f
neni konstantni a f(x) > f(a) = f(b) pro néjaké z € (a,b),
piipad s f(x) < f(a) = f(b) se probere podobné. Podle principu
minima a maxima (viz predminuld prednaska) funkce f nabyva
v néjakém ¢ € [a, b] svou nejvétsi hodnotu. Patrné ¢ € (a, b). Podle
predpokladu o derivacich a véty 4 z minula se f'(c¢) = 0. O

Veéta 2 (Lagrangeova) Necht a < b jsou redlnd cisla
a [ |a,b] = R je spojitd funkce, kterd md v kazdém bodu
intervalu (a,b) vlastni ¢ nevlastni derivaci. Potom

£(b) = fla)

Jec € (a, b): f'(c) = —

Dukaz. Uvazme funkei

g(x) = f(z) = (x —a)-




Splnuje predpoklady Rolleovy véty, zejména g(a) = g(b) = f(a),
takze

0=g'(c)=f(c) = (f(b) = f(a))/(b—a)
pro néjaké ¢ € (a,b) a jsme hotovi. O
Geometricky tato véta pravi, ze za uvedenych predpokladu vzdy

existuje tecna ke Gy v néjakém bodé (c, f(c)), ¢ € (a,b), ktera je
rovnobézna se secnou k(a, f(a),b, f(b)).

Véta 3 (Cauchyova v.) Necht a < b jsou redlnd cisla
a f,g:la,b] — R s g(b) # gla) jsou spojité funkce,
které maji v kaZdém bodu intervalu (a,b) derivaci. Deri-
vace funkce f mohou byt nevlastni, ale derivace funkce g
jsou povoleny jen vlastni. Potom

dc € (a, b): f'(c) = f(b) = fla - g'(c) .

Dukaz. Uvazme funkci

o )= fla)
Splnuje predpoklady Rolleovy véty, zejména h(a) = h(b) = f(a),
takze

0= h'(c) = f'(c) = g'(c) - (f(b) — f(a))/(g(b) — g(a))

pro néjaké ¢ € (a,b) a jsme hotovi. O

la, b - R .

e Derivace a monotonie funkci. Nezaporné (resp. nekladnd) de-
rivace znamend, ze puvodni funkce neklesa (resp. neroste). Kladna
(resp. zapornd) derivace znamena, ze puvodni funkce roste (resp.
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klesa). Podrobnéji v nasledujici véte. Pro libovolnou mnozinu M C
R oznacime jako M :={a € M | 36: Ula,d) C M} jejl vnitrek.
Vnittek libovolného intervalu I je otevieny interval IV C I, ktery
vznikne z I vynechanim koncovych bodu.

Véta 4 (derivace a monotonie 1) Necht I C R je in-
terval a f: I — R je spojitd funkce, kterd ma v kazZdém
bodu vnitrku I° intervalu I vlastni ¢ nevlastni derivaci.
Pak plati nasledugict.

1. f' >0, resp. f' <0, na I = f je na I neklesajict,
resp. merostouct.

2. 1> 0, resp. f' <0, na I = f je na I rostouct, resp.
klesajict.

Ditkaz. Necht je f/ < 0 na IY a z < y jsou libovolnd ¢&fsla v 1.
Podle véty 2 se
fly) — f(=)

y—x

pro néjaké z € (x,y) C I'. Protoze jmenovatel y —z > 0, je Citatel
zaporny, tedy f(z) > f(y) a f na I klesa. Dalsi tii moznosti v 1
a 2 se proberou podobné. O

= f'(z) <0

Dukaz nasledujiciho tvrzeni je velmi podobny dukazu véty 4 v mi-
nulé prednasce a proto ho pomineme.



Tvrzeni 5 (derivace a monotonie 2) Necht a € M C
R, f: M — R je funkce a jednostranné derivace niZe mo-
hou byt nevlastni. Plati nasledujicy.

1. Kdyz je a levy limitni bod mnoziny M a f'(a) < 0,
resp. f'(a) > 0, pak existuje takové §, Ze

flP™(a,0) N M] > {f(a)}, resp. <{f(a)}.

2. Kdyz je a pravy limitni bod mnoziny M a f' (a) < 0,
resp. fi(a) > 0, pak existuje takové §, Ze

fIP*(a,0) N M] < {f(a)}, resp. >{f(a)}.

Minule jsme spocitali, ze (|z])_(0) = —1 a (|z])’.(0) = 1. Podle
predchoztho tvrzeni tak ma funkee |z| v 0 ostré lokdlni minimum.

To je pochopitelné jasné i bez jakékoli teorie.

o Limitni rozsirovani derivaci.

Tvrzeni 6 (rozsifovani derivaci) Necht a,b € R s a <
b, f:|a,b) — R je spojitd funkce s vlastni derivaci na in-
tervalu (a,b) a lim,_,, f'(x) =: L € R*. Potom i

fila) =L

Dukaz. Necht a, b, f a L jsou, jak uvedeno, a necht je déno €.
Existuje takové § < b —a, ze x € P"(a,0) = f'(x) € U(L,¢).
Necht z € P*(a, ) je libovolné. Podle véty 2 existuje takové y €
(a,x) C P*(a,d), ze

f(z) — f(a)

r—a

- f,(y) < U(L7 5) .

4



Tedy f'(a) = L. O

Obdobné tvrzeni plati pro derivace zleva.

e ['Hospitalovo pravidlo. Jde o metodu pro pocitani limit podilu
funkel f(z)/g(x) vedoucich na neurcité vyrazy 0/0 a £o00/ % co.

Véta 7 (I’Hospitalovo pravidlo) A € R, pro néjaké ¢
gsou f,g: PY(A,0) = R funkce magjici na P*(A,J) vlastni
derivace, pricemz g # 0 na PT(A,J), a plati, Ze

1. limg 4 f(x) = lim,_ 4 g(x) = 0 nebo
2. lim,_, 4 g(x) = +o0.

Potom /
lim M = lim m :
v—A g(x) 24 ¢ ()
pokud posledni limita existuje. Tato véta plati © pro leva

okoli P~(A,0), obycejnd okoli P(A,d) a pro A = f+oc.

Dukaz. 1. Necht lim, .4 f(z) = lim, ,4g9(z) = 0, necht déle
limm%A% =: L € R* a A € R. Definujeme f(A) = g(A) := 0.
A je limitnim bodem definiéniho oboru zlomku f(x)/g(z), protoze
nelze, aby se ¢ = 0 na néjakém P (A, 0), pak by se na P(A,0)
anulovala i ¢’. Polozime

Py (A 0)={re (A A+0)|g(x)#0}.

Podle véty 3 existuje takova funkce ¢: Py (A,d) — PT(A,0), ze
pro kazdé x € P (A, ) je

flz) _ fle) = flA) _ [l
—9

c(x) € (A, x) a ) = = ) :

(A)  g'(clx))

S




Patrné lim, 4 c(x) = A. Protoze samoziejmé A ¢ P*(A,J), je
splnéna podminka 1 véty o limité slozené funkce. Podle této véty
dostavame, ze

g J@) o fe@) o F )

e2A g(x)  amagie(z) v g(y)

Pro funkce definované na P~(A,§) je dukaz podobny. P(A,J)
redukujeme na P~(A,d0) a P*(A,d). Koneéné necht A = +oo0,
piipad s A = —o0 se probere podobné. Substituci z := 1/y a vétou
o limiteé slozené funkce to prevedeme na limitu v 0 a defini¢ni obor

P*(0,0):

=L.

po f@ L f(y)

r=+o0 g(x)  y—0 g(1/y)
TG lim f'(Wy) /) - =y
r=rto0 g/ () (1fy) w0 g(Ly) - (—y2)

0g
Ly
P (1))

kde prvni rovnost plati diky vété o limité slozené funkce a posledni
diky vzorci pro derivaci slozené funkce. /
2. Necht lim, 4 g(z) = £oo a lim, 4 f,(( ; . L € R*. Dukaz

tohoto pripadu provedeme pozdéji pomoci integrala. O

V této véte se nékdy vyskytuje ponékud zmateéné znaceni lim,,_, 4+.
Ovsem diky definicnimu oboru P*(A, d) staci mluvit jednoduseji
o obyc¢ejnych limitach lim,_, 4.



Spocitame ,lapitalem® par limit. Naptiklad

, . (logz)" 1/x
Ve = 0T ey~ e
= —2limz'?=0
z—0

a obecnéji lim, o xlogx = 0 pro kazdé ¢ > 0. Nebo

, 7 , (22 , 2
lim ——— = lim = lim —
r—=0 cosx — 1 =0 (cosx — 1)) 2=0 —sinwx
/
1
— ot o L=
z—0 (sinx)/ r—=0 COS &

e Derivace vyssich 7ddi. Definiéni obory funkef ted vétsinou bu-
dou oteviené mnoziny. Kazdy bod takové mnoziny je jeji OLB.

Definice 8 (" (z)) Necht M C R je neprdzdnd oteviend
mnozina a f = f(x): M — R je funkce. Pron € Ny =
{0,1,...} definujeme indukci koneénou ¢i nekonecénou po-
sloupnost funkei f(z): M — R.

1. Na zacdtku fO(z) = f(x).

2. Pron > 0, kdyz je funkce f™Y(z) definovand a md
v kazZdém bodu a € M vlastni derivaci, pro kazdé a € M
definujeme hodnotu n-té funkce jako

f®(a) = (f" V(@) (a) -

Funkeci £ nazveme derivaci ¥ddu n funkce f & n-tou de-
rivact funkce f.

Funkce £ je tedy f sama a fU) je jeji derivace f'. Pokud je
f=1: M — R definovand a ma v b € M derivaci, i nevlastni,
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stale piseme
FO®) = (f") (b) € R*

a mluvime o n-té derivaci funkee f v bodé b. Funkei f?), druhou
derivaci funkce f, oznacime téz jako f”. Napriklad, pro M = R,
(xsinx)” = (sinx 4+ xcosx) = 2cosx — xsinz. Druhou derivaci
Ize pouzit ke zduvodnéni existence extrému funkei.

Tvrzeni 9 (f” a extrémy) Necht a € M C R, kde M je
otevrend mnozina, f: M — R je funkce, existuje vlastni
f'' M — R s f'(a) =0 a existuje f"(a) € R*, i nevlastny.
Pak plati nasledujict.

1. f"(a) > 0 = f md v a ostré lokdlni minimum.
2. f"(a) <0 = f md v a ostré lokdlni maximum.

Mnozinu M lze zrejmé vidy brdat ve tvaru Ul(a, ).

Dtukaz. Dokazeme jen prvni cast, dukaz druhé je podobny. Ne-
cht tedy M = Ula,d), na U(a,d) existuje vlastni f’, f'(a) = 0
a f"(a) > 0. Podle tvrzeni 5 existuje takové 0 < 6, ze f' < f/(0) =
Ona P~ (a,0)a f' > f'(0) =0na P*(a,0). Necht z € P~ (a,0) je
libovolné. Podle véty 2 existuje y € (z,a) C P~ (a, ), ze

fla) — f(z)

a—x

= f'ly) <0.

Protoze jmenovatel a — x je kladny, je citatel zaporny a f(a) <
f(x). Prox € P™(a,0) je f'(y) > 0, jmenovatel je zdporny, citatel
je tedy opét zaporny a opét f(a) < f(x). Proto ma f v a ostré
lokalni minimum. O



Kdyz f"(a) = 0, tvrzeni nic nerika. Tento piipad lze ¢astecné roz-
hodnout zobecnénim tvrzeni na derivace radu > 2.

e Konverita a konkavita funkci. Necht B := (c,d) € R? je bod
v roviné a £ je nesvisla primka, dana rovnici y = sz + b. Plati-li
nerovinost d > sc+0b, resp. d > sc+ b, piseme B > {, resp. B >/,
a rekneme, ze B leZi nad £, resp. ze B leZi ostre nad £. Ototenim
nerovnosti definujeme, ze B leZi pod £, resp. ze B leZi ostre pod £,

symbolicky B < £, resp. B < /.

Definice 10 (konvexni a konkdvni) Necht f: I — R
je funkce definovand na intervalu I C R. Je (na I) kon-
vexnt, pokud pro kaZdou trojici cisel a < b < ¢ v I plati
,nerovnost”

(b, f(b)) < Kla, fla), ¢, flc)).

Je-li tato ,nerovnost* ostrd, je f (na I) ryze konvexnd.
Plati-lr opacné ,nerovnosti”, nazveme funkci f konkduvnt,
resp. ryze konkdvni (na I ).

Pripominame, ze s(a, f(a),c, f(c)) je setna grafu G jdouci body
(a, f(a)) a (¢, f(c)). Typickym prikladem ryze konvexni funkce je

flx)=2> R —R.
Funkce
flz)=—-2*:R—=R

pak je ryze konkavni. Obecné f: I — R je (ryze) konvexni <=
—f je (ryze) konkavni. (Ryzi) konvexita, resp. (ryzi) konkavita, se
zachovava pii ziuzeni funkce na podinterval.



Uvedeme bez dukazu zajimavy fakt, ze konvexita a konkavita,

implikuji spojitost.

Véta 11 (3 jednostranné derivace) Kazdd konvexnt,
resp. konkdavni, funkce f: I — R definovand na otevreném
intervalu I C R mad vlastni jednostranné derivace

o, f I =R

a ty jsou neklesajicti, resp. nerostouct.

Podle tvrzeni 5 v minulé prednasce pak f je v kazdém bodé b € [
zleva 1 zprava spojita a je tedy spojita na I. Ovsem derivace f'(b)
nemusi vzdy existovat, jak ukazuje konvexni funkce |x|.

Véta 12 (konvexita a konkavita a f”) Necht I C R je
interval a spojitd funkce f: I — R md v kazdém b € I1° dru-
hou deriwvaci f"(b) € R*, i nevlastni. Pak plati ndsledugici.

1. f" >0, resp. " <0, na I' = f je na I konvexni,
resp. konkduvni.

2. >0, resp. f" <0, na I’ = f je na I ryze konveznt,
resp. ryze konkduvnt.

Pro dukaz této véty budeme potiebovat nasledujici geometrické
lemma, jehoz dikaz ponechdme jako cviceni. Rikd, ze kdyz jdeme
zleva, doprava a na nesvislou tsecku (a,a’)(b, ) napojime dalsi
nesvislou tsecku (b,0')(c, ) se stejnym ¢ vétsim sklonem, pak
spolecny bod (b, ') lezi pod piimkou jdouci krajnimi body (a, a’)
a (¢, ).
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Lemma 13 (o sklonech) Necht (a,d’), (b,0) a(c, ) jsou
vR? a jea <b<c. Pak
b —a -V
<
b—a — c—0b
Ddle ostrd nerovnost tmplikuje ostrou ,nerovnost® a obé
tyto implikace plati i pro opacné nerovnosti a ,,nerovnosti”.

= (b, V) < k(a, d, ¢, ).

Dukaz véty 12. Predpoklad existence f” znamend, Ze existuje
vlastni f': I° — R. Spojitost f musime ptredpoklddat, aby platila
i v krajnich bodech intervalu I. Necht " > 0na I°, dalsi tii pripady
v 1 a 2 se proberou podobné. Necht a < b < ¢ jsou tfi libovolnd
cisla v 1. Podle véty 2 existuji y € (a,b) a z € (b, c), 7e

f(b) = fla) fle) — f(b)

— _ g —
§ = = f'(y) a t:= p—

= f'(2).

Podle véty 4 je £/ na IV neklesajici, protoze f” je nezapornd. Protoze
y < z, je sklon s = f'(y) tusecky (a, f(a))(b, f(b)) nejvyse roven
sklonu t = f’(2) usecky (b, f(b))(c, f(c)). Podle predchoziho lem-
matu tak bod (b, f(b)) lezl pod piimkou

k(a, fla), ¢, f(c)).
Tim je splnéna podminka v definici 10 a f je na I konvexni. O

e Inflexni body. Lze je definovat ruzné, ale pro nas to jsou ty body
grafu funkce, kde prechazi z jedné strany tecny na druhou. Presna
definice nasleduje.
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Definice 14 (inflexe) Necht a € M C R, kde a je OLB
mnoziny M, f: M — R a l je teéna ke Gy v (a, f(a)). Bod
(a, f(a)) nazveme inflexnim bodem grafu funkce f, pokud
existuje 0, Ze pro kazdé x € P~ (a,0) N M a kazdé x' €
P*(a,§)N M je

(@, f@) < £ a (@, f@) 2,

anebo vZdy plati opacéné ,,nerovnosti”.

Naptiklad bod (0, 0) je inflexnim bodem grafu funkce
flz)=2R >R,

protoze v ném Gy prechazi z dolni na horni stranu tecny y = 0
(tento priklad spadd pod vétu 16).

Nasledujici tvrzeni podava nutnou podminku pro inflexi: funkce
je v daném bodeé diferencovatelnd (aby tam existovala tecna) a druhd
derivace neexistuje nebo je nulova.

Tvrzeni 15 (inflexe neni) Necht f: U(a,d) — R a exis-
tuje druhd derivace f"(a) € R*, kterd ale neni nulovd. Pak

(a, f(a)) nent inflexnim bodem grafu funkce f .

Dikaz. Predpoklad o f” znamend, 7ze (po piipadném zmenseni
§) existuje vlastni f': U(a,d) — R. Necht f”(a) > 0, piipad
s f”(a) < 0 se probere podobné. Necht £ je tecna ke G v (a, f(a)),
takze ma sklon f’(a) a prochazi bodem (a, f(a)). Podle tvrzeni 5
existuje § < §, ze pro kazdé x € P~ (a,0) a kazdé 2’ € P*(a,0) je

fl(x) < fla) a fi(a) > fa) . (1)
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Necht z € P~ (a,f) ax’ € P*(a,0) jsou libovolnd ¢isla a s a t jsou
po rfadé sklony secen

Kz, f(z), a, f(a)) a k(a, fla), 2, f(a'))

grafu Gy. Diky nerovnostem (1) a vété 2 o stfedni hodnoté snadno
vidime, ze s < f'(a) < t. Tedy

(z, f(2)) >N, fa)) > L
a podminka v definici 14 neni splnéna. O

Postacujici podminku pro inflexi uvedeme bez dukazu.

Véta 16 (inflexe je) Necht f: U(a,0) — R, pro kazdé
b € Ula,d) existuje viastni f"(b), f"(a) = 0, f" > 0 na
P~ (a,9) a f" <0 na P*(a,0), anebo tyto dvé nerovnosti
plati otocené. Pak

(a, f(a)) je inflexnim bodem grafu funkce f .

o Asymptoty funkce. Asymptota funkce je ptimka, kterda muze byt
i svisla a k niz se graf funkce neomezené blizi.

Definice 17 (svislé asymptoty) Necht M C R, b € R
jge levy limitni bod mnoziny M a f: M — R. Kdyz
lim f(x) = to0,

T—b—

nazveme primku xr = b levou svislou asymptotou funkce f.
Pravé svislé asymptoty se definuji podobné.
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Naptiklad x = 0 je levou i pravou svislou asymptotou funkece f(x) =
1/z: R\ {0} — R a je pravou svislou asymptotou funkce f(x) =
logz: (0,+00) = R.

Definice 18 (asymptoty v nekoneénu) Necht M C R,
+00 je limitni bod mnoziny M, s,b € Ra f: M — R. Kdyz

lim (f(x) —sx—5b)=0,

T—r—+00

nazveme primku y = sx + b asymptotou funkce f v +o0.
Asymptoty v —oo se definuji podobné.

Patrné je y = sx 4+ b asymptotou funkce f v 400, prave kdyz
lim, 400 f(2)/2 = s alim, oo(f(z) — sx) = b. Analogicky pro
asymptoty v —oo. Napriklad y = 0 = 0z + 0 je asymptotou funkce
flz)=1/x v 4001 v —00.

o Urceni priubehu funkce. Urceni prubéhu funkce f, obvykle dané
vzorcem, zacneme urcenim jejiho definiéniho oboru, tedy mnoziny
M C R maximalni vzhledem k inkluzi, ze f: M — R. Skoro vzdy
to je sjednoceni nejvyse spocetné mnoha intervalu. Uréime, zda f
neni specialniho tvaru (suda, lichd, periodicka, ...). Uréime, kde
je f spojita a kde ma f’. V bodech nespojitosti f a v limitnich
bodech mnoziny M lezicich mimo M nalezneme jednostranné li-
mity. Uréime pruseciky Gy se souradnymi osami a urcéime obraz
fIM]. Spocteme i jednostranné derivace, muze pomoci tvrzeni 6.
Pomoci véty 4 uréime maximalni intervaly monotonie. Najdeme
lokalni a globalni extrémy.

Urcime, kde existuje f”, a pomoci véty 12 uréime maximalni
intervaly konvexity a konkavity. Pomoci tvrzeni 15 a véty 16 na-
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lezneme inflexni body grafu. Urcime asymptoty funkce f a pak
pripadné rukou ¢i pocitacem nacrtneme jeji graf.

Piiklad 1. Necht

SIn &

f(x) =tanzx = :
CoS

Defini¢ni obor je

M = U(7m—7r/2, ™+ 7/2) .

nez
Funkce f je m-periodickd, protoze sin(m + x) = —sinz a cos(m +
x) = — cos x. Diky spojitost sinu a kosinu a diky aritmetice spoji-

tosti je f spojitd na M. Pro b(n) :=mn+ 5, n € Z, je

lim r)=400 a lim xr) = —00
x—b(n)~ f( ) r—b(n)™ f( )

—kazda primka z = b(n) je tedy leva i prava svisla asymptota.

Ani v —o0 ani v +00 asymptota neexistuje, neexistuji ani limity

lim, 1o f(z). Grat G protind osu y pouze v bodé (0,0) a osu x

pravé v bodech (b(n) — 3,0) = (mn,0), n € Z. Protoze

f'(x) =1/cos’x >0 na M,

je f nakazdém intervalu (b(n)—m, b(n)) rostouci. Vzhledem k tomu
a vzhledem k periodic¢nosti f nema zadné extrémy. Diky spojitosti
f (nabyvani mezihodnot) a hofejsim nekoneénym limitam je jasné,
ze
fIM] = fl(b(n) — 7, b(n))] =R .
Druha derivace je

28Inx

f(x) = M —R.

cos’ x
15



Protoze f"(z) =0 <= x =0b(n)—3, f" <0na (b(n)—m,b(n)—
5)a f">0na (b(n) — 5,b(n)), je f na (b(n) — m,b(n) — 3] ryze
konkévni, na [b(n) — §,b(n)) ryze konvexni a inflexni body jsou
prave

(b(n) —5,0) =(7n,0), neZ.
Nacrt grafu: https://www.desmos.com/calculator.

Piiklad 2. (Podle skript R. Cerny a M. Pokorny, Zdklady mate-
matické analyzy pro studenty fyziky. 1, MatfyzPress, Praha 2020,
str. 193-194.) Necht

f(z) = arcsin (2z/(1 + 27)) .

Defini¢ni obor je
M=R,

protoze definiéni obor arkus sinu je [—1,1] a 2|z| < 1+ 2* pro

kazdé x € R (2> £ 22 + 1 = (z £ 1)? > 0). Tato funkce je licha,
2

1+g;2
Podle vét o spojitosti inverzni funkce, racionalni funkce a slozené

funkce je f spojita na M. Patrné

tj. f(—x) = —f(x), protoze funkce sin z, arcsin x a

jsou liché.

lim f(z)= lim f(z)=arcsin(0) =0,

T——00 r—r—+00

1_%:22 — Oproz — +00,ay = 0 = 0x+0 tak je asymptotou

funkce f v —oo 1 v +o00. Nema svislé asymptoty. G protind obé
osy prave a jen v pocatku, v bodé (0,0). Vzorce pro derivaci arkus
sinu, slozené funkce a podilu davaji, ze na {x € R | 1_2&2 #++1} =

protoze
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R\ {—1,1} se

b 1 2-(1+2%) —2zr-2z
flx) = \/1 22/ 1) (1+ 22)?2
_ 2.(1—:1:)/(1—#3:) L 1—:1;2_ 1
(1 —22)/(1 + x?)] 11— 22| 1+ a2
_ 2 -sgn(l — z?)
1+ a2 '

Patrné lim,_,;+ f'(z) = F1 a podle tvrzeni 6 se f.(1) = F1. Vzhle-
dem k lichosti f se fiL(—1) = £1. Protoze f’ < 0 na (—oo, —1),
f/>0na(—1,1)a f' <0na(1,+00), podle véty 4 f na (—oo, —1]
klesd, na [—1, 1] roste a na [1,4+00) klesa. Téz f(z) < 0 proz < 0
a f(x) > 0prox > 0 (a f(0) = 0). Podle téchto intervali mo-
notonie a znameének a podle nulovych limit vyse vidime, ze f ma
v x = —1 ostré globdlni minimum s hodnotou f(—1) = —u/2,
ze v.x = 1 ma symetricky (diky lichosti) ostré globalni maximum
s hodnotou f(1) = w/2 a Ze nemd zadné dalsi lokalni extrémy.
7 téchto extrému a spojitosti f (nabyvani mezihodnot) plyne, ze

fIM] = fIR] = [=7/2, 7/2].

Druhd derivace se na R\ {—1,1} rovna
—42 - sgn(1 — 2?)

f//(5’7> = (1 + 22)2

Protoze f” < 0 na (—oo, —1), f” > 0na (—1,0), f/ < 0na (0,1),
f" > 0na(l,40) a f'(x) =0 <= x = 0 (druhé derivace
f"(£1) neexistuji), podle véty 12, tvrzeni 15 a véty 16 je f na
(—o0, —1] ryze konkdvni, na [—1,0] ryze konvexni, na [0, 1] ryze

konkavni, na [1, +00) ryze konvexni a (0,0) je jediny inflexni bod
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(v bodech (=1, f(—=1)) a (1, f(1)) neexistuji tecny). Nacrt grafu:
https://www.desmos.com/calculator.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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