PREDNASKA 7, 28. 3. 2022!
DERIVACE FUNKCI

e Derwace funkci. Predstavuji dalsi zakladni pojem matematické
analyzy. Setkavame se s nimi daleko za jejimi hranicemi, zejména ve
fyzice, ale 1 v ekonomickych, biologickych, sociologickych a dalsich
modelech. Casto se derivace v bodu a zavadi jen pro funkce defino-
vané na néjakém jeho okoli Ul(a, ). Pak ale nemuzeme zderivovat
v nule napriklad funkci

sin(1/z)
sin(1/x)’
s definicnim oborem M = R\ {1/7mn | n € Z\ {0}} 3 0, ktery

neobsahuje zadné okoli nuly U(0, §). A jsou problémy s derivovanim

0#x— 0—1,

inverzni funkce, jak pozdéji vysvétlime. Vydame se proto obecnéjsi
cestou a derivaci funkce v bodé definujeme nasledovneé.

Definice 1 (derivace funkce) Necht a € M je limitnd
bod mnoziny M C R a f = f(x): M — R je funkce. Defi-

nujeme
df o fl@)=fla) o . flat+h)— fla)
_dx(a) _:zlclgé T —a _}Lli% 7

f'(a)

a rekneme, Ze tato limita f'(a) = %(a) € R* je derivace

funkce f v bodé a.

Rovnost (%) plyne dvojim pouzitim véty o limité slozené funkce
(véta 14 v paté prednasce) nebo piimou uvahou. Je-li derivace f
v a vlastni, tj. f'(a) € R, tekneme, ze f je v a diferencovatelnd.

! Aktualizovéno a upraveno 9. 4. 2022.



Pak se prox € M
flz) = fla)+ f'(a) - (x —a) +o((x —a)) (z— a)

TV TV
linearni priblizeni k f jeho chyba

a [ je v okoli bodu a aproximovana s dobrou presnosti linearni
funkci. V devaté prednasce tuto aproximaci zesilime polynomialni
aproximaci. Definujeme jednostranné derivace.

Definice 2 (jednostranné derivace) Necht je a € M
levy, resp. pravy, limitni bod mnozZiny M C R, a f: M — R
je funkce. Definujeme

f@) = f@ @ | flath) = f(o

) e T ) .
f-la)i= lm === = lim n >
resp.
r—at Tr— a h—0t h

a Tekneme, Ze f’(a) € R, resp. f'(a) € R*, je derivace
funkce f v bodé a zleva, resp. zprava.

Obé rovnosti (x) se zduvodni podobné jako pro obycejnou derivaci.

Derivace a jednostranné derivace maji nasledujici vztahy. Kdyz
ma f v a derivaci f'(a) € R*, pak ma f v a alespon jednu jed-
nostrannou derivaci a f’ (a) = fi(a) = f'(a), kdykoli jsou tyto
hodnoty definované. Kdyz ma f v a shodné jednostranné deri-
vace f(a) = fi(a) = L € R* paki f'(a) = L. Kdyz se ale
[ (a) # fl(a), pak f'(a) neexistuje.

e Derivace a extrémy. Uvazme funkci f: [0,1] — R, f(x) = =,



a limitni body 0 a 1 jejiho definiéntho oboru [0, 1]. Pak

— J(0
LR = b T

a podobné f'(1) = 1. Soucasné méa f v 0 globalni minimum a v 1
globalni maximum. To ale znamena, ze nasledujici véta neplati.

Kdyz ma funkce f: M — R v limitnim bodu b € M
mnoziny M C R derivaci f'(b) # 0, pak f nemda v b
lokalni extrém.

Existuji skripta z matematické analyzy, ktera tuto vétu uspésné
,dokazuji“. Abychom ji dostali ve vété 4 nize v platné podobeé, za-
vedeme specialni druh limitnich bodu.

Definice 3 (OLB) Bod a € M je oboustranny limitni bod,
krdtce OLB, mnoziny M C R, pokud

V5: P(a, §) N M %0+ Pt(a, 6)N M .

Bod a tak ma nalevo 1 napravo od sebe libovolné blizko dalsi body
z mnoziny M. Kazdy OLB mnoziny M je jejim limitnim bodem,
ale naopak to obecné neplati.

Véta 4 (priznak extrému) Predpokladejme, Ze b € M
jge OLB mnoziny M C R a Ze f: M — R je funkce, pro niz
derivace f'(b) € R* existuje a neni nula. Potom

Vode, de UM, )N M: f(c) < f(b) < f(d)

— funkce f nemd v bodé b lokdlni extrém, to jest nemd

v bodé b ani lokdalni minimum ant lokdalni maximum.




Dukaz. Necht b, M a f jsou, jak je uvedeno, a necht je ddno ¢islo
0. Predpokldadame, ze f'(b) < 0, piipad s f'(b) > 0 je podobny.
Vezmeme tak malé €, ze U(f'(b),e) < {0} (tj. y € U(f'(b),e) =
y < 0). Nyni podle definice 1 existuje takové 6, ze

toto je < 0
N\

f(x) = f(b) /
U(f'(b :

Tedy kdyz x € P~(b,0) N M, pak f(x) > f(b), protoze x —b < 0

a hotejsi zlomek je zaporny. Podobné kdyz z € P*(b,0) N M, pak

f(x) < f(b). Mizeme predpokladat, ze 8 < 4, a vzit jakékoli

x € P(b, 0) N M =

ce PT(b,0)NnM a de P (b,0)N M.

Oba prvky c a d existuji diky tomu, ze b je OLB mnoziny M (tady
prave vyse zminéna skripta chybuji, kdyz b neni OLB mnoziny M).
Dostavame, ze ¢,d € U(b,0) " M, f(c) < f(b) a f(d) > f(b). O

Jinak feceno, funkce muze mit lokalni extrém jen v téch bodech,
které (i) nejsou OLB jejtho definiéntho oboru nebo (ii) v nich jeji
derivace neexistuje nebo (iii) v nich je jeji derivace nulova.

e Derivace a spojitost. Existence vlastni derivace funkce v daném
bodeé je silnéjsi vlastnost, nez jeji spojitost v tomto bodé.

Tvrzeni 5 (derivace a spojitost) Necht b € M C R je
limitn? bod mnozZiny M o f: M — R je funkce. Md-lv f
vlastni derivaci f'(b) € R, je f v bodé b spojitd. Totéz plati
pro obé jednostranné derivace a odpovidajici jednostranné
spojitosti.




Dukaz. Podle véty o aritmetice limit funkei se limita

f(l")—f(b))

lim f(z) = lim (f(b) + (x —D) -

x—b x—b x—b
| | - flx) = f(b)
= SO+ I (= 0)- I T
= f(b)+0- f'(b)
= f(b)

a podle tvrzeni 5 v paté prednasce je f v b spojita. Stejny vypocet
funguje pro obé jednostranné derivace, limity a spojitosti. O

Verzi s jednostrannymi derivacemi pouzijeme pristé pro konvexni
a konkavni funkce.
Patrné

— 0 I -1
sen’(0) = lim sen(z) — sen(0) = 400 .

x—0 x—0 - 0_+7 O__ B
Existence nevlastni derivace tak obecné neimplikuje spojitost funkce
v daném bodé, protoze sgn(x) je v nule nespojita, dokonce tam neni
spojita ani zleva ani zprava.
Ve druhém prikladu spocitame v nule jednostranné derivace funkce
absolutni hodnoty. Jsou ruzné,

(Jal) (0) = lim —2=0 = —1 & (Ja])}(0) = Tim S0 =1,

r—0- x — 0 zr—0+x — 0

takze (|x])(0) neexistuje. Ovsem |z| je v nule spojita, tudiz spoji-
tost funkce v daném bodé nezarucuje existenci derivace.
Ve tretim prikladu spoc¢teme derivace funkce odmocniny

V[0, +00) — [0, +00) .



Necht a > 0. Pak
/ L imf_ﬁ:im r—a
V= e T e VA

1 1
= lim

NN AN

Posledni rovnost plati diky aritmetice limit funkci. V nule je

(Vz)(0) = g VIO L

z—0 x — 0 z—0 T O+

Ovsem /z je v 0 spojitd. Nevlastni derivace tedy neni na prekazku
spojitosti. Mohli jsme napsat i (y/2).(0) a nenf to Spatné, ale je
to zavadéjici, protoze z hlediska definice 1 je levy konec 0 intervalu
0, 4+00) prosté jeho limitni bod jako kazdy jiny. Psat (v/x) (0)
musi ti, kdo definuji oby¢ejnou (oboustrannou) derivaci pouze ve
vnitinich bodech, protoze v krajnich ji pak nemaji k dispozici. Hod-
nota (1/x)"_(0) neni definovana, protoze 0 nenf levy limitni bod de-
finicniho oboru [0, +00).

V poslednim ctvrtém prikladu spocitame derivace konstantnich
funkci a derivace mocnin s prirozenym exponentem.

Tvrzeni 6 (¢ a (")) Plati ndsledujici vzorce.

1. Je-li pro ¢ € R pomoci f.: R — {c} oznacena kon-
stantni funkce s hodnotou c, pak pro kazdé a € R se

fela) =0
2. Pro kazdé n € N a kazdé a € R je

(™) (a) = na"' .




Dukaz. 1. Necht a,c € R. Pak je

= lim
r—a T — Qa r—a L — r—a

F(a) = lim 29 = Jel@) C T im0 =0.

2. Necht n € Naa € R. Pak je

" — a”

n\/ — 1
(@) = lim =2

r—a)(z" P+ 2" a+ 4 a !
(z — a)(

= lim
T—a r—a
= lim(z" '+ 2" a4 +a" )
T—a
— gn—l _|_an—1 4o _}_an—i: nan—l .
TV
n s¢itancu

Predposledni rovnost plati diky vété o aritmetice limit funkci. O

V tvrzeni 18 uvedeme priklad nespojité derivace.

e Geometrie derivaci: tecny. V této pasazi uvedeme dvé (vlastné
dokonce tii) definice tecny ke grafu funkce, v ruznych moznych
pristupech k tomuto pojmu. Graf funkce f: M — R je mnozina
bodu v roviné

G o= {(z, fz)) |z € M} CR?.

Prvni definice tecen je tato.



Definice 7 (standardni) Necht a« € M C R, a je li-
mitni bod mnozZiny M, a f: M — R je funkce, kterd
je v a diferencovatelnd. Tecnou ke grafu funkce f v bode
(a, f(a)) € Gy rozumime primku ¢ danou rovnici

t:y=fla) (z—a)+ fla),

tedy jedinou primku se sklonem (smérnici) f'(a), kterd
prochdzi bodem (a, f(a)).

Timto vzorcem bychom mohli skoncit a casto jim také vypraveni
o tecnach koncivaji. My se ale vydame dale a ukazeme, jak tecny
definovat i bez zminky o derivaci. Casto se totiz uvadi, Zze tecna

v daném bodé B je néjak limitou secen, primek prochéazejicich B
a dalsim bodem B’ grafu, kdyz se B’ limitné blizi k B. Ovsem
podrobnosti tohoto limitniho prechodu nebyvaji uvedeny. My ho
zde popiseme.
Pro dva rizné body (a,b), (a’,b') € R? v roviné definujeme jimi

jdouci primku jako mnozinu

k(a, b, d, b)) :={(a,b)+t-(a' —a, ¥ —b) |t € R} CR*. (k)
Kdyz A C R? je pifmka a (a,b), (a/,b') € R? jsou dva riizné body;
pak se lehce vidi, ze

A==k(a, b, d, V) < (a,b) e AN (d,b) e N.

Pro kazdou pifmku je v kazdé jeji reprezentaci (k) bud vzdy a = o/,
anebo vzdy a # a’. V prvnim piipadé mluvime o svislé piimce a ve
druhém pifpadé o nesvislé pifmce. Necht M C Ra f: M — R.
Secnou grafu Gy funkee f je kazda primka

k(z, f(x), o, f(a), z, 2" € M, x #a' .

8



Kazda secna je nesvisla. Je-li dan vyznacny bod (a, f(a)) € Gy,
hlavni secny prochazeji jim a néjakym dalsim wvedlejsim bodem
grafu Gy. Ostatni secny grafu Gy jsou nehlavn.

Kazdé dvojici (s, b) € R? miizeme ale také prifadit mnozinu (jak
uvidime, primku)

U(s, b) == {(z, sz +b) | z € R} C R? (0)

se sklonem s. Neni tézké dokazat, ze (i) kazda mnozina £(s, b) je
nesvisla pifmka, ze (ii) kazda nesvisla primka je tvaru (¢) a ze (iii)
pro kazdou nesvislou ptimku & existuje prave jedna dvojice (s, b) €

R?, 7e k = £(s,b). Zobrazen{
(s, b) — L(s, b), viz (¢)

je tedy bijekce z R? do mnoziny viech nesvislych pifmek. Sklon
nesvislé primky je proto urcen jednoznacné. Sklon s nesvislé primky
k(a, b, a’, b') se snadno spocte jako

b —=b

a —a

S

Definujeme limitu posloupnosti nesvislych primek.

Definice 8 (limity piimek) Kdyz ¢ je nesvisla primka,
(¢,) je posloupnost nesvislyjch primek a jejich reprezentace

(0) £ =10(s,b) al, =L(s,,b,) spliuji vztahy
lim s, =sAlimb, =0,

potom piseme lim £, = ¢ a rekneme, Ze primky £, maji

limatu 2.




Limity primek jsou jednoznacné, protoze jednoznacné jsou repre-
zentace (£) 1 limity realnych posloupnosti. Uvedeme druhou definici
tecen.

Definice 9 (limitni) Necht a € M C R, a je limitni bod
mnoziny M, f: M — R je funkce a necht { je nesvisld
primka. Pokud pro kaZdou posloupnost (z,) C M \ {a}
s limx,, = a mdme ve smyslu definice 8, Ze

lim k(a, f(a), x,, f(z,)) =1,

pak primku £ prohlasime tecnou ke grafu funkce f v bodé

(0. f(a) € Gy,

Tecna v (a, f(a)) je tak v této definici limita kazdé posloupnosti
hlavnich secen grafu, jejichz vedlejsi body jdou v limité k (a, f(a)).
Je to (rigorézni!) definice teény bez pouziti f'(a). Nize ve véte 11
uvedeme jesté treti definici tecny, ktera dokonce ani nezminuje bod
(a, f(a)).

Ukazeme, ze tecna £ v bodé (a, f(a)) timto bodem prochazi.
Oznacime si

kn = K(a, f(a), x,, f(z,)) = C(sp, fla) — spa) .

Pak lim s, = s, kde s je sklon tecny ¢, a lim x,, = (s, f(a) — sa).
Tato limita primek je jednoznacnd, takze ¢ = ¢(s, f(a)—sa) a podle

(€) je (a, fa)) € L

Nasledujici véta dokazuje ekvivalenci obou definic tecen.

10



Véta 10 (ekvivalence definic) Necht a € M C R, a je
limitni bod mnoziny M, f: M — R je funkce a ¢ je nesvisld
primka. Dvé ndsledujict tvrzent jsou ekvivalentni.

1. Primka ¢ je tecnou ke Gy v bodé (a, f(a)) podle defi-
nice 9.

2. Funkce f md derivaci f'(a) € R a

t=1{(f(a), fla) —a- f(a)),
takze { je tecnou ke Gy v (a, f(a)) podle definice 7.

Dikaz. Necht a, M, f a ¢ jsou, jak uvedeno.

Implikace 1 = 2. Predpokladame, ze ¢ je tetna ke Gy v bodé
(a, f(a)) podle definice 9. Necht (z,) € M \ {a} je libovolnd po-
sloupnost s lim z,, = a, necht «, = k(a, f(a),z,, f(z,)) a necht
s, je sklon seény k,,. Podle predpokladu je lim &, = £, takze podle
vzorecku pro sklon je

f(xn) - f(a’>

xn_a/

=lims, =s,

lim

kde s je sklon primky ¢. Podle Heineho definice limity funkce a de-
finice 1 mame, ze f'(a) = s. Vyse jsme dokazali, Ze tecna ¢ jde

bodem (a, f(a)), tudiz
t=1L(s, fla) —a-s)={(f"a), fla) —a- f(a)).

Implikace 1 <= 2. Predpokladame, ze existuje f'(a) € R a ze ¢
je ddna uvedenym vzorcem. Necht (x,) € M \ {a} je libovolna
posloupnost s lim x,, = a. Podle predpokladu a Heineho definice

11



limity funkce je

Protoze zlomek s,, je sklon hlavni secny k,, := k(a, f(a), x,, f(z,)) =
U(spn, fla) — spa), tyto seény maji limitu

lim k, = £(f'(a), f(a)— f'(a)-a)=".
Podle definice 9 je tedy ¢ tecnou ke G v bodé (a, f(a)). O

Ve /

veta, pro jejiz dukaz bohuzel nemame cas (¢asem viz clanek “New
look ...” na https://arxiv.org/).

Véta 11 (limity nehlavnich seéen) Necht a € M C R,
a je OLB mnoziny M, f: M \ {a} — R je funkce a ¢ je
nesvisla primka. Dvé ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentiny.

1. Funkci f lze rozsirit hodnotou f(a) = fola) na funkci
fo: M — R tak, Ze { je tecna ke Gy, v bodé (a, fo(a)).

2. Pro libovolné dvé posloupnosti (x,),(z)) € M \ {a}
splniugict, Ze lim z, = lim 2/, = a a x, < a < z, pro
kazdé n, plati podle definice 8 limita primek

lm (2, f(2n), 25, f(2)) = €.

Tecna je tak podle druhé ¢asti limita vsech posloupnosti nehlavnich
secen grafu, jejichz dvojice urcujicich bodu jdou v limité k (a, fo(a))
a ¢leny dvojic jsou bodem (a, fy(a)) oddélené. Je tak podana defi-
nice tecny v neexistujicim bodé (a, f(a)) grafu G/!

12



o Aritmetika derivaci. Probereme vztahy derivaci a aritmetickych
operaci.

Tvrzeni 12 (linearita derivaci) Necht a € M C R, a je

limitnd bod mnoziny M, ddle f,g: M — R a o € R\ {0}.
Potom rovnost

(evf (z))'(a) = auf'(a)
plati, kdykoli je jedna strana definovand, a rovnost
(f(2) + 9(x))'(a) = f'(a) + ¢'(a)

plati, kdykoli je pravd strana definovanda. Stejné vzorce plati
1 pro jednostranné derivace.

Dtukaz. Podle aritmetiky limit funkei je

(af(x))'(a) = lim af(@) = afla) = «a lim f(z) = fla)

=af'(a).
T—a Tr—a T—a r—a

Necht h(z) := f(z) + g(x). Pak podle aritmetiky limit funkef t6z
)~ hla) | f@)~ fla) | gle) ~ gl

h'(a) = lim = lim
T—a T —a r—a T —aq r—a T —q
= flla)+4(a),

je-li posledni vyraz definovany v aritmetice R*. Pro jednostranné
derivace jsou oba vypocty stejné. O

Napiiklad (definiéni obor je [0, 400))
(sgn(x) + vx)'(0) = sgn(0) + (v/2)'(0) = 400 + (+00) = +00 .
Jako tlohu zkuste vypocitat (sgn(x) — +/x)(0).

13



Véta 13 (Leibnizuv vzorec) Necht a € M C R, a je
limitnd bod mnoZiny M a necht f,qg: M — R jsou funkce.
Kdyz je f nebo g spojitda v a, pak

(f9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a)

je-li pravd strana definovand. TotézZ plati pro jednostranné

derivace a jednostranné spojitosti.

Dukaz. Necht je funkce g spojitd v a, druhy piipad s f je sy-
metricky. Podle predpokladu a podle véty o aritmetice limit funkei
je

(fa)'(a) = lim L29E) = Fla)gla)

T—a Tr — a

o (@) = f@)ge) + fla)(g(x) — gla)

T—a r—a

T2 Rt LCONS T S TN g1 R 1C)

T—a Tr— a T—a T—a Tr— a

g je spojitd v a fl(a)g(a) + fla)d'(a) .

Pro jednostranné derivace je vypocet velmi podobny. O

Vzorec je nazvan po némeckém filosofovi, matematikovi a polyhis-

torovi Gottfriedu W. Leibnizovi (1646-1716), ktery vedle I. New-

tona spoluobjevil diferencialni a integralni pocet. Nasledujici piiklad

ukazuje, ze jsou-li f a g nespojité v a, Leibnizuv vzorec nemusi

platit. Pochopitelné to muze nastat, jen kdyz f'(a) a ¢'(a) jsou

nevlastn{, nebot vlastn{ derivace implikuje spojitost (tvrzeni 5).
Necht a := 0 a funkce f,g: R — R jsou dény jako

f(z)=—g(z) :=sgnz pro z#0, f(0):=—1 a g(0) :=1.

14
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Potom pravé strana Leibnizova vzorce je (+00) + (+00) = +00,
ale leva neni definovana.

Tvrzeni 14 (derivace podilu) Necht a € M C R, a je
limitni bod mnoziny M a f,g: M — R jsou funkce. Kdyz
g(a) #0 a g je spojitd v a, pak

7Y,y _ Fla)-gla) - fla) - (@
<g> (@) = 7@ ’

je-li prava strana definovand. Totéz plati pro jednostranné

derivace a jednostranné spojitosti.

Dtukaz. Predpoklady a véta o aritmetice limit funkei davaji, ze

(f/g)’(a,) — lim (f(z)/g(x)) — (f(a)/g(a)) _

T—a Tr— a

i f@gla) = flagla) + fla)g(a) = fla)g(x) _

v g(z)gla)(x — a)

o f@ = fla) gle) . fla) | g(r) —gla)
(a

T—a Tr— Qa T—a g(aj’)g )
g jespojiti v a f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
gla)?
Pro jednostranné derivace je vypocet velmi podobny. O

Opét lze na prikladu ukazat, ze vzorec pro derivaci podilu obecné
neplati pro g nespojitou v a.

e Derivace sloZené funkce a derivace inverzni funkce. Uvedeme
vzorce pro tyto derivace. Pro struénost neuvadime verze pro jedno-
stranné derivace a z casovych duvodu také zde pomijime dukazy:.
Druhou zminénou vétu ale zato predkladame v obecnéjsi a lepsi
podobé, nez se nalezne kdekoli jinde.

15



Véta 15 (derivace slozené funkce) Necht a € M C R,

a je limitni bod mnoziny M, g: M — N je funkce spo-
Jitd v a, s derivact ¢g'(a) € R* a takovd, Ze g(a) € N je
limitnd bod mnoZiny N C R, a necht f: N — R je funkce
s derivaci f'(g(a)) € R*. Pak sloZend funkce

flg): M - R
ma deriwact
(f(9))(a) = f'(g(a)) - ¢'(a)

je-li tento soucin definovany, tj. nent to ani 0 - (+o00) ani
(£o0) - 0.

Dukaz.

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/slozfce.pdf, az to ale
sepisu. O

20Obvyklé formulace véty o derivaci inverzni funkee jsou vzhle-
dem k pouzivanym derivacim — jen pro funkce definované na celych
okolich bodu— prilis restriktivni. Jedna takova formulace je tato.

Necht I je nedegenerovany interval a necht a je vnitinim
bodem I. Necht f je spojitd a ryze monoténni funkce na
I. Oznaéme b = f(a). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) M&-li f v bodé a nenulovou derivaci, pak

—1\/ - 1
(f ) (b> T f’(a)

2Tato poznamka sméfuje k vyuéujicim matematické analyzy.
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(b) Je-li f'(a) =0 a f je rostouci na I, pak

(f7)(b) = 0.
(c) Je-li f'(a) =0 a f je klesajici na I, pak
(F)(B) = —ox.

Vidime, Ze aby b byl vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce !
(a (f~1)(b) tak viibec méla sanci byt definovana), byly na funkci
f nalozeny dalsi podminky a bylo znac¢né zregulovano jeji chovani
mimo bod a. ,Spravna" véta o derivaci inverzni funkce, kterou ted
predstavime, nesmi predpokladat o chovani f mimo a (pochopi-
telné musf piedpokladat prostotu f) a f~! mimo b nic nad rdmec
ristu ¢ klesani f v a, existence derivace f v a a spojitosti f~!
v b. Takova véta ovsem musi pouzivat obecnéjsi pojem derivace,
definované v libovolném limitnim bodu definiéniho oboru.

Definujeme, ze f: M — R roste, resp. klesd, v bodé a € M C
R, pokud pro néjaké o plati, ze

v € P (a,0)NM, 2" € P(a, ) N M = f(x) < fla) < f(2),

resp. plati opacné nerovnosti. Tady je tedy nase verze véty o deri-
vaci inverzni funkce. Je tfeba pripomenout, zZe je pro derivace podle
definice 1.
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Véta 16 (derivace inverzni funkce) Necht a € M C
R, a je limitni bod mnoziny M, f: M — R je prosta funkce
s derivact f'(a) € R* a inverznd funkce f~': fIM] — M je
spojitd v b = f(a). Potom plati ndsledujict.

1. Kdyz f'(a) € R\ {0}, pak f~1 md derivaci

INIVPAN S 1
0= T Fre)

2. Kdyz f'(a) =0 a f roste, resp. klesd, v bodé a, pak f=
md derivaci

(f 1 (b) = 400, resp. (f71)(b) = —c0 .

3. Kdyz f'(a) = 00 a b je limitni bod mnoziny f[M|, pak
=1 md derivaci

(f7)(b)=0.

Duikaz.

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/inverfce.pdf, az to ale
sepisu.

o Tabulka derivaci elementdrnich funkci. Uvedeme vzorce pro
tyto derivace. Par jsme jich uz dokazali.
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Véta 17 (tabulka derivaci) Plati ndsledujici derivace.

1. Na R se exp(z)’ = exp(x), (sinx)" = cosz, (cosz) =
—sinx, (arctanz) = 1/(1 + x?), (arccotz) = —1/(1 +
%), (") =na" ' pron €N a ¢ =0 pro kazdé c € R.

2. Na R\ {0} se (2°)" = ba"! pro zdporné b € Z.

3. Na (0,+00) se (z°) = bx* ! prob € R\ Z a (logz) =
1/x.

4. Na R\ {kr+7/2| k € Z} se (tanz) = 1/(cos x)>.
5 NaR\ {kr |k €Z} se (cotx) = —1/(sinz)>.

6. Na (—1,1) se (arcsinz)’ = 1/v/1 —2? a (arccosz) =
—1/v/1 — x2.

Dukaz.
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/tabuderi.pdf, az to ale
sepisu. O

Obcas se lze setkat s omylem, ze derivace funkce musi byt spojita.
Je asi zpusobeny zaménou s platnym tvrzenim o spojitosti funkce
v bodu, kde ma vlastni derivaci. Zavérem proto uvedeme priklad
funkce s nespojitou derivaci.
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Tvrzeni 18 (nespojita derivace) Funkce f: R — R,
kde f(z) = x*sin(1/z) pro x # 0 a f(0) := 0, md vsude
definovanou derivaci

F(z) = { gazsin(l/az) — cos(1/x) iig 7@

jez je mespojitd v 0.

Dikaz. Pro x # 0 plyne vzorec pro f'(x) z Leibnizova vzorce,
vzorce pro derivaci sinu, vzorce pro derivaci slozené funkce a vzorce
pro derivaci funkee 2. V nule mame podle definice 1

f'(0) = lim flz) = 1O) _ lim zsin(1/z) = 0.

x—0 rT — 0 z—0

V 0 je f" ziejmé nespojita, protoze pro x — 012z sin(1/x) — 0, ale
hodnoty funkee cos(1/z) osciluji s frekvenci jdouci do oo v celém
intervalu [—1, 1].

DEKUJI ZA POZORNOST!
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