PREDNASKA 6, 21. 3. 2022
VLASTNOSTI SPOJITYCH FUNKCI

e Heineho definice spojitosti funkce v bode. 7 minulé prednasky
vime, ze spojitost funkce f: M — R v bodé a € M C R znamena,
zZe

Vedd: flU(a, ) N M| C U(f(a),e).
V této prednasce nékolikrat (konkrétné 9x) pouzijeme nasledujici
vysledek.

Tvrzeni 1 (Heineho definice) Funkce f: M — R je
spojitda v bodé a € M C R, prdvé kdyz

V(a,) C M: lim a, =a = lim f(a,) = f(a) .

Dukaz. Tuto ekvivalenci jsme uz dokézali pro limitni body jako
1 <= 3 v tvrzeni 5 minulé prednasky. Je-li @ € M izolovany
bod mnoziny M, je f v a spojita podle tvrzeni 7 minulé prednasky:.
Pak vsak lim a,, = a znamena, ze a, = a pro kazdé n > ngy. Tedy
i f(a,) = f(a) pro kazdé n > ng a lim f(a,) = f(a). O

Definice 2 (spojitost na mnoziné) Necht je M C R
a f: M — R. Funkce f je spojitda (na M), je-li spojitd
v kaZdém bodu mnoziny M.

e Husté mnoziny. Zavedeme vztah hustoty jedné mnoziny ve druhé.



Definice 3 (husté mnoziny) Necht je N ¢ M C R.
Rekneme, Ze mnozina N je hustd v mnoziné M, kdyz

Vae MYd: Ula,))NN #0 .

Necht N € M C R. Je jasné, Zze mnozina N je hustd v M, prave
kdyz pro kazdy bod a € M existuje takova posloupnost (b,) C N,
ze lim b, = a. Napriklad mnozina zlomku Q je husta v R.

Tvrzeni 4 (hustota a spojitost) Necht N ¢ M C R,
mnozina N je husta v M a f, g: M — R jsou takové dvé
spojité funkce, Ze Vx € N: f(x) = g(x). Potom

f=9,
takzZe se funkce f a g uplné shoduyi.

Dukaz. Necht y € M je libovolny bod a (a,,) C N je posloupnost
s lim a, = y. Pak

f(y) =f (hm an) = lim f(an) = lim g<an) =9 (hm an) - g(y) :

Zde druha a ¢tvrta rovnost plynou z tvrzeni 1. Tteti rovnost plyne
z predpokladu rovnosti f a g na N. Proto f = ¢ tplné. O

Ptripomeneme si, ze kdyz A C B a C' jsou mnoziny a f: B — C
je funkce, jeji zuZend (¢i restrikce) na A je funkce f|A: A — C
dand jako Vo € A: (f | A)(x) = f(x).

Véta 5 (H. Blumberg, 1922) Pro kaZdou funkci
f: R — R existuje takovda mnozina M C R husta v R, Ze
restrikce f | M je spojitd funkce.




Henry Blumberg (1886—-1950) byl americky matematik, ktery se
narodil v Litve.

e Pocet spojitych funkci. Pro M C R zavedeme znaceni
CM)={f: M — R | fjespojita} ,

coz tedy je mnozina vsech spojitych realnych funkei definovanych na
mnoziné M. Nasledujici véta je zakladni vysledek v teorii mnozin.

Véta 6 (Cantor—Bernsteinova)  KdyZ existuji prostad
zobrazeni f: X — Y a qg: Y — X, pak existuje bijekce

h: X =Y.

Tu lze navic zvolit tak, Ze pro kazdé v € X se h(x) = f(x)
nebo se h(z) = g *(z).

Kolik je spojitych funkei f: R — R? Tolik jako redlnych cisel.

Véta 7 (pocet spoj. funkci) 3 bijekce h: R — C(R).

Dikaz. Podle predeslé vety staci nalézt injekce f: R — C(R)
a g: C(R) — R. Prvni z nich je jasna,

fla) = (b a),

tj. f(a) je konstantni funkce s hodnotou a.

Popiseme druhou injekci g: C(R) — R. S prvky v R budeme
zachéazet jako s nekonecnymi desetinnymi rozvoji, napiiklad —m =
—3.141592 . .. nebo 2022.00000. .. . Podle tvrzeni 4 je kazda funkce
j € C(R) jednoznacné uréena uz svymi spocetné mnoha hodnotami
j(z), » € Q. Necht : N — Q a s: N — N x N jsou bijekce,

3



naptiklad (k,l,n € N)
s(n) =521 (21 = 1)) = (51(n), sz(n)) = (k, 1) .

Desitkové cifry 0, 1, ..., 9, desetinnou tecku . a znaménko minus
— koédujeme dvéma desitkovymi ciframi:

c(0) =00, ¢(1):=01, ..., ¢(9) =09, ¢(.) =10 a ¢(—):=11.
Zobrazeni g: C(R) — R ma na funkci j € C'(R) hodnotu

9(j) =0.a1a2a3 ... asp_1 a2, ... = .
Cifry a, € {0,1,...,9} definujeme nasledovné. Pro kazdé k,l € N
uvazime desetinny rozvoj

gjr(k)) =:b(1, k)b(2, k) ... b(l, k) ...
hodnoty j(r(k)) funkce j na zlomku r(k) € Q, s pouzitymi symboly
b(l,k) € {0,1,...,9, .,—}. Pak definujeme

aon—1 a2, = c(b(l, k) :== c(b(s1(n), so(n))) .

Po chvili premysleni vidime, ze takto definované zobrazeni g je
prosté: v jediném desetinném rozvoji « jsou totiz ulozeny vsechny
hodnoty funkce j na vSech racionalnich ¢islech. O

e Spojita funkce nabyvd vsechny mezihodnoty. Obraz funkce sig-
num je mnozina {—1,0, 1}, ale nic mezi témito tfemi body. Obraz
intervalu spojitou funkei takto vypadat nemuze.

Véta 8 (nabyvani mezihodnot) Necht a,b,c € R, a <
b, f: la, b] = R je spojitd funkce a f(a) < ¢ < f(b) nebo
f(a) >c> f(b). Pak

dd € (a,b): f(d) =c.




Dikaz. Predpokladejme, ze f(a) < ¢ < f(b), pripad f(a) > ¢ >
f(b) je podobny. Necht

A={x€la,b]]| flzr)<c} a d:=sup(A) € [a, b] .

Cislo d je korektné definované, protoze mnozina A je neprazdnd
(a € A) ashora omezena (napt. b je jeji horni mez). Ukdzeme, ze jak
f(d) < ¢, tak f(d) > cvede ke sporu, takze f(d) = c. Ze spojitosti
funkce f vaavbplyne, ze d € (a,b). Necht f(d) < c. Ze spojitosti
funkce f v d plyne, ze existuje 8, ze x € U(d, 0)N[a, b] = f(z) < c.
Pak ale A obsahuje ¢isla vétsi nez d, ve sporu s tim, ze d je horni
mez mnoziny A. Necht f(d) > c. Ze spojitosti funkee f v d plyne,
ze existuje 9, ze x € U(d,0) N la,b] = f(x) > c. Pak ale kazdé
r € la,d) dostatecné blizké d lezi mimo A, coz je ve sporu s tim,
ze d je nejmensi horni mez mnoziny A. O

Dusledek 9 (spojity obraz intervalu) Necht I C R je
interval (tj. konvexni mnozina) a f: I — R je spojitd
funkce. Pak

fUl={f(x) |z eI} CR

je téz interval.

Dikaz. Predesla véta ukazuje, ze mnozina f[I] je konvexni. O

Nasledujici dusledek véty o nabyvani mezihodnot si muzete zku-
sit vytesit jako ulohu.



Disledek 10 (horolezeni) Horolezec zacne o pulnoci
stoupat na horu, po 24 hodindch dosahne opét o pulnoci
jejitho wvrcholu a okamzitée zase 24 hodin sestupuje do
zdkladniho tdbora. Dokazte, Ze existuje cas ty € [0,24], kdy
se v téchto dvou dnech horolezec nachdzi pokazZdé ve stejné
nadmorské vysce.

Nasledujici dusledek ale dokézeme. Pripomenme si, ze funkce
f: M — R je rostouct, resp. klesajici, (na M C R), pokud pro
kazdé x,y € M jex <y = f(x) < f(y), resp. f(z) > f(y).

Dusledek 11 (spojitost a prostota na intervalu)
Necht I C R je interval a f: I — R je spojitd prostd
funkce. Potom f je bud rostouci anebo klesajict.

Dikaz. Kdyby f nebyla ani rostouci ani klesajici, existovala by
v I takova tii ¢isla a < b < ¢, ze f(a) < f(b) > f(c) nebo f(a) >
f(b) < f(c). V prvnim pripadu se kazdé d splnujici f(a), f(c) <
d < f(b) nabyva podle véty 8 jako hodnoty d = f(x) = f(y) pro
néjaké x € (a,b) ay € (b, c), coz je ve sporu s prostotou funkce f.
Ve druhém pripadu mame velmi podobny spor. O

e Spojité funkce na kompaktnich mnoZindch. Kompaktni mnoziny
hraji v analyze, ale i jinde (tfeba v optimalizaci), dulezitou roli.

Definice 12 (kompaktni mnoziny) MnoZina M C R je
kompaktni, kdyz kazdd posloupnost (a,) C M md konver-
gentni podposloupnost (a,,) slim a,,, € M.

Podle Bolzano—Weierstrassovy véty a véty o limité a usporadani
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vime, ze kazdy interval |a,b] je kompaktni. VSechny kompaktni
mnoziny popiseme piesné pozdéji. Ted o nich a o spojitych funkeich
dokazeme dulezitou vétu.

Véta 13 (princip minima a maxima) Necht M C R
je neprdazdnd kompaktni mnozZina a f: M — R je spojitd
funkce. Pak existuji takové body a,b € M, Ze

VeeM: fla) < f(x) < f(b) .

Rekneme, Ze f nabyvd v a € M na M minimum (svou
nejmensi hodnotu) f(a) a Ze f nabyvda v b € M na M
mazimum (svou nejvétsi hodnotu) f(b).

Dukaz. Dokazeme existenci maxima funkce f, dukaz existence
minima je velmi podobny. Patrné f[M] # () a ukdzeme, Ze tato
mnozina je shora omezena. Kdyby nebyla, existovala by posloup-
nost (a,) C M, ze lim f(a,) = +o00. Podle kompaktnosti M ma
(a,,) konvergentni podposloupnost (a,,, ) s a := lim a,, € M. Pak
i lim f(a;,,) = 4+o0o. To je ale spor s tim, ze podle tvrzeni 1 je
lim f(an,,) = f(a). Lze tedy definovat

s :=sup(f[M]) € R

a podle definice suprema existuje (a,) C M s lim f(a,) = s. Diky
kompaktnosti M ma (a,,) konvergentni podposloupnost (a,,, ) sb =
lim a,,, € M. Podle tvrzeni 1 je lim f(a,,,) = f(b) = s. Protoze
s = f(b) je horni mez mnoziny f[M], je f(b) > f(x) pro kazdé
x € M. O

Pro nekompaktni M véta nemusi platit. Treba funkce f: [0,1) —
R, f(z) = ﬁ, je spojita, ale neni shora omezena a nema tak na
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0, 1) maximum. Funkce f: [0,1) — R, f(x) = z, je spojita a shora
omezend, ale stale na [0, 1) nema maximum. Pripomeneme definici
globalnich a lokalnich extrému.

Definice 14 (globalni a lokalni) Necht je a € M C R
a necht f: M — R. Funkce f md va na M globdlni maxi-
mum, resp. globadlni minimum, kdyz

Vo e M: f(z) < fla), resp. f(z) > fla).

Funkce f ma v a na M lokdlni mazimum, resp. lokdlni
minimum, kdyz

A6Vr eUl(a, d)NM: f(x) < fla), resp. f(x)> f(a).

Plati-li tyto nerovnosti jako ostré (<, resp. >) pro kazdé
x =% a, mluvime o ostrém globalnim mazximu, atd.

o Kompaktni mnoziny v R. Vime, kdy je mnozina M C R ome-
zena: deVa € M : |a| < c. Je uzaviend, kdyz

V(a,) C M: lima,=a=a€ M.
Je otevrend, kdyz

Vae M 3§: Ula, §) C M .

Tvrzeni 15 (uzaviené mnoziny) Mnozina M C R je
uzavrend, pravé kdyz je mnozina R\ M otevrend.

Dikaz. R\ M neni oteviena, pravé kdyz existuje bod a € R\ M,
ze pro kazdé 0 je U(a,d0) N M # (). Ekvivalentné (volbou bodu



a, € Ula,1/n) N M) existuje bod a € R\ M a posloupnost
(a,) C M, ze lim a,, = a. Ekvivalentné, M nen{ uzaviena. O

Diky nasledujicimu strukturnimu popisu si lze oteviené mnoziny
celkem dobre predstavit. Otevienymi intervaly v ném rozumime
intervaly tvaru (—oo, a), (a,+00) a (a,b) s a < b.

Tvrzeni 16 (struktura ot. mnozin) Mnozina M C R
je otevrend, praveé kdyz existuje takovy systém otevrenych
intervaltd {1; | j € X}, Ze indexovd mnozina X je nejuiyjse
spocetna, intervaly I; jsou vzajemné disjunkini a

UQ:M.

jeX

Uzaviené mnoziny jsou doplinky otevienych, jsou to tedy sjednoceni
,mezer mezi horejsimi intervaly ;. Pokud | X| = n € Ny, je téchto
mezer nejvyse n + 1. Obtizné predstavitelnym faktem ale je, Ze pro
spocetnou X mnozina mezer muze byt nespocetna. To je duvodem
horsi predstavitelnosti uzavienych mnozin.

Véta 17 (kompaktni mnoziny v R) MnozZina M C R
je kompaktnt, prave kdyz M je omezend a uzavrend.

Dtuikaz. Necht M C R je omezend a uzaviend a (a,) C M je libo-
volnad posloupnost. Protoze (a,) je omezend, ma podle Bolzano—
Weierstrassovy vety konvergentni podposloupnost (a,,,) s a =
lim a,,, € R. Protoze M je uzavtena, a € M. Tedy M je kom-
paktni.

Necht M C R neni omezend. Sestrojime takovou posloupnost
(a,) C M, 7e |ay, — a,| > 1 pro kazdé dva indexy m # n.
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Tuto vlastnost dédi i kazda podposloupnost, ktera tedy nemuze byt
konvergentni a M neni kompaktni. Prvni ¢len posloupnosti a; €
M volime libovolné. Necht uz jsou definovany cleny aq, as, . . ., ay
spliujici, ze |a; — a;| > 1 pro kazdé dva indexy 7,5 s 1 < 7 <
7 < n. Protoze M neni omezena, existuje bod a,1 € M, ze
lani1| > 1+ max(|ai],...,|a,|). Pak patrné |a,+1 — a;] > 1 pro
kazdé 1 = 1,2, ..., n. Takto definujeme celou (a,).

Necht M C R nenf uzaviend. Pak existuje konvergentni posloup-
nost (a,) C M, ze a .= lim a,,, € R\ M. Stejnou limitu a ma
i kazda jeji podposloupnost, ktera tedy nema limitu v M. Tedy M
neni kompaktni. O

e Spojitost a ruzné operace. Uvedeme nékolik operaci, které ze
spojitych funkei vytvareji opét spojité funkce. S nasledujicimi funk-
cemi jsme uz pracovali v aritmetice limit funkeci, ale radéji zde
jasné definujeme pro dvé funkce f,g: M — R jejich souctovou,
soucinovou a podilovou funkci po tadé jako (x € M),

(f +9)(=) = f(x)+g(x),
(f9)(x) = f(z)-g(z)a
(f/9)(x) = f(z)/g(z).
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Tvrzeni 18 (aritmetika spojitosti) Necht je M C R
a f,g: M — R jsou spojité funkce. Potom souctovd
1 soucinovd funkce

f+g, fg: M - R
je spojita. Pokud g # 0 na M, je i podilovd funkce
f/lg: M — R

spojita.

Diukaz. Vsechny tfi dukazy jsou podobné a proto dokazeme jen
¢ast pro podilovou funkei. Necht a € M je libovolny bod a (a,) C
M je libovolnd posloupnost s lim a,, = a. Podle tvrzeni 1 (implikace
=) jelim f(a,) = f(a)alim g(a,) = g(a). Podle véty o aritmetice
limit posloupnosti je

lim (f/g)(an) = lim f(an)/g(an) = lim f(a,)/lim g(ay)
= fla)/g(a) = (f/g)(a) .

Podle tvrzeni 1 (implikace <) je funkce f/g spojita v bodé a. O

Raciondlni funkce r(x) je podil dvou polynomu, tedy funkce

tvaru m N N
AT e ar+a

r(r) = — ! UM SR,
bn$n+”°+b1$+bo

kde a;,b; € R, m,n € Ny a a,b, # 0, v citateli povolujeme

i identicky nulovy polynom. Definicnim oborem M této funkce je
mnozina
M:R\{Zl, Ry wvuy Z]{;},
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kde z; € R jsou vsechny realné koreny polynomu ve jmenovateli

(k€ Ngak<n).

Disledek 19 (spojitost rac. funkci) Kazdd raciondlni
funkce je spojita na svém definiénim oboru.

Diukaz. Vyjdeme-li z toho, ze identicka funkce f(z) = x i kazda
konstantni funkce f(z) = ¢ € R je spojitd na R, plyne spo-
jitost racionalni funkce na definicnim oboru opakovanym uzitim
predchoziho tvrzeni. O

Vsechny dosud uvedené elementarni funkce exp(x), logz, coszx,
sinx, a® (a > 0), arccos x, arcsin x, tan x, arctan x, cot x a arccot x
jsou na svych defini¢nich oborech spojité.

Tvrzeni 20 (spojitost a skladani) Necht M, N C R
ag: M — N af: N — R jsou spojité funkce. Pak i sloZend
funkce

flg): M - R

je spojitd.

Dukaz. Necht a € M a (a,) C M je libovolnd posloupnost
s lim a, = a. Podle tvrzeni 1 (implikace =) je lim g(a,) = g(a)
a také

lim f(g)(a,) =lim f(g(an)) = f(g(a)) = f(g)(a) .
Tvrzeni 1 (implikace <) dava, ze funkee f(g) spojita v bodé a. O

Kazda prosta funkce f: A — B ma inverzni funkci (¢i inverz)

f~t: flA] — A, dany jako
Vye€ fIAIVz € A: fly) =2 <= flx)=yv.
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Véta 21 (spojitost inverzu) Necht M C R a necht
f: M — R je spojitd prostd funkce. Inverz f=1: f[M] — M
je spojity, pokud (i) M je kompaktni nebo (ii) M je inter-
val.

Dikaz. (i) Predpokladame, ze M je kompaktni, b € f[M] je libo-
volny bod a ze (b,) C f[M] je libovolna posloupnost s lim b, = b.
Polozime a := f~'(b) € M a a, = f~'b,) € M. Dokazeme,
7e lim a, = a, coz dokéze podle tvrzeni 1 spojitost f~! v b. Ne-
cht (a,,, ) je libovolnd podposloupnost posloupnosti (a,) C M
slim a,,, = L € R*. Ale L € M, protoze M je omezena a uzaviena
mnozina. Podle tvrzeni 1 je lim f(a,,) = f(L) = b, protoze
(f(am,)) je podposloupnost posloupnosti (b,). Vzhledem k pros-
toté f se L = a. Tedy posloupnost (a,) nema dvé podposloupnosti
s ruznymi limitami a podle ¢asti 2 tvrzeni 6 ve druhé prednasce ma
limitu. Tou ovsem je, jak jsme pravé nahlédli, ¢islo a.

(ii) Necht M je interval. Podle dusledku 11 je f rostouci nebo
klesajici. Necht je f klesajici, pfipad rostouci funkce f je podobny.
Podle dusledku 9 je f[M] interval. Necht b € f[M] a necht je ddno
e. Ukdzeme, Ze f~! je zprava spojitd v b. Trividlné to plati, kdyz
b je pravy konec intervalu f[M], protoze pak U*(b,d) N f[M] =
{b}. Necht b neni pravy konec tohoto intervalu. Protoze f~! je
Klesajici, a == f~1(b) € M neni levy konec intervalu M a miZzeme
predpokladat, ze € je tak malé, ze [a — e,a] C M. Polozime § :=
fla —¢e)— f(a) = fla —¢e) — b. Protoze f~! je klesajici, posild
b,b+ 9] C f[M] do [a —¢e,a] C M. Tedy

U, )N fIM]] C U(f7H(b), €) = Ula, €)
a f~1 je zprava spojitd v b. Spojitost zleva se dokéaze podobné
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a vidime, ze f~! je spojitd v b. O

Véta déle plati (iii) pro otevienou M a (iv) pro uzavienou M,
kdyz f je rostouci ¢i klesajici, ale do téchto dukazu se uz nebudeme
poustét. 7 casti (ii) véty plyne spojitost logaritmu a inverznich go-
niometrickych funkei.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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