PREDNASKA 5, 14. 3. 2022
VLASTNOSTI LIMITY FUNKCE. SPOJITOST FUNKCE
V BODE

e Jednostrannda limita funkce. Na rozdil od C nebo od prostoru R”
dimenze n > 2 se realna osa R vypusténim jednoho bodu rozpadne,
a to na dva oddélené kusy. Jsou tedy prave dva sméry, z kterych se
Ize v R k danému bodu limitné blizit. Odpovidaji jim dvé jedno-
stranné limity funkce v daném bodé, limita zleva a limita zprava.
Tykaji se ale jen vlastnich bodu, nikoli nekonecen.

Definice 1 (jednostranna okoli) Pro redlnd c¢isla € a b
definujeme levé, resp. pravé, e-okoli bodu b jako

U (be):=(b—c¢,0b], resp. UT(b, &) :=[b, b+¢).

Podobné je levé, resp. pravé, prstencové e-okoli bodu b de-
finované jako

P=(b,e):=(b—¢e,b), resp. P7(b, &) := (b, b+¢).

Opét tedy P~ (b, &) = U~ (b, &)\ {b} a P*(b, £) = U (b, £)\ {b}.

Pomoci téchto okoli definujeme jednostranné limitni body.

Definice 2 (jednostranné limitni body) Bod b € R je
levym, resp. pravym, limitnim bodem mnoZiny M C R,
pokud

Vo>0: P (b,0)nM#0,

resp.
Vé>0: PT(b,0)NM#D.




Jako drive je bod b levym (resp. pravym) limitnim bodem mnoziny
M, prave kdyz existuje takova posloupnost (a,,) lezici v (—oo, b) N
M (rvesp. v (b,+00) N M), ze lim a,, = b. Levy (resp. pravy) li-
mitni bod mnoziny je jejim limitnim bodem. Limitni bod mnoziny je
i jejim levym nebo pravym limitnim bodem, ale nemusi byt soucasné
jejim levym 1 pravym limitnim bodem.

Definice 3 (jednostranné limity) Necht a € R, L €
R*, M C R, a je levy (resp. pravy) limitni bod mnoZiny
M a necht

f:M—R.

Pak piseme lim,_,,- f(x) = L, resp. lim, .+ f(x) = L,
a rekneme, Ze funkce f md v bode a limitu zleva, resp.
zprava, rovnou L, pokud

Vedd: fI[P (a,0)NM]CU(L,ce),
resp. f[P"(a, ) N M) C U(L, ¢) .

Vzdy plati, ze
lim f(x) = L= lim f(x)=1L
rT—a r—aE
nebo jednostranna limita funkce f v bodé a neni definovand, protoze
a neni prislusnym levym ¢i pravym limitnim bodem defini¢niho
oboru. Vzdy plati, Ze
lim f(z) =LA lim f(z)=L= lim f(z)=1L.
T—a~ r—a™T r—a
Lehce se ovsem stane, ze lim,_,,~ f(x) = L # L' = lim,_,,+ f(x),
pak lim,_,, f(x) neexistuje. Napiiklad funkce signum

sgn(z): R —{-1,0, 1},
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definovana jako sgn(x) = —1 pro z < 0, sgn(0) = 0 a sgn(x) = 1
pro x > 0, ma v nule ruzné jednostranné limity

lim sgn(x) =—1 a lim sgn(x)=1.

x—0— x—0Tt

Takze lim,_,o sgn(x) neexistuje. Jednoznacnost limity a jeji Heineho
definice funguji pro jednostranné limity velmi podobné jako pro
oboustranné limity:.

e Spojitost funkce v bodé. Nasledujici definice patii v analyze

. voeNv/

Definice 4 (spojitost funkce v bodé) Necht a € M C
R af: M — R. Funkce f je spojita v bodé a, kdyz

Veds: flU(a, 6) N M| C U(fla), ¢) .

Oproti limité funkce v bodé a se tedy L nahradilo hodnotou
f(a) a P(a,d) se nahradilo (vétsim) okolim U(a,d).

Jinymi slovy napsano, funkce f: M — R je spojita v bodé a € M,
pravée kdyz

Vedd:ze MAN|lz—a|l<d=|f(x)— fla)|<e.

Jinak je f v bodé a mnespojitd. Napiiklad sgn(x) je nespojita v 0,
ale v kazdém bodé x # 0 je spojita.



Tvrzeni 5 (o spojitosti v bodé&) Necht je b € M C R,
b je limitni bod mnoziny M a je dana funkce f: M — R.
Nasledujici tri tvrzent jsou vzdjemné ekvivalentnd.

1. Funkce f je v bodé b spojitd.
2. lim,_p, f(x) = f(b).

3. Pro kaZdou posloupnost (a,) C M s lima, = b se

lim f(a,) = f(b).

Dukaz. Implikace 1 = 2. Predpokladame, ze f je spojita v b podle
definice 4 a 7e je dano . Tedy existuje takové 0, ze f|U(b,d) N M|
C U(f(b),e). Tedy i f[P(b,6) N M] C U(f(D),e) a, podle definice
limity funkee, lim,_; f(x) = f(b).

Implikace 2 = 3. Predpokladame, ze lim,_;, f(x) = f(b), ze je
dana posloupnost (a,) C M s lim a, = b a ze je dano . Tedy,
podle definice limity funkce, existuje takové 9, ze

f1P, o) M| C U(f(b), €) - ()

Vezmeme takové ng, ze n > ng = a, € U(b,d). Odtud plyne, ze
n > ny = fla,) € U(f(b),e): bud a, # b, kdy muzeme pouzit
inkluzi (*), anebo a,, = b, pak ale f(a,) = f(b) € U(f(b),e). Proto
lim f(an) = f(b).

Implikace 3 = 1, to jest =1 = —3. Predpokladame, ze f neni
spojita v b podle definice 4. Tedy existuje takové e, ze pro kazdé
d existuje takové a = a(d) € U(b,0) N M, ze f(a) & U(f(b),e).
Pro kazdé n vybereme né¢jaké takové a, = a(l/n) a dostavame
posloupnost (a,) C M s lim a, = b, ale f(a,) € U(f(b),e) pro
kazdé n a (f(a,)) nemd limitu f(b). Cést 3 neplati. O
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V dukazu posledni implikace jsme opét pouzili axiom vybéru z teorie
mMnozin.

Rozmyslime si, co se déje se spojitosti funkce v bodé definiéniho
oboru, ktery neni jeho limitnim bodem.

Definice 6 (izolované body) Bod b € M C R je izolo-
vanym bodem mmnoziny M, kdyz

de: U(b,e)N M = {b} .

Pro b € M C R se hned vidi, ze

b neni limitnim bodem M <= b je izolovanym bodem M .

Tvrzeni 7 (spojitost v iz. bodé) Necht je b € M C R,
bod b je izolovanym bodem mmnoZiny M a

fM—R

je libovolna funkce. Potom je f v bodé b vidy spojitd.

Dukaz. Necht b, M a f jsou, jak je uvedeno. Pak existuje d, Ze
U(b,6) N M = {b}. Pro toto § inkluze

flU@, 0)n M) ={f(b); CU(f(b), €)
plati pro kazdé €. Proto je f spojita v b podle definice 4. O

Kazda posloupnost (a,) C R, chdpand jako funkce a z N do R, je
tak spojita v kazdém bodé n € N C R svého definiéniho oboru N.

o Jednostrannd spojitost. Necht a € M C Ra f: M — R.



Funkce f je zleva, resp. zprava, spojitda v bodé a, kdyz

Vedd: flU (a,d)NM]CU(f(a),e),
resp. f[U"(a, 6) N M] C U(f(a), €) .

Lehce se dokaze, ze
fijevasp. < fjevazlevasp. A fjev azprava sp.
e Riemannova funkce. Tato funkce
r:R—{0}uU{l/n|neN}
je definovana jako

0 ... x jeiraciondlni ¢islo a
r(z) =94

-m m : /s ’
= ... z="€Qa jezlomek v zakladnim tvaru .

Tvrzeni 8 (o Riemannové funkci) Riemannova funkce

je spojitd prave a jenom v iraciondlnich cislech.

Dikaz. Necht 2 = 2 € Q, kde 2 je zlomek v zakladnim tvaru,
a necht ¢ < 1. Pro kazdé ¢ patrné existuje v U(z, §) iraciondlni
cislo a. Ale r(a) = 0 € U(r(z),e) = U(+,€), takze funkee r nenf
v bodé x spojita.

Necht je ¢islo € R iraciondln{ a je dédno e € (0, 1). Definujeme
kladné § jako § := min(M) pro mnozinu

M={lz-2|2cQ, 2cU(z,1),1/n>¢c}.

Toto 0 > 0 existuje, protoze mnozina M je neprazdna konecna
mnozina kladnych ¢isel. (To podrobnéji vysvétlim ustneé.) Téz y €
U(z,0) = r(y) € U(r(z),e) = U(0,¢), protoze pro kazdé y €
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U(z,6) je r(y) = 0 nebo r(y) = = < e. Proto je funkce 7 spojitd
v bodeé x. O
e Limita monotonni funkce. Monotonie funkei se definuje podobné

jako pro posloupnosti realnych cisel.

Definice 9 (monotonie funkci) Necht M je mnoZina
redlnych cisel a f: M — R. Funkce f
1. je neklesajici (na M), kdyz pro kazdé x,y € M platt,
fex<y= f(z) < fy), a
2. je nerostouci (na M ), kdyz pro kazdé x,y € M plati,
Zex <y = f(z) = f(y).

Funkce f je monotonni (na M ), je-li neklesajici nebo ne-

rostouct.

Pripomerte si, kdy je mnozina realnych cisel shora (resp. zdola)
omezend a kdy je shora (resp. zdola) neomezena. Nasledujici véta
je z duvodu vysvétleného po dukazu formulovana pro jednostrannou

limitu a ne pro oboustrannou.



Véta 10 (limita monoténni funkce) Necht M C R,
a € R je levy limitni bod mnoziny M a necht

f-M—R

je funkce, kterda je pro néjaké O neklesajici na mmnozine
P~(a,0) N M. Pak limita funkce f v bodé a zleva existuje.
S oznacenim N = f|P~(a,0) N M] C R je

lim f(x) =

r—a

+00 ... N je shora neomezend a
sup(IV) € R ... N je shora omezend .

Dukaz. Necht N je shora neomezend a je ddno e. Existuje tedy
takové x € P~(a,6) N M, ze f(x) > 1/e. Protoze f je neklesajici
na P~ (a,0) "M, prof . =a—zjey € P(a,0) N M = x <
y<a= f(y) > f(x)>1/e. Tedy f[P (a,0) N M] C U(+00,¢)
alim,_,,- f(x) = +o0.

Necht je N shora omezend, s := sup(N) a je ddno e. Podle
definice suprema existuje takové z € P~ (a,6) "N M, ze s — e <
f(x) < s. Protoze f je neklesajici na P~ (a,0) N M, prof :=a—x
jeye P (a,0))NM=zx<y<a=s—ec< f(zx)< fly) <s.
Tedy f[P~(a,0) N M] C U(s,¢) alim,_,,- f(x) =s. O

Véta ma nékolik dalsich, nyni asi celkem jasnych variant pro lokalné
nerostouci funkei a/nebo nevlastni limitni bod a/nebo limitu zprava.
Existence oboustranné limity se pomoci monotonie funkce dokaze
prevedenim na jednostranné limity. Problém monotonie a obou-
strannych limit se ukazuje tfeba pro funkei sgn(z): R — {—1,0,1}
(sgn(x) = —1 pro x < 0, sgn(0) = 0 a sgn(z) = 1 pro x > 0). Ta



je monoténni (neklesajici) na celém R, ale presto

lim sgn(x)
x—0

neexistuje. Jak vime, lim,_,o- sgn(z) = —1 a lim,_,g+ sgn(z) = 1.

o Aritmetika limit funkci. Nasledujici vétu formulujeme pro obou-
stranné limity a dokazeme ji pomoci Heineho definice limity funkce.
Nebudeme se proto muset trapit odhady velikosti souctu, soucinu
a podilu. Uz jsme si je odbyli v dukazu véty o aritmetice limit po-
sloupnosti.

Véta 11 (aritmetika limit funkci) Necht je M C R,
A, K, L eR*, A je limitni bod mnoZiny M a funkce

f,g: M —- R

magi limity lim, 4 f(x) = K a lim, .4 g(x) = L. Pak plati
nadsledujict.
1. lim,4(f(x) +g(x)) = K+ L, je-li pravad strana defino-
vand.

2. lim, 4 f(z)g(x) = KL, je-li pravd strana definovand.

3. lim, 4 f(x)/g(x) = K/L, je-li pravd strana defino-
vand. Zde pro g(x) =0 klademe f(z)/g(x) := 0.

Dukaz. Protoze dukazy vsech tif ¢asti si jsou velmi podobné,
dokézeme jen ¢ést 3. Necht (a,) C M\ {A} je libovolné posloup-
nost s lim a,, = A. Podle Heineho definice limity funkce (implikace
=) se lim f(a,) = K alim g(a,) = L. Predpokladame, ze prava
strana je definovand (tedy L # 0 a g(a,) # 0 pro kazdé n > ny).
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Podle véty o aritmetice limit posloupnosti se pak

i f(ay) _ lim f(a,) _ K
g(a,) limg(a,) L

Protoze toto plati pro kazdou posloupnost

(flan)/g(an))

s (a,) jako vyse, podle Heineho definice limity funkce (implikace
<) seilim,4 f(z)/g(x) = K/L. O

Plati i zfejmé verze predchozi véty pro jednostranné limity.

o Limity funkci a usporaddni. Uvedeme vétu o limité a usporadani
a vetu o dvou straznicich pro funkce. Pripomenme si, ze pro M, N C
R porovnani M < N znamena, ze pro kazdé a € M a b € N je
a < b.

Véta 12 (limita funkce a uspoirddani)  Bud'te ddny
prvky A, K, L € R*, A je limitni bod mnozZiny M C R
a funkce

f,g: M —-R

maji limity lim, 4 f(x) = K a lim,,49(z) = L. Plati

nasledujict.

1. Kdyz K < L, pak existuje 0, ze f[P(A,6) N M] <
glP(A, )N M].

2. Kdyz pro kazdé 6 existuji x,y € P(A,0)NM s f(x) >
9(y), pak K > L.

Dikaz. 1. Protoze K < L, existuje €, 7e U(K,e) < U(L, ¢). Pak
podle predpokladu o limitach funkei f a g existuje §, ze f[P(A, )N
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M] CU(K,e)ag[lP(A,0)NM] C U(L,e). Tedy
fIP(A, )N M| < g[P(A,§) N M] .

2. Uz vime (z dukazu tohoto pro posloupnosti), ze ¢ast 2 je iden-
ticka casti 1, jen jen formulovana obménou implikace. Je-li cast 1
implikace ¢ = 1, pak ¢ast 2 je =9 = —p. O

Pripomenme, ze pro a,b € R oznacuje I(a,b) uzavieny realny
interval s konci a a b.

Véta 13 (dva funkéni straznici) Necht A, L € R*, A je
limitni bod mnozZiny M C R a jsou ddny funkce

f, g, h: M —- R

v

splnugict podminky, Ze lim, 4 f(x) =lim, , 4 h(z) =L a Ze
pro néjaké 6 je Vo € P(A,6) N M: g(x) € I(f(x),h(x)).
Pak téz

lim g(x) =L .

z—A

Dikaz. Necht A, L, M, f, g a h jsou, jak je uvedeno, a je déno .
Tedy existuje 9, ze mnoziny f[P(A,d) N M]a h[P(A,d)N M] jsou
obsazené v U(L,¢). Odtud a diky konvexité okoli U(L, &) mame
pro kazdé x € P(A,0) N M, ze I(f(x),h(x)) C U(L,e). Podle
predpokladu je g[P(A,d) N M] C U(L,¢) alim,,4g(z) = L. O

e Limita sloZené funkce. Skladani zobrazeni je operace bez obdoby
u posloupnosti. Nasledujici limitni véta pro ni je tak zajimavéjsi nez
¢tyfi predchozi. Jak vysvétlime po jejim dukazu, nase formulace
zlepsuje formulace v jinych textech.
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Véta 14 (limita slozené funkce) Necht A, K,L € R*,
M, N C R, A je limitni bod mnozZiny M a K limitni bod
mnozZiny N a funkce

g M—-N a f: N—-R

magji limity lim, 44 g(x) = K a lim, i f(z) = L. Potom
slozend funkce f(g): M — R md limitu

lim f(g)(z) = L,

z—A

prave kdyz plati alespon jedna ze dvou podminek niZe.

1. Kdyz K € N (takie K € R), pak f(K) = L (takze
L eR).

2. Fristuje takové §, Ze K & g|P(A,d) N M].

Neplati-li ani 1 ani 2, pak limita lim,_, 4 f(g)(z) neexistuje
nebo lim, 4 f(g)(z) = f(K) # L.

Dikaz. Bud déno . Podle piredpokladu o limitdch obou funkef
existuje takové §, ze (i) f[P(K,9) N N] C U(L,¢), a takové 0, ze
(ii) g[P(A,0) N M| C U(K,9).
Podminka 1 je splnéna. Pak inkluzi (i) zesilime na f[U(K,d) N
Nl CcU(L,e), v

F(9P(A, )nM] = flglP(A, 6)nM]| C fIU(K, 0)NN] C U(L, ¢)

diky tomu plati druha inkluze a lim,_, 4 f(g)(z) = L.
Podminka 2 je splnéna. Vezmeme 6 mensi, nez je v ni, a inkluzi

(ii) zesilime na g[P(A,0) N M| C P(K,§). V

F@IP(A, O)NM] = flg[P(A, 0)NM]|| C fIP(K, ))NN] C U(L, ¢)
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diky tomu plati prvni inkluze a opét lim, 4 f(g(z)) = L.

Ani podminka 1 ani podminka 2 neni splnéna. Pak K € N ale
f(K) # L a pro kazdé n existuje a,, € P(A,1/n)NM, ze g(a,) =
K. Pak posloupnost (a,) C M \ {A}, ma limitu lim a,, = A a

lim f(g)(an) = lim f(g(an)) = lim f(K) = f(K) # L.

Podle Heineho definice limity funkce tedy bud lim, 4 f(g)(z) ne-
existuje anebo lim,_, 4 f(g)(x) = f(K) # L. O

Podminka 1 je splnéna vzdy, kdyz K & N, naptiklad, kdyz K =
+00. Jinde neni podminka 1 formulovana jako implikace zde, ale
piimo jako pozadavek, ze f(K) = L. Rozsitenim podminky 1 zde
jsme tak dostali (podtrzenou) ekvivalenci. Dalsi prednosti nasi for-
mulace je, ze uvadime, co nastane, kdyz ani jedna podminka neni
splnéna.

o Asymptotické symboly O, o a ~. To jsou nejcastéji pouzivané
symboly pro oznaceni asymptotickych vztaht mezi funkcemi. Dale
se pouzivaji O, < () a dalsi.

Definice 15 (velké O) Necht je M C R, f,g: M — R
a N C M. Pokud

Je>0Vz e N: |f(z)| <c-|g(z)|,

piseme f(x) = O(g(z)) (x € N) a rekneme, Ze funkce f je
velké O z funkce g na mnoziné N.

Priklady:.
1. Je 22 = O(2%) (x € R)? Ne, problém je u 0.
2. Je 2° = O(2?) (z € R)? Ne, problém je u nekonecen.
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3. Je 23 = O(z*) (z € (—20,20))? Ano.

4. Jelogz = O(z'/?) (x € (0,+00))? Ne, problém je u 0.

5. Jelogz = O(x'/?) (x € (1,+00))? Ano.

Zbylé dva asymptotické symboly se daji definovat pomoci limity:.

Definice 16 (malé o a ~) Necht A € R* je limitni bod
mnoziny M C R, f,g: M — R a g # 0 na P(A,§) " M
pro nejakeé d.

1. Pro lim, 4 f(z)/g(x) = 0 piseme f(x) = o(g(x)) (x —
A) a Tekneme, Ze funkce f je malé o z funkce g pro x

jdouci k A.

2. Prolim,_, 4 f(z)/g(x) =1 piseme f(z) ~ g(x) (x — A)
a rekneme, Ze funkce f se asymptoticky rovnd funkci g
pro x jdouct k A.

Priklady:.
1. Je 2* = o(x”) (x — +00)? Ano.
Je 2% = o(2?) (z — 0)? Ano.
Je 2% = o(2?) (z — 0)? Ne.
Je (x+1)% ~ 2 (x — 1)? Ne, podil jde ke 2.
Je (x+1)% ~ 2’ (x = +00)? Ano.

Je e /7" = o(z?") (x — 0)? Ne, e~/ jde k 0 rychleji nez
kazda z".

S Ol W

DEKUJI ZA POZORNOST!
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