PREDNASKA 4, 7. 3. 2022
JESTE O RADACH. LIMITA FUNKCE. ELEMENTARNI
FUNKCE

e Rady. Pokracujme v povidéni o faddch. Rada

Zan:ian:a1+a2—|—...
n=1

je jednak posloupnost (a,) C R, jejimz clenum a, ted rikdme
sc¢itance, jednak limita

lim s, = lim (a; +as+---+a,) € R*

n—oo

posloupnosti
(sp) = (a1 +as+---+ay)

castecnych souctu s,, které rikdme soucet rady. Ma-li tada vlastni
soucet, pak konverguje, jinak diverguje. Konvergence rady se ne-
narusi zménou jen koneéné mnoha scitancu, ale na rozdil od li-
mity posloupnosti se jeji soucet muze zmeénit uz zménou jediného

scitance.
U posloupnosti (a,) se drzime indexa n € N, takze (a,) =
(a1, as,...), ale u fad séitaci index n ¢asto probihd i mnoziny

odlisné od N a casto se také oznacuje dalsimi symboly. Muzeme
se tak setkat s radami

'9) 100 +00
Ay, bj7 anpz Up, Ck
m=0 j=6 n=—o0 neA k>0

n#x

a podobné, nemluveé o dvojitych a vicenasobnych radach. Nasledujici
tvrzeni plyne hned z véty o monoténni posloupnosti.
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Tvrzeni 1 KdyZ v tadé > a, jsou sc¢itance a, > 0 pro
kazdé n > ng, pak > a, md soucet a ten neni —oo.

Podobné to plati pro rady se skoro vsemi séitanci nekladnymi.

Tvrzeni 2 (nutnid podm. konvergence) Konverguje-li
rada »_ a,, pak lim a, = 0.

Dikaz. Kdyz ) a, konverguje, pak lim s, =: S € R (zde s, =
Z;.Lzl a;). Podle vysledki o limité podposloupnosti a podle aritme-
tiky limit je

lim a, =lim (s, — s,_1) =lim s, —lim s, 1 =5 —-5=0.

L]

Podle tohoto tvrzeni tedy obé rady

Yoo l=1+1+... a > Z,(-1)'=1-14+1—-1+...
diverguji. Prvni ma soucet +o0 (viz tvrzeni 1) a druha (uvedend uz
v zavéru minulé prednasky) nemd soucet.

e Harmonickd rada. Opacna implikace v predeslém tvrzeni ale
neplati: uvazme radu se sc¢itanci

1 1 1
a1=§,agzagzi,a4=a5:a6:a7:§,...
1
...,0/2]@:@2/{4_1:"':0/2]%—1_1:%,... .
Pak ziejmé lim a,, = 0, ale s1 < 59 < ... a

11 Lkt
82k+1_1:§+2'1+4-é+...+2k.2k+1: 2 :




takze > a, = lim s, = 400 (pro¢?) a rada diverguje. Dostavame
také nasledujici vysledek.

Tvrzeni 3 (harmonicka fada) 7Tzv. harmonickd rada

531—1+1+1+1+
~n 2 3 4 7

diverguje a ma soucet +00.

Dukaz. Necht (h,) jsou ¢dstecné soucty harmonické rady a (s,,)
jsou ¢astecné soucty predeslé rady > a,. Pak 1/n > a, pro kazdé
n, tedy i h, > s, pro kazdé n. Protoze lim s,, = +o00, podle véty
o jednom straznikovi i lim h,, = +00 a harmonicka rada ma soucet
+00. O

Céstecné soucty harmonické rady jsou tzv. harmonickd ¢isla. Uve-
deme o nich bez dukazu dvé zajimavosti.

Véta 4 (o harmonickych éislech) Pro n € N wvaZme
harmonickd cisla h, =7 1/3.

1. Pro kazdé n € N se
h, =logn+~v+ A, ,

kde v = 0.57721... je tzv. Eulerova konstanta a pro
cisla A, € R plati, zZe |A,| < ¢/n pro néjakou kon-
stantu ¢ a kaZdé n.

2. h, €N <— n=1.

Dokézat, ze v & Q, je stale otevieny problém.
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e Riemannova véta. Na zacatku prvni prednasky jsme se v para-
doxu nekomutativity nekoneénych souctu setkali s fadou

1 1 1 1 1 1
l—14+2-14+1 1yl 1y 0

n n

se ,zfejmym" souc¢tem 0. Ten jsme zprehazenim scitancu zménili na
kladny. Soucet 0 je ale skutecné spravny, protoze rada ma castecné
soucty 1, 0, %, 0, %, 0,... aty jdou v limité k 0.

Véta 5 (Riemannova). Necht Y | a, je fada stejného
typu, jako je predchozi, tedy necht plati:

1. lim a, =0,
2. > ag, = +00, kde ay, jsou kladné sé¢itance rady, a
3. Y a, = —00, kde a,, jsou zdporné s¢itance Tady.

Pak ¥V S € R* existuje takovd bijekce m: N — N, Ze
aﬁ(n) =3
n=1
— zprehdzenim scitancu lze ziskat libovolny soucet. Pocho-
pitelné existuge i takovd bijekce w, Ze fada -, Ar(n) VUbeEC
soucet nemd.

Véta nese jméno némeckého matematika Bernharda Riemanna
(1826—1866), jehoz prijmeni budeme zanedlouho sklonovat ve vsech
padech, az se budeme ucit integral, ktery zavedl.

o Absolutnée konvergentni Tady. A pro které rady se naopak soucet
zadnym zprehdzenim scéitancu zménit neda?



Definice 6 (AK Fady) Rada > a, je absolutné konver-
gentni, zkrdcene AK, konverguje-li fada ) |ay,|.

Teprve AK rady predstavuji spravné zobecnéni konecnych souctu
na nekonecné.

Tvrzeni 7. Kazda AK rada konverguje.

Duikaz. Necht > a, je AK tada a (s,,) jsou jeji ¢dstecné soucty —
ukazeme, ze to je Cauchyova posloupnost. Ta ma podle véty o Cau-
chyové podmince vlastni limitu. Pro kazdé dva indexy m < n ale
je

‘Sn - Sm’ = ‘am—l—l T Q42 + 000 an‘
A-ner.

S |am+1| + ‘am+2| + -0+ |an| — tn _tm - |tn _tm| )

kde (t,) jsou castecné soucty tady Y |a,|. Ale (t,) je Cauchyova,
tedy i (s,,) je Cauchyova. O

Véta 8 (komutativita AK tad). Je-li Y a, AK rada,
pak pro kazdou bijekci m: N — N i Tada ) a.q) je AK.
Soucty puvodni a zprehdzené Tady se rovnaji,

Z ap = Z aﬂ(n) 5
n=1 n=1

o Geometrické Tady. Jsou to fady

o

Zq”:1+q+q2+---+q”+...

n=0



s parametrem ¢ € R, takzvanym kvocientem.

Véta 9 (o geometrické fadé€). Pro ¢ < —1 nemd geo-
metrickd rada soucet. Pro —1 < q < 1 geometrickd rada
konverguje a md soucet

— 1

Pro g > 1 md geometricka rada soucet +00.

Dikaz. Pro kazdé g € R\ {1} a kazdé n € N plati identita
1—q" 1 "
q" _ L
1 —q l—q qg—1
Pro ¢ < —1 tedy podle aritmetiky limit mame lim s9, 1 = 400,

Sp=1l4q+g+- g =

lim s9, = —00 a tedy lim s,, neexistuje — geometricka fada nema
soucet. Pro ¢ = —1 je podobné so, 1 = 1, s9,, = 0 a geometricka
rada opét nema soucet. Pro —1 < ¢ < 1 je lim ¢" = 0, takze
podle aritmetiky limit ma geometricka rada soucet lim s, = 1—iq.
Pro ¢ = 1 je s, = n, takze geometrickd rada ma soucet lim s,, =
+00. Pro ¢ > 1 je lim ¢" = +00, takze podle aritmetiky limit ma
geometricka fada soucet lim s,, = +00. O

Jedno rychlé pouziti vzorce pro soucet geometrické rady:

1
20272727+ = 211+ 107 + 107" 4. ) = 27—
~27-100 300
99 11
Lehce se vidi, ze pro ¢ € (—1,1) a m € Z plati obecnéjsi vzorec
qm_i_qm+1_|_qm+2_|__“:q_.



Rovnéz je jasné, ze kazda konvergentni geometricka rada je abso-
lutné konvergentni.

o Zeta (dzéta) funkce ((s). Je to funkce ((s): C\ {1} — C defi-
novana radou, ale zde ji definujeme jen pro realné s > 1. Pouzijeme
funkci realné mocniny a® pro a > 0, kterou zavedeme ve druhé
poloviné prednasky. Takze pro s € R vezmeme tadu

c(s) ;:Z%.

n=1

Véta 10 (o zeta funkci). Pro s < 1 md tada ((s) soucet
+00. Pro s > 1 (absolutné) konverguje.

Prvni tvrzeni plyne hned z divergence harmonické fady. L. Euler
odvodil vzorce pro hodnoty ((2n) pro kazdé n, napiiklad ((2) =
72 /6 a ((4) = 7©1/90. Vzorec pro Zadnou hodnotu ¢(2n — 1) nenf
znam. Je ale znamo, ze ((3) € Q.

o Limity funkci. Pro A € R* si pripomente e-okoli U(A, ¢) a prs-
tencové e-okoll P(A,e) =U(A,¢)\ {A} prvku A.

Definice 11 (limitni body) Prvek L € R* je limitni bod
mnoziny M C R, kdyzVe: P(L,e) N M # ().

Jinymi slovy, L € R* je limitni bod mnoziny M C R, prave kdyz
existuje posloupnost (a,) € M \ {L} s lim a, = L. Nyni zo-
becnime pojem limity z posloupnosti na funkce. Piipomenme si, ze

pro f: A= BaCCAje flC]={f(x) |x € C} CB.



Definice 12 (limita funkce) Necht A, L € R*, M C R,
A je limitni bod mnoziny M a f: M — R je funkce. Pokud

Ve 36: fIP(A, §)N M] C U(L, ¢)

piseme lim, .4 f(x) = L a Tekneme, Ze funkce f md v A
limatu L.

Limita nezavisi na hodnoté f(A) a f ani nemusi, a pro A = +00
ani nemuze, byt v prvku A definovand. Pro posloupnost (a,) C R
je

lim a, = xllgloo a(x)

kde napravo posloupnost chapeme jako funkci a: N — R. Kdyz A
nenf limitni bod M, pak pro néjaké § je M N P(K,0) =0 a

0 = fIP(A, §)N M] C U(L, ¢)

pro kazdé L € R* a kaZdé ¢, coz neni dobré.

Tvrzeni 13 (jednoznacénost limity) Limita funkce je
jednoznacna: kdyz M C R, f- M — R, K,L,L' € R*
a K je limitni bod mnoziny M, pak

lim f(z) =LA lim f(z)=L = L=1L".
r—K

z— K

Dtukaz. Piimo, stejné jako pro limitu posloupnosti. Pro kazdé € je
pro néjaké § neprazdnd mnozina f|P(K,d) N M] obsazena v obou
okolich U(L,e) aU(L',¢). Specidlné je Ve: U(L,e)NU (L', e) # 0.
Tedy (podle ditve zminéné hlavni vlastnosti okoli) se L = L'. O

Nasledujici véta ukazuje, jak redukovat limitu funkce na limity
posloupnosti.



Véta 14 (Heineho definice). Necht M C R, K, L jsou
proky R*, K je limaitni bod mnoziny M a f: M — R. Pak
lim f(z) =L <
r—K
<— V(a,) C M\{K}: lima,=K = lim f(a,) =L .
Tedy L je limita funkce f v K, pravé kdyz pro kazZdou po-

sloupnost (a,) v M, ktera ma limitu K, ale nikdy se K
nerovnd, funkcéni hodnoty (f(a,)) magi limitu L.

Dikaz. Implikace =. Predpokldadame, ze lim, .y f(x) = L, ze
(a,) C M\ {K} ma limitu K a je dano e. Pak existuje ¢, Ze pro
kazdé x € M N P(K,0) je f(z) € U(L,¢). Pro toto § existuje ny,
7Zen >ng= a, € P(K,0)NM. Tedy n > ng = f(a,) € U(L,¢)
a f(a,) — L.

Implikace = = —. Predpokladame, ze lim, . f(x) = L neplati,
a odvodime z toho, ze prava strana ekvivalence neplati. Takze exis-
tujee > 0, ze pro kazdé § > 0 existuje bod b = b(d) € MNP(K, ),
ze f(b) € U(L,¢e). Polozime § = < pro n € N a pro kazdé n vy-
bereme takovy bod b, := b(1/n) € M N P(K,1/n), ze f(b,) &
U(L,¢). Posloupnost (b,) lezi v M \ {K} a limiti ke K, ale po-
sloupnost hodnot (f(b,)) nelimiti k L. Prava strana ekvivalence
tedy neplati. O

V dukazu implikace <= jsme pouzili tzv. axiom vybéru.
Spoéitdme si alespon jednu limitu funkee: diky identité 2> —y? =



(x — y)(z + y) mame, ze

| o N
lim ( LIZ—F\/E—\/E) —x]_lglrfloo\/m_i_\/E

T—r—+00
, 1
= lim
r=too 14+ 1/y/x +1
1 1
1+l 2

~o. Ve /

Definice 15 (exponenciala) Pro kazdé x € R polozime

= z" 7
e’ = exp(x) ::Zm:1+az—|—3+€+...:R—>R.
n=0

Tato tada je AK pro kazdé realné (ba i komplexni) x, diky odhadu
pomoci geometrické rady: |x/n| < 1, jakmile n > |x|.

Tvrzeni 16 (exponencialni identita) Plati, Ze

Vz,y € R: exp(x +y) = exp(x) - exp(y) .
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Tvrzeni 17 (vlastnosti exponencialy) Plati, Ze
1. exp(0) =1,
2.Vr €R exp(x) >0Aexp(—z) =1/exp(z),
3. exp je rostouct funkce, takZe v <y = exp(x) < exp(y),
4. lim, o exp(z) =0,
5. lim, 1 exp(z) = +00 a

6. exp je bijekce z R do (0,4+00).

Definice 18 (&islo e¢) Definujeme e == exp(l) = 1 + % +
% + % + .- =2.71828 ..., rikd se mu Eulerovo ¢islo.

Lze pomérné jednoduse dokazat, ze e je iracionalni ¢islo: e & Q.
Logaritmus log x je inverzni funkce k exponenciale, takze

1

log :=exp™": (0,+00) = R..

Jeho zakladni vlastnosti se proto dostanou invertovanim vlastnosti
exponencialy.
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Tvrzeni 19 (vlastnosti logaritmu) Plati, Ze
1. log(1) =0,
2.Vx,y € (0,+00) : log(zy) = logx + logy,
3. log je rostouct funkce, takze x < y = log(z) < log(y),
4. lim,_,¢log(x) = —o0,

5. lim, oo log(z) = +00 a

6. log je bijekce z (0, +00) do R.

e Redlnd mocnina a’. Zde zavedeme pouze jejl zjednodusenou
verzi s nezapornym a. Samoziejmé ale dobie vime, Ze tieba (—2)* =

(-2)+(=2) (-2) = =

Definice 20 (redlna mocnina) Pro a,b € R s a > 0 de-
finujgeme

a’ = exp(bloga) .

Pro kazdé b > 0 klademe 0° := 0.

Pro ¢islo e = exp(1) a kazdé realné x € R pak skutecné mame, ze
e’ = exp(xlog(exp(1l))) = exp(x - 1) = exp(z).

Tvrzeni 21 (mocninné identity) Pro libovolnd redlnd
cisla a,b,x,y € R s a,b > 0 plati identity

(a-b)*=a"-b", a"-a’=a"" & (a")!=a"".

Dikaz. 1. (ab)® = exp(xlog(ab)) = exp(zloga + xlogh) =
exp(xloga)exp(xlogb) = a*b*.
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2. a*a¥ = exp(zxloga)exp(yloga) = exp(zloga + yloga) =
exp((x + y)loga) = a™*.
3. (a®)¥ = exp(y log(exp(xloga))) = exp(yxloga) = a™. O

Ovsem ale
(1)) =12 =14 1= (~1)! = (—1)?12.

Mocnina 0° je problematickd z nésledujiciho divodu.

Tvrzeni 22 (0° je neurcity vyraz) Pro kazdé ¢ € [0,1]
existugi takové posloupnosti (ay), (b,) C (0,+00), Ze
lima, = limb, =0 a lim (an)b" =c.

Obé posloupnost pak lze volit (pomoci prolindni) i tak, Ze

bn

neexistuje.

lim (ay,)

e Kosinus a sinus. I tyto funkce lze definovat pomoci fad, trebaze
puvodné pochazeji z geometrie.

Definice 23 (kosinus a sinus) Pro kaZdé t € R definu-
jeme funkce

e9 (_1>nt2n ' e (_1>nt2n+1
o nz:; 2o ¢ ; 2n+ 1)’
takiecostzl—g—k%—... asint:t—%%—f—;o—...,

bezici z R do R.

Odhadem geometrickou radou opét snadno vidime, Ze obé rady jsou
AK pro kazdé t € R. Zakladni geometrickou vlastnost kosinu a sinu
zformulujeme lehkoatleticky.
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Véta 24 (o bézkyni). Nechtt € R a

S ={(x,y) R’ |+ ¢’ = 1)

je jednotkovd kruznice (tj. s polomérem 1) v roviné a se
stredem v pocdtku. Bézkyné, kterd vybéhne po drdze S jed-
notkovou rychlosti z bodu (1,0) € S a bézi proti sméru
hodinovych rucicek prot > 0 a po jejich smeru prot < 0,
se v case |t| nachdzi v bodé

(cost, sint) € S .

Kosinus a sinus se tedy shoduji se stejnojmennymi funkcemi s geo-
metrickou definici.

Definice 25 (¢éislo ) Cislo 7 = 3.14159... miiZeme ne-
formdiné definovat tak, Ze obvod kruznice S, tedy cas, kdy
bezkyné opét probéhne startem, je 2m. Formdiné tak, Ze
nejmensi kladny nulovy bod (koren) funkce cost je w/2.

Definice pomoci obvodu kruznice S je neformalni, protoze nemame

definovanu délku kruhového oblouku. Bez dukazu uvedeme zakladni
vlastnosti sinu a kosinu.
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Tvrzeni 26 (vlastnosti sinu a kosinu) Plati, Ze

1. kosinus a sinus jsou 2mw-periodické funkce, cos(t+2mw) =
cost a sin(t + 2m) = sint pro kazdé t € R,

2. sinus na [0,7/2] roste z 0 do 1,

3. pro kazdé t € |0, 7| je sin(t) = sin(w — t) a pro kazdé
t € 10,27] je sin(t) = —sin(2w — ¢),

4. pro kazdé t € [0,27] je cost = sin(t + 7/2),
5. pro kazdét € R se cos’t +sin’ =1 a

6. pro kazdé s,t € R plati souctové vzorce sin(s +t) =

sin s-costtcos s-sint a cos(s+t) = cos s-costFsin s-sint.

7 casti 2-4 plyne, ze cos,sin: R — [—1,1]. Cast 4 11k, ze graf
kosinu je jen posunuty graf sinu.

sint
cost
gens cott = ‘;10—1:; Arkus sinus (inverzni sinus) a arkus kosinus

Dalsi trigonometrické funkce jsou tangens tant = a kotan-

(inverzni kosinus) je, po tadé, inverz restrikce sinu a kosinu na
interval [—m /2, 7/2] a [0, 7]. Jsou to bijekce
arcsin: [—1, 1] = [—7/2, /2] a arccos: [—1, 1] = [0, 7] .

Podobné arkus tangens a arkus kotangens je, po fadé, inverz re-
strikce funkce tangens a kotangens na interval (—m /2, 7/2) a (0, 7).
Jsou to bijekce

arctan: R — (—n/2, w/2) a arccot: R — (0, 7) .

DEKUJI ZA POZORNOST!
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