PREDNASKA 3, 28. 2. 2022
ARITMETIKA LIMIT. LIMITY A USPORADANI. RADY

o Aritmetika limit. V minulé prednéasce jsme se zabyvali existenci
limit redlnych posloupnosti. Ted se podivame na vztah limit a arit-
metickych operaci, a pak na vztah limit a usporadani. Pripominame,
ze (ay,), (by) a (c,) oznacuji realné posloupnosti a ze R* je rozsitend
realna osa. Pripomente si také pocitani s nekonecny. Snadno se
dokdze obména A-ové nerovnosti |a + b| < |a| + |b], ze

ja = 0| = |a| — [b] .

Pro vypocet limit se nejcastéji pouziva nasledujici véta. V dukazu
pouzijeme tuto verzi vlastni limity:

lima,=a <— a,=:a+ e, se,—0.
chyba

Véta 1 (aritmetika limit). Necht lima, = K € R*
a lim b, = L € R*. Pak

1. lim (a, + b,) = K + L, je-li pravd strana definovand,
2. lim a,b, = KL, je-li prava strana definovand a

3. lim a,/b, = K/L, je-li pravd strana definovand. Pro
b, = 0 klademe a, /b, := 0.

PS v 1 neni def. < K = —L = Fo00. PS ve 2 nent def.
<— K=0aL =200 nebo K =400 a L =0. PSve3
nent def. <= L =0 nebo K = +00 a L = +o0.




Dukaz. 1. Necht K, L € R a je ddno €. Existuje ng, ze n > ng
= ay, = K +c,ab, = L+d,s|cl |d| <5 Tedy n > ng =
an+by =K+ L+c,+dys e, <lep|+ |dn]| <5+ 5 =¢€. Tedy

€n

a, +b, - K+ L.

Necht K # —oo0, L = +00 a je déno c. Pak a,, > d pro kazdé
n a néjaké d a b, > —d + ¢ pro kazdé n > ng. Tedy n > ny =
an,+b, >d+(—d)+c=caa,+b, — +oo. Piipad, 726 K = —
a L # +oo je podobny.

2. Necht K, L € R a je ddno ¢ € (0,1). Existuje ng, ze n > ny
= a, = K+c,ab,= L+d,s|c||d| <e Tedy n > ny =
anb, = KL+ ¢, L +d,K + ¢,d, a

€n

A-ner.
e, < e(|K|+|L|+1)—0 pro ¢ = 0.

Tedy apb, — KL.

Necht K > 0, L = —o00 a je ddno ¢ < 0. Pak a,, > d > 0 pro
kazdé n > ng a néjaké d > 0 a b, < ¢/d pro kazdé n > ng. Tedy
n > ny = ayb, < d(c/d) = c a a,b, — —oo. Ostatni pripady
s K = £00 nebo L = 00 jsou podobné.

3. Necht K, L € Rs L # 0 a je déno €. Existuje ng, 7ze n > ng
= a, = K+c,ab,= L+d,s|c,| <eald,| <min(e,|L|/2).
Pro kazdé n > ng pak je

4, K+e¢, K/L+e, /)L K KdJL*  ¢)L

b, L+d, 1+d,JL L _ 1+d,/L 1+d,/L

€n




a, diky |1 +d,/L| > 1—|do|/|L] > 1-1/2=1/2,

A-ner. a obména | L2 L 2K 2
% |Kle/ +€/! | __ (2 |+ 0
1/2 1/2

L> |L]
pro ¢ — 0. Tedy a, /b, — K/L.

Necht K € R, L = —o0o a je déno . Tedy (a,) je omezen,
la,| < ¢ pro kazdé n a néjaké ¢ > 0, a existuje ng, ze n > ng
= b, < —c/e. Tedy n > ng = |a,/b,| < ¢/|bu| < ¢/(c/e) = ¢
a a,/b, — 0. Ostatni pripady, kdy L # 0 a bud K = oo anebo
L = 400 jsou podobné. O

en]

Véta zdaleka nepopisuje aritmetiku limit beze zbytku. I kdyz jeji
predpoklady nejsou splnéné, tedy K nebo L neexistuje nebo prava
strana neni definovand, neznamena to jesté, ze (jednoznacnd) li-
mita na levé strané neexistuje. Mnohdy existuje a nékolik takovych
pifpadu ted bez diukazu uvedeme.

Tvrzeni 2 (dodatek 1) [ kdyz limita K = lim a,, neexis-
tuje, plati ndsledujict.

1. (a,) omezend a L =lim b, = o0 = lim (a, +0b,) = L.
2. (a,) omezend a L =lim b, =0 = lim a,b, = 0.

a,) splnuje a, >c¢>0pron >ny a L =lim b, = £0
= lim a,b,, = L.

4. (ay) je omezend a L =lim b, = £o00 = lim a,/b, = 0.

5. (an) splnuge a,, > ¢ >0 pron > ng, b, >0 pron > ng
a L =lim b, =0 = lim a,/b, = +o0.




Casto se ale také stane, ze kdyz predpoklady véty nejsou splnény,
neni limita levé strany jednoznacné urcéena nebo neexistuje.

Tvrzeni 3 (dodatek 2) VA € R* d(a,), (b,), Ze
1. lim a, = 400, lim b, = —oc0 a lim (a, + b,) = A,
2. lim a, =0, lim b, = +00 a lim a,b, = A a

3. lim a, = lim b, = 0 nebo lim a,, = *oo, lim b, = oo

a lim a,/b, = A.

Limity lim (a,, +b,), lim a,b, alim a,/b, v 1-3 také nemust
existovat.

o Rekurentni posloupnosti. Jejich limity jsou vlastné prvni oprav-

dové limity posloupnosti, dosavadni pitklady jako lim (n'/? —nl/?),
2n—3
T
limit rekurentnich posloupnosti vysvétlime v dukazu tvrzeni nize.

apod. jsou ve skutecnosti ulohy na limity funkeci. Poc¢itani

lim

Uzijeme v ném tzv. AG nerovnost (nerovnost mezi aritmetickym
a geometrickym prumérem), ze pro kazda dve ¢isla a, b > 0 je

+0
a 5 > vab .
Tvrzeni 4 (rekurentni limita). Necht (a,) splniuje a; =
1 a, pron > 2,
ap—1 1
apn = +
2 Ap—1

Pak lim a,, = v/2.

Diikaz. Reknéme, ze L = lim a, € R existuje a je vlastni. Pak
podle limity podposloupnosti i lim a,,_1 = L. Podle ¢asti 3, 2 a 1
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. /x / . 1 1 ~ : pn—1 __ L
predchozi véty mame lim = 7 pro L # 0, vzdy lim =5+ = 5

Qp—1 L 2
a lim (“%- +an1_1):%—|-%pro[j7é0. Tedy
L 1
L:§+E«»L2—L2/2:1«»L2:2

a mame dve fesenf L = v2 a L = —/2. Kdyz dokazeme, ze
(ay) konverguje, dostaneme hned, ze lim a,, = v/2, protoze ziejmé
a, > 0 pro kazdé n, a tedy L > 0 (¢imz predbthame do nasledujic
casti prednasky).

Abychom ale vylouéili hodnotu L = 0, potiebujeme silnéjsi ne-
rovnost, nez ze L > 0. Nicméné hned uvidime, ze pro kazdé n > 2
je an, > V2. Takze L > /2, pokud existuje, a L se jisté nerovnd
nule.

Pouzijeme vétu o monoténni posloupnosti z minulé prednasky:.
Dokézeme, 7ze (a,) je nerostouci od ny = 2. Potfebujeme, aby pro
kazdé n > 2 bylo

an, 1 a’

an > any = 5+ — ?"21 — a, > V2.
n

Pro n > 2 ale podle AG nerovnosti skutecneé je

- 1 an_1+2a;’
an:an L e ”_12\/an—1'2aﬁi1:\/§-
2 Ap—1 2

Takze (ay,,) je nerostouci od ny = 2 a je kladna, tedy omezend zdola.
Podle véty o monoténni posloupnosti ma (a,) nezdpornou vlastni
limitu. Tedy, jak jsme spoéitali, im a, = v/2. O

Aby uvodni vypocet, to jest vyTeseni rovnice ziskané nahrazenim
vsech a,,a,_1,... v rekurenci limitou L, byl co platny, je vzdy
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nutné dokazat, ze limita posloupnosti (a,) existuje. Naptiklad re-
kurentni posloupnost (a,) dand jako a; = 1 a a, = —a,_1 nemd
limitu lim a, = 0, prestoze rovnice L = —L ma jediné reseni
L = 0. Limita posloupnosti (a,) = (1,—1,1,—1,...) totiz (jak
jsme nahlédli uz diive) neexistuje.

V dukazu nasledujiciho tvrzeni uzijeme prosté pozorovani, ze

lim a, =0 <= lim |a,| =0.

Skutecné, a, - 0 <= Vedng: n>ng=la,| <e < Ve
dAng: n>ng=||a.|| <e < |a,| — 0.

Tvrzeni 5 (geometricka posloupnost) Pro c¢islo g € R
limita

(—0 gl <1, —1<qg<1,
= 1 oo qg=1

n—00 = +00 .. g>1la
L neexistuje ... q < —1.

Diuikaz. 1. Necht |g| < 1. Podle pozorovant lze navic predpoklddat,
ze ¢ > 0. Potom je (¢") nerostouci, zdola omezend (diky ¢" >
0) a podle véty o monoténni posloupnosti ma nezapornou vlastni
limitu L. Protoze ¢" = q - ¢" !, plati rovnice L = ¢ - L ~ L =

0/(1—q) =0
2. Pro ¢ = 1 mame limitu konstantni posloupnosti (1,1,...).
3. Necht ¢ > 1. Podle ¢4sti 1 tohoto tvrzen{ a ¢ésti 5 tvrzeni 2 je

4. Necht ¢ < —1. Pro ¢ = —1 nemd (¢") = (—1,1,—-1,1,...)
limitu, protoze ma podposloupnost s limitou 1 a podposloupnost
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s limitou —1. Pro ¢ < —1 nema (¢") limitu, protoze, podle ¢asti 3
tohoto tvrzeni a aritmetiky limit, ma podposloupnost s limitou +o00
a podposloupnost s limitou —oo. O

o Limity a (R*, <). Vztah limit redlnych posloupnosti a linearntho
usporadani (R*, <) popisuji dvé nasledujici véty.

Véta 6 (lim a usporddani). Necht K,L € R* a (a,), (b,)
jgsou dve realné posloupnosti s lim a, = K a lim b, = L.
Plat? ndsledujict.

1. Kdyz K < L, tak existuje ny, Ze pro kazZdé dva, ne
nutné stejné, indexry m,n > ngy je ay, < by,.

2. Kdyz pro kazdé ng existuji indexy m an, Ze m,n > ny
aa, > b, pak K > L.

Dukaz. 1. Necht K < L. Jak vime z minula, existuje e, Ze
U(K,e) < U(L,e). Podle definice limity mame ng, ze m,n > ng
= a, € UK,e)ab, € U(L,¢e). Tedy m,n > ng = a, < by,.

2. Tento dukaz dostavame zadarmo pomoci logiky: implikace
© = 1 je totéz, jako jeji obména —) = —p. Obména implikace
v casti 1 je ovSem praveé cast 2. O
Ostra nerovnost mezi ¢leny dvou posloupnosti muze v limité prejit
v rovnost jejich limit: pro (a,) := (1/n) a (b,) = (0,0,...) je
a,, > b, pro kazdé m a n, ale

lim a, =1lim b, =0 .

Predesla véta se casto (vlastné skoro vzdy) uvadi ve slabsi forme,
ze kdyz K < L, pak existuje ng, ze n > ny = a, < b,. Podobné
pro druhou cast.



Pro realna cisla a a b oznacime uzavreny interval s konci a a b

jako I(a,b):
I(a,b) =[a,b] proa <bal(a,b)=[balproa>b.
Mnozina M C R je konveznd, pokud Va,b € M: I(a,b) C M.

Tvrzeni 7 (o intervalech) Konvexni mnoZiny redlngch
c¢isel jsou pravé a jenom 0, singletony {a} pro a € R, celé
R a intervaly (a,b), (—o0,a),

(a, +0), (a, b], |a, b), |a, b], (—o0, a] a [a, +00)

pro redlna cisla a < .

Naptiklad kazdé okoli U(A,¢€) je konvexni. Ale zadné prstencové
okoli P(a, ) neni konvexni.
Nasledujici véta je popularni vzhledem ke svému nazvu.

Véta 8 (o dvou straznicich). Necht a € R a (a,), (b,)
a (¢n) jsou takové tri redlné posloupnosti, Ze

lim a, =lim ¢, =aAVn>mng: b, € I(ay, ¢,) .

Pak 7 lim b,, = a.

Dukaz. Necht a, (a,), (by) a (c,) jsou, jak uvedeno, a je déno .
Podle definice limity existuje ng, ze n > ng = ay,c, € Ula,e).
Diky konvexité okoli U(a,€) je n > ng = I(ay,,¢,) C Ula,e).
Diky predpokladu tak n > ng = b, € U(a,€) a b, — a. O

Dva stréznici, posloupnosti (a,) a (¢,), tak mezi sebou vedou po-
dezielého, posloupnost (b,), ke spolecné limité a. Pro nevlastni li-
mitu staci jen jeden straznik: kdyz lim a, = —o0 a b, < a, pro
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kazdé n > ng, pakilim b, = —o0. Podobné pro limitu +oo. Véta
o dvou straznicich se casto uvadi ve slabsi podobé, s nerovnostmi
a, < b, < ¢, misto nalezeni b, € I(a,, ¢,). Pak maji straznici
pevné dana mista vlevo a vpravo vedle podezrelého, zatimco v nasi
verzi véty se mohou vymeénovat.

e Limes inferior a limes superior posloupnosti. Tyto terminy
predstavuji pozustatky latinské matematické terminologie a po radé
znamenaji ,nejmensi limita® a ,nejvetsi limita™.

Definice 9 (hromadny bod) Necht A € R* a (a,) C R.
Rekneme, Ze A je hromadny bod posloupnosti (a,), pokud
md (a,) podposloupnost (a,,,) slim a, = A. PoloZime

H(a,) ={A € R* | A je hromadny bod (a,)} C R*.

Limes inferior realné posloupnosti (a,,), znaceno lim inf a,,, defi-
nujeme jako nejmensi prvek mnoziny H(a,) v linedrnim usporadani
(R*, <). Jeji limes superior, znaceno limsup a,,, pak je nejvetst pr-
vek mnoziny H(a,). Ze tyto prvky vidy existuji hned dokézeme.

Véta 10 (liminf a limsup) Pro kaZdou redlnou posloup-
nost (a,) je mnozina H(a,) neprdzdnd a md v linedrnim
uspordddni (R*, <) minimum 1 mazximum.

Duikaz. Necht (a,) je redlnd posloupnost. Minule jsme dokézali,
7e (a,) ma podposloupnost s limitou, takze H(a,) # 0. Dokazeme
existenci max(H (a,)), existence minima se dokazuje podobné.

Ve c¢tytech pripadech, které pokryvaji vSechny moznosti, definu-
jeme prvek A € R*. (i) Pokud H (a,) = {—oc}, pak A := —o0. (ii)
Pokud +o00 € H(ay,), pak A := +oo. (iii) Pokud H(a,) "R # ()
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a tato mnozina je shora neomezend, pak A := +o00. Konecné (iv)
pokud 400 & H(a,) a mnozina H(a,) N R je neprazdna a shora
omezena, pak
A :=sup(H(a,) NR) e R.

Ukazeme, ze vzdy A = max(H (ay)). V pripadech (i) a (ii) to je
ziejmé. V pripadech (iii) a (iv) je zfejmé, ze A > h pro kazdé
h € H(a,), a staci dokazat, ze A € H(a,). V pripadech (iii) a (iv)
je také jasné, Ze existuje posloupnost

(b)) C H(a,) NRslimb,=A.

Protoze kazdé ¢islo b,, je limitou néjaké podposloupnosti posloup-
nosti (a,), snadno nalezneme jeji takovou podposloupnost (a,,),
ze

Vn:ay, € U, 1/n).
Pak ale lim a,,, =lim b, = Aa A € H(a,). O
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Véta 11 (vlastnosti liminfu a limsupu). Pro kaZdou
redlnou posloupnost (a,) plati ndsledugict.

1. Kdyz lim a,, existuje, H(a,) = {lim a,}.

2. Nastdvaji tri exkluzivni pripady pokryvajici vSechny
moznosti: (i) (a,) je shora neomezend a limsup a, =
+o0, (i) lima, = —oo a limsup a, = —oo, (i)
limsup a,, je vlastni a

limsup a, = lim (sup({a, | m >n})) eR.
n—00

3. Nastdvaji tri exkluzivni pripady pokryvajici vsechny
moznosti: (i) (a,) je zdola meomezend a liminf a, =
—o0, (#) lima, = 400 a liminf a, = +oo, (ii1)
liminf a, je viastni a

liminf @, = lim (inf({a, | m>n})) €eR.
n—00

4. Vidy liminf a, < limsup a, a rovnost nastdvd, prdvé

kdyz existuje lim a,, a pak

liminf a, = limsup a, = lim a,, .

Dukaz. 1. To je ziejmé, podposloupnost dané posloupnosti s limi-
tou ma tutéz limitu.

2. Prvni dva ptipady jsou viceméné jasné. Necht ani jeden z nich
nenastava. Pro kazdé n oznacime A, = {a,, | m > n} a b, =
sup(A4,). Kazda mnozina A, je shora omezena a neprazdna, takze
(by) je dobfe definovana realna posloupnost, ktera je ziejmé ne-
rostouci. Podle véty o monotonni posloupnosti ma limitu L =
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lim b, € RU {—o00}. Ta neni —oo, protoze pak by lim a, = —oo.
Tedy L € R. Podle definice suprema

Vndm (>n): b,—1/n<a, <b, .

Odtud neni tézké nahlédnout, ze lim b, = L € H(a,). Kdyby
L nebyla nejvétsim prvkem H(a,), existovalo by § > 0, ze pro
nekonecné mnoho m je a, > L + ¢. Pak bychom si vzali n, ze
b, < L+9. Jenomze pak by existovalo m > n, ze a,, > L+ > b,
ve sporu s definici ¢isla b,. Tudiz L = max(H (a,)) = limsup a,.

3. Dukaz je podobny predchozimu.

4. Prvni tvrzeni je ziejmé. Abychom dokazali druhé, staci dokazat,
ze kdyz liminf a, = limsup a, =: L, pak lim a, = L. Kdyz
L = 400, je lim a,, = L podle ptipadu (ii) v ¢asti 2 nebo v ¢asti
3. Necht L € R a bud déno e. Podle pripadu (iii) v ¢dstech 2 a 3
vezmeme n, ze

L—e<inf{a, |m>n}) <sup({a,|m>n}) < L+e.
Pakm>n=L—¢<a,, <L+ ¢, takze a, — L. O

e Nekonecné rady. Zavedeme zakladni pojmy teorie (nekoneénych)
rad. Vice si o nich fekneme priste.

Definice 12 (nekonecné tady) (Nekonecnou) radou ro-
zumime opét posloupnost (a,) C R. Jejim souctem ro-
zumime limitu

oo
Zan:Zan:al—i—ag—l—---::hm(al—i—ag—i—---—i—an),
n=1

kdyz existuje. Posloupnost (a1 + ag + +-- + a,,) je tvorena
takzvanymi ¢dstecnymi soucty (tady).
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Symboly > a,, Y7 a, a ap + az + ... ovSem Casto oznacuji
i samotnou posloupnost (a,). S fadami jsme se uz setkali v prvni
prednasce v paradoxech nekonecna. Je pravda, ze

(0. ¢]

D= =1-141-141=1+4---=0+404+0+---=07
n=1

Neni to pravda. Jak vlastné rozumét témto trem rovnostem? Prvni
rovnost plati, je to rovnost mezi dvéma posloupnostmi. Treti rov-
nost také plati, rika, ze soucet rady samych nul je nula. Druha rov-
nost ale neplati: jako rovnost dvou posloupnosti neplati a neplati
ani jako rovnost souc¢tu dvou rad, protoze tada 1 —1+1—1+...
soucet nema, posloupnost jejich ¢astecnych souctu je (1,0,1,0,...)
a nema limitu.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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