PREDNASKA 2, 21. 2. 2022
VETY O EXISTENCI LIMIT POSLOUPNOSTI

e Opakovdni. Pripomente si, co je to R a co jsou prirozena Cisla
N ={1,2,...} Pomoci i, j, k, [, m, mg, my, ..., n, ng, nq, ...
oznacujeme prirozena cisla a a, b, ¢, d, e, 0, € a 6, ptipadné s indexy;,
jsou realna cisla. Vzdy d,e,0 > 0 a predstavujeme si je jako blizka
nule. Piipomerite si, co je to redlna posloupnost (a,) C R.

e Pocitdni s nekonecny. Pro definici nevlastnich limit pridame

k R nekonecna +00 a —oo. Dostaneme tak rozsirenou redlnou
0SU

R* := RU {400, —c0} .

S nekonecny pocitame néasledovneé.

Bereme vzdy jen horni nebo jen dolni znaménka:
AeRU{too} = A+ (foo) =200+ A :=+00,

A€ (0, +oo)U{+0} = A-(£o0) =(+0) A :==+00,

A€ (—o0, 0)U{—0c0} = A-(£o0) = (F+x0) A :=F0,

a
ER == — =0,
“ +00

—(200) 1= Foo, —00 < @ < +00 a —00 < +00.

Odecteni prvku A € R* se redukuje na pricteni —A a déleni nenu-
lovym a prevedeme na nasobeni ¢islem 1/a. Vsechny ostatni hod-
noty operaci, to jest (A € R*)

A + +
o7 (00 + (F00), 0 (00, (00) 0, T o



jsou nedefinované, jsou to tzv. neurcité vyrazy. Prvky v R* obvykle
oznacujeme pomoci A, B, K a L.

e Okoli bodu a nekonecen. Rozpomenme se na znaceni realnych
intervalu:

(a, b ={r eR|a<xz<b}, (—00,a)={r€eR|z<a}
atd.

Definice 1 (okoli) -okoli bodu b a prstencové e-okoli
bodu b definujeme po radeé jako

U, e)=((b—e,b+e) a Pb,e):=(b—e,b)U(b b+e),
takze P(b,e) = U(b,e)\{b}. Definujeme e-okoli nekonecen:
U(—o0, €) :=(—00, —=1/e) a U(+oo, €) :=(1/e, +0) .

Klademe P(to0,¢) := U(£o0,€).

Hlavni vlastnost okoli je, ze kdyz V, V' € {U, P}, pak
A BeER", A< B=13¢: V(A , ¢)<V'(B,¢),

to jest a < bprokazdé a € V(A,e) akazdé b € V'(B, ¢). Specidlné
plati, ze A # B = Je: V(A e)NV'(B,e) = 0.

o Limity posloupnosti. Neni-li feceno jinak, (a,), (by),(c,) C R

N~ v/

v analyze (i v matematice).



Definice 2 (limita posloupnosti) Necht (a,) je redind
posloupnost a L € R*. Pokud

Vedny: n>nyg=a, € U(L,¢),
piseme, Ze lim a, = L, a Tekneme, Ze posloupnost (a,) md
limitu L.

Pro L € R mluvime o vlastni limité a pro L = +o00 o limité ne-
vlastni. Posloupnost s vlastni limitou konverguje, jinak diverguje.
Vlastni lim a,, = a znamend, Zze pro kazdé realné (a jakkoli malé)
e > 0 existuje takovy index ny € N, Ze pro kazdy index n € N
velky alespon ny je vzdalenost mezi a, a a mensi nez €:

la, —al <e.

Nevlastni lim a,, = —oo znamend, ze pro kazdé (jakkoli zaporné)
c € R existuje takovy index ny, ze pro kazdy index n velky alespon
no Je
a, < c.

Podobné s opacnou nerovnosti pro limitu 4oo. Dalsi pouzivané
znaceni pro limity je lim,, .. a, = L a a, — L. Nejjednodussim
prikladem konvergentni posloupnosti je eventudalne konstantni po-
sloupnost (a,) s a, = a pro kazdé n > mng, pak samoziejmé
lim a,, = a. Predstava o limité, ze ,posloupnost se k limité ne-
omezené blizi, nikdy ji ale nedoséhne (leda snad v nekonecnu)*,
rozsitena ve verejnosti, je poeticka, ale nespravna.

Tvrzeni 3 (jednoznaénost lim) Limita posloupnosti je
jednoznacnd, lim a, = K alima, =L = K = L.




Dukaz. Necht lim a,, = K ilim a, = L a € je libovolné. Podle
definice 2 existuje ng, ze n > ny = a, € U(K,e)ia, € U(L,¢).
Tedy Ve : U(K,e)NU(L,e) # (). Pak ale podle hlavni vlastnosti
okoli uvedené vyse se K = L. O

o Dvée limity. Ukazeme, ze lim % = 0. Coz je jasné, pro dané e
akazdén >mng =14 [1/e] je

| | 1

0<—< < = 1 U0 :

n STy S e et e
N——

> 1/e

Zde [a]| € Z oznacuje horni celou ¢dst cisla a, nejmensi v € Z, 7e
v > a. Podobné dolni celd ¢dst |a] ¢isla a je nejvetsi v € Z, ze
v < a. Druhy priklad je, ze

v/n —+/n — —oo .

Pro dané ¢ < 0 totiz pro kazdé n > ng > max(4c?, 2°) je

netrivialni tri\LiEilni
I N— e N
n—+/n =nl?. En_li(i—ll < —n'? /2<=2/2=c¢c.
n>2M=...<—1/2 <=2

Nemusime nalézt optimalni hodnotu indexu ng v zavislosti na ¢ ci
c, to se da udélat jen v nejjednodussich pripadech typu lim %, jinak
to byva problém. Stac¢i mit libovolnou hodnotu ng, aby pro kazdé
n > ny platila nerovnost (resp. nélezeni) v definici limity. I k tomu
je ale dobré umeét zachazet s nerovnostmi a odhady.

e Podposloupnosti posloupnosti.



Definice 4 (podposloupnost) Posloupnost (b,) je pod-
posloupnosti posloupnosti (a,), pokud ezistuje takovd po-
sloupnost (prir. ¢isel) my < mo < ..., Ze pro kaZdé n je

by, = ap,, -

Zavedeme znacent (b,) =X (ay).

Lehce se vidi, Ze relace < na mnoziné posloupnosti je reflexivni
a tranzitivni. Lehce se také vymysli posloupnosti (a,) a (b,), ze

(an) =2 (bn) 1 (bn) = (an), ale (an) # (by).

Tvrzeni 5 (< zachovava limity) Necht (b,) =< (a,)
alim a, = L € R*. Pak ¢lim b,, = L.

Diikaz. Plyne hned z definic 2 a 4, protoze posloupnost (m,,) v po-
sledni definici splnuje, ze m,, > n pro kazdé n. O

Plati také nasledujici uzitecné tvrzeni, ze kterého pozdéji dokazeme
jen prvni cast.

Tvrzeni 6 (o podposloupnostech) Necht (a,) je redind
posloupnost a A € R*. Plati nadsledujici.

1. Ezistuje posloupnost (b,), zZe (b,) =< (a,) a (b,) md li-
mitu.

2. Posloupnost (a,) nemd limitu <= (a,) md dvé pod-
posloupnosti, které maji ruzné limity.

3. Neni pravda, Ze lim a, = A <= existuje posloupnost
(bn), Ze (by) =X (an) a (by) md limitu ruznou od A.




Abychom vyvratili, ze dana posloupnost ma limitu, je vzdy mozné
predvést jeji dvé podposloupnosti s ruznymi limitami. Napf.

(a,) =((=1)")=(=1,1, =1, 1, =1, ...)
nemad limitu, protoze (1,1,...) < (a,) i (=1,—=1,...) = (ay).

e Limita n-té odmocniny z n. Je dobré umeét poznat, kdy je
vypocet dané limity ,trivialni® a kdy ,netrivialni®. Prvni pripad
nastava, kdyz v limiténém vyrazu zadné dva rusty nejdou proti
sobé, jinak nastava druhy ptipad. Tteba vypocty limit lim (2" +
3") a lim i jsou trividlni, kdezto vypocty limit lim (2" — 3")

Bn
4”” JSOU netrividlni. Casto netrividln{ limitu spo¢itame tak,

a lim
ze ji algebralckyml upravami prevedeme na trivialni limitu, jako
v hotejsim piikladu s &/n — y/n. Nésledujici limita z n/" je ne-
trividlni, protoze n — +o00, ale 1/n — 0 a (+00)? je také neurcity

vyraz. Jak hned uvidime, exponent prevladne a nt/m 1.

Tvrzeni 7 (n'/" — 1) Plati, e

lim n'/"= lim /n=1.

n—oo n—oo

Dikaz. Vzdy n!'/™ > 1. Kdyby n'/" 4 1, existovalo by ¢isloc > 0

a posloupnost 2 < n; < mng < ..., Ze pro kazdé ¢ je n; RIS

Podle Binomické véty by pro kazde 1 bylo

ni > (I+co)h=5" (”Z)cj =14 (T)e+ (§)E+--+ (1)
2 ni(né—l) . C2

a tedy, pro kazdé 7,



To je spor, posloupnost n; < no < ... neni shora omezena. O

o Kdy limita posloupnosti existuje? Uvedeme ¢tyii vety (9, 10,
13 a 15) v tomto duchu, druhd z nich je nepovinna. Je jasné, ze
existence limity posloupnosti se nezrusi ani jeji hodnota se nezméni
zadnou zménou jen koneé¢né mnoha clenu posloupnosti. Vlastnosti
posloupnosti zarucujici existenci limity by mély byt taky tak ro-
bustni, nemély by byt ovlivnitelné zadnou zménou jen konecné
mnoha ¢lent posloupnosti. Napriklad omezenost posloupnosti, kte-
rou definujeme za chvili, je robustni. Nasledujici véta o monoténni
posloupnosti se ¢asto uvadi jen pro posloupnost (a,,) monoténni pro
kazdé n, coz neni robustni vlastnost. My ve vsech ctytech vétach
pouzijeme robustni vlastnosti.

e Monotonni posloupnosti.

Definice 8 (monotonie) Posloupnost (a,) je
o neklesajict, kdyz a, < a,.1 pro kazZdé n,
o neklesajici od ny, kdyz a, < a,.1 pro kazdé n > ny,
e nerostouct, kdyz a, > a,1 pro kazZdé n,
e nerostouct od ngy, kdyz a, > a1 pro kaZdé n > ny,
e monotonni, je-li neklesajici nebo nerostouct,

e monotonni od ny, je-li neklesajict od ng nebo nerostouct
od ny.

Nerovnosti a, < a1, resp. a, > apy1, ddvaji (ostre) ros-
touct, resp. (ostre) klesajici, posloupnost.




Posloupnost (ay,,) je shora omezend, pokud 3¢V n : a, < ¢, jinak
je (a,) shora neomezend. Otocenim nerovnosti mame omezenost,
resp. neomezenost, posloupnosti (a,) zdola. Tato posloupnost je
omezend, je-li shora i zdola omezena. Kazda z téchto péti vlastnosti
posloupnosti je robustni.

Véta 9 (o monoténni posloupnosti) Redlnd posloup-
nost (a,), kterd je monotonni od ng, md limitu. Je-li (a,)
neklesajici od ngy, pak

n—o0

i a — sup({an | n > no}) ... (a,) je shora omez. a
" 4o ... (ay) je shora neomez.

Je-li (a,) nerostouct od n > ny, pak

lm a, — { inf({a, | n >np}) ... (a,) je zdola omez. a

n—00 —00 ... (ay) je zdola neomez.

Dukaz. Probereme pouze prvni pripad posloupnosti neklesajici od
ng, druhy pripad je velmi podobny. Kdyz je (a,) shora neomezena,
pak pro dané c existuje m, ze a,, > max(c,a, ag, ..., ap,). Tedy
a,, > cim > ng, a tudiz pro kazdé n > m je

CLnZan—1Z"'Zam>CMan>C

a a, — +00Q.

Pro (a,) omezenou shora polozime s := sup({a, | n > ng}).
Bud ddno € > 0. Podle definice suprema existuje m > ng, Ze
s —¢e < ay < s. Tedy pro kazdé n > m je

s—e<ap < - <1 <a,<s~s—e<a,<s

aa, — S. O



e Kvazimonotdonni posloupnosti (nepovinnd pasdz). Rekneme, ze
posloupnost (a,) je kvazimonotonni od ng, kdyz

n > ny = kazdd mnozina {m | a,, < a,} je konecnd
nebo
n > ng = kazdd mnozina {m | a,, > a,} je konecna .

Zrejme kdyz je posloupnost monoténni od nyg, je 1 kvazimonoténni
od téhoz ny. Neni tézké vymyslet posloupnost, ktera neni monoténni
od ng pro zadné ng, ale je kvazimonoténni od néjakého ny.

V nasledujici vété pouzivame veliciny lim sup a lim inf posloup-
nosti, které jsou vzdy definované, mohou nabyvat i hodnoty +oo
a které zavedeme priste.

Véta 10 (o kvazimon. posloupnosti) KaZdd posloup-
nost (a,) C R, kterd je kvazimonotonni od ng, md limitu.
Spliiuje-li (a,,) pront, resp. druhou, podminku definice, pak

lim a, = limsupa, € R*, resp. lim a, = liminfa, € R*.

Dikaz. Uvéazime jen pripad, ze (a,) splnuje prvni podminku pro
néjaké ng, protoze druhy pripad je velmi podobny. Necht je (a,,)
shora neomezena a je dano c. Tedy existuje m > ng, ze a,, > c.
Podle prvni podminky existuje k, ze a,, > a,, > c pro kazdé n > k.
Tedy a, — +0o = limsup a,. Necht je (a,) shora omezend, s :=
limsup a, € R a je dano . Podle definice lim sup a,, se v

sSs—e<a,<SsS+e¢

prvii nerovnost splinuje pro nekonecné mnoho m a druha pro skoro
vSsechna m. Podle prvni podminky tedy existuje k, ze s —¢ < a,, <
s + € plati pro kazdé n > k. Tedy a,, — s. O

9



Kvazimonotonni posloupnosti, v nichz ng = 1, zavedl anglicky
matematik Godfrey H. Hardy (1877-1947).

e Bolzano—Weierstrassova véta. Pro jeji dukaz potrebujeme po-
mocny vysledek, ktery je zajimavy sam o sobé.

Tvrzeni 11 (existence monoténni podposl.) KaZdd
posloupnost redlnych cisel ma monotonni podposloupnost.

Dikaz. Pro danou posloupnost (a,) uvazime mnozinu
M:={n|Vm: n<m=a,>a,}.

Kdyz je nekoneéna, M = {m; < msy < ...}, mame nerostouci
podposloupnost (a,,, ). Kdyz je M konecnd, vezmeme ¢islo my >
max(M). Pak jiste my € M a tedy existuje ¢islo mg > my, ze
A, < G, ProtoZe mg & M, existuje ms > ma, 7€ Gpm, < Qpg.
A tak dale, mame neklesajici, dokonce ostfe rostouci, podposloup-
nost (an,,, ). O

Z, véty o monotonni posloupnosti a z predeslého tvrzeni hned
dostavame dva nasledujici vysledky. Prvni z nich je ¢ast 1 tvrzeni 6.

Disledek 12 (podposl. s limitou) Posloupnost
realnych cisel md vZdy podposloupnost, kterda ma limitu.

Véta 13 (Bolzano—Weierstrassova) Omezend posloup-
nost redalnych cisel md vzdy konvergentni podposloupnost.

Dukaz. Necht (a,) je omezend posloupnost a (b,) =< (a,) je jeji
monotonni podposloupnost zarucena podle predeslého tvrzeni. Pa-
trné je (b,) omezena a podle véty 9 ma vlastni limitu. O

10



Karl Weierstrass (1815—-1897) byl némecky matematik, ,,otec mo-
derni matematické analyzy“. Knéz, filosof a matematik Bernard
Bolzano (1781-1848) s italskymi, némeckymi a ¢eskymi koteny
ma v Praze po sobé pojmenovanou ulici u Hlavniho nadrazi, v Ce-
letné ulici ho pripomina pamétni deska a na Olsanskych hibitovech
se nachazi jeho hrob.

e Cauchyova podminka.

Definice 14 (cauchyovskost) Posloupnost (a,) C R je
Cauchyova (téz cauchyovskd), pokud

Vedng: m,n>ng=|a, —a,| <e,

tj. am € Ulay,€).

Cauchyovost posloupnosti realnych ¢isel je robustni vlastnost. Lehce
se vidi, ze kazda Cauchyova posloupnost realnych cisel je omezena.

Véta 15 (Cauchyova podminka) Posloupnost redlnijch
cisel (a,) je konvergentni, pravé kdyz (a,) je Cauchyouva.

Diikaz. Implikace =. Necht lim a, = a a je ddno . Pak existuje
ny, ze n > ng = |a, — al < e/2. Tedy

m, n>ng = |a, —a,| <la, —a|l+la—ay| <e/2+e/2=¢

a (a,) je Cauchyova posloupnost. (Pouzili jsme vyjadrent a,, —a,, =
(am —a)+ (a—ay) a trojuhelnikovou nerovnost [c+d| < |c|+]d|.)

Implikace <. Necht (a,) je Cauchyova posloupnost. Jak vime,
(an) je omezend, a proto ma podle Bolzano—Weierstrassovy véty
konvergentni podposloupnost (a,,,) s limitou a. Pro dané e tak
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mame ng, ze n > ng = |ay,, —al < /2 aze myn > ny =
@y, — ay| < /2. Vzdy m,, > n, takze

n>ng=la, —al <la, — am,| +|am, —al <e/2+¢/2=¢.
Tedy a,, — a. O

[ francouzsky matematik Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
pobyval v Praze, totiz v exilu v letech 1833-1838.

DEKUJI ZA POZORNOST
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