POSLEDNI PREDNASKA 13, 16. 5. 2022
RIEMANNUV INTEGRAL A JEHO UPGRADE
HENSTOCK-KURZWEILUV INTEGRAL. POUZIT]
INTEGRALU

e Riemannuv integrdl podle J.-G. Darbouze. Uvedeme dalsi ekvi-
valentni definici Riemannova integralu. Pro realna ¢isla a < b
a déleni P = (ag,a,...,a;) intervalu [a,b] si oznacime I; =
a1, a;] a |]| = a; — a;_1. Pro funkci f: [a, b} — R soucty

Z\[! inf(f[L,]) a S(P, f): Z][\ sup( f

s(P,f) e RUu{—-oc} aS(P,f) e RU {+oo} (mﬁma a suprema
pocitame v (R*, <)), nazveme po tadé dolnim a hornim souctem
(pro déleni P a funkci f). Lehce se vidi, ze f je shora neomezena,
prave kdyz kazdy horni soucet S(P, f) = +o00, a ze f je zdola neo-
mezend, pravé kdyz kazdy dolni soucet s(P, f) = —oo. Nasledujici
nerovnosti pro tyto soucty ponechame jako cviceni.

Tvrzeni 1 (monotonie d. a h. sou¢ttl) Necht P C Q
jsou délent intervalu [a,b] a necht f: |a,b] — R. Pak

s(P, f) <s(Q, f) a S(P, f) =2 5(Q, f).

Dokézeme ekvivalenci ¢tvrté definice (R) [

Tvrzeni 2 (4. definice (R) [) Necht a < b jsou redind
¢isla a f: [a,b] — R. Pak

f€R(a,b) < JcVeIPVi:|lc—R(Pt, f)|<e.




Dikaz. Implikace = je trividlni{ z definice (R) [, protoze polozime
c = fab f. Dokazeme <=. Lehce se vidi (viz tvrzeni 8 minule), ze f
je omezend. Necht d > 0 je omezujici konstanta. Podle predpokladu
implikace vezmeme ¢islo ¢ € R a pro dané € vezmeme déleni P =
(ag, . ..,ayr) intervalu [a, b] s uvedenou vlastnosti. Ukazeme, ze pro
kazdé déleni @ intervalu [a, b] s malou normou A(Q) se pro libovolné
testovaci body u z Q i R(Q,u, f) malo lisi od ¢. Odtud je jasné, ze
f € R(a,b)azec= fabf.

Necht tedy Q = (b, . .., b)) a jsou testovaci body z Q. Muzeme
predpoklédat, ze A(Q) < 2minj<;<x(a; — a;—1). Pro kazdé i =
1,2,..., k definujeme ¢; :== u; pro (nékteré) u; minimalizujici hod-
noty

{f(w) | 1bj—1, b] N]ai-1, ai] # 0} .

Necht X je mnozina téch intervalu [b;_q,b;], Ze interval (b;_1,b;)
obsahuje (nutné jen jeden) bod z P. Pak

R@Q w f)+ Y (b —bi)flu) > R(P.T f)>c—e.

[bj—1,b;]€X

protoze vSechny intervaly [a;_1, a;] jsou soucasné pokryty intervaly
bj_1,b;] tak, ze kazdy [b;_1, b;] je pouzit jednou, kromeé intervalt
v X, které jsou pouzity dvakrat. Tedy

R(Q) u, f)>C—€—lA(Q)d

Podobné (volbou maximalizujicich u; v ¢; := u; a ode¢tenim sumy

pres [b;_1, b;] € X) vidime, ze 1 R(Q,u, f) < c+e+IA(Q)d. Tedy
[R(Q, 4, f) —cf <e+IAQ)d,

jak jsme slibili. O



Necht a < b jsou redlnd ¢isla a D = D(a, b) oznacuje mnozinu
vSech délenf intervalu [a, b]. Pak

/ f=sup({s(P, f)| P € D}) e R

/ f—imf({S(P, f) | P € D}) € R

(infima a suprema opét bereme v (R*, <)) je po fadé takzvany doln{
a horni integrdl (funkce f pres interval |a,b]).

Tvrzeni 3 ([ < 7) Necht f: [a,b] — R je funkce. Pak pro
kazdd dvé déleni P,Q € D(a,b) je

s(P,f>s£fsffss<@,f>.

Dikaz. Necht f je, jak uvedeno, a necht P a @ jsou délen{ inter-

valu [a, b]. Uz zname trik s R := PUQ. Pak totiz P, Q C R a tedy,
podle tvrzeni 1,

s(P, f) < s(R, f) < S(R, [) < S(Q, f) a s(P, f) <5(Q, f).

Nyni pouzijeme fakt, ze v kazdém linedrnim usporadani (X, <) pro
kazdé dve mnoziny A, B C X s A < B je sup(4A) = inf(B),
kdyz tyto prvky existuji. Kazdé a € A je totiz dolni mezi mnoziny
B, takze A =< {inf(B)}. Tedy inf(B) je horni mez mnoziny A
a sup(A) = inf(B). O



Tvrzeni 4 (Riemann = Darboux) Funkce f z [a,b] do
R je .
f €R(a, b) < fabf:fabf eR.

V kladném pripadu se pak (R) fab f= fabf = f_ff

Diukaz. Implikace =. Necht f € R(a,b). Pak je f omezend a in-
fima v s(P, f) a suprema v S(P, f) jsou koneéna. Muzeme je tak
libovolné tesné aproximovat funkénimi hodnotami a dostaneme, ze
pro kazdé € a kazdé P € D(a, b) existuji testovaci body t z P, 7e

’S(Pa f>—R<P7 %7 f)’ <é,
a 7e pro kazdé e a kazdé P € D(a,b) existuji testovaci body ¢, ze
’S(Pa f)_R(P7 za f)| < €.

Odtud podle tvrzeni 3 zde a definice 1 v minulé prednasce plyne
implikace 1 posledni ¢ast tvrzeni.

Implikace <=. Necht [ := fabf = fabf € R, tedy je f omezena,
a je dédno e. Podle tohoto predpokladu a podle tvrzeni 3 vezmeme
takova P, Q) € D(a,b), ze s(P, f) <1 < S(Q,f)a0<S(Q,f)—
s(P, f) < e. Polozime R := P U Q. Podle tvrzeni 1 a 3 je

s(P, f) <s(R, [) <1, R(R, &, f) < S(R, ) <5(Q, [))

pro kazdé testovaci body ¢t z R. Tedy i |R(R,t, f) —I| <eca f €
R(a, b) podle tvrzeni 2. O

o Henstock—Kurzweiluv integrdl aneb sprdvnd definice Rieman-
nova integrdlu. Minule jsme videéli, ze (N) fol 1/\/x = 2, ale ze
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(R) fol 1/4/x neexistuje, protoze integrand 1/4/x je neomezeny.
Neschopnost Riemannova integralu zintegrovat neomezené funkce
je jeho vazny nedostatek. V roce 1957 c¢esky matematik Jaroslav
Kurzweil (1926—-2022) a o néco pozdéji anglicky matematik Ralph
Henstock (1923-2007) upravili podminku A(P) < § a vylepsili Ri-
emannuv integral tak, aby dokazal zintegrovat neomezené funkce.
Uvedeme definici jejich integralu a dokazeme o ném zakladni vétu.
Nutna zména v definici 1 minulé prednasky je opticky mald, ale

podstatna.

Pro interval I C R nazveme kazdou funkci 6.: I — (0, 400)
kalibrem (na I). Déleni P = (ag, ay, ..., ax) intervalu [a, b] spolu
s testovacimi body t = (t1,...,t), t; € [a;i_1,a;], nazveme 0,-

jgemngymz, pokud
\V/izl, 2, ..., k:a,—aj_ <5c(tz’) .

Takze pokud A(P) < 6, pak déleni P spolu s libovolnymi testo-
vacimi body ¢ jsou d.-jemné pro konstantn{ kalibr §, = 9.

Tvrzeni 5 (Cousinovo lemma) Necht a < b jsou v R.
Pro kazdy kalibr 6.: [a,b] — (0,400) existuji d.-jemné
déleni P € D(a,b) s testovacimi body t. Dokonce kazdy
konecny systém |a;, b;], © € I, vzajemné disjunktnich podin-
tervalt [a;, b;] C [a, b] s testovacimi body t; € [a;, b;], pro néz
b —a; < 6.(t;) proVi € I, lze doplnit do §.-jemného délent
intervalu [a, b] s testovacimi body t.

Dtkaz. (neiplny) Mnozina M := [a, b]\ |, (a;, b;) je kompaktni
a proto lze z jejitho (otevieného) pokryti M C |J, oy, Ulx, 0c(x)/2)
vybrat konecné podpokryti U(x;, 6.(x;)/2), i = 1,2,...,n. Inter-
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valy [a;, b;], © € I, doplnime vhodnymi uzavienymi podintervaly
intervalt (x; — d.(x;), ; + d.(x;)) (obsahujicimi odpovidajici bod
x;) do déleni intervalu [a, b]. Testovaci body ¢ jsou t;, i € I, a a1,
..., x,. Vysledek je d.jemny. O

Nasleduje definice Henstock—Kurzweilova integralu. Predeslé tvr-
zeni ukazuje, ze implikaci v jeho definici lze vzdy splnit netrivialné,
platnym predpokladem. Definice je tedy korektni a nedopousti se
logického faulu typu pocitani limity funkce v bodé, ktery neni li-
mitnim bodem defini¢niho oboru.

Definice 6 (Henstock—Kurzweiltiv integral) Funkce
f:la,b] — R je integrovatelnd podle Henstocka a Kur-
zweila, symbolicky psdno f € HK(a,b), pokud existuje ta-
kové cislo L € R, Ze pro Ve 39, kde d. je kalibr na |a,b),
ze pro kazdé déleni P intervalu [a, b] a testovaci body t z P
plati, Ze

P at jsou d.-jemné = |R(P, t, f)— L| <¢.

Pak také piseme

b b
(HK)/ f=L nebo (HK)/ f(z)dx =L

a rekneme, Ze Henstock—Kurzweiluv integrdl funkce f pres

interval [a,b] se rovnd L.

7 definice je jasné, ze R(a,b) C HK(a, b).
Nésledujici vetal ukazuje, ze Henstock Kurzweiliv integral je uz

T s ditkazem je pievzata z J. Lukes a J. Maly, Measure and integral, matfyzpress, Praha 2013, str.
96-97.



konecné ten spravny partner Newtonova integralu.

Véta 7 (HK. [ a N. [) Necht a < b jsou v R, funkce
F: la,b] = R je spojita a F' = f na (a,b) (hodnoty f(a)
a f(b) jsou libovolné). Pak f € HK(a,b) a

b b
<HK>/ f = F(b) — F(a) = <N>/ 3

Dikaz. Prodané e ax € (a, b) vzhledem k rovnosti F'(x) = f(z)
existuje takova hodnota d.(z) > 0, ze pro kazdé y € |a, b

y € Ulz, oc(x)) = |F(y) = F(z) = f(2)(y —z)] <ely—zf . (¥)

) —
Dale existuji takové hodnoty d.(a) > 0 a d.(b) > 0, ze | f(a)d.(a)|,
[F(0)0c(b)| < € aze[F(y) — Fla)l, |F(z) = F(b)| < e pro kazdé
y € [a,a + 0.(a)) a kazdé z € (b — 0.(b),b]. Necht déleni P =
(ag,...,ar) € D(a,b) spolu s testovacimi body ¢ jsou d.-jemné.
Pak pro kazdy testovaci bod a interval t; € [a;_1,a;] s t; # a,b je

A-ner.

|F(a;) — F(ai—1) — f(ti)(a; —aizy)| < |F(a;) — F(t;) —
— fti)(ai = t)| + [F(t:) — F(ai—1) — f(&:)(ti — ai-1)]
(;) EICLZ’ — tz" + 8‘@ — ai_ﬂ = 8(&@ — ai_l) .
Kdyz t; € [ai_l, ai] St € {CL, b}, pak
[F(a;) — Flai-1) — f(ti)(a; — ai-1)|
A-ner. Déle ex. ...

< [|Fla) = Flaim)| + [f()(a; —aiza)] < 2e,

protoze 1 = 1 a t1 = a nebo ¢ = k a t; = b. Podle téchto dvou



odhadu mame, ze

A-ner.

[F(b) = Fla) = R(P, £, )] <

k
< Z |F(a;) — Flais1) — (a; — ai_y) f(t:)] < e(b— a) + 4e

a tak F(b) — F(a) = (HK) [ f. O

[ Diisledek 8 Necht 1/v/0 := 1. Pak (HK) [} 1//T = 2.

o Integrace per partes a substituci pro (R) fab f. Uvedeme uz
treti verze téchto dvou integracnich vzorcu. Prvni byly pro pri-
mitivni funkci, druhé pro Newtonuv integral a tyto jsou pro Ri-
emannuv integral. Substituce se nyni ukazuje byt prekvapivé ne-
trivialni. V nésledujici vété jsou hodnoty f(a), f(b), g(a) a g(b)
libovolné.

Véta 9 (per partes pro R. [) Necht a < b jsou v R,
funkce F,G, f,g: (a,b) — R na (a,b) spliuji, ze F' = f
a G'=g, a Fg, fG € R(a,b). Pak plati rovnost

/ang:[FG]Z—/abfG.

Diikaz. Podle linearity Riemannova integralui fG+Fg € R(a, b).
7 této linearity, z (FG) = fG+ Fgna (a, b) a ze Zvana 2 (véta 15




prednasky 12) mame, ze
b b b
®) [5G+ ) [ Fg = ®) [ (56 +Fg)
b
— () [ (16 + Fg) = [FC]..

coz je jen uprava dokazované rovnosti. O

Jednoduchy, ale ne zcela uspokojivy vzorec pro riemannovskou
integraci substituci je tento.

Véta 10 (R. [ substituci) Necht G: [a,b] — R md na
la,b] spojitou derivaci G' a f: G[|a,b]] — R je spojitd.
Pak plati rovnost Riemannovijch integrdli

lﬁ%é%@@

Dikaz. Pro x € G[|a, b]| uvazime funkei

Lo

(podle vysledku v minulé prednasce je dobte definovand). Podle

Zvana 1 (véta 16 minulé prednasky) a derivace slozené funkce je
funkce F'(G) na |a, b] primitivni k f(G)G’. Podle Zvana 2 (veta 15
minulé prednasky) a definice funkce F' se (diky F'(G(a)) = 0)

/ F(G)G = [F(@)" = F(G®) - F / 3



Neuspokojivé ale je, ze tu pracujeme vlastné jen s Newtonovymi
integraly a ze tato véta je uz obsazend v casti 1 véty 5 o substituci
v Newtonove integralu v prednasce 11. Vétu o substituci pouze pro
Riemannuv integral dokazal teprve v r. 1961 H. Kestelman. Uve-
deme ji zde ve vylepsené podobé (s ekvivalenci pro riemannovskou

integrovatelnost), s kterou prisli v r. 1970 ¢esti matematici D. Preiss
a J. Uher?.

Véta 11 (Preissova a Uhrova) Necht je ¢ € R(a,b),
pro x € [a,b] necht G(z) = [ g a f: G[[a,b]] — R je
omezend. Pak f je riemannovsky integrovatelnd na inter-
valu G|la, b, prdvé kdyz f(G)g € R(a,b), a v pozitivnim
pripadu plati rovnost Riemannovich integrdli

/Czj)f/abf(G)g-

Pro dukaz viz puvodni ¢lanek https://eudml.org/doc/19168
nebo novéji https://arxiv.org/abs/1105.5938 a https://
arxiv.org/abs/1904.07446.

e Pouziti integralu ve vzorcich pro délky, plochy a objemy. Po-
moci symbolu |uv| (vzdy > 0) oznacime délku rovinné usecky
s konci u, v € R?.

2Pozndmka k vété o substituci pro Riemanntv integrél, Caopis pést. mat. 95 (1970), 345-347.
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Definice 12 (délka grafu) Rekneme, Ze f: [a,b] — R
md rektifikovatelny graf, je-li supremum

0(f) = sup ({0 [ (@i, flain)) (@i, fla))] |
| (ag, ..., ar) € D(a, b)})

konecné. Cislo U(f) pak nazveme délkou grafu funkce f.

Toto supremum je vlastné supremem délek lomenych car vepsanych
grafu Gy.

Nasledujicim vzorcem pro délku grafu jsme schopni spocitat treba
délku obvodu obdélnika a vyrovnat se tak matematice na zakladni
skole. Obvod staci rozdeélit na ¢tyri tusecky a svislé z nich otocit
o /2 (Ci jen o g), aby vznikly ctyti grafy funkef.

Veéta 13 (délka grafu) Necht spojitd f: [a,b] — R md
na (a,b) vlastnd f" € R(a,b). Funkce f pak ma rektifikova-
telny graf s délkou

ip= [ VIFTPE.

Dukaz. Necht g := /14 (f’)2. Pomoci vysledku dosazenych

. Y - /~ . Y ~ . o . y b .
v minulé prednasce snadno vidime, ze Riemannuv integral fa g exis-

tuje. Suma v definici 12, kterou oznacéime jako K (P, f), zjemnénim
déleni P = (ay,...,a;) neklesne, tudiz pro kazdou posloupnost

(P,) € D(a,b) s lim A(P,) =0 se
lim K(Py, f)=€(f)
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nebo pro nerektifikovatelny graf se tato limita vzdy rovna +oo. Ale
k

K(P, f)=> (a; — ai-)V/1+[(f(a;) — faisr))/(a; — aioy)P?

1=1

a podle Lagrangeovy véty o stredni hodnoté se

f(a’l) B f(ai—l) _ f/<tz')

a; — aj—1
pro néjaké t; € (a;_1, a;). Oznacme tyto testovaci body ¢. Tedy pro
(P,) jako vyse se

b
/ g= lim R(P,, i(n), g) = lim K(P,,f) = ((f)

n—oo n—oo

Tento vzorec lze rozsitit na kiivky tvaru ¢: [a, b] — R".

Plochu rovinné oblasti jsme nedefinovali nezavisle na integralu,
totéz pro objem v R3, a tak dva nésledujici vzorce jsou— alespon
v téchto nasich prednaskach — na rozdil od délky grafu jen na tirovni

definic.

Definice 14 (plocha mezi grafy) Necht f,g € R(a,b)
a f <g nala,bl. Pak

plocha ({(z, y) € R? |z € [a, | A flz) <y < 9(z)})

1=/ab(g—f)-

Pro nezapornou funkci f: [a,b] — R definujeme rotacni téleso

veniklé rotaci Gy kolem osy x jako
V(a, b, f) = {(z,y, 2) e R’ |w € [a, )] Ay’ + 2* < f(a)} .
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Definice 15 (objem rotac¢niho télesa) Necht funkce f
je v R(a,b) a je nezapornd. Pak

b
objem (V(a, b, f)) := 7T/ f*.

V intuitivnim pohledu—nebo jako mnemotechnika pro zapama-
tovani— plyne Riemannuv integral

/abﬂ - f(x)* dz

pro objem télesa V(a, b, f) ze vzorce wr? pro plochu kruhu s po-
lomérem r > 0. Pro « probihajici |a, b] integrél secte objemy

7 f(z)?dz

tenkych kruhovych koldcu s polomeéry f(x) a tloustkou dz. Jako
cviceni zkuste podobnou tuvahou odvodit vzorec pro povrch, to
jest plochu povrchu, télesa V(a, b, f). Pak muzete vypocitat po-
vrch koule V(—r, r, v/r? — 22) s polomérem r > 0.

e Odhady souctu pomoci integralu. Jsou uzitecné treba v ana-
lytické teorii cisel, kde se soucty tvaru ) _ f(n), pro néjakou
mnozinu X C Z a funkci f(x) danou analytickou formuli, ¢asto
vyskytuji. Zacneme jednoduchym odhadem s Sirokym oborem plat-
nosti.
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Tvrzeni 16 (> f(n) pro monot. funkci) Necht a < b
gsou celd c¢isla a f: |a,b] — R je monotonni funkce. Pak

pro néjaké c¢islo 0 € [0, 1].

Dikaz. Integral existuje diky monotonii funkce f podle véty 14
minulé prednasky. Predpokladame, ze f je neklesajici, pripad ne-
rostouci f se fes{ podobné. Ted tedy dokazujeme nerovnosti

Pro b = a+1 plati: sumase rovné f(a+1) a protoze pro x € |a, a+1]
je fla) < f(z) < f(a+ 1), podle monotonie (R) [ (kterou jsme
ale asi explicitné neuvedli) je f(a) = f(a)-1 < faaﬂ f< fla+1)-
1 = f(a+1). Sectenim téchto nejjednodussich nerovnosti s mezemi
a=m,b=m+1prom=a,a+1,...,b0— 1 dostaneme obecny
pripad. O

Tieba pro harmonickd ¢isla H,, := > " ; 1/i odtud dostaneme pro
n > 3 odhad

n 1 n
H, = 1+Zg:1+/ 1/x+60(1/n—1)=[logzx]{ +6
i=2 I

= logn+9, 1/n<d6<1.
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Disledek 17 (integralni kritérium) Predpokladdme,
ze m € N a Ze funkce f: [m,+00) — R je nezdpornd a ne-
rostouci. Potom rada

n—o0

Zf(n) konverquje <= lim/ f < 4o0.

Dukaz. Jak vime, uvedené Riemannovy integraly existuji diky mo-
notonii f. Podle predeslého tvrzeni pro kazdé celé ¢islo N > m + 2
mame identitu

S° f(n) = f(m) + / J 40 (N) — f(m))

m Vo -

€[=f(m),0]

Odtud pro N — oo vyplyva uvedena ekvivalence. O

Napiiklad rada )~ , 1/nlog n diverguje, tj. ma soucet +o0o, protoze

n—oo n—oo

lim / = lim |log(logy)|, = 400
> Ylogy [lox(log 9)]

Stejnou metodou se naopak pro kazdé realné ¢ > 1 snadno dokaze
konvergence tady >, 1/n(logn)c.

Uvedeme variantu tvrzeni 16 pro funkce s integrovatelnou de-
rivaci, kdy se dostane presnéjsi odhad souctu ve tvaru identity.
Pripominame, ze |a] je dolni cela ¢ést ¢isla a € R, nejvétsi m € Z

11

s m < a. Zavedeme znacen{ (a) :=a — |a] — 1 € [-1,3).
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Veéta 18 (> f(n) pro funkci s derivaci) Necht a < b
gsou redlnd c¢isla a funkce f € R(a,b) md na (a,b) derivaci
f" € R(a,b). Pak plati formule (integrdaly jsou Riemannovy)

/f+/ )1') (2 f(@)]"

Dtikaz. *Formule je aditivni v intervalech [a, b), tedy staci uvazovat

a<n<b

jen piipad, ze m < a < b < m + 1 pro néjaké m € Z. Integrace
per partes (véta 9) pak dava, ze

T - / o —m— 1)) = [z —m —1/2)f / I3

Po dosazeni tohoto do pravé strany formule z ni zbude jen (|b] —
m)f(b). Pro b < m + 1 to je 0, v souladu s levou stranou. Pro
b=m+1toje f(m+1), opét v souladu s levou stranou. O

Pro harmonicka ¢isla se touto formuli snadno odvodi zpresnény

odhad

"1
anzgzlogn+7+0(1/n) (n € N),

ktery jsme zminili v ¢asti 1 véty 4 v prednasce 4.
Prednasku a cely semestr zakonéime Abelovou sumacni formuli,

ktera se casto pouziva. Pro posloupnost (a,) = (a1, a9,...) C R
a x € R polozime
Az) = Z a ,
n<x

3E. C. Titchmarsh, The Theory of the Riemann Zeta-function, Clarendon Press, Oxford 1986, str.
13-14.
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s prazdnou sumou definovanou jako 0.

Véta 19 (Abelova” sumace) Necht (a,) C R, a < b
gsou kladnd redlnd ¢isla a f: |a,b] — R je funkce majict
na (a,b) vlastni derivaci f* € R(a,b). Pak plati formule

S anf(n) = [A@)f(z)]] - / A@)f(@) .

a<n<b N ~ J
T

“Podle norského matematika Nielse Henrika Abela (1802-1829).

Dikaz. Pouzijeme Titchmarshuv trik z predchoziho dukazu. For-
mule je zase aditivni v intervalech [a, b), tedy opét staci uvazovat
jen piipad, ze m < a < b < m + 1 pro néjaké m € Ny. Zvana 2
(véta 15 minule) pak dava, ze

Po dosazeni tohoto do pravé strany formule z ni zbude (A(b) —
A(m))f(b). Pro b < m+ 1 to je 0, v souladu s levou stranou. Pro
b=m+11toje anr1f(m+ 1), opét v souladu s levou stranou. O

DEKUJI ZA POZORNOST!
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