PREDNASKA 12, 9. 5. 2022
RIEMANNUV INTEGRAL

e Riemanniuv integrdl podle B. Riemanna. V prednasce 10 jsme
zavedli Riemannovy soucty a v dusledku 3 jsme tam dokazali, Ze
kazda spojité funkce f: [a, b — R je riemannovsky integrovatelna.
V této prednasce tuto teorii plné rozvineme. Uvazujeme funkce
typu f: [a,b] — R, kde a < b jsou realna cisla, déleni P =
(ag, a1, .. .,a) intervalu [a,b], kde k e Naa=ayp < a; < -+ <
ap = b, testovaci body t = (t1,...,tx) z P, kde t; € |a;_1, a;l,
a Riemannovy soucty

k

R<P7 %7 f) — Z(al - ai—1> ) f(tl> :

1=1

Jiz, ditve jsme si vdimli, ze R(P,t, f) je oznaménkovana plocha
sloupcového grafu By = UV [ai_1, ai x I(0, f(t)), kde I(c,d)
oznacuje uzavieny realny interval s koncovymi body ¢ a d. Pro ma-
lou normu A(P) = max<;<x(a; —a;_1) déleni P mnozina By dobfe
aproximuje oblast Dy pod grafem Gy funkce f a limity Rieman-
novych souctu (definice 2 v prednasce 10) se pouziji pro definici
plochy Ay této oblasti Dy (¢ast 2 definice 5 v prednasce 10). Tuto
definici zde zopakujeme v jiné podobé a zavedeme pomoci ni Ri-
emannuv integral. Jde o zakladni definici v matematické analyze,
vedle definic derivace, spojitosti atd.



Definice 1 (Riemanniiv integral) Rekneme, Ze funkce
f:la,b] — R je riemannovsky integrovatelnd, a napiseme,
ze f € R(a,b), pokud existuje takové c¢islo L € R, Ze pro
Ve 36 tak, Ze pro jakékoli déleni P intervalu [a, b] a jakékoli
testovact body t z P plati, Ze

A(P)<d=|R(Pt, f)— Ll <e.

Pak také piseme

(R)/abf—L nebo (R)/abf(x)dx—L

a rekneme, Ze (Riemanniv) integrdl funkce f pres interval
la, b] se rovnd L.

Pro jednoduchost zapisu vynechame upresnéni (R), kdyz je jasné, ze
integral je Riemannuv. Posledni zapis fab f(x) dzx, ktery pochézi od
G. W. Leibnize, odkazuje na Riemannovy soucty: znaménko sumy
> se proménilo ve znaménko integralu [ a da oznacuje spolecnou
délku a; — a;_1 intervalu v ekvidéleni P intervalu [a, b] na stejné
dlouhé intervaly |a;_1,a;]. Vyznam symbolu fab f mirné rozsirime
tim, Ze definujeme f: f = 0 pro libovolné a € R a jakoukoli
funkci f a fbaf = — fabf pro f € R(a, b). Protoze je tato definice
dulezita, uvadime dveé jeji dalsi ekvivalentni formy. Dukaz ekviva-
lence vSech tii definic nechavame na zainteresovaném ctenari.



Tvrzeni 2 ( <= definice r. integrovatelnosti)
Necht f: [a,b] — R je libovolnd funkce. Ndsledugjici tri
turzent jsou logicky ekvivalentni.

1. f € R(a,b).

2. (Cauchyova podminka) Y e 36§, Ze pro vsechna délent
P a Q intervalu [a,b] s prislusnymi testovacimi body
t aw plati, Ze kdyz A(P),A(Q) < ¢, pak |R(P,t, f) —
R(Q,u, f)] < e.

3. (Heineho definice) Pro kaZdou posloupnost (P,) déleni
intervalu [a,b] s testovacimi body t(n) plati, Ze kdyz

lim A(P,) = 0, pak posloupnost (R(P,,t(n), f)) kon-
verguyje.

Pokud plati 1, pak kaZdd posloupnost Riemannovijch souctu
v 8 s normami jdoucimi k 0 md limitu lim R(P,,t(n), f) =

fabf'

V pristi pfednésce uvedeme jesté dalsi ekvivalentni definici rieman-

novské integrovatelnosti, kterd je zalozena na pristupu J.-G. Dar-
bouxe.

Ted ukdzeme, Ze koneéné mnoho zmén funkénich hodnot neo-
vlivni Riemannuv integral.

Tvrzeni 3 (zmény hodnot funkci) Predpoklidime, Ze
f € R(a,b) a ze g: [a,b] = R se od f lisi pouze v koneéné
mnoha hodnotdch. Potom g € R(a,b) a fabg = fabf.

Dukaz. Necht f € R(a,b). Predpokldddme, ze g se lis{ od f v k
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hodnotach v bodech ¢y, ..., ¢, € [a,b]. Necht (P,) je libovolna
J

posloupnost délenf intervalu [a, b] s A(P,) — 0 at(n
body z F,. Pak

1sou testovaci

lim R(P,, t(n) f f
podle predchoziho tvrzeni. Ale pro n € N je

R(P,, t(n), g) = R(Py, t(n), f) +O(k - A(P,)) .

Implicitni konstantu v O lze vzit jako maxi<i<k |g(c;) — f(e)].
Protoze lim A(P,) = 0, také

lim R(P,, t(n) f f.
Diky predchozimu tvrzeni jsme hotovi. O

Rovnéz pokud f, g: [a,b] = R, f € R(a, b) a g selisi od f pouze v
konecné mnoha hodnotéch, pak také g & R(a, b) (proc?). Tato sta-
bilita (R) fab f kontrastuje se skutecnosti, ze (N) fab f muze prestat
existovat uz po jediné zméné hodnoty funkce f (pokud porusime
Darbouxovu vlastnost funkce f), ovSem viz poznamku na zévér
o (Ne) [. Diky tvrzeni 3 definici Riemannova integralu rozsitime na
libovolny netrivialni omezeny interval.

Definice 4 ( fab f pro f definovanou na (a,b))  Necht

a < b jgsou realna cisla a f: I — R pro interval typu
I = (a,b) nebo I = (a,b] nebo I = [a,b). Funkci f rozsirime
na fo: |a,b] — R libovolngmi hodnotami va a vb a definu-

Jeme b b
/&f:/afoa

pokud pravd strana existuje.




Stejné jako u Newtonova integralu zachovava restrikce rieman-
novskou integrovatelnost. Pro jednoduchost zapisu v nasledujicim
tvrzeni vynechame symboly restrikei f |[a, b] a f|[b, ¢].

Tvrzeni 5 (o restrikcich) Jestlize a < b < ¢ jsou redlnd
cisla a f: a,c] = R, pak

feR(a,c) < feR(abnfeR(,c.
V kladném pripadu [ f = fabf + [ f.

Dukaz. Implikace =. Necht jsou ddny f € R(a,c) a . Pro re-
strikci f na |a, b dokazeme Cauchyho podminku ve tvrzeni 2. Ne-
cht Py a Qg jsou dvé déleni intervalu [a,b] s piislusnymi testo-
vacimi body #(0) a u(0) a takové, ze A(Fy), A(Qy) < §, kde §

zarucuje splnéni Cauchyho podminky pro f na [a,c| a pro €. By

a (o libovolné rozsiiime na déleni P a @ intervalu [a, ¢/, ale tak,
ze A(P), A(Q) < 6 aze body v P ave () obsazené v [b, ¢| se sho-
duji. Testovaci body ¢(0) a u(0) také rozsitime identickymi body
t; = u; € [b, ¢] na testovaci body t aw z P a ze Q. Pak

[R(Fo, 1(0), f) — R(Qo, w(0), /)l = [R(P, ¢, ) — R(Q, T, [

< €.

Dukaz Cauchyho podminky pro restrikci f na [b, ] je podobny.
I[dentita fac f= fab f+ fbc f plyne slou¢enim déleni intervalu |a, 0]
a |b, ¢| s normami jdoucimi k 0 do déleni intervalu |a, ¢] (opét s nor-
mami jdoucimi k 0) a pomoci posledniho tvrzeni ve tvrzeni 2.
Implikace <. Necht f € R(a,b) N R(b,c). Z toho podle tvr-
zeni 8 nize plyne, ze f je omezend a omezujici konstantu oznacime
jako d > 0. Necht P je libovolné déleni intervalu [a,c| s testo-
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vacimi body ¢. P rozdélime na déleni Py a P, intervalu [a, b] a [b, (]
sA(P), A(P) < A(P) as prislusnymi testovacimi body #(1) a t(2)
nasledovné. Pokud b € P, rozdéleni provedeme zfejmym zpusobem.
Pokud b ¢ P, déleni P, a P, ziskame rozdélenim toho intervalu
la;_1,a;] z P, ze b € (a;_1,a;), na dva intervaly [a;_1,0] a [b, a;]
a t(1) a t(2) ziskame vybérem dvou libovolnych testovacich bodu
ve dvou novych intervalech. Pak

R(P7Z7 f):R(Plam7 f)+R(P27@7 f)"_O(A(P)d)

Odtud lehce vidime, ze splnéni Cauchyho podminky pro f na |a, (]
vyplyva z jejtho splnéni pro f na [a, b] a na [b, ¢|. Identita fac f =

fab f+ fbc f plyne stejnym zpusobem jako pro opacnou implikaci. O

V minulé prednasce jsme pro Newtonuv integral uvedli pouze ana-
logii implikace =-. Nyni uvadime i opacnou implikaci. Jeji dukaz
nechame ctenari.

Tvrzeni 6 (<= pro Newtonuv [) Necht A < C < B <
D jsouvR*, f: (A, D) — R anecht f € N(A, B)NN(C, D).
Pak f € N(A, D)\ N(C, B) a

/f /f+ /f )/CBf-

Uvéadime uz ¢tvrtou definici plochy oblasti pod grafem. Symboly

Dy a G byly definovany v prednésce 10 .



Definice 7 (opét A;) Pokud f € R(a,b), pak plochu Ay
oblasti Dy pod grafem Gy funkce f: [a,b] = R (nebo funkce
f:la,b) = R, ... ) definujeme jako

A :_/abf(x)da:.

e Fristence a neexistence Riemannova integrdlu. Zacneme dvéma
vysledky o jeho neexistenci. Pripomenme, ze pro M C R je funkce
f: M — R omezend, pokud dc Vo € M: |f(x)| < c. Jinak je f

neomezena.

Tvrzeni 8 (neomezené funkce jsou Spatné) Pokud je
funkce f: la,b] = R neomezend, pak f & R(a,b).

Dikaz. Predpokladame, ze f: [a, b] — R je neomezena a ukazeme,
ze pro kazdé n existuje takové déleni P intervalu |a, b] s testovacimi
body t, ze

A(P)<1/n a |R(P,t, f)]>n.

To je v rozporu s Cauchyho podminkou pro riemannovskou inte-
grovatelnost funkce f.

Z neomezenosti f a z kompaktnosti [a, b] vyplyva, ze existuje
konvergentn{ posloupnost (b,) C |a, b s limitou lim b, = « € [a, D]
a s lim |f(b,)] = +o0o. Necht je ddno n € N. Jako P vezmeme
libovolné déleni P = (ay, . . ., ay) intervalu [a, b] s A(P) < 1/n, ale
takové, ze existuje jediny index j € {1,...,k}, ze @ € [aj_1, a;].
Pak vybereme libovolné testovaci body t; € [a;_1,a;] pro kazdé



1 # j a uvazime nedplny Riemannuv soucet
k
si= > (ai—ai)f(t:) .
i=1,i#j

Nyni vybereme zbyvajici testovaci bod t; € |a;_1,a;] tak, aby
[(a; — aj—1)f(t;)] > |s| +n (coz lze, protoze b, € [a;_1,a;] pro
kazdé dostatecné velké m). Pak definujeme ¢ jako sestavajici ze
vSech téchto testovacich bodu a pomoci trojuhelnikové nerovnosti
|u + v| > |u] — |v| dostaneme, Ze

R(PT, )| > I(a; — a0 f(t))] — |s| > n.,

jak se pozadovalo. O

Tvrzeni 9 (stejné jako prilis nespojité funkce) Je-li
funkce f: la,b] — R nespojitd v kazdém bodé néjakého
podintervalu [c,d] C |a,b] s ¢ < d, pak f & R(a,b).

Napriiklad Dirichletova funkece d: [0, 1] — {0, 1}, dand jako d(x) =
0 pro raciondlni z a d(x) = 1 pro iracionalni x, je vSude nespojita,
takze neni riemannovsky integrovatelna. To se snadno vidi primo,
zkuste si to jako cviceni. Dokazat tvrzeni 9 v jeho obecnosti je
o neéco tezsi nez dokazat tvrzeni 8 a potiebujeme k tomu nasledujici
vétu 10, kterd je zajimavd i sama o sobé. Necht a < b jsou redlnd
¢isla. Mnozina M C [a, b] je 7idkd (v |a,b]), pokud pro kazdé okoli
Ul(c,e) s ¢ € |a,b] existuje takové okoli U(d,d) C Ulc,e) N [a, b,
ze U(d,0) N M = ().

Véta 10 (Baireova) Jsou-li a < b redlnd ¢isla a |a,b] =
U~ M., pak nékterd mnozina M, neni ridkd.




Dikaz. Predpokldddame, ze ve sjednoceni [a,b] = |J —; M, je
kazda mnozina M, tidka a odvodime spor. Protoze M je tidka,
existuje takovy podinterval [a1,b1] C [a,b], Ze a1 < by a [ag, bi] N
My = (). Protoze My je tidk4, existuje takovy podinterval [as, bg] C
[a1,b1], 7e ay < by a [ag,bo] N My = (). Pokracujeme-li timto
zpusobem, ziskame takovou posloupnost vnorenych intervalu

[CL, b]D[a’h bl]D[CL% bQ]DD[a’na bn]D )

ze pro kazdé n je a,, < by a [a,, b,) N M, = (). Necht o :=lim a,, €
[a, b]. Tato limita existuje a lezi v [a, b], protoze posloupnost (a,)
je neklesajici a je zdola omezena ¢islem a a shora ¢islem b. Dokonce
a, < by, pro kazdé n a kazdé m, takze o € |ay, b, pro kazdé n.
Pak ale a & M,, pro kazdé n, ve sporu s tim, ze a € [a, b). O

Dikaz tvrzeni 9. Necht f, a, b, ¢ a d jsou, jak je uvedeno
(v predpokladu implikace). Ukazeme, ze existuje takové € > 0, ze
pro kazdé n existuje déleni P intervalu [a, b] s testovacimi body ¢
au, ze

A(P)<1/n a R(P,t, f)— R(P,u, f)>c¢.
To je v rozporu s Cauchyho podminkou pro riemannovskou inte-

grovatelnost funkce f.
Pro j € N definujeme mnozinu M; C ¢, d] jako

{rele,d |VdTy, ze U(z,0) N, d]: fly)— f(z) >1/5}.

Protoze f je nespojitd na [c,d], J;Z; M; = [c,d]. Podle Baireovy
vety existuje takové m € N, ze M,, neni v [c, d] idka. To znamena,
ze existuje takovy podinterval [cq,dy] C e, d], Zze ¢ < di a pro
kazdé okoli Ule, d) protinajici [cy, di| prunik obsahuje bod z M,,.
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Necht je ddno n € N. Jako P vezmeme jakékoli délen{ intervalu
[a,b] s A(P) < 1/n atakové, ze body ¢1 a dy lezi v P. Pro intervaly
la;_1,a;] z P s vnittky disjunktnimi s [c1, dy] vybereme testovaci
body t; = w; € [a;_1,a; libovolné. Pokud [a;_1,a;] C e, dy],
muzeme vybrat takové body t;,u; € la;_1,a;], ze f(t;) — f(u;) >
1/m (protoze M,, je husta v [c1,dy]). Pak definujeme ¢, resp. @,
jako sestavajici ze vSech téchto bodu t;, resp. w;. Z toho vyplyva,

ze rozdil R(P,t, f) — R(P,u, f) se rovna
Z (a; — ai—1)(f(t:) — flwi)) ,

lai—1,a;)Clcr, dq]

coZ Je
1 dl—-Cl
> E Z (CLZ' — 0,2'_1) = - .
[ai—laai]c[cladl]
Muzeme tedy polozit € := (dy — ¢1)/m. O

Existuje mocné kritérium — Lebesgueova véta nize—s jehoz po-
moci se obvykle snadno uréi, zda je dana funkce riemannovsky in-
tegrovatelna nebo ne. K jeho formulaci potfebujeme dvé definice.

Pro libovolnou funkci f: M — R s M C R definujeme
DC(f) :={x € M | f je nespojita v x} .

Rekneme, 7e mnozina M C R md miru 0, pokud pro kazdé e
existuji takové intervaly |a,, b,], n € N a a,, < b, 7e

M C Ej[an, b,| a i(bn—an) <e.
n=1 n=1

Je snadné vidét, ze kazda nejvyse spocetnd mnozina ma miru 0,
ze kazdé spocetné sjednoceni mnozin miry 0 ma miru 0, ze kazda
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podmnozina mnoziny miry 0 ma miru 0 a ze zadny netrivialni in-
terval nema miru 0. Nésledujici vétu H. Lebesguea nebudeme do-
kazovat, ale s ohledem na tvrzeni 8 a 9 je pomérné jasné, proc plati.

Véta 11 (Lebesgueova) Pro kazdou funkci f: |a,b] — R
plati ekvivalence, Ze

f € R(a, b) <= [ je omezend a DC(f) md miru 0 .

Lebesgueova véta implikuje uzavienost tiidy riemannovsky integro-
vatelnych funkei na nékolik operaci.

Disledek 12 (dobré operace pro r. integrov.) Plat(
ndsledujict.
1. f,g9 € R(a,b) = cf+dg € R(a, b) pro libovolné c,d € R.
2. f,g € R(a,b) = f-g€R(a,b).

3. Pokud g: la,b] > M CR, f: M - R, g € R(a,b) a f
je spojitd a omezend, pak f(g) € R(a,b).

4. Pokud g: [c,d] — [a,b], [ [a,b] = R, g je spojitd a f €
R(a,b), pak f(g) € R(c,d).

Dikaz. 1. Predpokladame, ze f, g: |a,b] — R jsou riemannovsky
integrovatelné. Tedy f a g jsou omezené, stejné jako cf+dg. Protoze
DC(cf+dg) € DC(f)uDC(g) a posledni dvé mnoziny maji miru 0,
i prvni mnozina ma miru 0.

2. Tento dukaz je podobny predchozimu, pouze operaci linearni
kombinace nahradime nasobenim.

3. Vzhledem k tomu, Ze f je omezend, je omezena i slozena funkce
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f(g). Protoze plati inkluze DC(f(g)) C DC(g) a druha mnozina
ma miru 0, ma miru 0 i prvni mnozina.

4. Tento dukaz je podobny predchozimu, jedinou zmeénou je in-
kluze DC(f(g)) € DC(f). O

Jak tfeba dokazat, ze déleni zachovava riemannovskou integrovatel-
nost, pokud se vyhneme neomezenym funkeim? Necht g € R(a, b)
je takova, ze ani 0 € g[[a, b]] ani 0 neni limitnim bodem g[[a, b]].
Pouzijeme c¢ast 3 dusledku pro g, M = glla,b]] a f(x) = 1/x
a dostaneme, ze 1/g € R(a, b).

Je-li f: [a,b] — R spojitd, pak f € R(a,b).

Véta 13 (spojité funkce jsou r. integrovatelné) ]

Dtukaz. To bezprostiedné vyplyva z véty 11, protoze jakakoli spo-
jita funkce definovana na kompaktni mnoziné je omezena a méa
DC(f) = 0. Ale také jsme to pifmo dokézali jiz v dusledku 3

v prednasce 10. O

Véta 14 (monoténni funkce jsou r. integrovatelné)
Pokud je f: |a,b] — R monotonni, pak f € R(a,b).

Dtukaz. Predpokladame, ze f je neklesajici, pripad nerostouci f je
podobny. Stejné jako ve vété 13 nejprve vétu odvodime z Lebesgu-
eovy véty a poté poskytneme piimy dikaz.

Funkce f je omezena, protoze f(a) < f(z) < f(b) pro kazdé x €
a, b]. Definujeme injekei p: DC(f) — Q. Ta ukazuje, ze DC(f) je
nejvyse spocetnd, ma tedy miru 0 a f € R(a, b) podle Lebesgueovy
vety. Jestlize p € DC(f), pak diky monotonii f obé jednostranné
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limity
U(p) = lim f(z) a r(p) = lim_f(x)
T—p T—p
existuji, jsou konecné, I(p) < f(p) < r(p) a alespon jedna ze dvou
nerovnosti je ostra. Hodnotu ¢(p) definujeme jako libovolny zlomek
v (U(p), 7(p)) NQ. Ziejme p(p) < ¢(q) pro jakékoli p < ¢ v DC(f).

Ted dokézeme primo, ze f € R(a,b). Pro f dokdzeme Cauchyho
podminku z tvrzeni 2. Necht P = (ag,...,a;) a Q = (by,...,l)
jsou dveé déleni intervalu [a, b] s prislusnymi testovacimi body ¢ a u
a necht je ddno e. Polozime § := +o00, kdyz f(a) = f(b) (t]. [ je
konstantni funkce), a jinak polozime § := €/2(f(b) — f(a)).

Dale predpokladédme, ze P C Q,tj. Ze ag = by, = a, a1 = b, . . .,
ap = b;, = b pro néjaké indexy igp = 0 < i1 < --- < i = [. Stejné
jako difve redukujeme obecnd déleni P a @ na tento pifpad. Necht
k = 1. Potom, protoze f na [a, b] neklesd, R(P,t, f) — R(Q,u, f)
je alespon

l

(a1 — ag) f(ag) = > (b = bia) f(b) = (b—a) - (f(a) — f(b))

a podobné nanejvys
(b—a)-(f(b) — fla)) .
Takze pro k =1,
[R(P, t, f) = R(Q, u, [)] < (b—a)-(f(b) = f(a)).

Pro obecné k£ pouzijeme tento odhad pro kazdé delem ar 1 =
bi_, <bi_,+1<---<b, =a,intervalu [a,_1, a,],r ok,
tedy s a nahrazenym a,—1 a b nahrazenym a,. Pokud A(P) <90
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(tedy 1 A(Q) < §), pak pomoci trojuhelnikové nerovnosti mame,
7e

[R(P, t, f) = R(Q, T [)]
k
Z — Ar— 1 (ar) — f(ar—l))

k
Y (flan) — fla)

=370 = fay SO - Sl@)=e/2.

Jsou-li P a @ obecnd déleni intervalu [a, b] s prislusnymi testo-
vacimi body t a@ a s A(P), A(Q) < 9§, polozime R := PUQ (pak
i A(R) < 9) a vezmeme libovolné testovaci body v v R. Protoze
P C Ra(@ C R, dostaneme podle predchoziho pripadu, ze

<|R(P, L, f) = R(R, v, )] +|R(R, v, [) — R(Q, u, [)]
<eg/24+¢/2=c¢.

O

e Srovnani Riemannova integrdalu a Newtonova integrdlu. Znovu
se podivame na vztah mezi Riemannovym integralem a primitivnimi
funkcemi, ktery jsme uvazovali v prednasce 10 V dusledku 4 jsme
tam dokazali, Ze pro spojitou f: [a, b — R se ( f f= )fabf.
Nyni to rozsifime na obecnéjsi situaci. V dukazu H&SledUJICf véty,
znamé jako Druha zdkladni véta analyzy, opét vyuzijeme Lagran-
geovu vetu o stredni hodnote.
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Véta 15 (Zvana 2) Necht f: (a,b) = R, kde a < b jsou
redlnd c¢isla, md primitivni funkci F: (a,b) — R a necht
f € R(a,b) (m'z definice 4). Pak ea:z'stujz’ konecné limity
F(a) :=lim, ,, F(x) a F(b) := lim,_,;, F(x)

B

Diikaz. Funkei f libovolné rozsitime na funkci f: [a, b] — R, také
predpokldadame, ze f € R(a,b), a na (a, b) uvazime jeji primitivni

funkci F'. Nejprve dokazeme, ze limity
F(a) :=lim F(z) a F(b):= lim F(x)
r—a x—b

existuji a jsou vlastni. Za tim ucelem dokazeme, ze F' je na (a, b)
stejnomeérné spojita (ve skutecnosti dokonce lipschitzovsky spojita,
viz definice pred dalsi vétou). Z toho pak vyplyva, ze pro libo-
volnou posloupnost (a,) C (a,b) s lim a, = a je posloupnost
(F(a,)) Cauchyova a ma tedy vlastni limitu F'(a), kterd nezavisi
na posloupnosti (a,), a podobné pro F(b). Protoze f je podle tvr-
zeni 8 omezenda, muzeme vzit omezujici konstantu C' > 0. Lagran-
geova véta o stredni hodnoté implikuje, ze pro jakykoli podinter-
val [e,d] C (a,b) s ¢ < d existuje takovy bod e € (c,d), ze
F(d)— F(c) = f(e) - (d — ¢). Tim padem

[F(d) = F(o)| = [f(e)] - |[d = | < Cld = ¢

a I je na (a,b) stejnomérné spojita.

Déle ukézeme, ze F(b) — F(a) = (R) fab f. Necht je déno e.
V (a,b) muzeme vzit takova ¢isla ¢ < d, ze |F'(a) — F(c)|, |F(b) —
F(d)| <e, Cla—c|,C|b—d| < e a ze existuje takové déleni P =
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(ag, - . ., ag) intervalu [a, b], Zze a1 = ¢, a1 = d a ze pro vsechny
testovaci body ¢ z P je ]fabf — R(P,t, f)| < e. Z prednésky 10
vime, ze existuji takové testovaci body € z restrikce déleni P na
interval |c, d| = [a1, ar_1], 7e

k—1

F(d) = F(c) = (ai—a;i1)- flei) .
i=2
Testovaci body w z P definujeme jako slozené z € a ze dvou libo-
Volnych testovacich bodu u; a uy v prislusnych intervalech [a, a;] =

a, c] a |ar_1,b] = [d, b]. Pak

¢ /f - Fla)

m/J>RmaJﬂwmamﬂ—W@—F@n

<e+ |RP, 7, f)— (F(d) — F(¢)| + |(F(d) — F(c)) —

—(F(b) — F(a))]

<edt|(c—a)- flu)+(b—d)- flu)| +|F(d) - F(b)| +

+ ‘F(a) —F(c)|

<3+ Clc—al+C|b—d| < 5e.
@mw>omﬁMWUMMMémmeRjﬂﬁ;Fb—Fm)m

N~ Ve /

dobé, kde se existence limit F'(a) a F'(b) zahrnuje do predpokladu.
Jak jsme prave videli, neni to nutné.

Nasleduje Pruni zdkladni véta analyzy. Definujeme pro ni, ze
funkce f: M — R, M C R, je lipschitzovsky spojitd, pokud
existuje takova konstanta C' > 0, ze

Va,y e M: [f(z)— fly)| < Clz—yl.

16



Je to vlastnost silnéjsi nez spojitost nebo i stejnomérna spojitost:
kazda lipschitzovsky spojita funkce je stejnomérné spojita.

Véta 16 (Zvana 1) Necht f: [a,b] — R je v R(a,b). Po-
tom pro kazdy bod x € (a,b] je f € R(a,x) a funkce
F: |a, b] = R, dand jako

Fa)= [ 1,

je lipschitzovsky spojitd. Navic pro ni plati, Ze F'(x) = f(x)
v kazdém bodu spojitosti x € |a,b] funkce f.

Dtikaz. Necht tedy f € R(a,b). Podle tvrzeni 5 je f riemannovsky
integrovatelnd na libovolném podintervalu [a',¥], o’ < ¥/, intervalu
la,b]. Takze F' je spravné definovana a F'(a) = 0. Protoze f je
omezen (tvrzeni 8), muzeme vzit omezujici konstantu ¢ > 0. Necht
C =1+ c. Necht z < gy jsou v [a,b] a podle definice 1 necht P
je takové délen{ intervalu [z, y] s testovacimi body ¢, ze | [V f —
R(P,t, f)| <y — x. Podle tvrzeni 5 a definice funkce F je

|F(y)— F(x)] =

/yf‘ <y—a+|RPE, ) < y—atcly—)

a|F(y) — F(z)] < Cly — x|. F je tedy lipschitzovsky spojité.
Dokézeme druhou ¢dst o derivaci funkce F. Necht zg v [a, D]
je bod spojitosti funkce f a je dano €. Vezmeme ¢ tak, ze x €
U(xg,d)N[a,b] = f(x) € U(f(xg),e). Necht 2 € P(xg,0)N[a,b]
je libovolné, teknéme x > xy (pro z < x je argument podobny).
Potom vezmeme takové déleni P intervalu [z, x] s testovacimi body
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t, ze | f;; f— R(P,t, f)| <elx—mx), avidime, ze

Fle) = Flao) _ o1 / f - flao)

T — Xy r — Xy

je mensi nez

R(P, t, f)+e(x — o) )

r — Xy
_ ( —xo)(f(mo) +e+¢€) Flag) = 2 |
r — Xy
a podobné je i > —2¢. Tedy F'(x¢) = f(xo). O

A7z kdyz jsem psal tento dukaz Zvana 1, uvédomil jsem si (prestoze
tyto zalezitosti vyucuji od roku 2004), ze dukaz poskytuje nejen
spojitost funkce F', ale dokonce jeji lipschitzovskou spojitost. Jako
bezprostredni dusledek Zvana 1 ziskdme dalsi (a jednodussi) dukaz
posledni véty z prednasky 9, ze kazda spojita funkce ma primitivni
funkci.

Disledek 17 (existence antiderivaci) Kazdd spojitd
funkce f: |a,b] = R md primitioni funkci.

Dukaz. Jestlize f: [a,b] — R je spojitd, pak f € R(a,b) podle
véty 13. Podle predchozi véty je ff f na [a, b] primitivni k f(x). O

Z, prednasky 9 vime, jak tyto primitivni funkce slepit do primi-
tivni funkce spojité funkce f: I — R definované na obecném ne-
trivialnim intervalu I C R.

Snadno se naleznou funkce f: (a,b) — R, které jsou integrova-
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telné riemannovsky, ale ne newtonovsky, a obracené. Naprtiklad

W [ om=mn [ @ [

P+ =-1+1=0,

(N) /_ 11 sgn

neni definovan, protoze funkce sgn(z) nemd na (—1,1) primitivni

ale integral

funkci, neni tam Darbouxova.

Ted musime poznamenat, Ze tento pifklad lze opravit pouzitim
obecnéjsich primitivnich funkei. Rekneme, ze F: I — R je zo-
becnénd primitivnt funkce funkce f: I — R, kde I je netrivialni
realny interval, pokud je F' spojitd a F'(x) = f(x) plati pro kazdé
x € I s konecné mnoha vyjimkami. Pak definujeme rozsireny New-
tonuv integrdl funkee f: (A, B) — R jako

/ =

pro jakoukoli zobecnénou primitivni funkei F' funkce f na intervalu
(A, B). Nyni se uz spravne

<Ne>/sgn<> ety =1-1=0.

1
Ve druhém prikladu je

(N)/O1 1/\x = [2\/5](1]:2, ale integral (R)/O1 1/vx

neexistuje, protoze integrand je na intervalu (0, 1) neomezeny, viz
tvrzeni 8. V pristi posledni prednasce uvidime, jak vylepsit definici 1
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tak, ze (R) [ ~ (Re) [, pro ktery se uz spravneé

<Rc>/011/ﬁ=2.

Tak piijdte na posledni prednasku nebo si ji alespon prectéte!

DEKUJI ZA POZORNOST!
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