
PŘEDNÁŠKA 11, 2. 5. 2022

VÍCE O NEWTONOVĚ INTEGRÁLU. POČÍTÁNÍ

ANTIDERIVACÍ RACIONÁLNÍCH FUNKCÍ

• Obecný Newton̊uv integrál. (N)
∫ b
a f rozš́ı̌ŕıme na funkce de-

finované na neprázdných otevřených intervalech (A,B) s A < B

v R∗. Jsou to právě všechny intervaly typu (−∞, a), (a, b), (a,+∞)

a (−∞,+∞) = R pro reálná č́ısla a < b.

Definice 1 (obecný Newton̊uv integrál) Necht’ A <

B jsou v R∗ a F, f : (A,B) → R jsou takové funkce, že F

je primitivńı k f . Newton̊uv integrál funkce f přes interval

(A,B) definujeme jako rozd́ıl

(N)

∫ B

A

f = F (B)− F (A) := lim
x→B

F (x)− lim
x→A

F (x) ,

jestlǐze posledńı dvě limity existuj́ı a jsou vlastńı. Pak plo-

chu Af oblasti Df pod Gf definujeme jako

Af := (N)

∫ B

A

f .

Stejně jako u Newtonova integrálu přes (a, b) i hodnota tohoto in-

tegrálu nezáviśı na volbě F , protože každé dvě primitivńı funkce

k funkci f se lǐśı jen konstantńım posunem. Pokud je (N)
∫ B
A f defi-

novaný, řekneme, že f je newtonovsky integrovatelná přes (A,B)

a naṕı̌seme, že

f ∈ N(A, B) .

Neńı těžké vidět, že pokud (A0, B0) ⊂ (A,B) jsou neprázdné

otevřené intervaly, pak f ∈ N(A,B) ⇒ f | (A0, B0) ∈ N(A0, B0).
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V situaćıch jako je tato vynecháme symbol restrikce a naṕı̌seme

pouze f ∈ N(A0, B0). Např́ıklad 1
1+x2
∈ N(0,+∞), protože

(N)

∫ +∞

0

1

1 + x2
=

limx→+∞ arctanx︷ ︸︸ ︷
arctan(+∞) − arctan(0) = π/2− 0 = π/2 .

Pro F : (A,B)→ R zavád́ıme zápis

[F ]BA := lim
x→B

F (x)− lim
x→A

F (x) ,

jestliže obě limity existuj́ı a jsou vlastńı.

• Zobecněńı obecného Newtonova integrálu. Integrál (N)
∫ B
A f

ještě trochu rozš́ı̌ŕıme tak, že povoĺıme B ≤ A. Pro každou funkci

f polož́ıme (N)
∫ A
A f := 0. Pro každou f ∈ N(A,B) pak máme, že

(N)

∫ A

B

f = − (N)

∫ B

A

f .

Následuj́ıćı dvě tvrzeńı zde nebudeme dokazovat, d̊ukazy jsou snadné.

Tvrzeńı 2 (aditivita integrálu) Pokud A,B,C ∈ R∗ a

f ∈ N(min(A,B,C),max(A,B,C)), pak

(N)

∫ C

A

f = (N)

∫ B

A

f + (N)

∫ C

B

f

neboli

(N)

∫ B

A

f + (N)

∫ C

B

f + (N)

∫ A

C

f = 0 .
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Tvrzeńı 3 (linearita integrálu) Pokud jsou A a B v

R∗, a, b ∈ R a f, g ∈ N(min(A,B),max(A,B)), pak

(N)

∫ B

A

(af + bg) = a · (N)

∫ B

A

f + b · (N)

∫ B

A

g .

• Integrace per partes. Avšak vzorec pro integraci per partes pro

obecný Newton̊uv integrál dokážeme.

Věta 4 ((N)
∫ B
A per partes) Uvažujeme takové 4 funkce

f, g, F,G : (A,B) → R, kde A < B jsou v R∗, že F , resp.

G, je primitivńı k f , resp. ke g. Pak rovnost

(N)

∫ B

A

fG︸ ︷︷ ︸
T1

= [FG]BA︸ ︷︷ ︸
T2

− (N)

∫ B

A

Fg︸ ︷︷ ︸
T3

plat́ı vždy, když jsou definovány dva ze tř́ı člen̊u Ti.

Důkaz. 1. Předpokládejme, že jsou definovány prvńı dva členy

T1, T2 ∈ R. Funkce fG má tedy na (A,B) primitivńı funkci H

s [H ]BA = T1 a [FG]BA = T2. Pak

(FG−H)′ = fG + Fg − fG = Fg a [FG−H ]BA = T2 − T1 .

FG − H je tedy na (A,B) primitivńı k Fg a posledńı rovnost je

jen úprava rovnosti uvedené ve větě.

2. Předpokládejme, že jsou definovány prvńı a třet́ı člen T1 ∈ R
a T3 ∈ R. Takže fG, resp. Fg, má na (A,B) primitivńı funkci H1,

resp. H2, s [H1]BA = T1 a [H2]BA = T3. Pak

(H1 + H2)′ = fG + Fg = (FG)′ na (A,B) .
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Podle dř́ıvěǰśıho výsledku (věta 9 v přednášce 9) existuje taková

konstanta c, že H1 + H2 + c = FG na (A,B). Proto

[FG]BA = [H1 + H2 + c]BA = [H1]BA + [H2]BA = T1 + T3 ,

což je jen úprava rovnosti uvedené ve větě.

3. Př́ıpad, kdy jsou definovány T2, T3 ∈ R, je podobný př́ıpadu 1

a je ponechán čtenáři jako cvičeńı. 2

Vezměme např́ıklad In := (N)
∫ +∞

0 xne−x, n ∈ N0. Potom

I0 = [−e−x]+∞0 = −e−∞ − (−e−0) = −0 − (−1) = 1. Pro n > 0

pomoćı posledńı věty a indukce podle n dostaneme, že

In = (N)

∫ +∞

0

xn
(
−e−x

)′
věta 4, ∃ T2 a T3= [−xne−x]+∞0 + (N)

∫ +∞

0

(xn)′ e−x

= −0 + 0 + n · (N)

∫ +∞

0

xn−1e−x

= n · In−1 .

Proto In = n! =
∏n

j=1 j pro každé n ∈ N0. Tuto reprezentaci

faktoriál̊u pomoćı integrál̊u lze použ́ıt pro d̊ukaz Stirlingova vzorce,

který jsme zmı́nili minule.

• Integrace substitućı. Dva vzorce pro integraci substitućı z minulé

přednášky uprav́ıme pro obecný Newton̊uv integrál.
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Věta 5 ((N)
∫ B
A f substitućı) Necht’ A < B a C < D

jsou v R∗, g : (A,B) → (C,D), f : (C,D) → R a g má na

(A,B) vlastńı g′, pak plat́ı dvě následuj́ıćı tvrzeńı.

1. Předpokládejme, že f má na (C,D) primitivńı funkci

F . Pak rovnost

(N)

∫ B

A

f (g) · g′ = (N)

∫ g(B)

g(A)

f

plat́ı, pokud je definována pravá strana.

2. Pokud je g na a g′ 6= 0 na (A,B), pak rovnost

(N)

∫ D

C

f = (N)

∫ g−1(D)

g−1(C)

f (g) · g′

plat́ı, pokud je definována pravá strana. Dále plat́ı, že

v nějakém pořad́ı se {g−1(C), g−1(D)} = {A, B}.

Důkaz. 1. Necht’ A, B, C, D, g, f a F jsou, jak je uvedeno, a necht’

je definována pravá strana. To znamená, že limity

g(A) := lim
x→A

g(x) ∈ R∗ a g(B) := lim
x→B

g(x) ∈ R∗

existuj́ı. Patrně jsou g(A) a g(B) limitńı body intervalu (C,D).

Také to znamená, že pravá strana má hodnotu

lim
y→g(B)

F (y)− lim
y→g(A)

F (y)

(zejména posledńı dvě limity existuj́ı a jsou vlastńı). Již v́ıme, že
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F (g) je na (A,B) primitivńı k f (g) · g′. T́ım pádem

(N)

∫ g(B)

g(A)

f = lim
y→g(B)

F (y)− lim
y→g(A)

F (y)

= lim
x→B

F (g(x))− lim
x→A

F (g(x))

= (N)

∫ B

A

f (g) · g′ .

Zde prvńı a třet́ı rovnost vyplývaj́ı z definice obecného Newto-

nova integrálu. Prostředńı rovnost plyne použit́ım věty o limitách

složených funkćı (věta 14 v přednášce 5 se splněnou podmı́nkou 1,

protože vněǰśı funkce F je spojitá).

2. Necht’ A, B, C, D, g a f jsou, jak je uvedeno, a necht’ je defi-

nována pravá strana. Z d̊ukazu části 2 věty 13 v posledńı přednášce

v́ıme, že g i g−1 je rostoućı nebo klesaj́ıćı bijekce (a g−1 je spojitá).

Tedy limity

g−1(C) := lim
y→C

g−1(y) ∈ R∗ a g−1(D) := lim
y→D

g−1(y) ∈ R∗

existuj́ı a v nějakém pořad́ı se rovnaj́ı {A,B}. Protože je pravá

strana definovaná, f (g) · g′ má na (A,B) primitivńı funkci G a

pravá strana má hodnotu

lim
x→g−1(D)

G(x)− lim
x→g−1(C)

G(x) .

Již v́ıme, že G(g−1) je na (C,D) primitivńı k f . T́ım pádem

(N)

∫ g−1(D)

g−1(C)

f (g) · g′ = lim
x→g−1(D)

G(x)− lim
x→g−1(C)

G(x)

= lim
y→D

G(g−1(y))− lim
y→C

G(g−1(y))

= (N)

∫ D

C

f .
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Prvńı a třet́ı rovnost opět vyplývaj́ı z definice obecného Newtonova

integrálu a druhá rovnost opět plyne stejným zp̊usobem pomoćı

věty o limitách složených funkćı. 2

Dva předchoźı vzorce ukazuj́ı, jak obecný Newton̊uv integrál sou-

viśı s operaćı skládáńı funkćı. Pro výpočet integrálu (N)
∫ B
A f tak

použijeme substitučńı vzorce a integraci per partes a následuj́ıćı

tabulku primitivńıch funkćı. Integrál (N)
∫ B
A f poč́ıtáme ve dvou

kroćıch. Nejdř́ıv nalezneme zmı́něnými metodami PF F k f na

(A,B). Pak, pokud F existuje, je už obvykle jednoduché spoč́ıtat

limity funkce F v A a B. Např́ıklad minule jsme spoč́ıtali, že∫ √
1− t2 =

t
√

1− t2 + arcsin t

2
=: F (t) na (−1, 1) .

(Podle tvrzeńı 6 v přednášce 8 se F ′(−1) = F ′(1) = 0, a proto

tento vztah plat́ı i na [−1, 1].) T́ım pádem

(N)

∫ 1

−1

√
1− t2 = lim

t→1
F (t)− lim

t→−1
F (t)

= (arcsin 1)/2− (arcsin(−1))/2

= π/4− (−π/4) = π/2 .

Takže pro f (t) =
√

1− t2 : [−1, 1]→ R se plocha oblasti Df rovná

Af = π/2. To souhlaśı s dvojnásobnou plochou π jednotkového

disku {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}, protože Df je jeho horńı

polovina.

• Tabulka primitivńıch funkćı některých elementárńıch funkćı.

Tato tabulka byla źıskána zcela mechanicky invertováńım pravidel

pro derivováńı v tabulce derivaćı ve větě 17 v přednášce 7.
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Věta 6 (tabulka antiderivaćı) Plat́ı následuj́ıćı vzorce.

1. Na R se
∫

exp(x) = exp(x),
∫

sinx = − cosx,
∫

cosx =

sinx,
∫

1/(1 + x2) = arctanx (a také = −arccotx) a∫
xn = xn+1/(n + 1) pro každé n ∈ N0.

2. Jak na (−∞, 0), tak na (0,+∞) se
∫

1/x = log(|x|) a∫
xn = xn+1/(n + 1) pro každé n ∈ {−2,−3, . . . }.

3. Na (0,+∞) se
∫
xb = xb+1/(b+ 1) pro každé b ∈ R \Z.

4. Na každém intervalu (kπ − π/2, kπ + π/2) s k ∈ Z se∫
1/(cosx)2 = tanx.

5. Na každém intervalu (kπ, (k + 1)π) s k ∈ Z se∫
1/(sinx)2 = − cotx.

6. Na (−1, 1) se
∫

1/
√

1− x2 = arcsinx (a také =

− arccosx).

V souvislosti s prvńım vzorcem ve 2 si všimněte, že formálně je

jak (log x)′ = 1/x, tak (log(−x))′ = (1/(−x)) · (−x)′ = 1/x. To

zdánlivě odporuje základńımu principu, že dvě primitivńı funkce

ke stejné funkci se lǐśı pouze konstantńım posunem. Řešeńı tohoto

rébusu je jednoduché, funkce log x a log(−x) maj́ı disjunktńı de-

finičńı obory.

• Výpočet antiderivaćı racionálńıch funkćı. Jde o velkou tř́ıdu

funkćı, pro něž lze antiderivace explicitně vypoč́ıtat. Připomeňme
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si, že racionálńı funkce r = r(x) je pod́ıl dvou polynomů:

r(x) =
p(x)

q(x)
: R \ Z(r)︸ ︷︷ ︸

Def(r)

→ R .

Zde p(x), q(x) ∈ R[x] jsou polynomy s reálnými koeficienty, q(x)

neńı nulový polynom a Z(r) := {a ∈ R | q(a) = 0} je nulová

množina (množina reálných kořen̊u) jmenovatele q(x). Je dobře

známo, že mohutnost |Z(r)| ≤ deg q, stupeň polynomu q = q(x).

Ireducibilńı trojčlen a(x) je takový reálný monický (tj. s vedoućım

koeficientem rovným 1) kvadratický polynom

a(x) = x2 + bx + c ,

že b2 − 4c < 0, tj. a(x) nemá žádný reálný kořen. Všimněte si,

že potom a(x) > 0 pro každé x ∈ R. Např́ıklad x2 + 2x + 2

je ireducibilńı trojčlen. Ve zbytku přednášky dokážeme, modulo,

d̊ukaz věty 8 (Základńı věta algebry), následuj́ıćı větu.

9



Věta 7 (
∫
r(x)) Pro každou racionálńı funkci r = r(x)

existuje taková funkce R(x) tvaru

R(x) = r0(x) +

k∑
i=1

si · log(|x− αi|) +

l∑
i=1

ti · log(ai(x)) +

+

m∑
i=1

ui · arctan(bi(x)) ,

kde r0(x) je racionálńı funkce, k, l,m ∈ N0, prázdné součty

jsou definovány jako 0, si, ti, ui ∈ R, αi ∈ Z(r), ai(x)

jsou ireducibilńı trojčleny a bi(x) jsou reálné nekonstantńı

lineárńı polynomy, že

R(x) =

∫
r(x)

na každém netriviálńım intervalu I ⊂ Def(r).

Je jasné, že funkce všech čtyř uvedených typ̊u se mohou objevit v

R(x). Např́ıklad linearitou integrace, integraćı substitućı a pomoćı

výše uvedené tabulky primitivńıch funkćı dostaneme, že

∫
r(x) :=

∫ (
1

x4
+

1

x− 1
+

=(... )′/(... )︷ ︸︸ ︷
2x + 2

x2 + 2x + 2
+

=1/((x+1)2+1)︷ ︸︸ ︷
1

x2 + 2x + 2

)
= − 1

3x3
+ log(|x− 1|) + log(x2 + 2x + 2) + arctan(x + 1)

na libovolném netriviálńım intervalu I ⊂ R\{0, 1}. V d̊ukazu věty

bude popsán algoritmus pro výpočet antiderivace racionálńı funkce

v uvedeném tvaru. Než s ńım ale začneme, muśıme vysvětlit teorii
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parciálńıch zlomk̊u.

• Parciálńı zlomky. Následuj́ıćı větu nebudeme dokazovat.

Věta 8 (Zvalg) Každý nekonstantńı komplexńı polynom

p(x) ∈ C[x] má alespoň jeden kořen, takové č́ıslo α ∈ C, že

p(α) = 0.

Ze Zvalg odvod́ıme ireducibilńı rozklady v R[x].

Důsledek 9 (rozklady reálných polynomů) Každý

nenulový reálný polynom q(x) lze zapsat jako

q(x) = c ·
k∏
i=1

(x− αi)mi︸ ︷︷ ︸
k. faktory typu 1

·
l∏
i=1

ai(x)ni︸ ︷︷ ︸
k. faktory typu 2

,

kde c ∈ R\{0} je jeho vedoućı koeficient, k, l ∈ N0, prázdné

součiny jsou definovány jako 1, mi, ni ∈ N, αi ∈ R jsou

všechny r̊uzné reálné kořeny q(x) a ai(x) jsou vzájemně

r̊uzné ireducibilńı trojčleny.

Důkaz. Jestliže α = a+ bi ∈ C je kořenem q(x), pak je také jeho

konjugát α = a − bi kořenem, protože q(x) ∈ R[x]. Podrobněji,

konjugace respektuje sč́ıtáńı a násobeńı a fixuje reálná č́ısla: pokud

t ∈ R a u, v ∈ C, pak t = t, u + v = u + v a u · v = u · v. Takže

pokud q(x) =
∑n

j=0 tjx
j, pak

0 = q(α) =
∑n

j=0 tjα
j =

∑n
j=0 tj · (α)j =

∑n
j=0 tj · (α)j = q(α) .

Také pokud α ∈ C \ R, tj. pokud b 6= 0, pak

aα(x) := (x− α)(x− α) = x2 − 2a · x + (a2 + b2) ∈ R[x]
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a je to ireducibilńı trojčlen: (2a)2 − 4(a2 + b2) = −4b2 < 0.

Je-li q(x) konstantńı polynom, d̊usledek plat́ı s rozkladem q(x) =

c. Pokud je q(x) nekonstantńı, podle věty 8 má kořen α ∈ C.

Polynom q(x) vyděĺıme x − α se zbytkem a dostaneme q(x) =

(x − α) · q1(x) + β pro q1(x) ∈ C[x] a β ∈ C. Pro x = α vid́ıme,

že β = 0 a

q(x) = (x− α)q1(x) .

Jestliže α ∈ R, algoritmus děleńı pro polynomy ukazuje, že polynom

q1(x) je reálný. Takže jsme odštěpili jeden kořenový faktor x − α
typu 1. Pokud α ∈ C\R, polynom q1(x) vyděĺıme x−α se zbytkem

a dostaneme q1(x) = (x− α)s1(x). Pak

q(x) = (x− α)q1(x) = (x− α)(x− α)s1(x) = aα(x)s1(x) .

Opět plat́ı, že polynom s1(x) je reálný a odštěpili jsme tak jeden

kořenový faktor aα(x) typu 2. Pokud q1(x), resp. s1(x), je nekon-

stantńı, aplikujeme na něj stejný postup a pak pokračujeme stejným

zp̊usobem. Nakonec odštěpováńı kořenových faktor̊u skonč́ı u kon-

stantńıho polynomu c a pro q(x) dostaneme uvedený rozklad. 2

Rozklady racionálńıch funkćı na parciálńı zlomky źıskáme po-

moćı této identity.

Tvrzeńı 10 (Bachetova identita) Necht’ p(x) a q(x)

v R[x] jsou dva polynomy bez společného komplexńıho

kořene, tj. pro žádné z ∈ C neplat́ı, že p(z) = q(z) = 0.

Pak existuj́ı takové polynomy r(x), s(x) ∈ R[x], že

r(x) · p(x) + s(x) · q(x) = 1 .
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Důkaz. Pro dané polynomy p(x) a q(x) uváž́ıme tuto množinu

reálných polynomů:

S := {r(x) · p(x) + s(x) · q(x) | r(x), s(x) ∈ R[x]} .
Vezmeme nenulový t(x) ∈ S s nejmenš́ım stupněm. Libovolný a(x)

v S děĺıme t(x) se zbytkem:

a(x) = t(x) · b(x) + c(x) ,

kde b(x), c(x) ∈ R[x] a deg c(x) < deg t(x) nebo c(x) je nulový

polynom. Ale c(x) = a(x)− b(x) · t(x) ∈ S (protože S je uzavřená

na odeč́ıtáńı a násobky). Polynom c(x) je tedy nulový a a(x) =

b(x)t(x) — t(x) děĺı každý prvek v S. Ale p(x), q(x) ∈ S, a tak je

t(x) oba děĺı. Ale tyto polynomy nemaj́ı žádný společný komplexńı

kořen, a proto podle věty 8 je t(x) nenulový konstantńı polynom.

Můžeme předpokládat, že t(x) = 1, č́ımž jsme źıskali uvedenou

identitu. 2

Věta 11 (parciálńı zlomky) Každou racionálńı funkci

r(x) = p(x)/q(x) ∈ R(x), se jmenovatelem q(x) rozloženým

jako v d̊usledku 9, lze vyjádřit ve tvaru

r(x) = s(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=1

βi,j
(x− αi)j

+

l∑
i=1

ni∑
j=1

γi,jx + δi,j
ai(x)j

,

kde s(x) ∈ R[x] je polynom, k, l, mi, ni, αi a ai(x) jsou

jako v d̊usledku 9 a βi,j, γi,j, δi,j ∈ R.

Důkaz. Po vyděleńı Bachetovy identity součinem p(x)q(x) dosta-

neme
1

p(x)q(x)
=
s(x)

p(x)
+
r(x)

q(x)
.
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Iteraćı tohoto dostaneme, že pro jakýchkoli n reálných polynomů

q1(x), . . . , qn(x), mezi nimiž žádné dva qi(x) a qj(x) s i 6= j nemaj́ı

společný komplexńı kořen, existuje takových n reálných polynomů

s1(x), . . . , sn(x), že

1

q1(x)q2(x) . . . qn(x)
=

n∑
i=1

si(x)

qi(x)
.

Nyńı necht’ je dána racionálńı funkce r(x) = p(x)/q(x) a q(x) je

rozložen jako v d̊usledku 9. Posledńı vysazenou identitu použijeme

pro n := k + l, q1(x) := (x − α1)m1, . . . , qk(x) := (x − αk)
mk ,

qk+1(x) := a1(x)n1, . . . , qk+l(x) := al(x)nl a dostaneme takové

reálné polynomy b1(x), . . . , bk(x), c1(x), . . . , cl(x), že

r(x) =
p(x)

q(x)
=

k∑
i=1

bi(x)

(x− αi)mi
+

l∑
i=1

ci(x)

ai(x)ni
.

V každém z výše uvedených k + l zlomk̊u děĺıme čitatele jmeno-

vatelem se zbytkem: bi(x) = (x − αi)mi · si(x) + di(x) a ci(x) =

ai(x)ni · si+k(x) + di+k(x), kde di(x), si(x) ∈ R[x] a každý zbytek

di(x) je bud’ nulový polynom nebo má stupeň menš́ı než jmenovatel

(což je mi nebo 2ni). Pomoćı s(x) :=
∑k+l

i=1 si(x) ∈ R[x] přeṕı̌seme

posledńı vysazenou rovnost jako

r(x) =
p(x)

q(x)
= s(x) +

k∑
i=1

di(x)

(x− αi)mi
+

l∑
i=1

dk+i(x)

ai(x)ni
.

Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , k} opakovaně děĺıme di(x) polynomem

x − αi se zbytkem a vyjádř́ıme i-tý sč́ıtanec v prvńım součtu ve

shora uvedené podobě. Totéž uděláme pro každý sč́ıtanec ve druhém
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součtu. Podrobněji, např́ıklad dk+1(x)/a1(x)n1 se rovná

a1(x) · e(x) + γ1,n1x + δ1,n1

a1(x)n1
=

e(x)

a1(x)n1−1
+
γ1,n1x + δ1,n1

a1(x)n1
,

pak vyděĺıme e(x) polynomem a1(x) se zbytkem a tak dále. 2

• D̊ukaz věty 7 o tvaru
∫
r(x). Nyńı už můžeme tuto větu dokázat.

Danou racionálńı funkci r(x) vyjádř́ıme jako součet parciálńıch

zlomk̊u jako v předchoźı větě:

r(x) = s(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=1

βi,j
(x− αi)j

+

l∑
i=1

ni∑
j=1

γi,jx + δi,j
ai(x)j

.

Použijeme samozřejmě linearitu primitivńıch funkćı a integrujeme

každý sč́ıtanec výrazu zvlášt’. Snadno zintegrujeme prvńı dva členy:∫
s(x) je polynom (na jakémkoli netriviálńım reálném intervalu I),∫
β/(x− α)j = −β/(j − 1)(x− α)j−1 pro libovolné j ≥ 2 a, pro

j = 1,
∫
β/(x − α) = β log(|x − α|), kde posledńı dvě primitivńı

funkce plat́ı na libovolném netriviálńım intervalu I ⊂ R \ {α}.
Tyto př́ıspěvky k

∫
r(x) jsou tedy prvńıch dvou typ̊u uvedených ve

větě 7.

Zbývá zintegrovat třet́ı člen, tedy vypoč́ıtat primitivńı funkce

tvaru ∫
γx + δ

(x2 + bx + c)j
,

kde j ∈ N a γ, δ, b, c ∈ R jsou takové, že b2 − 4c < 0. Pomoćı

d :=
√
c− b2/4 > 0 a e := (δ − γb/2)/d2j−1 zaṕı̌seme posledńı
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racionálńı funkci jako

γx + δ

(x2 + bx + c)j
=

γ

2
· 2x + b

(x2 + bx + c)j︸ ︷︷ ︸
T :=(... )′/(... )j

+
δ − γb/2

(x2 + bx + c)j

=
γ

2
· T + e · 1/d(

(x/d + b/2d)2 + 1
)j︸ ︷︷ ︸

U :=(... )′/((... )2+1)j

=
γ

2
· T + e · U .

Integraćı substitućı máme, že
∫
T = 1/(j − 1)(x2 + bx+ c)j−1 pro

j ≥ 2 a
∫
T = log(x2+bx+c) pro j = 1 (na libovolném netriviálńım

reálném intervalu I). T́ım dostáváme př́ıspěvky k
∫
r(x) prvńıho

a třet́ıho typu uvedeného ve větě 7.

Nakonec spoč́ıtáme
∫
U . Integraćı substitućı máme, že

∫
U =

Ij(x/d + b/2d) (na libovolném netriviálńım reálném intervalu I),

kde

Ij = Ij(y) :=

∫
1

(y2 + 1)j
.

Pro j ∈ N integraćı per partes a derivováńım složených funkćı

dostaneme vztah

Ij =

∫
y′ · 1

(y2 + 1)j
=

y

(y2 + 1)j
+ 2j

∫
(y2 + 1)− 1

(y2 + 1)j+1

=
y

(y2 + 1)j
+ 2j · Ij − 2j · Ij+1 .

Máme tedy rekurenci I1 = arctan y (podle výše uvedené tabulky)

a, pro j ∈ N,

Ij+1 =
y

2j · (y2 + 1)j
− (1− 1/2j) · Ij .
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Z toho vyplývá, že pro každé j ∈ N je

Ij(y) = u(y) + r · arctan y ,

kde u(y) ∈ Q(y) je racionálńı funkce a r ∈ Q. Protože
∫
U =

Ij(x/d + b/2d), posledńı př́ıspěvek k
∫
r(x) je prvńıho a čtvrtého

typu uvedeného ve větě 7. 2

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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