PREDNASKA 11, 2. 5. 2022
VICE O NEWTONOVE INTEGRALU. POCITANI
ANTIDERIVACI RACIONALNICH FUNKCI

o Obecny Newtontv integrdl. (N) fab f rozsitfime na funkce de-
finované na nepréazdnych otevienych intervalech (A, B) s A < B
v R*. Jsou to prave vsechny intervaly typu (—oo, a), (a,b), (a, +00)
a (—o0,+00) = R pro redlnd cisla a < b.

Definice 1 (obecny Newtonuv integrdl) Necht A <
B jsou v R* a F, f: (A, B) — R jsou takové funkce, Ze F
je primaitioni k . Newtonuv integrdl funkce f pres interval
(A, B) definujeme jako rozdil

z—B r—A

(N)/A f=F(B)—F(A) = lim F(x) — lim F(x)

jestlize posledni dvé limity existuji a jsou vlastni. Pak plo-
chu Ay oblasti Dy pod G definujeme jako

Af3_(N)/ABf-

Stejné jako u Newtonova integralu pres (a, b) i hodnota tohoto in-
tegralu nezavisi na volbé F', protoze kazdé dvé primitivni funkce
k funkei f se lisf jen konstantnim posunem. Pokud je (N) ff f defi-
novany, rekneme, ze f je newtonouvsky integrovatelnd pres (A, B)
a napiseme, ze
feN(A, B).

Neni tézké vidét, ze pokud (Ag, By) C (A, B) jsou neprazdné
oteviené intervaly, pak f € N(A, B) = f|(Ay, By) € N(Ay, By).

1



V situacich jako je tato Vynecha’me symbol restrikce a napiseme
pouze f € N(A, By). Napifklad = € N(0, +00), protoze

limg 4 arctan x
N\

oo - -
(N)/O T arctan(4o00) —arctan(0) =7/2 —0=m/2.

Pro F': (A, B) — R zavadime zapis
[F)4 = lim F(z) — lim F(z),

r—B z—A

jestlize obé limity existuji a jsou vlastni.

o Zobecnéni obecného Newtonova integrdlu. Integral (N) ff f
jesté trochu rozsifime tak, ze povolime B < A. Pro kazdou funkci
f polozime (N) fff := 0. Pro kazdou f € N(A, B) pak méame, ze

N)/BAJ"——(N)/jf-

Nasledujici dvé tvrzeni zde nebudeme dokazovat, dukazy jsou snadné.

Tvrzeni 2 (aditivita integralu) Pokud A, B,C € R* a
f € N(min(A, B,C),max(A, B,C)), pak

) [ r=00 [0 [
N)LBf+(N)LCf+(N)LAfO-

neboli




Tvrzeni 3 (linearita integralu) Pokud jsou A a B v
R* a,b € R a f,g € N(min(A, B), max(A4, B)), pak

(N)/AB(af—i—bg )=a- / f+b-( /g.

e [ntegrace per partes. Avsak vzorec pro integraci per partes pro

obecny Newtonuv integral dokazeme.

Véta 4 (N f 1 per partes) UvaZujeme takové 4 funkce
f,9,F.G: (A,B) = R, kde A < B jsou v R*, Ze F, resp.
G, je primationt k f, resp. ke g. Pak rovnost

/fG [FG3 (N)/ Fg

T3

plati vidy, kdyzZ jsou definovany dva ze tri ¢lenu T;.

Dukaz. 1. Predpokladejme, Ze jsou definovany prvni dva cleny
T, T, € R. Funkce fG ma tedy na (A, B) primitivni funkci H
S [H]i = T1 a [FG]E = TQ. Pak

(FG—H) =fG+Fg—fG=Fg a [FG—H|5=T,-1T, .

FG — H je tedy na (A, B) primitivni k F'g a posledni rovnost je
jen uprava rovnosti uvedené ve véte.

2. Predpokladejme, ze jsou definovany prvni a treti ¢len 77 € R
a T3 € R. Takze fG, resp. Fig, ma na (A, B) primitivni funkci Hy,
resp. Hy, s [H1)5 =Ty a [Hy)5 = Ty. Pak

(Hy + Hy) = fG+ Fg = (FGY na (A, B)
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Podle drivéjsiho vysledku (véta 9 v prednasce 9) existuje takova
konstanta ¢, ze Hy + Hy + ¢ = F'G na (A, B). Proto

FGI = [H + Hy+ 8 =[HE +[H)E =T + T3,

coz je jen uprava rovnosti uvedené ve véte.
3. Pripad, kdy jsou definovany 15, T5 € R, je podobny pripadu 1

a je ponechan ctenafi jako cviceni. O
Vezméme naprtiklad [, := (N) O+OO z"e™" n € Ny. Potom
Iy=[-e?f>*=--e®=(—"=-0—-(-1)=1.Pron >0

pomoci posledni véty a indukce podle n dostaneme, ze
+00 ,
I, = (N)/ " (—e™)
0
véta 4, iTg a Ty [—xne_x}a‘oo N (N) /+oo (xn)/ e_x
0

+00
= —0+0+n-(N) / " e
0
= n- [n—l .

Proto I, = n! = H?Zl j pro kazdé n € Ny. Tuto reprezentaci
faktoriali pomoci integralu lze pouzit pro dukaz Stirlingova vzorce,
ktery jsme zminili minule.

e Integrace substituci. Dva vzorce pro integraci substituci z minulé
prednasky upravime pro obecny Newtonuv integral.



Véta 5 ((N) [, f substituci) Necht A < B a C < D
gsou v R*, g: (A,B) — (C,D), f: (C,D) - R a g md na
(A, B) vlastni ¢', pak plati dvé ndsledujici tvrzend.

1. Predpoklddejme, Ze f md na (C, D) primitivni funkci
F'. Pak rovnost

B 9(B)
(N>/A O :<N>/9<A> f

plati, pokud je definovdna pravd strana.
2. Pokud je g na a ¢ # 0 na (A, B), pak rovnost
D g (D)
W[ =) ey
C g~ 1(C)

plati, pokud je definovana pravd strana. Ddle plati, Ze
v néjakém poradi se {g~1(C), g '(D)} = {A, B}.

Dukaz. 1. Necht A, B, C, D, g, f a F jsou, jak je uvedeno, a necht
je definovana prava strana. To znamena, ze limity

g(A) = lim g(z) € R* a ¢g(B) := lim g(z) € R*

r—A x—B
existuji. Patrné jsou g(A) a g(B) limitni body intervalu (C, D).

Také to znamena, ze prava strana ma hodnotu

lim Fly)— lim F
y—g(B) () y—g(A) )

(zejména posledni dvé limity existuji a jsou vlastni). Jiz vime, ze



F(g) je na (A, B) primitivni k f(g) - ¢’. Tim padem

9(B)
(N)/ f= lm F(y)— lm Fy)

(A) y—9(B) y—9(A)
= lim F( ())—hmF(())
x—B

~ [ o

Zde prvni a treti rovnost vyplyvaji z definice obecného Newto-
nova integralu. Prostrfedni rovnost plyne pouzitim véty o limitach
slozenych funkei (véta 14 v prednasce 5 se splnénou podminkou 1,
protoze vneéjsi funkce F je spojita).

2. Necht A, B, C, D, g a f jsou, jak je uvedeno, a necht je defi-
novana prava strana. Z dukazu ¢asti 2 véty 13 v posledni prednasce
vime, Ze g i 7! je rostouci nebo klesajici bijekce (a ¢! je spojitd).
Tedy limity

g {C):=1lmg 'y eR* a g (D)= lim g (y) € R*
y—C y—D

existuji a v néjakém poradi se rovnaji {A, B}. Protoze je prava
strana definovand, f(g) - ¢ ma na (A, B) primitivni funkei G a
prava strana ma hodnotu
lim G(z)— lim G(x).
x—g~1(D) (@)

Jiz vime, 7ze G(g™1) je na (C, D) primitivni k f. Tim padem

. g~ 1(D) / y o ¥ G
( )/guc) flo)-g =l 6= o, o
— ylLI%G( Yy ))—yh_lf}%G( ()

=(N)/0Df-



Prvni a tfeti rovnost opét vyplyvaji z definice obecného Newtonova
integralu a druhd rovnost opét plyne stejnym zpusobem pomoci
véty o limitach slozenych funkei. O

Dva predchozi vzorce ukazuji, jak obecny Newtonuv integral sou-
visi s operaci skladani funkei. Pro vypocet integrélu (N) ff f tak
pouzijeme substitucni vzorce a integraci per partes a nasledujici
tabulku primitivnich funkci. Integral (N) ff f pocitdme ve dvou
krocich. Nejdiiv nalezneme zminénymi metodami PF F' k f na
(A, B). Pak, pokud F existuje, je uz obvykle jednoduché spocitat
limity funkce F' v A a B. Napriklad minule jsme spocitali, ze

tv1 —t2 nt
/\/1—152: ; WML B ma (=1, 1) .

(Podle tvrzeni 6 v prednasce 8 se F'(—1) = F'(1) = 0, a proto
tento vztah plati i na [—1,1].) Tim padem

(N)/llx/l—t2 = lim F(t) — lim F(t)

= (arcsin1)/2 —_(arcsin(—l))/Q
= n/4d—(—m/4)=7/2.

Takze pro f(t) = v1 —t%: [—1,1] = R se plocha oblasti Dy rovna
A; = m/2. To souhlasi s dvojnasobnou plochou 7 jednotkového
disku {(x,y) € R* | 2% + y* < 1}, protoze Dy je jeho horni
polovina.

o Tabulka primitivnich funkci nékterych elementdrnich funkct.

Tato tabulka byla ziskana zcela mechanicky invertovanim pravidel
pro derivovani v tabulce derivaci ve véte 17 v prednasce 7.



Véta 6 (tabulka antiderivaci) Plati ndsledujici vzorce.

1. Na R se [ exp(z) —exp ), [sinz = —cosz, [cosx =
sinz, [1/(1+ %) = arctanz (a také = —arccotz) a
[z =2/ (n+ 1) pro kazdé n € Ny.

2. Jak na (—o0,0), tak na (0,+00) se [1/x = log(|z|) a
[z =a"/(n+1) pro kazdé n € {—2,-3,...}.

8. Na (0,400) se [z’ =21 /(b+1) pro kazdé b € R\ Z.

4. Na kazdém intervalu (km — w/2,km +w/2) s k € Z se
[1/(cosz)?* = tan .

5. Na kazdém intervalu (km,(k + 1)m) s k € Z se
| 1/(8111.1:)2 = —cot x.

6. No (—1,1) se [1/v/1—2% = arcsinx (a také =

— arccos T )

V souvislosti s prvnim vzorcem ve 2 si vSimnéte, ze formalné je
jak (logz) = 1/x, tak (log(—x)) = (1/(—x)) - (—x) = 1/z. To
zdanlivé odporuje zakladnimu principu, ze dvé primitivni funkce
ke stejné funkei se lisf pouze konstantnim posunem. Reseni tohoto
rébusu je jednoduché, funkce logx a log(—x) maji disjunktni de-
finiéni obory:.

e Vypocet antiderivaci raciondlnich funkci. Jde o velkou tridu
funkci, pro néz lze antiderivace explicitné vypocitat. Pripomenme



si, ze raciondlni funkce r = r(x) je podil dvou polynomi:

Def(r)

Zde p(z),q(x) € Rlz] jsou polynomy s redlnymi koeficienty, g(z)
neni nulovy polynom a Z(r) := {a € R | ¢(a) = 0} je nulova
mnozina (mnozina realnych kofenu) jmenovatele g(x). Je dobre
znamo, ze mohutnost |Z(r)| < degq, stupen polynomu q¢ = q(x).
Ireducibilni trojclen a(x) je takovy redlny monicky (tj. s vedoucim
koeficientem rovnym 1) kvadraticky polynom

a(x) = 2>+ br +c,

7e b — 4c < 0, tj. a(z) nemd zadny redlny kofen. Viimnéte si,
7e potom a(x) > 0 pro kazdé x € R. Napiiklad 2? + 2z + 2
je ireducibilni trojélen. Ve zbytku prednasky dokazeme, modulo,
dukaz véty 8 (Zdkladni véta algebry), nasledujici vétu.



Véta 7 ([ r(x)) Pro kazdou raciondlni funkci r = r(x)
existuje takovd funkce R(x) tvaru

k l
R(z) = ro(x) + Z s; - log(|x — ay]) + Zti -log(a;(x)) +

4+ Z u; - arctan(b;(x)) |
i=1

kde ro(x) je raciondlni funkce, k,l,m € Ny, prdazdné soucty
gsou definovdny jako 0, s;,ti,u; € R, ay € Z(r), a;i(x)
gsou ireducibilni trojcleny a b;(x) jsou redlné nekonstantni
linedarni polynomy, Ze

na kazdém netrividlnim intervalu I C Def(r).

Je jasné, ze funkce vSech ¢tyr uvedenych typu se mohou objevit v
R(z). Napriklad linearitou integrace, integraci substituci a pomoci
vyse uvedené tabulky primitivnich funkei dostaneme, ze

=)/ =@ )
[ (@) / L, 1 +f2x+2‘+f I
r(x) = —
-1 x2?242x+4+2 x2+2xr+42
1
=35t log(|z — 1|) + log(x* + 22 + 2) 4 arctan(z + 1)
T

na libovolném netrividlnim intervalu I C R\ {0, 1}. V dukazu véty
bude popsan algoritmus pro vypocet antiderivace racionalni funkce
v uvedeném tvaru. Nez s nim ale zacneme, musime vysveétlit teorii
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parcialnich zlomku.

e Parcialni zlomky. Nasledujici vétu nebudeme dokazovat.

Véta 8 (Zvalg) Kazdy nekonstantni komplexni polynom
p(x) € Clz| md alespori jeden koten, takové ¢islo a € C, Ze
pla) = 0.

Ze Zvalg odvodime ireducibilni rozklady v R|z].

Disledek 9 (rozklady realnych polynomt) Kazdy
nenulovy redlny polynom q(x) lze zapsat jako

k
q(z) =c- l_Iﬂlj—ozZ HCZZ
=1

=1

4

k. faktory typu 1 . fak’tary typu 2

kde c € R\{0} je jeho vedouct koeficient, k,l € Ny, prdzdné
souciny jsou definovany jako 1, m;,n;, € N, a; € R jsou
vSechny rizné redlné koreny q(z) a a;(x) jsou vzdjemné
ruzné treducibilni trojcleny.

Dikaz. Jestlize @ = a+ bi € C je kotenem ¢(x), pak je také jeho
konjugat @ = a — bi korenem, protoze ¢q(x) € Rlz|. Podrobnéji,
konjugace respektuje scéitani a nasobeni a fixuje realna cisla: pokud
teRauveC pakt=t,utv=u+vau-v=mu-v Takze
pokud q(z) = >77_ot;x7, pak

0=qla) =325 otjad =305 ot~ (@) =35t - (@) = q(@) .
Také pokud o € C \ R, tj. pokud b # 0, pak
ao(z) = (z — a)(z — @) = 2° — 2a - = + (a® + b*) € R[]
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a je to ireducibilni trojclen: (2a)? — 4(a* + b*) = —4b* < 0.

Je-li ¢(x) konstantni polynom, dusledek plati s rozkladem g(x) =
c. Pokud je ¢(x) nekonstantni, podle véty 8 ma koten o € C.
Polynom ¢(x) vydélime z — « se zbytkem a dostaneme q(z) =
(x — ) - qi(z) + B pro q1(z) € Clz] a f € C. Pro x = « vidime,
e 3 =0a

g(z) = (r — a)q(z) .

Jestlize a € R, algoritmus déleni pro polynomy ukazuje, Ze polynom
q1(x) je redlny. Takze jsme odstépili jeden kotenovy faktor x — «
typu 1. Pokud @ € C\R, polynom ¢ () vydélime x —& se zbytkem
a dostaneme q;(x) = (x — @)s1(x). Pak

q(r) = (z — a)q(z) = (z — a)(z — @)s1(2) = an(z)s1(7) .

Opét plati, ze polynom s1(x) je redlny a odstépili jsme tak jeden
kotenovy faktor a,(x) typu 2. Pokud ¢i(x), resp. si(x), je nekon-
stantni, aplikujeme na néj stejny postup a pak pokracujeme stejnym
zpusobem. Nakonec odstépovani korenovych faktoru skonéi u kon-
stantniho polynomu ¢ a pro g(x) dostaneme uvedeny rozklad. O

Rozklady racionalnich funkei na parcialni zlomky ziskame po-
moci této identity.

Tvrzeni 10 (Bachetova identita) Necht p(z) a q(z)
v Rlz] jsou dva polynomy bez spolecného komplexniho
korene, tj. pro Zadné z € C neplati, Ze p(z) = q(z) = 0.
Pak existuji takové polynomy r(z), s(z) € Rlz|, Ze

r(z) - ple) +s(z) - qx) =1,

12



Dikaz. Pro dané polynomy p(x) a ¢(x) uvazime tuto mnozinu
realnych polynomu:

S = {r(@) p(x) +s(x) - q(z) | r(z), s(z) € Rlz]} .
Vezmeme nenulovy t(z) € S s nejmensim stupném. Libovolny a(z)
v S délime t(x) se zbytkem:

a(z) =t(z) - b(z) + c(z) ,

kde b(x),c(x) € Rlz] a dege(x) < degt(z) nebo c(z) je nulovy
polynom. Ale ¢(x) = a(x) — b(z) - t(x) € S (protoze S je uzaviena
na odecitani a nasobky). Polynom c(x) je tedy nulovy a a(z) =
b(x)t(x)—t(x) deli kazdy prvek v S. Ale p(z),q(x) € S, a tak je
t(x) oba deéli. Ale tyto polynomy nemaji zadny spolecny komplexni
koten, a proto podle véty 8 je t(x) nenulovy konstantni polynom.
Muzeme predpokladat, ze t(x) = 1, ¢imz jsme ziskali uvedenou
identitu. O

Véta 11 (parcialni zlomky) KaZdou raciondlni funkci
r(z) = p(z)/q(x) € R(z), se jmenovatelem q(x) rozloZengm
jako v dusledku 9, lze vyjddrit ve tvaru

r(z) = s(z) +ZZ e fz‘; +Zz%jx+5”

i=1 j=1 i=1 j=1

kde s(x) € Rlx| je polynom, k, I, m;, n;, a; a a;(x) jsou
jako v disledku 9 a B ;,vij,0i; € R.

Dikaz. Po vydéleni Bachetovy identity soucinem p(z)q(z) dosta-
neme




Iteraci tohoto dostaneme, ze pro jakychkoli n realnych polynomu
(), ..., gn(x), mezi nimiz zadné dva ¢;(x) a ¢j(x) s @ # j nemaji
spolecny komplexni kofen, existuje takovych n realnych polynomu
s1(x), ..., sp(x), 7¢

n

1 B si(x)
Q1(2)@2() . qalr) z_; gi(x)

Nyni necht je ddna raciondlni funkee r(z) = p(x)/q(x) a q(x) je
rozlozen jako v dusledku 9. Posledni vysazenou identitu pouzijeme

pron = k+1 q(z) = (z —a)™, ..., g(z) = (z — ap)™
Qr1() = a(x)"™, ..., qu( ) == a;(x)™ a dostaneme takové
realné polynomy by(z), ..., bi(x), c1(x), ..., ¢lx), ze

.
>~
—_

_plz) _ bi(x) ci(x)
@)= ) T o a2

V kazdém z vyse uvedenych k + [ zlomku délime citatele jmeno-
vatelem se zbytkem: b;(x) = (v — ;)™ - s;(x) + di(z) a ¢;(x) =
a;(x)" - sip(x) + diyk (), kde d;(x), s;(x) € Rlz] a kazdy zbytek
d;(x) je bud nulovy polynom nebo mé4 stuper mensi nez jmenovatel
(coz je m; nebo 2n,). Pomodi s(x) = Y1 s,(x) € R[z] prepiseme
posledni vysazenou rovnost jako

r(z) = +Zx—oz

C]

=1

Pro kazdé i € {1,2,...,k} opakované délime d;(x) polynomem
xr — «; se zbytkem a vyjadiime ¢-ty scitanec v prvnim souctu ve
shora uvedené podobé. Totéz udélame pro kazdy séitanec ve druhém
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souctu. Podrobnéji, naptiklad dy.1(x)/aq(x)™ se rovna

al(x) . 6(33) + V1 T+ 5177” _ 6(33’) n Y10 T + 5177”
ai(z)™ ap(x)m-! aj(r)m

pak vydélime e(x) polynomem a(z) se zbytkem a tak déle. O

o Dikaz véty 7 o tvaru [ r(x). Nynf uz muzeme tuto vétu dokazat.
Danou racionalni funkci r(z) vyjadiime jako soucet parcidlnich
zlomkt jako v predchozi véte:

ko m
r(z) = s(x) + Z Z T émoz SR Z Z %,jx + 513 :

Pouzijeme samoziejmeé linearitu primitivnich funkei a integrujeme

kaZdy séftanec vyrazu zvlast. Snadno zintegrujeme prvni dva cleny:
[ s(z) je polynom (na jakémkoli netrividlnim realném intervalu 1),
[8)(x —a) ==3/(j —1)(x — a)’* pro libovolné j > 2 a, pro
j=1 [B/(x —a) = Blog(|x — al), kde posledni dvé primitivni
funkce plati na libovolném netrivialnim intervalu I C R\ {a}.
Tyto pifspevky k [ 7(z) jsou tedy prvnich dvou typu uvedenych ve
véte 7.

Zbyva zintegrovat tfeti ¢len, tedy vypocitat primitivni funkce

/ yr 4 0
(22 +bx + )’

kde 7 € N a~,8,b,c € R jsou takové, ze b* — 4c < 0. Pomoci
d:=+/c—b/4>0ae:= (6 —vb/2)/d* ! zapiSeme posledni

tvaru
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racionalni funkei jako

yT + 0 v 2r + b N o —b/2
(22 + bx + c)) 2 (2 +br+c) (22 +br+c)

aVa

Ti=(.. ) /(..)]

1/d
= z-T—l—e- / :
2 ((z/d+b/2d)? + 1)’
Um (oY (o )241)0
= %-T+6-U.

Integraci substituci mdme, ze [T =1/(j — 1)(z* + bx + ¢)’~* pro
j>2a [T =log(z*+bx+c) proj = 1 (nalibovolném netrividlnim
redlném intervalu I). Tim dostévame pifspévky k [ r(x) prvniho
a tfetiho typu uvedeného ve véte 7.

Nakonec spocitdme [ U. Integraci substituci mame, ze [U =
I;(x/d + b/2d) (na libovolném netrividlnim realném intervalu I),

kde |
[y = I;(y) = /W -

Pro 5 € N integraci per partes a derivovanim slozenych funkei
dostaneme vztah

1 Y [ WP+1) -1
[ = I, = -+ 2 .
g /y (y? +1)7 (y2+1)‘7+ ‘7/ (y? + 1)7+1

_ _ Y 9T _9i. T
— (y2+1)]+2] Ij 2] [j+1°
Méame tedy rekurenci I; = arctany (podle vyse uvedené tabulky)

a, pro j € N,

y
27 - (y2+ 1)
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Z, toho vyplyva, ze pro kazdé 5 € N je
Ii(y) = u(y) +r-arctany ,

kde u(y) € Q(y) je raciondlni funkce a r € Q. Protoze [U =
Ij(z/d + b/2d), posledni piispévek k [ r(z) je prvnfho a ¢tvrtého
typu uvedeného ve véte 7. O

DEKUJI ZA POZORNOST!
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