
PŘEDNÁŠKA 10, 25. 4. 2022

PLOCHA POD Gf . NEWTONŮV INTEGRÁL. INTEGRACE

PER PARTES A SUBSTITUCÍ

• K čemu jsou dobré antiderivace? Pro výpočet ploch Af oblast́ı

Df pod grafy Gf funkćı f : I → R definovaných na netriviálńıch

intervalech I ⊂ R. Připomı́náme, že

Gf = {(x, f (x)) | x ∈ I} ⊂ R2

a že I(c, d) ⊂ R označuje uzavřený interval s koncovými body

c, d ∈ R. Oblast Df pod grafem Gf definujeme jako rovinnou

množinu

Df := {(x, y) | x ∈ I ∧ y ∈ I(0, f (x))} ⊂ R2

(takže Gf ⊂ Df). Ale co přesně je plocha Af ∈ R množiny Df?

Na mı́stě jsou dvě poznámky. Za prvé, Af bude oznaménkovaná

plocha, části oblasti Df pod osou x přispěj́ı k Af záporně a ty nad

osou x kladně. Za druhé, plochu Af jsme ještě nedefinovali, a tedy

pro nás (ještě) neexistuje jako rigorózńı matematický objekt. Do

byt́ı ho vyvoláme až přesnou definićı.

Tento pohled na Af se lǐśı od pohledu fyzik̊u. Pro spojitou funkci

f ≥ 0 změř́ı Af následovně. Nakresĺı na list paṕıru Df a čtverec S

o rozměrech 1 cm × 1 cm. Vystřihnou Df a S, zváž́ı je a dostanou

hodnotu

Af ≈
váha(Df)

váha(S)
cm2 .

Matematici k tomu jen podotknou, že oblast
”
Df“ vystřižená z listu

paṕıru a rovinná množina Df ⊂ R2 jsou dvě zcela odlǐsné věci. Pro

matematiky je Af č́ıslo přǐrazené oblasti Df ⊂ R2, které neexistuje,
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dokud ho nedefinuj́ı. Pak je plocha Af to, jako co byla definována,

přičemž možných definic je celá řada.1 Dvě definice plochy Af uve-

deme v definici 5 a třet́ı v definici 6.

• Riemannovy součty a teleskopické PF součty pro Af . Přesto

chceme Af nějak aproximovat nebo odhadnout, at’ už ta plocha je

nebo bude cokoli. Bude to pro dva typy funkćı f : I → R, kde I je

interval.

Prvńı, v této pasáži, jsou

spojité funkce f : [a, b]→ R, pro reálná č́ısla a < b .

Vybereme děleńı P = (a0, a1, . . . , ak) intervalu [a, b], takže k ∈ N
a a = a0 < a1 < · · · < ak = b, a odpov́ıdaj́ıćı Riemann̊uv součet

definujeme jako

R(P, t, f ) :=

k∑
i=1

(ai − ai−1) · f (ti) ,

kde t = (t1, . . . , tk) s ti ∈ [ai−1, ai] jsou libovolné testovaćı body

z P . Tato definice se vztahuje na libovolnou funkci f : [a, b] →
R, ne jen na spojitou. R(P, t, f ) je zřejmě oznaménkovaná plocha

sloupcového grafu Bf ⊂ R2 sestávaj́ıćıho z k sloupc̊u (obdélńık̊u)

Bf :=

k⋃
i=1

[ai−1, ai]× I(0, f (ti)) .

Sloupce pod osou x (tj. s f (ti) < 0) přisṕıvaj́ı zápornou plochou.

Normu děleńı P definujeme jako

∆(P ) := max({ai − ai−1 | i = 1, 2, . . . , k}) .
1To je trochu v rozporu s pojet́ım ploch rovinných útvar̊u v matematice na základńıch a středńıch

školách, kde jsou fyzikálńımi veličinami. Na středńı škole to je v pořádku, ted’ jsme ale na Univerzitě
(Karlově).
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Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že všechna děleńı s malou normou a li-

bovolnými testovaćımi body maj́ı podobné Riemannovy součty.

Tvrzeńı 1 (podobné R. součty) Necht’ a, b ∈ R s a < b

a f : [a, b] → R je spojitá funkce. Potom ∀ ε ∃ δ tak, že

pokud P a Q jsou děleńı intervalu [a, b] s normami

∆(P ), ∆(Q) < δ

a t a u jsou libovolné testovaćı body z, po řadě, P a Q, pak

|R(P, t, f )−R(Q, u, f )| < ε .

Důkaz. Necht’ a, b a f jsou, jak je uvedeno, a necht’ je dáno ε. Podle

věty 15 v minulé přednášce v́ıme, že f je stejnoměrně spojitá. Proto

existuje takové δ, že pro libovolné c, d ∈ [a, b] plat́ı, že |c− d| < δ

⇒ |f (c) − f (d)| < ε/2(b − a). Nyńı předpokládejme, že P =

(a0, a1, . . . , ak) je děleńı intervalu [a, b] s testovaćımi body t, že

Q = (b0, b1, . . . , bl) je děleńı intervalu [a, b] s testovaćımi body u

a že obě normy ∆(P ),∆(Q) < δ. Dále předpokládáme, že P ⊂
Q, tj. že a0 = bi0 = a, a1 = bi1, . . . , ak = bik = b pro nějaké

indexy i0 = 0 < i1 < · · · < ik = l. Později obecná děleńı P a Q
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zredukujeme na tento př́ıpad. Takže

|R(P, t, f )−R(Q, u, f )|

=

∣∣∣∣ k∑
i=1

(ai − ai−1) · f (ti)−
l∑
i=1

(bi − bi−1) · f (ui)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ k∑
r=1

ir∑
j=ir−1+1

(bj − bj−1) · (f (tr)− f (uj))

∣∣∣∣
|tr−uj |<δ a ∆-ová ner.

<

k∑
r=1

ir∑
j=ir−1+1

(bj − bj−1) · ε/2(b− a)

= (b− a) · ε/2(b− a) = ε/2 .

Jsou-li P a Q obecná děleńı intervalu [a, b] s testovaćımi body,

po řadě, t a u a s ∆(P ),∆(Q) < δ, polož́ıme R := P ∪ Q (pak

i ∆(R) < δ) a vezmeme libovolné testovaćı body v z R. Protože

P ⊂ R a Q ⊂ R, dostaneme podle předchoźıho př́ıpadu, že

|R(P, t, f )−R(Q, u, f )| ≤
≤ |R(P, t, f )−R(R, v, f )| + |R(R, v, f )−R(Q, u, f )|
< ε/2 + ε/2 = ε .

2

Protože pro malou normu ∆(P ) se sloupcový graf Bf dosti po-

dobá oblasti Df , čekáme, že pro ∆(P ) → 0 se R(P, t, f ) → Af .

Tuto limitu ted’ formálně definujeme.
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Definice 2 (limity R. součt̊u) Necht’ je a, b, L ∈ R,

a < b a f : [a, b] → R je funkce, která nemuśı být spojitá.

Pokud pro jakékoli dvě posloupnosti (Pn) děleńı Pn inter-

valu [a, b] a (t(n)) testovaćıch bod̊u t(n) z Pn plat́ı, že

lim ∆(Pn) = 0⇒ lim R(Pn, t(n), f ) = L ,

naṕı̌seme lim∆(P )→0R(P, t, f ) = L a řekneme, že Rieman-

novy součty funkce f maj́ı limitu L.

Tyto limity jsou z definice jednoznačné a z tvrzeńı 1 ted’ snadno

odvod́ıme, že pro spojité funkce vždy existuj́ı.

Důsledek 3 (∃ limity R. součt̊u) Pro každou spojitou

funkci f : [a, b] → R, a, b ∈ R s a < b, existuje konečná

limita

lim
∆(P )→0

R(P, t, f ) ∈ R .

Důkaz. Necht’ f , a a b jsou, jak je uvedeno, a (Pn) je libovolná

posloupnost děleńı intervalu [a, b] s testovaćımi body t(n) a taková,

že lim ∆(Pn) = 0. Podle tvrzeńı 1 je posloupnost (R(Pn, t(n), f ))

Cauchyova, a proto má limitu L ∈ R. Pokud (Qn) je daľśı posloup-

nost děleńı intervalu [a, b] s testovaćımi body u(n) a s lim ∆(Qn) =

0, pomoćı tvrzeńı 1 máme, že

lim
n→∞

(
R(Pn, t(n), f )−R(Qn, u(n), f )

)
= 0 .

Takže i lim R(Qn, u(n), f ) = L. 2

Zde nás však v́ıce zaj́ımá Newton̊uv př́ıstup k plochámAf . Každý

sč́ıtanec (ai − ai−1) · f (ti) v Riemannově součtu vyjádř́ıme po-
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moćı libovolné primitivńı funkce F ke spojité funkci f (podle po-

sledńı věty v předchoźı přednášce v́ıme, že F existuje). Necht’ P =

(a0, a1, . . . , ak) je libovolné děleńı intervalu [a, b]. Podle Lagrange-

ovy věty o středńı hodnotě pro funkci F a každý interval [ai−1, ai]

máme, že pro nějaký bod ci ∈ (ai−1, ai) je

F (ai)− F (ai−1)

ai − ai−1
= F ′(ci) = f (ci) .

T́ım pádem

F (b)− F (a) =

k∑
i=1

(F (ai)− F (ai−1)) =

k∑
i=1

(ai − ai−1) · f (ci)

= R(P, c, f ) ,

s testovaćımi body c = (c1, . . . , ck) z P . Vzhledem k tvrzeńı 1

dostáváme následuj́ıćı rovnost.

Důsledek 4 (Riemann = Newton) Necht’ a < b jsou

reálná č́ısla, f : [a, b]→ R je spojitá funkce a F : [a, b]→ R
je primitivńı k f . Pak

lim
∆(P )→0

R(P, t, f ) = F (b)− F (a) .

Důkaz. Necht’ a, b, f a F jsou, jak je uvedeno, a (Pn) je libovolná

posloupnost děleńı intervalu [a, b] s testovaćımi body t(n), pro ńıž

lim ∆(Pn) = 0. Podle výše uvedeného argumentu existuj́ı takové

testovaćı body c(n) z Pn, že pro každé n je

F (b)− F (a) = R(Pn, c(n), f ) .
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Podle aritmetiky limit posloupnost́ı tak máme, že

limR(Pn, t(n), f )

= lim
(
R(Pn, t(n), f )−R(Pn, c(n), f )

)︸ ︷︷ ︸
= 0 podle tvrzeńı 1

+ limR(Pn, c(n), f )︸ ︷︷ ︸
=F (b)−F (a)

= 0 + F (b)− F (a) = F (b)− F (a) .

Dostali jsme uvedenou limitu. 2

Nyńı už můžeme podat dvě definice plochy Af oblasti Df pod

grafem Gf libovolné spojité funkce f : [a, b]→ R. Podle posledńıho

d̊usledku vedou ke stejné hodnotě Af .

Definice 5 (plocha pod grafem) Necht’ f : [a, b] → R
je, pro reálná č́ısla a < b, spojitá funkce a Df ⊂ R2 je

oblast pod jej́ım grafem Gf , kterou jsme zavedli dř́ıve. Plo-

chu Af ∈ R oblasti Df lze definovat dvěma zp̊usoby.

1. (I. Newton) Polož Af := F (b) − F (a) pro libovolnou

primitivńı funkci F : [a, b]→ R k funkci f .

2. (B. Riemann) Polož Af := lim∆(P )→0R(P, t, f ) (viz De-

finice 2).

Na prvńı pohled obě definice vypadaj́ı odlǐsně, ale d́ıky d̊usledku 4

dobře v́ıme, že z nich Af vyjde stejně. Prvńı je podstatně jednodušš́ı

než druhá, ale druhou lze zase použ́ıt i v př́ıpadech, kdy prvńı použ́ıt

nelze. Později uvid́ıme, že domény použitelnosti obou definic jsou

neporovnatelné.
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Pokud např́ıklad f (x) = x2 : [−1, 1] → R, pak F (x) = x3/3

je na [−1, 1] primitivńı k f . Podle Newtonovy definice se plocha

oblasti Df = {(x, y) | − 1 ≤ x ≤ 1 ∧ 0 ≤ y ≤ x2} rovná

Af = F (1)− F (−1) =
13

3
− (−1)3

3
=

2

3
.

• Newton̊uv integrál. Nyńı budeme uvažovat druhý typ funkćı

f : I → R, totiž funkce

f : (a, b)→ R, pro reálné a < b, které maj́ı primitivńı funkci F .

Definice 6 (Newton̊uv integrál) Necht’ a, b ∈ R s a < b

a F, f : (a, b) → R jsou takové funkce, že F je primitivńı

k f . Newton̊uv integrál funkce f přes interval (a, b) definu-

jeme jako rozd́ıl

(N)

∫ b

a

f = F (b)− F (a) := lim
x→b

F (x)− lim
x→a

F (x) ,

jestlǐze posledńı dvě limity existuj́ı a jsou konečné. Pak také

definujeme plochu Af oblasti Df pod Gf jako

Af := (N)

∫ b

a

f .

Je jasné, že výše nemuśıme použ́ıvat jednostranné limity. Protože

jakékoli dvě funkce F1 a F2 primitivńı k f se lǐśı jen konstantńım

posunem F1 = F2+c, je hodnota (N)
∫ b
a f , pokud existuje, nezávislá

na volbě F . Vysvětĺıme, proč je tento druhý př́ıstup k Af s funk-

cemi f : (a, b) → R ostře obecněǰśı než prvńı př́ıstup se spojitými
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funkcemi f : [a, b] → R. Je-li f : [a, b] → R spojitá, má podle po-

sledńı věty v přednášce 9 primitivńı funkci F : [a, b] → R. Ta je

spojitá a proto

lim
x→a

F (x) = F (a) a lim
x→b

F (x) = F (b) .

Takže plocha Af oblasti Df v prvńım př́ıstupu (1 v definici 5) je

i ve třet́ı definici výše stejná:

Af = F (b)− F (a) = (N)

∫ b

a

f .

Ale situace v definici 6 je ostře obecněǰśı než v prvńım př́ıstupu.

Pokud funkce f : (a, b) → R má primitivńı funkci F : (a, b) → R,

nemuśı f být spojitá. I když je f spojitá a F je limitami v a a b

rozš́ı̌rena na F : [a, b] → R, stejně derivace F ′(a) a F ′(b) nemuśı

existovat a f tak nelze rozš́ı̌rit na a a/nebo b. Nakonec k Newtonovu

integrálu poznamenáme, že by v souvislosti s ńım měl být zmı́něn

i G. W. Leibniz, ale chceme udržet stručnou terminologii.

Jestliže pro funkci f : (a, b) → R, kde a < b jsou reálná č́ısla,

existuje Newton̊uv integrál (N)
∫ b
a f , řekneme, že funkce f je new-

tonovsky integrovatelná (na (a, b)) a ṕı̌seme, že

f ∈ N(a, b) .

Snadno se vid́ı, že když f ∈ N(a, b) pak f ∈ N(c, d) pro každá

dvě č́ısla c < d v intervalu (a, b). Dokážeme monotonii Newtonova

integrálu.
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Tvrzeńı 7 (monotonie (N)
∫

) Pokud jsou funkce f, g ∈
N(a, b) a f ≤ g na (a, b), pak

(N)

∫ b

a

f ≤ (N)

∫ b

a

g .

Důkaz. Necht’ F a G jsou na (a, b) primitivńı k f a k g. Vez-

meme libovolná č́ısla c < d v (a, b) a použijeme Lagrangeovu větu

o středńı hodnotě pro funkci F −G a interval [c, d]. Dostaneme, že

pro nějaký bod e ∈ (c, d) je

(F (d)−G(d))− (F (c)−G(c)) = (F −G)′(e) · (d− c)
= (F ′(e)−G′(e)) · (d− c)
= (f (e)− g(e)) · (d− c) ≤ 0 .

Proto F (d) − F (c) ≤ G(d) − G(c). Tato nerovnost se zachová

při limitńıch přechodech c → a a d → b a dostáváme uvedenou

nerovnost mezi oběma Newtonovými integrály. 2

Uvedeme dva př́ıklady Newtonových integrál̊u:

(N)

∫ 1

0

√
x =

2 · 13/2

3
− 2 · 03/2

3
=

2

3
,

ale

(N)

∫ 1

0

1

x
= log 1− log 0 = 0− (−∞) =?

neexistuje, protože limita antiderivace log x v 0 neńı konečná.

• D̊ukaz druhého př́ıpadu l’Hospitalova pravidla. Jako aplikaci

Newtonova integrálu dokážeme zbývaj́ıćı př́ıpad l’Hospitalova pra-

vidla pro limx→A g(x) = ±∞ (podmı́nka 2 ve větě 7 v přednášce 8).

Nejprve dokážeme jednu asymptotiku Newtonových integrál̊u.
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Tvrzeńı 8 (asymptotika (N)
∫

) Necht’ f, g ∈ N(a, b),

necht’ g > 0 na (a, b), necht’ f (x) = o(g(x)) (x→ a) a necht’

limx→a (N)
∫ b
x g = +∞. Pak

(N)

∫ b

x

f = o

(
(N)

∫ b

x

g

)
(x→ a) .

Důkaz. Necht’ je dáno ε. Podle předpokladu prvńıho o existuje

takové δ ≤ b − a, že x ∈ (a, a + δ) ⇒ |f (x)| < ε
2 · g(x). Podle

předpokladu limity +∞ existuje takové θ < δ, že x ∈ (a, a+ θ)⇒
|(N)

∫ b
a+δ f | <

ε
2 · (N)

∫ b
x g. Pokud je tedy x ∈ (a, a + θ), pak∣∣∣∣(N)

∫ b

x

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(N)

∫ a+δ

x

f + (N)

∫ b

a+δ

f

∣∣∣∣
∆-ová ner.
≤

∣∣∣∣(N)

∫ a+δ

x

f

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣(N)

∫ b

a+δ

f

∣∣∣∣
obě ⇒ a tvrz. 7

<
ε

2
· (N)

∫ b nebo a+ δ

x

g +
ε

2
· (N)

∫ b

x

g

= ε · (N)

∫ b

x

g .

2
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Věta 9 (l’Hospitalovo pravidlo, podmı́nka 2) Necht’

A ∈ R. Necht’ pro nějaké δ maj́ı funkce f, g : P+(A, δ)→ R
na P+(A, δ) konečné derivace, g′ 6= 0 na P+(A, δ) a necht’

limx→A g(x) = ±∞. Pak

lim
x→A

f (x)

g(x)
= lim

x→A

f ′(x)

g′(x)
,

pokud posledńı limita existuje. Tato věta plat́ı také pro levá

okoĺı P−(A, δ), obyčejná okoĺı P (A, δ) a pro A = ±∞.

Důkaz. Necht’ A, δ, f a g jsou, jak je uvedeno, a necht’ A ∈ R.

Předpokládáme, že limx→A g(x) = +∞ a že g > 0 na (A,A + δ),

př́ıpad limity−∞ se probere podobně. Necht’ limx→A f
′(x)/g′(x) =:

L ∈ R∗. Nejprve předpokládáme, že L = 0, tj. f ′(x) = o(g′(x))

(x → A). Vezmeme nějaké θ < δ a podle předchoźı věty dosta-

neme, že

(N)

∫ θ

x

f ′ = o

(
(N)

∫ θ

x

g′
)

(x→ A) ,

což dává f (x) = f (θ) − o(1)(g(θ) − g(x)). Tedy f (x)/g(x) =

f (θ)/g(x) + o(1)(1 − g(θ)/g(x)) = o(1) + o(1)(1 − o(1)) = o(1)

a tedy limx→A f (x)/g(x) = 0 = L.

Necht’ L ∈ R je libovolné. Pak s h(x) := f (x)−Lg(x) máme, že

limx→A h
′(x)/g′(x) = 0, a proto podle právě dokázaného př́ıpadu

je

0 = lim
x→A

h(x)

g(x)
= lim

x→A

f (x)

g(x)
− L

a limx→A f (x)/g(x) = L. PokudL = +∞, pak limx→A g
′(x)/f ′(x) =

0+. Tedy podle předchoźıho př́ıpadu je limx→A g(x)/f (x) = 0+
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a dostaneme, že limx→A f (x)/g(x) = +∞. L = −∞ převedeme

substitućı h(x) := −f (x) na př́ıpad L = +∞.

Pro levá okoĺı P−(A, δ) a pro oboustranná okoĺı P (A, δ) jsou

d̊ukazy podobné a pro A = ±∞ použijeme substituci x := 1/y

jako v př́ıpadu limity 0
0. 2

Předchoźı d̊ukaz l’Hospitalova pravidla pro limity ∞∞ je převzat ze

str. 206–7 učebnice I. I. Ljaško, V. F. Emel’janov a A. K. Bojarčuk,

Osnovy klassičeskogo i sovremennogo Matematičskogo Analiza

(Kijev, 1988).

• Stirling̊uv vzorec. Stirling̊uv asymptotický vzorec

1 · 2 · . . . · n = n! ∼
√

2πn
(n

e

)n
(n→∞)

je možné dokázat jen pomoćı Newtonova integrálu (ale neńı to jed-

noduché), podrobnosti viz MK, The Newton integral and the Sti-

rling formula, https://arxiv.org/abs/1907.02553.

V následuj́ıćıch třech pasáž́ıch uvedeme tři (nebo čtyři nebo pět)

výsledky/̊u, jimiž lze vypoč́ıtat primitivńı funkci či lze ukázat, že

neexistuje. Na rozd́ıl od derivováńı, jež je pro funkce dané vzor-

cem př́ımočaré, výpočet primitivńı funkce, pokud existuje, může

být dosti složitý. Daľśı informace se naleznou v článku https:

//en.wikipedia.org/wiki/Risch_algorithm, jenž pojednává

o Rischově algoritmu pro výpočet PF.

• Darbouxova vlastnost. Funkce f : I → R, definovaná na in-

tervalu I ⊂ R, má Darbouxovu vlastnost (nebo je Darbouxova),

pokud nabývá každou mezilehlou hodnotu: pokud jsou a < b v I

a c je takové, že f (a) < c < f (b) nebo f (a) > c > f (b), pak

c = f (d) pro nějaké d ∈ (a, b). Již dř́ıve jsme dokázali (věta 8 v
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přednášce 6), že spojité funkce jsou Darbouxovy. Nyńı to rozš́ı̌ŕıme

na daľśı funkce.

Věta 10 (derivace jsou Darbouxovy) Každá funkce

f : I → R definovaná na intervalu I ⊂ R, která má

primitivńı funkci, má Darbouxovu vlastnost.

Důkaz. Předpokládáme, že f : [a, b] → R, kde a < b jsou reálná

č́ısla, má primitivńı funkci F : [a, b] → R a že f (a) < c < f (b),

př́ıpad f (a) > c > f (b) se řeš́ı podobně. Uváž́ıme funkci

G(x) := F (x)− cx : [a, b]→ R .

Ta má na [a, b] konečnou derivaci G′(x) = F ′(x) − c = f (x) − c.
Speciálně je G spojitá. Podle dř́ıvěǰśı věty (věta 13 v přednášce 6)

nabývá G v nějakém d ∈ [a, b] svou minimálńı hodnotu. Z

G′(a) = f (a)− c < 0 a G′(b) = f (b)− c > 0

ale vyplývá (tvrzeńı 5 v přednášce 8), že d ∈ (a, b). Podle jiné

dř́ıvěǰśı věty (věta 4 v přednášce 7) je f (d)− c = G′(d) = 0, takže

f (d) = c. 2

Protože každá spojitá funkce má primitivńı funkci a protože exis-

tuj́ı nespojité funkce, které maj́ı primitivńı funkci (viz tvrzeńı 18

v přednášce 7), je předchoźı tř́ıda funkćı s Darbouxovou vlastnost́ı

ostře obsáhleǰśı než tř́ıda spojitých funkćı. Věta se obvykle použ́ıvá

obráceně: pokud funkce nemá Darbouxovu vlastnost, pak nemá pri-

mitivńı funkci. Např́ıklad funkce signum sgn(x) neńı Darbouxova na

žádném netriviálńım intervalu I 3 0, a proto tam nemá primitivńı

funkci.

14



Připomeňme, že pro dvě funkce F, f : I → R označeńı

F =

∫
f

znamená, že F je primitivńı k f . Jednoduchý, ale užitečný výsledek

ř́ıká, že antiderivováńı je lineárńı operace.

Tvrzeńı 11 (linearita
∫

) Necht’ f, g : I → R jsou funkce

definované na netriviálńım intervalu I ⊂ R, a, b ∈ R. Pak∫
(af + bg) = a

∫
f + b

∫
g ,

to jest, pokud F , resp. G, je primitivńı k f , resp. ke g,

potom aF + bG je primitivńı k af + bg.

Důkaz. Je zřejmé, že pokud f , g, I , a, b, F a G jsou, jak je

uvedeno, pak pomoćı linearity derivováńı dostáváme, že

(aF + bG)′ = aF ′ + bG′ = af + bg .

2

Okamžitě tak vid́ıme, že třeba
∫

(2 sinx + x) = 2
∫

sinx +
∫
x =

−2 cosx + x2/2.

• Integrace per partes. Ta může vypadat jako technický výsledek

o primitivńıch funkćıch, ale jej́ı dopad je daleko širš́ı. Třeba iraci-

onalita některých reálných č́ısel se dá dokázat integraćı per partes

(https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/irraPerpartes.pdf, až

to naṕı̌su).
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Věta 12 (integrace per partes) Necht’ I ⊂ R je ne-

triviálńı interval a f, g, F,G : I → R jsou takové funkce,

že F je primitivńı k f a G ke g. Pak∫
fG = FG−

∫
Fg ,

což znamená, že pokud je H primitivńı k Fg, pak je FG−H
primitivńı k fG.

Důkaz. Je to bezprostředńı d̊usledek Leibnizova vzorce a linearity

derivováńı:

(FG−H)′ = F ′G + FG′ −H ′ = fG + Fg − Fg = fG .

2

Vzorec pro integraci per partes lze napsat také jako∫
F ′G = FG−

∫
FG′ .

Pokud známe primitivńı funkci k FG′, dává vzorec primitivńı funkci

k F ′G. Všimněte si, jak se čárka přemı́stila z F na G. Např́ıklad∫
log x =

∫
x′ log x = x log x−

∫
x(log x)′

= x log x−
∫
x

x
= x log x− x .

Nebo ∫
x sinx =

∫
x(− cosx)′ = −x cosx +

∫
x′ cosx

= −x cosx + sinx .
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Výsledek se snadno zkontroluje zderivováńım.

• Integrace substitućı. Je to daľśı užitečný vzorec pro výpočet

antiderivaćı. Jsou to vlastně dva vzorce.

Věta 13 (integrace substitućı) Pokud jsou I, J ⊂ R
netriviálńı intervaly, g : I → J , f : J → R a g má na I

vlastńı g′, pak plat́ı následuj́ıćı.

1. Pokud F =
∫
f na J , pak

F (g) =

∫
f (g) · g′ na I .

2. Pokud je g surjekce a g′ 6= 0 na I, pak plat́ı implikace

G =

∫
f (g) · g′ na I ⇒ G(g−1) =

∫
f na J.

Důkaz. 1. Vzorec pro derivace složených funkćı dává (F (g))′ =

F ′(g) · g′ = f (g) · g′.
2. Protože g′ je Darbouxova (věta 10), je na I bud’ g′ > 0 anebo

g′ < 0. Takže g bud’ roste anebo klesá. Existuje tedy spojitý inverz

g−1 : J → I , protože g je spojitá na intervalu. Podle vzorce pro

derivace složených funkćı a vzorce pro derivace inverzńıch funkćı je(
G(g−1)

)′
= G′(g−1) · (g−1)′

= f (
��

���g(g−1)) · ������
g′(g−1) · 1

������g′(g−1)
= f .

2

Uvedeme dva př́ıklady.
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Př́ıklad 1. Pokud F =
∫
f na I a a, b ∈ R s a 6= 0, pak podle

prvńıho vzorce je

F (ax + b)

a
=

∫
f (ax + b) na J := (I − b)/a .

Př́ıklad 2. Čemu se na J = (−1, 1) rovná
∫
f :=

∫ √
1− t2 ? Za

t dosad́ıme funkci g(x) := sinx : I := (−π/2, π/2)→ J . Integraćı

per partes máme, že∫
f (g) · g′ =

∫
cos2 x =

∫
(sinx)′ cosx

= sinx · cosx−
∫

sinx(cosx)′

= sinx · cosx +

∫
(1− cos2 x)

= sinx · cosx + x−
∫

cos2 x

a proto∫
f (g) · g′ =

∫
cos2 x =

sinx · cosx + x

2
=: G(x) .

Podle druhého vzorce a d́ıky tomu, že cosx =
√

1− sin2 x na I ,

máme, že∫
f =

∫ √
1− t2 = G(g−1) =

t
√

1− t2 + arcsin t

2
.

Tento vzorec se snadno zkontroluje zderivováńım.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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