PREDNASKA 10, 25. 4. 2022
PLOCHA POD G;. NEWTONUV INTEGRAL. INTEGRACE
PER PARTES A SUBSTITUCI

e K cemu jsou dobré antiderivace? Pro vypocet ploch A oblasti
Dy pod graty G funkel f: I — R definovanych na netrivialnich
intervalech I C R. Pripominame, ze

Gr=A{(z, fx)) |z €l} CR’

a ze I(c,d) C R oznacuje uzavieny interval s koncovymi body
c,d € R. Oblast Dy pod grafem Gy definujeme jako rovinnou
mnozinu

Dy ={(a,y) |z € I Ay € I(0, f(z))} C B

(takze Gy C Dy). Ale co ptesné je plocha Ay € R mnoziny Dy?
Na misté jsou dvé poznamky. Za prvé, Ay bude oznaménkovand
plocha, casti oblasti Dy pod osou x prispéji k Ay zaporné a ty nad
osou z kladneé. Za druhé, plochu Ay jsme jesté nedefinovali, a tedy
pro nas (jesté) neexistuje jako rigordzni matematicky objekt. Do
byti ho vyvolame az presnou definici.

Tento pohled na A se lisf od pohledu fyziku. Pro spojitou funkci
f > 0 zméif Ay nasledovné. Nakresli na list papiru Dy a ¢tverec S
o rozmérech 1em x 1cem. Vystiihnou Dy a S, zvazi je a dostanou

hodnotu
Véha(Df)

vaha(.S)

Matematici k tomu jen podotknou, Ze oblast , D vystrizena z listu

Cm2 .

Af%

papiru a rovinna mnozina Dy C R? jsou dvé zcela odlisné véci. Pro
matematiky je Ay ¢islo prifazené oblasti Dy C R?, které neexistuje,
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dokud ho nedefinuji. Pak je plocha Ay to, jako co byla definovéana,
pricemz moznych definic je celd fada.! Dvé definice plochy Af uve-
deme v definici 5 a treti v definici 6.

e Riemannovy soucty a teleskopické PF soucty pro Ay. Presto
chceme Ay néjak aproximovat nebo odhadnout, at uz ta plocha je
nebo bude cokoli. Bude to pro dva typy funkei f: I — R, kde I je
interval.

Prvni, v této pasazi, jsou

spojité funkee f: |a, b] — R, pro redlna ¢isla a < b .

Vybereme déleni P = (ag, a1, . . ., ay) intervalu [a, b], takze k € N
aa=ay<a <---<a=>b, aodpovidajici Riemanniv soucet
definujeme jako
k
R(P, %, f) = (a;i—ai1)- f(t:),
i=1
kde t = (t1,...,tr) s t; € [a;_1,a;] jsou libovolné testovaci body
z P. Tato definice se vztahuje na libovolnou funkci f: [a,b] —
R, ne jen na spojitou. R(P,t, f) je ziejmé oznaménkovana plocha
sloupcového grafu By C R? sestdvajictho z k sloupci (obdélniku)
k
By = | Jlai—1, al] x 1(0, f(t:)) .
i=1
Sloupce pod osou x (tj. s f(t;) < 0) prispivaji zdpornou plochou.
Normu déleni P definujeme jako

A(P) =max({a; —a;—1 |1 =1,2,...,k}).

ITo je trochu v rozporu s pojetim ploch rovinnych dtvari v matematice na zakladnich a stfednich
skolach, kde jsou fyzikalnimi veli¢inami. Na stfedni skole to je v pofddku, ted jsme ale na Univerzité
(Karlove).




Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze vsechna déleni s malou normou a li-
bovolnymi testovacimi body maji podobné Riemannovy soucty.

Tvrzeni 1 (podobné R. souéty) Necht a,b € R sa <b
a f:la,b] — R je spojitd funkce. Potom Ye 39 tak, Ze
pokud P a Q) jsou déleni intervalu |a,b] s normamsi

A(P), A(Q) <0
at au jsou libovolné testovact body z, po Tadé, P a Q, pak

IR(P, %, f)— RQ,u, f)] <e.

Dukaz. Necht a, b a f jsou, jak je uvedeno, a necht je ddno . Podle
véty 15 v minulé predndasce vime, Ze f je stejnomérné spojita. Proto
existuje takové 4, ze pro libovolné ¢, d € [a, b] plati, ze |c — d| < §
= |f(c) — f(d)] < €/2(b — a). Nyni predpokladejme, ze P =
(ag,ai,...,ax) je déleni intervalu [a,b] s testovacimi body ¢, Ze
Q = (bo, b1, ...,b) je déleni intervalu [a, b] s testovacimi body @
a ze obé normy A(P),A(Q) < §. Dale predpokladame, ze P C
Q, tj. ze ag = by, = a, a; = b;, ..., ap = b, = b pro n¢jaké
indexy 19 = 0 < 4y < --- < 17 = [. Pozdéji obecna déleni P a @)



zredukujeme na tento pripad. Takze

[R(P, t, f) = R(Q, T, [)]

k [

= | > (ai—aia) - f{t) = Y (b = biy) - flw)

1=1 1=1

Jr s <bj_bj1>-<f<tr>—f<uj>>|
Z Z )oe/2(b— a)

r=1 j=i,_1+1

=(b—a)-e/2(b—a)=¢/2.

|tr— uj|<§ a A-ova ner.

Jsou-li P a ) obecna déleni intervalu |a, b] s testovacimi body,
po fade, t aw as A(P),A(Q) < 9§, polozime R := P U Q (pak
i A(R) < 6) a vezmeme libovolné testovaci body v z R. Protoze
P C Ra(@ C R, dostaneme podle predchoziho pripadu, ze

<|R(P, L, f) = R(R, v, )l +|R(R, v, f) — R(Q, u, [)]
<eg/24+¢/2=c¢.

O

Protoze pro malou normu A(P) se sloupcovy graf B dosti po-
dobé oblasti Dy, ¢ekame, ze pro A(P) — 0 se R(P,t, f) — Ay.
Tuto limitu ted formdlné definujeme.



Definice 2 (limity R. souéti) Necht je a,b,L € R,
a<baf:la,b — R je funkce, kterd nemusi byt spojitd.
Pokud pro jakékoli dvé posloupnosti (P,) déleni P, inter-
valu [a,b] a (t(n)) testovacich bodi M z P, plati, Ze

lim A(P,) = 0 = lim R(P,, t(n), f) =

napiseme limapyo R(P,t, f) = L a rekneme, Ze Rieman-

novy soucty funkce f maji limaitu L.

Tyto limity jsou z definice jednoznacné a z tvrzeni 1 ted snadno
odvodime, ze pro spojité funkce vzdy existuji.

Dusledek 3 (3 limity R. soucti) Pro kaZdou spojitou
funkci f:la,b] - R, a,b € R s a < b, existuje konecnd
limita
lim R(Pt, f)eR
aPio B )

Dukaz. Necht f, a a b jsou, jak je uvedeno, a (B,) je libovolna

posloupnost déleni intervalu [a, b] s testovacimi body ¢(n) a takova,
7e lim A(P,) = 0. Podle tvrzeni 1 je posloupnost (R(P,,t(n), f))
Cauchyova, a proto md limitu L € R. Pokud (@) je dalsi posloup-
nost délenf intervalu [a, b] s testovacimi body u(n) as lim A(Q,,) =
0, pomoci tvrzeni 1 mame, ze

lim (R(B,, t(n), f) — R(Qn, u(n), f)) =0.

n—0o0
Takze i lim R(Qp,u(n), f) = L. O

Zde nas vsak vice zajima Newtonuv pifstup k plocham A;. Kazdy
scitanec (a; — a;—1) - f(t;) v Riemannové souctu vyjadiime po-
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moci libovolné primitivni funkce F' ke spojité funkci f (podle po-
sledn{ véty v predchozi prednésce vime, ze F' existuje). Necht P =
(ag, a1, .. .,ax) je libovolné déleni intervalu [a, b]. Podle Lagrange-
ovy véty o sttedni hodnoté pro funkei F' a kazdy interval |a; 1, a;]
mame, ze pro néjaky bod ¢; € (a;_1,a;) je

F(CLZ) — F(ai_l)

= F'(c;) = flai) -

a; — Qj—1
Tim padem
k k
F(b)—F(a) = Y (F(a;) = Flaim1)) = Y (a; — ai11) - f(c:)
=1 =1
- R(P7 E? f) Y
s testovacimi body ¢ = (cy,...,¢x) z P. Vzhledem k tvrzeni 1

dostavame nasledujici rovnost.

Dusledek 4 (Riemann = Newton) Necht a < b jsou
redlnd ¢isla, f: [a,b] — R je spojitd funkce a F': [a,b] — R
jge primationi k . Pak

Jm R(P.% f)=F(b) ~ Fla) .

Duikaz. Necht a, b, f a F jsou, jak je uvedeno, a (B,) je libovolna

posloupnost déleni intervalu [a, b] s testovacimi body ¢(n), pro niz
lim A(P,) = 0. Podle vyse uvedeného argumentu existuji takové
testovaci body c(n) z P,, ze pro kazdé n je

F(b) = F(a) = R(Py, c(n), f) .



Podle aritmetiky limit posloupnosti tak mame, ze

lim R(P,, t
—hm(( () f)— R(Ru@af))

>4

=0 podle tvrzeni 1
+ lim R(P,, c(n), f)

=F(b)—F(a)
=0+ F(b) = F(a) = F(b) = F(a) .

Dostali jsme uvedenou limitu. O

Nyni uz muzeme podat dvé definice plochy Ay oblasti Dy pod
grafem G s libovolné spojité funkce f: [a, b] — R. Podle posledniho
dusledku vedou ke stejné hodnotée Ay.

Definice 5 (plocha pod grafem) Necht f: [a,b] — R
je, pro redlnd ¢isla a < b, spojitd funkce a D; C R? je
oblast pod jejim grafem G, kterou jsme zavedli drive. Plo-
chu Ay € R oblasti Dy lze definovat dvema zpusoby.

1. (I. Newton) Poloz Ay = F(b) — F(a) pro libovolnou
primitiond funkci F: |a,b] — R k funkci f.

2. (B. Riemann) PoloZ Ay := limapyo R(P, 1, f) (viz De-
finice 2).

Na prvni pohled obé definice vypadaji odlisné, ale diky dusledku 4
dobfe vime, Ze z nich Ay vyjde stejné. Prvni je podstatné jednodussi
nez druhé, ale druhou lze zase pouzit i v pripadech, kdy prvni pouzit
nelze. Pozdéji uvidime, ze domény pouzitelnosti obou definic jsou
neporovnatelné.



Pokud napiiklad f(z) = 2*: [-1,1] — R, pak F(z) = 2°/3
je na [—1,1] primitivni k f. Podle Newtonovy definice se plocha
oblasti Dy = {(z,y) | —1 <z <1A0<y<z*}rovnd

B (=13 2
3 3 3

Ap = F(1) — F(—1)

e Newtonuv integral. Nyni budeme uvazovat druhy typ funkei
f: I — R, totiz funkce

f:(a, b) = R, pro redlné a < b, které maji primitivni funkeci F .

Definice 6 (Newtonuv integral) Necht a,b € Rsa <b
a F,f:(a,b) = R jsou takové funkce, Ze F je primitivni
k f. Newtonuv integrdl funkce f pres interval (a,b) definu-
geme jako rozdil

b
(N)/ f=F()— F(a):=lim F(z) — lim F(x) ,

x—b T—ra

gestlize posledni dvé limity existuji a jsou konecné. Pak také
definugeme plochu Ay oblasti Dy pod G jako

Ag = (N)/abf-

Je jasné, ze vyse nemusime pouzivat jednostranné limity. Protoze
jakékoli dvé funkce Fy a F, primitivni k f se lisi jen konstantnim
posunem Fy = Fh+c, je hodnota (N) fab f, pokud existuje, nezavisla
na volbé F'. Vysvétlime, pro¢ je tento druhy pristup k A s funk-
cemi f: (a,b) — R ostie obecnéjsi nez prvni pristup se spojitymi



funkcemi f: a,b] — R. Je-li f: |a,b] — R spojitd, ma podle po-
sledni véty v prednasce 9 primitivni funkei F': [a,b] — R. Ta je
spojita a proto

lim F(z) = F(a) a lim F(z) = F(b) .

r—a z—b

Takze plocha Ay oblasti Dy v prvnim piistupu (1 v definici 5) je
i ve treti definici vysSe stejna:

A= Fb) - F) =) [ f.

Ale situace v definici 6 je ostie obecnéjsi nez v prvnim pristupu.
Pokud funkce f: (a,b) — R ma primitivn{ funkci F': (a,b) — R,
nemusi f byt spojita. I kdyz je f spojita a F' je limitami v a a b
rozsitena na F': [a,b] — R, stejné derivace F'(a) a F'(b) nemusi
existovat a f tak nelze rozsitit na a a/nebo b. Nakonec k Newtonovu
integralu poznamename, ze by v souvislosti s nim mél byt zminén
1 G. W. Leibniz, ale chceme udrzet stru¢nou terminologii.

Jestlize pro funkci f: (a,b) — R, kde a < b jsou realnd cisla,
existuje Newtonuv integrél (N) [ f, fekneme, ze funkce f je new-
tonovsky integrovatelnd (na (a, b)) a piseme, ze

f € N(a,b) .

Snadno se vidi, ze kdyz f € N(a,b) pak f € N(c,d) pro kazda
dvé ¢isla ¢ < d v intervalu (a, b). Dokazeme monotonii Newtonova
integralu.



Tvrzeni 7 (monotonie (N) [) Pokud jsou funkce f,g €
N(a,b) a f < g na (a,b), pak

o [r= [

Dukaz. Necht F' a G jsou na (a,b) primitivni k f a k g. Vez-
meme libovolna ¢isla ¢ < d v (a, b) a pouzijeme Lagrangeovu vétu

o sttedni hodnoté pro funkci F'— G a interval [c, d]. Dostaneme, ze
pro néjaky bod e € (¢, d) je
(F(d) = G(d)) = (F(c) = G(e)) = (F=G)(e)-(d—c)
= (F'(e) = G'(e)) - (d = ¢)
= (f(e) —gle)) - (d—¢) <0.
Proto F(d) — F(c¢) < G(d) — G(c¢). Tato nerovnost se zachové

pii limitnich prechodech ¢ — a a d — b a dostavame uvedenou
nerovnost mezi obéma Newtonovymi integraly. O

Uvedeme dva priklady Newtonovych integralu:

| 13)2 03/2
2-1 2-0 2
N)/ V= - =5
. 3 3 3

ale

i

1
1
(N)/ —=logl —log0=0—(—o0) =7
0

neexistuje, protoze limita antiderivace log x v 0 neni konecna.
o Dukaz druhého pripadu [’Hospitalova pravidla. Jako aplikaci
Newtonova integralu dokazeme zbyvajici pripad ['Hospitalova pra-
vidla pro lim, ., 4 g(x) = 0o (podminka 2 ve vété 7 v prednésce 8).
Nejprve dokazeme jednu asymptotiku Newtonovych integrali.
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Tvrzeni 8 (asymptotika (N) [) Necht f,g € N(a,b),
necht g > 0 na (a,b), necht f(x) = o(g(x)) (x — a) a necht
lim, ., (N) [”g = +oc0. Pak

V[ 1=0( [ ) @a.

Dukaz. Necht je dédno e. Podle piedpokladu prvnfho o existuje

takové 6 < b —a, ze v € (a,a+9) = |f(z)] < 5 - g(x). Podle

predpokladu limity 400 existuje takové § < 9, 7e x € (a,a+0) =
N) fab+5f\ <5-(N) fxbg Pokud je tedy = € (a,a + @), pak

‘(N)/:f| _ / f+ (N bf‘
A_ov%ner. (N)/x / +‘ N f‘

y b nebo a + ¢ b
obé = atvrz. 7 &£ £
SR g+—-<N>/g

= 8-(N)/:g-
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Veéta 9 ("Hospitalovo pravidlo, podminka 2) Necht
A € R. Necht pro néjaké 6 magi funkce f,g: PT(A,0) — R
na Pt(A,0) konecné derivace, ¢ # 0 na PT(A,d) a necht
lim, ,4 g(z) = +00. Pak

lim /() = lim M

r—A g(:l?) r—A g’(:L') ’
pokud posledni limita existuje. Tato veta plati také pro leva
okoli P~(A,J), obycejnd okoli P(A,d) a pro A = +oc.

Dukaz. Necht A, 6, f a g jsou, jak je uvedeno, a necht A € R.
Predpokladame, ze lim, .4 g(z) = +oc aze g > 0 na (A, A+ 96),
pifpad limity —oo se probere podobné. Necht lim,_, 4 f/'(x)/¢'(z) =
L € R*. Nejprve predpokladame, ze L = 0, tj. f'(x) = o(¢'(x))
(x — A). Vezmeme néjaké 6§ < § a podle predchozi véty dosta-

T wfrenf) eon

coz ddvd f(x) = — o(1)(9(0) — g(x)). Tedy f(x)/g(zx) =
f(0)/g(z) + ( (1—9( )/9(x)) = o(1) + o(1)(1 — o(1)) = o(1)
a tedy hmx—>Af< )/g< ) =0=L.

Necht L € R je libovolné. Pak s h(z) := f(z) — Lg(x) mdme, Ze
lim, .4 h'(z)/¢'(x) = 0, a proto podle pravé dokazaného pripadu
je

- h(z) . fl2)
P T
alim, 4 f(z)/g(x) = L. Pokud L = 400, pak lim, 4 ¢'(z)/f'(z) =
0". Tedy podle predchoziho pripadu je lim, ,4g(x)/f(z) = 0
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a dostaneme, ze lim,_, 4 f(x)/g(x) = +00. L = —o0 prevedeme
substituci h(z) := — f(x) na piipad L = +o0.

Pro leva okoli P7(A,d§) a pro oboustranna okoli P(A,d) jsou
dukazy podobné a pro A = 400 pouzijeme substituci x = 1/y
jako v pripadu limity 8. O

Predchozi dukaz 'Hospitalova pravidla pro limity 2= je prevzat ze
str. 2067 ucebnice I. I. Ljasko, V. F. Emel’janov a A. K. Bojarcuk,
Osnovy klassiceskogo 1 sovremennogo Matematicskogo Analiza
(Kijev, 1988).

e Stirlinguv vzorec. Stirlinguv asymptoticky vzorec

1-2-...-n=nl~ 27m<2> (n — o0)
¢

je mozné dokézat jen pomoci Newtonova integralu (ale neni to jed-
noduché), podrobnosti viz MK, The Newton integral and the Sti-
rling formula, https://arxiv.org/abs/1907.02553.

V nasledujicich ttech pasazich uvedeme tii (nebo ¢ty nebo pét)
vysledky/u, jimiz lze vypocitat primitivni funkei ¢ lze ukazat, ze
neexistuje. Na rozdil od derivovani, jez je pro funkce dané vzor-
cem pifmocaré, vypocet primitivni funkce, pokud existuje, muze
byt dosti slozity. Dalsi informace se naleznou v ¢lanku https:
//en.wikipedia.org/wiki/Risch_algorithm, jenz pojednava
o Rischoveé algoritmu pro vypocet PF.

e Darbourova vlastnost. Funkce f: I — R, definovana na in-
tervalu I C R, ma Darbouzovu vlastnost (nebo je Darbouzova),
pokud nabyva kazdou mezilehlou hodnotu: pokud jsou a < b v I
a c je takové, ze f(a) < ¢ < f(b) nebo f(a) > ¢ > f(b), pak
¢ = f(d) pro néjaké d € (a,b). Jiz diive jsme dokazali (véta 8 v
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prednasce 6), ze spojité funkece jsou Darbouxovy. Nyni to rozsitime
na dalsi funkce.

Véta 10 (derivace jsou Darbouxovy) Kazdd funkce
f: I — R definovand na wntervalu I C R, kterd ma
primaitiont funkci, ma Darbouxovu vlastnost.

Dikaz. Predpokldadame, ze f: [a,b] — R, kde a < b jsou redlnd
c¢isla, ma primitivni funkci F': [a,b] — R a ze f(a) < ¢ < f(b),
piipad f(a) > ¢ > f(b) se tesl podobné. Uvazime funkei

G(z) = F(z) —cz: [a, b] = R.

Ta ma na |a, b] koneénou derivaci G'(z) = F'(x) — c = f(x) — ¢

vvvvvv

nabyva G v néjakém d € |a, b] svou minimaln{ hodnotu. Z
G'(a)=fla)—c<0a G'(b)=f(b)—c>0

ale vyplyva (tvrzeni 5 v prednasce 8), ze d € (a,b). Podle jiné

f(d) =c. O

Protoze kazda spojita funkce ma primitivni funkei a protoze exis-
tuji nespojité funkce, které maji primitivni funkei (viz tvrzeni 18
v prednéasce 7), je predchozi tiida funkei s Darbouxovou vlastnosti
ostte obsahlejsi nez tiida spojitych funkci. Véta se obvykle pouziva
obracené: pokud funkce neméa Darbouxovu vlastnost, pak nema pri-
mitivni funkei. Naptiklad funkee signum sgn(x) neni Darbouxova na
zadném netrivialnim intervalu I 3 0, a proto tam nema primitivni
funkei.
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Pripomenme, ze pro dvé funkce F, f: I — R oznaceni

re s

znamena, ze F' je primitivni k f. Jednoduchy, ale uziteény vysledek
rika, ze antiderivovani je linearni operace.

Tvrzeni 11 (linearita [) Necht f,g: I — R jsou funkce
definované na netrividlnim intervalu I C R, a,b € R. Pak

/(af+bg>:a/f+b/g,

to jest, pokud F', resp. G, je primaitioni k f, resp. ke g,
potom aF' + bG je primitivni k af + bg.

Dukaz. Je ziejmé, ze pokud f, g, I, a, b, F' a GG jsou, jak je
uvedeno, pak pomoci linearity derivovani dostavame, ze

(aF +bG) = alF' +bG = af + by .
U
Okamzite tak vidime, ze tieba [(2sinz 4+ x) =2 [sinz + [x =
—2cosx + 2%/2.

e Integrace per partes. Ta muze vypadat jako technicky vysledek
o primitivnich funkcich, ale jeji dopad je daleko sirsi. Tteba iraci-
onalita nékterych realnych cisel se da dokazat integraci per partes
(https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/irraPerpartes.pdf, az
to napisu).
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Véta 12 (integrace per partes) Necht I C R je ne-
trivialnt interval a f,q, F,G: I — R jsou takové funkce,
ze I' je primitivni k f a G ke g. Pak

/fG:FG—/Fg,

coZ znamend, Ze pokud je H primitioni k Fg, pak je FG—H
primitiont k fG.

Diukaz. Je to bezprostredni dusledek Leibnizova vzorce a linearity
derivovani:

(FG—-H)=FG+FG -—H =fG+Fg—Fg=fG.

Vzorec pro integraci per partes lze napsat také jako

/F’G:FG—/FG’.

Pokud zname primitivni funkci k F'G’, ddva vzorec primitivni funkei
k F'G. Vsimnéte si, jak se ¢arka premistila z F' na G. Napiiklad

/log:v = /x’logx:xlogx—/x(logx)/

x
= xlogaz—/—:xlogaf;—x.
x
Nebo

/:z:sin:z: = /a:(—cosx)':—a;cosx+/x’cosas

= —xCcoST+SsIine.
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Vysledek se snadno zkontroluje zderivovanim.

e Integrace substituci. Je to dalsi uzitecny vzorec pro vypocet
antiderivaci. Jsou to vlastné dva vzorce.

Véta 13 (integrace substituci) Pokud jsou I,J C R
netrividlng intervaly, g: I — J, f: J — R a g mad na I
vlastni ¢', pak plati ndasledujici.

1. Pokud F = [ f na J, pak
F(g):/f(g)-g’ na I .

2. Pokud je g surjekce a g’ # 0 na I, pak plati implikace

G:/f(g>-g'na1;»a<g—1):/fnaJ.

Dikaz. 1. Vzorec pro derivace slozenych funkei déava (F'(g)) =
F'(g)-g'=f(9)- 9"

2. Protoze ¢’ je Darbouxova (véta 10), je na I bud ¢’ > 0 anebo
g < 0. Takze g bud roste anebo klesa. Existuje tedy spojity inverz
g ' J — I, protoze g je spojitd na intervalu. Podle vzorce pro
derivace slozenych funkeci a vzorce pro derivace inverznich funkei je

(Gg™) = G(gH- (g7
— f(M)-M-M:f.

Uvedeme dva priklady:.
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Piiklad 1. Pokud F'= [ fna [ aa,b € Rsa # 0, pak podle
prvniho vzorce je

M_/f(awb) naJ = (I —b)/a.

Piiklad 2. Cemusena J = (—1,1) rovnd [ f = [/1—12? Za
t dosadime funkci g(x) :=sinz: I := (—n/2,7/2) — J. Integraci
per partes mame, ze

/f(g)-g’ = /COS2$—/(SH1£E)/COSZE
= sina:-cosa:—/sina:(cosa:)'
= Sina:-cosas+/(1—0082x)

2

= sina:-cosas+a:—/cos T

a proto

SINT - COST + T
[ 1) g = [eosto = TEEEIEL g

Podle druhého vzorce a diky tomu, ze cosz = v/1 —sin®z na I,

mame, ze

/f = / m = G(g = tm; arcsin ¢ |

Tento vzorec se snadno zkontroluje zderivovanim.

DEKUJI ZA POZORNOST!
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