PREDNASKA 1, 14. 2. 2022
MNOZINY, FUNKCE, REALNA CISLA

e Co analyzuje matematickd analyza? Nekonecné procesy a ope-
race. Podivejme se na dva paradoxy.
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Dale tu je nekonecna tabulka s polozkami —1, 0 a 1
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a odlisnymi celkovymi soucty po radcich a po sloupcich.

e Opakovdni logického a mnoZinového znaceni. Logické spojky:
© VY ... nebo, o A Y ... a zaroven, ¢ = ¥ ... implikace,
© <= 1 ... ekvivalence, —~p ... negace. Napr. vzdy plati, ze

(e V) = —p A1y



Dulezité jsou i zavorky a vazebna sila spojek. Kvantifikatory: Va
@e(x) ... pro kazdé x plati, ze p(x), Jx : () ... existuje takové
x, ze plati ¢(x). Napt. vzdy plati, ze
—(Fx: p(x)) <= Va: —p(x).
Pomoci () znaéime prazdnou mnozinu a znaceni x € A znamens4,
ze mnozina x je prvkem mnoziny A. Mnozinu M zapiSeme vyctem
jejich prvki, naprt.

M = {CL, b, 2, {(Dv {(Z)}}v {CL}}
(kolik jich M ma?), nebo pomoci néjaké jejich vlastnosti, napt. pro
N:={1,2,3,... }je

M={neN|dmeN: n=2-m}

mnozina (vSech) sudych prirozenych ¢isel.

Vztahy mezi mnozinami: A C B & vy reA=2¢B
... Ajepodmnozinou B, -dzx: z € AANx € B ... Aa B jsou
disjunktni, A = B < (Vo : v € A < x € B) je axiom
extenzionality urcujici rovnost dvou mnozin.

Operace s mnozinami: AU B :={x |z € AV x € B} je jejich
sjednoceni, AN B :={x € A | z € B} je jejich prunik, |JA :=
{x | b€ A: z € b} je suma mnoziny A, (1A = {x | Vb €
A x € b} je prunik mnoziny A, A\ B :={x € A|x & B} je
(mnozinovy) rozdil mnozin A a B a

PA) ={X | X C A}
je potence (potencni mnozina) mnoziny A.

o Usporadané dvojice a funkce. Pro kazdé dvé mnoziny A a B je
mnozina,

(A, B) := {B, A}, {4}}
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(uspordadanou) dvojici mnozin A a B. Vzdy plati, ze
(A, B)=(A",B') <= A=A NB=15".
Usporadanou trojici mnozin A, B a C' lze definovat jako
(A, B, C) = (A, (B, C))

a podobneé lze definovat usp. ¢tverici (A, B, C, D) atd., ale lepsi je
vzit

(A, B, C):={(1, A), (2, B), (3, C)}

atd. Kartézsky soucin mnozin A a B je mnozina
AxB:={(a,b)|ac A be B} .

Kazdad mnozina C' C A x B je (bindrni) relace mezi A a B. Misto
(a,b) € C piseme a C'b, napt. 2 < 5. Pokud A = B, mluvime
o relaci na mnoziné A.

Definice 1 (funkce) Funkce (téZ zobrazeni) f z mnoZiny
A do mnozZiny B je kaZda takovd usporddand trojice

<A7 B? f)?

Ze f C AX B apro kazZdé a € A existuje pravé jedno b € B,
Ze a fb. Piseme, Ze f: A— B a f(a) =0.

Mnozina A je definicni obor funkce f a B je jejil obor hodnot.
Prvek b je hodnota funkce f na jejim argumentu a. Pro C C A,
resp. C' C B, je

flC] = {f(a) |a € C} C B, resp.

C) = {a€ Al fla)eCYC A,
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obraz mnoziny C' funkei f, resp. vzor mnoziny C' funkci f.

e Rodinky funkci a operace s funkcemi. Posloupnost (v mnoziné
X)) je funkee
a:N— X .

Piseme (a,) = (a1,as,...) C X a a, = a(n), kde n € N(=
{1,2,...}). Slovo (nad abecedou X)) je funkce

u: [n] - X
pro néjaké n € Ny := NU {0}, kde [n] :={1,2,...,n} a [0] := 0.
Pron = 01w = 0. Piseme u = ajas...a,, kde a; := u(i) pro
i € [n]. (Bindrni) operace (na mnoziné X) je funkce

0: X XX = X.

Misto o((a, b)) = ¢ piseme aob = ¢, napt. 1 +1 = 2.

Funkce f: X — Y je prostd (téz injektivni, injekce), pokud pro
kazdé a,b € X mame, ze a # b = f(a) # f(b). Je na (téz surjek-
tivnt, surjekce), pokud f|X] =Y. Je vzdjemné jednoznacnd (téz
bijektivni, bijekce), je-li prosta a na. Je konstantni, kdyz existuje
takové ¢ € Y, ze f(a) = ¢ pro kazdé a € X. Funkce f: X — X je
identickd, kdyz f(a) = a pro kazdé a € X.

Je-li f: X — Y prostd funkee, jeji inverzni funkce (téz inverz)
je funkce f~1: f[X] — X dand predpisem f~l(y) = 2 <=
f(z) = y. Pro dvé (navazujici) funkce

g X—=Y a f:Y—>Z
je odpovidajici sloZend funkce (téz sloZenina) funkce
fog=1[flg) X =2
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dand predpisem f(g)(a) = f(g(a)), a € X.

e Linedrni usporaddni, infima a suprema.

Definice 2 (linearni uspofadani) Relace < na mnoziné
A, kterd je (a,b,c € A)

1. ireflexivni: Va : a £ a,
2. tranzitivni: Va, b, c: a<bANb<c= a<c,

3. trichotomickda: Va,b: a<bVb<aVa=Db,

se nazyvd linedrnim uspordaddnim na mnozZiné A.

Vsimnéte si, ze z 1 a 2 plyne, ze v 3 vzdy nastava prave jedna
moznost. Znaceni a < b znamena, ze a < bV a = b. Dale a > b
znamena, ze b < a, a podobné pro a > b. Linearni usporadani na
A oznacujeme jako (A, <) nebo jako (A, <4).

Necht (A, <) je linedrni usporadani na A a B C A. Rekneme,
ze B je shora omezend, kdyz pro néjaké a € A je b < a pro kazdé
b € B. Prvek a pak je horni mez mnoziny B. Podobné se defi-
nuji omezenost zdola a dolni meze. Mnozinu hornich (resp. dolnich)
mezi mnoziny B oznacime jako H(B) (resp. D(B)). Maximum (té7
nejuétsi prvek) mnoziny B, které nemusi existovat, je takovy pr-
vek b € B, 72e VI € B : b < b. Podobné se definuje minimum
(nejmensi prvek) mnoziny B. Tyto prvky znaéime jako max(B)
a min(B).



Definice 3 (supremum a infimum) Necht (A, <) je
linedrnd uspordddni na A a necht B C A. Pokud H(B) #
0 a existuje min(H(B)), nazveme tento prvek supremem
mnoziny B a oznacime ho jako

sup(B) := min(H(B)) .

Pokud D(B) # 0 a existuje max( (B)), nazveme tento pr-
vek infimem mnozZiny B a oznacime ho jako

inf(B) := max(D(B)) .

Napriklad ve standardnim lin. usporadani realnych ¢isel min((0, 1))
neexistuje, min([0, 1)) = 0, inf((0,1)) = inf([0,1)) = 0 a sup(N)
neexistuje, protoze H(N) = ().

e Usporadand télesa. Potfebujeme je pro definici realnych ¢isel.



Definice 4 (uspoiadané téleso) Usporadanym télesem
F' rozumime algebraickou strukturu

F:(F7 0F7 1F7 +F7 ‘' <F>

na mnozinée F se dvéma riuznygmi vyznacnymi proky Op
alp v F, se dvéma operacemi +r a -p na F, s linedrnim
usporadanim <p na F' a takovou, Ze se splnuji ndsledujict
axiomy (a,b,c € F).
1.Ya: a+rp O0p=aNa g lp=a (prvek Op je neutrdlni
v+r a prvek lp v -p).

2. Obé operace +r a -r jsou asociativni a komutativni.

3.Ya,b,c: a-p(b+pc)=(a-pb) +r (a - -pc) (plati
distributivni zdkon).

4.Yadb: a +p b= 0p, Va # 0pdb: a - b= 1p
(existuji inverzni proky).

5. Ya,b,c: a <p b= a+p c <p b+pc Va,b :
a,b>p 0p = a -p b>0p (<p respektuje obé operace).

Axiomy 1-4 jsou axiomy télesa. Prikladem uspordadaného télesa
jsou zlomky (téz raciondlni ¢isla) Q:

Q:={m/n|m,neZ n#0},
kde Z :={...,—1,0,1,... } jsou celd ¢isla. Dalsi piiklad? Treba
Q(WV2) ={r+svV2|r, seQ}.

Obé uspoiddana télesa se lisf, rovnice 22 = 2 nemd feseni v Q (jak
ukdzeme v nasledujici pasazi), ale je fesitelnd v Q(v/2).
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e Neuplnost usporadanéeho télesa Q.

Definice 5 (dplnost) Usporddané téleso je tuplné, pokud
jgeho kazZdd meprdzdnd a shora omezend podmmnozZina md

Supremum.

Ukéazeme, ze usporadané téleso Q uplné neni, plyne to z nasledujici
véty. Pro jeji dukaz si pripomeneme princip indukce, ze kazda
neprazdna podmnozina X C N ma minimum.

Véta 6 (/2 € Q) Rowvnice
1’ =2

nemda v oboru zlomku Tesent.

Diikaz. Pro spor necht (a/b)? = 2 pro néjaké a,b € N. Tedy
a® = 2b*
a podle principu indukce muzeme predpokladat, ze ¢islo a v této
rovnici je miniméln{. Cislo a? je sudé, tedy i a je sudé a a = 2¢ pro
néjaké ¢ € N. Pak ale
(2¢)? = 2b* ~» 4c® = 2b* ~» b* = 2¢7 .

Protoze b < a, dostali jsme teSeni vysazené rovnice s ¢islem nalevo
mensim nez a, coz je spor. O

Disledek 7 (nedplnost Q) Usporadané téleso
Q: (Q7 07 17 +, <)

raciondlnich ¢isel neni uplné.




Diukaz. Ukazeme, ze mnozina zlomku
X={reQ|r <2}

je neprazdna a shora omezena, ale nema supremum. Prvni dveé vlast-
nosti jsou jasné, 1 € X a x < 2 pro kazdé x € X.

Pro spor vezmeme zlomek s := sup(X). Kdyz s* > 2, existuje
zlomek r > 0, Ze s—r > 0 astdle (s—r)? > 2. Pak ale s—r > z pro
kazdé x € X amame spor s tim, Ze s je nejmensi horni mez mnoziny
X . Kdyz s? < 2, existuje zlomek r > 0, Ze stdle (s +7)? < 2. Tedy
s+ 1r € X a mame spor s tim, ze s je horni mez mnoziny X.
Podle trichotomie uspofddani musi byt, Ze s* = 2. To je ale podle
predchozi véty nemozné. O

° Uplné usporddané téleso R.

Véta 8 (existence R) Erxistuje jediné (viz véta 9) uplné
usporddané téleso

R = (Ra OR) 1R7 —l_R) ‘R <R) .

Nazyvame ho télesem redlnych cisel.

Pripominame vlastnost/axiom tuplnosti: je-li X C R neprazdnd
mnozina a existuje-li néjaké y € R, ze x <g y pro kazdé¢ r € X,
potom ma mnozina takovych ¢isel y nejmensi prvek. Index R bu-
deme u neutralnich prvku, operaci a usporadani vynechavat. Kazdé
usporadané téleso obsahuje jako své prvotéleso (nejmensi podtéleso)
kopii racionalnich cisel Q.

Vysvétlime, jak uplnost uspordadaného télesa ho ¢ini v jistém
smyslu jednoznacnym. Bijekce f: F' — G mezi dvéma usp. télesy



je jejich izomorfismus, pokud f(0p) = Og, f(1r) = 1g a pro kazdé
x,y € I je

fla +ry)=flz) +a fy), fle ry)=[fz)-c fly)

r<py < flz)<¢ fly).

Véta 9 (jednoznacnost R) Kazdd dvé dplnd usporddand
telesa jsou izomorfni.

Disledek 10 (v/2 € R) Rouvnice
=2

md v oboru realniych cisel resent.

Diukaz. Vezmeme podobnou mnozinu jako v dukazu dusledku 7,
tedy
X ={acR|a*<?2}.

Podle véty 8 existuje supremum s := sup(X) € R. Stejné argu-
menty jako v onom dikazu ukazuji, Ze nenastdva ani s> < 2 ani
s? > 2. Tedy s = 2. O

V pozdéjsi prednasce dokazeme dalekosahlé zobecnéni predchoziho
vysledku. Spojitost funkce v nasledujicim tvrzeni znamend (pozdéji
to definujeme presné), ze mald zména argumentu funkce zptisobi
malou zménu hodnoty:.
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Tvrzeni 11 (Bolzano—Cauchyova véta) Necht a < b
jsou redlnd cisla a

f:la, b = R

je takovd spojitd funkce, Ze f(a)f(b) < 0. Potom ezxistuje
¢islo ¢ € |a,b], Ze f(c) =0.

e Spocetné a nespocetné mnoziny, nespocetnost R. Mnozina X
je nekonecnd, kdyz existuje prosta funkce f: N — X. Kdyz X
neni nekonecna, je konecnd. Da se dokazat, ze pro kazdou kone¢nou
mnozinu X existuje surjekce f: N — X.

Definice 12 ((ne)spocetné mnoziny) Pojmenujeme
nasledujici druhy mnozin X.

1. X je spocetna, kdyz existuje bijekce f: N — X.
2. X je nejvyse spocetnd, je-li konecnd nebo spocetnd.

3. X je nespocetna, kdyz neni nejvyse spocetnd.

Véta 13 (spocetnost Q) Mnozina zlomku je spocetnd.

Dukaz. Pro zlomek = € Q v zdkladnim tvaru, to jest kdyz n > 0
a kdyz citatel m € Z a jmenovatel n jsou nesoudélna dcisla (tj.
nejvetsi ¢islo k € N délici soucasné m i n je k = 1), definujeme
normu ||| := |m|+n € N a mnoziny

Zi={z,j<z;<-< Zkj, j | 2, € Q ||z, =7}, JEN.
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Napriklad
_ 4 3 2 1 1 2 3 4 _

Zde % & Zs, protoze ¢isla 0 a 5 nejsou nesoudélnd. Patrné j # j' =
Zj a Zy jsou disjunktni, kazda Z; je konecna (a # 0) a {J;ey Z; =
Q. Zobrazeni f: N — Q definujeme jako

f(l) = 21,1, f(2) — 22,1y - - ,f(kl) = Zk1,15 f(kl + 1) — 21,25 - -

—hodnoty funkce f nejprve projdou k; sefazenych zlomku v Zq,
pak ko sefazenych zlomku v Z, a tak dal. Obecna hodnota je pro
j € N rovna

flki+ kot 4 kjia+i) =z, i €[k,

kde pro 7 = 1 tento argument funkce f definujeme jako 7. Lehce se
vidi, ze f je bijekce. O

Dokazeme nespocetnost R. Odvodime ji jako dusledek zakladniho
vysledku o mnozinach, ktery ukazuje, ze potence P(X) je podstatné
vetsi mnozina nez X.

Véta 14 (Cantorova) Pro Zadnou mnozinu X neezistuje
surjekce

[ X = PX)

Z ni na jeji potenci.

Dtuikaz. Pro spor bud X mnozina a f: X — P(X) bud surjekce.
Uvéazime podmnozinu

Y ={reX|zd&flr)})CX.
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Protoze f je na, existuje takové y € X, ze f(y) = Y. Pokud
y € Y, podle definice mnoziny Y plati, ze y € f(y) = Y. Pokud
y €Y = f(y), ma y vlastnost prvka mnoziny Y ay € Y. V obou
pripadech to je spor. O

Jako {0, 1} oznaéime mnozinu (vech) posloupnosti (a,,) C {0, 1}.

Disledek 15 (o 0-1 posloupnostech) Surjekce
f:N—={o, 1}"

neexistuje.

Diikaz. Zobrazeni g: {0,1} — P(N), g((a,)) ={n € N | a, =
1}, je patrné bijekce. Kdyby existovala uvedend surjekce f, slozenina
g o f by byla funkce z N na P(N) popirajici vétu 14. O

Disledek 16 (nespocetnost R) MnozZina redlngch cisel
je nespocetnd.

Dukaz. Opét dokazeme o néco vic, neexistenci surjekce f: N — R.
Redlns cisla si ted piedstavujeme jako nekonecéné desetinné rozvoje
a vezimeme mnozinu

X = {O.alag... ‘Cln € {O, 1}} CR

téch, co maji za desetinnou teckou jen nuly a jednicky. Zrejmé mame
bijekci g: X — {0,1}N. Kdyby uvedend surjekce f existovala,
snadno z ni ziskame surjekci fo: N — X (polozime fy(n) := f(n)
pro f(n) € X, jinak fo(n) := 0.000...). Pak by ale slozenina go f;
Sla z N na {0, 1} a popirala by disledek 15. O

13



e Trochu o C. Pripomeneme komplexni ¢isla a jednu jejich stézejni
vlastnost. Je dobre znamo, ze

C={a+bi|a, beR}, i=+v-1,
a ze C s neutralnimi prvky Oc := 0+ 07 a 1¢ := 1+ 07 a operacemi
(a+bi) +¢c (c+di):=(a +r )+ (b +r d)i
a
(a+bi) ¢ (c+di)=(a rc—prbrd+(ard+r b r )

tvori téleso. To ma nasledujici dulezitou vlastnost, plati pro néj
takzvana Zakladni véta algebry.

Véta 17 (ZVA) Kazdy nekonstantni komplexni polynom
p(z) v Clz] (1. s komplexnimi koeficienty) md koren, takové
cislo zp € C, Ze

p(z9) =0.

DEKUJI ZA POZORNOST
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